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Les trava

P

N diff6rentielles jouent un r61e tr6s important dans les applications des

jes aux sciences physiques et de l'ing6nieur. Cependant,les 6quations

le$ qui gouvernent les processus r6e1s contiennent souvent ce:rtains

exemple les coefficients ou la partie non homogdne, qui ca:ract6risrent

Fromdne 6tudi6 et qui sont d6termin6s exp6rimentalement. A cause des

[es mesures et le hasard proPre aux phdnomdnes, ces 6l6r.nents ne

dans la plupart des cas exprim6s PaI une fonctionbien d6termin6e /(t

lemplacee par une fonction aleatoire f (t,r), oir c.,r est interpr6t6 conlme

6l6mentaire li6 au hasard. Les 6quations qu'on obtient pa:r

iofr du hasard dans les coefficients sont appel6es des 6quations

stochastiques (EDS).

de Hurst (1880-1978) sur le niveau du Nil ont mis en evidence un

fion stationnaire.

ts.tsetihi Mas ter: Qro 6 abilit& et app [batiot* Univ.Guelma (Juinr 201



.TAIiLE DI]S MATII]RES

lFluLrst introduit la notion de d6pendance d long terme et d6'rreloPpe desi techniLque de

(:ara.cterisaLtion. Mandelbrot et ses travaux en finance met,lui aussi, en 6viden,ce la

,J6pendan,ce i long termel. Il propose en L968 un moddkt (Saussien d accr,oi.ssements a

,l6pendance d long terme :Ie mouaement b rownien fractionnaire (d6ia d6lli:ni dans lers

ierundes 4O par lKolmogorov), et donna les principales propri6t6s. Dbs lo,rs, de plus en

piur; de dornaines, il6sireux de s'affranchir de la propri<lt6 de Markov et de

L'ind6penclance des accroissements d6veloppent des moclbles browniens;

fractionnaires. Les trajectoires du mouvement brownien frar:tionnaire pr'6rsentent

aurssi beauLcoup d'ir,t6rOt en imagerie de synthdse et en irnap;erie m6dicrale par leur

calactbre auto-similaire.

Le but de notre travail porte deux aspects :

- ErL premier aspect nous nous s'int6ressons d l'6quatior:r diffdrentielle strcchastiqur.e de

la forme:

dxt : b (t' X) d't + dBf (*)

or) b est une fonction donnde et BH est une mouvement trro'w'nien fractiorrrairre

caractdristi par B{ ,= 
J'l ,Kn (t,r) dW'.

DeLrrs le ca.s oi le paramd:tre de Hurst 11 est 6gale d +, B" est.une nrotlV€,Irr€ht

brrrwnien et si 11 I |,te processus BH n'estPas une serni-nLa.rtingale et n,ous ne

pouvons 1>as appliqluer le calcul stochastique de It6 pal rap'prcrt d BH .l\lous

pr,$sentons le calcul stocJrastique Par rapport au brownien fr6ctionnafi'e IIH et nous

donnons quelques lhdorr)mes d'existence et d'unicit6 d'uLne solution faiblre pour

l'6quation. (*') inspirds des travaux de D. Nualart [9,10, I1,L2,13] et de ses

collaborateurs,

- En deuxidme aspect nous nous citons les applications d.u rnouvement brownien

frarctionneLire en finance, notamment les travaux de Steplhan Rostek [1{]] qui dome

unre formule ferrn6e pour les options, de type europ6en, d'achat et de r,'ente en

mil:rch6 fractionnaire (Modble Black & Schole fractionnaire)

Notre m6moire est compos6 de quatre chaPitres :

t{.:nftatfattnfiet,B.Eetihi Master: Qrobabilitls etappficatbns Univ.Gue],nna (Juin :1015)



'TABLE TIERES

Dans le

.Ensuite

Dans le

le calcul

verslon

Dans le

6tabli une

ique par rapport d un MBF BH quise porte sur le calcul

ie calcul de Malliavin, f int6grale stochastique par rapport au MBF et la

ire du forrnule de It6.

L, nous rappellons les notions de base du calcul stochastique'

ions les principales propri6t6s du mouvement brownien

2, nous pr6sentons les diff6rents m6thorles utilis6es Pour construire

ifre 3,:nous 6nongons le th6orbme d'existen'ce et d'unicit6 pour la

solution fa l( de rEDS (*), et nous nous 6tudions les corrditions suffisantes pour

lesquelles lution de (*) existe et est unique.

Dans le 4, nous citons des applications des EDS fractionnaires err financ,e.

Nous dgalement 6voquer les travaux de Stephan Rostek [18] qui ar

tion de la c6ldbre formule de Black & Scholes en cas d'un marchd

t{. Kfia[) E. tsetdfti Mas ter: Pro 6 abilitts et app [icatiotts Univ.Guelma (Juin 2015)



Cfrnpti.te L

Mou'vement BrOwn ien Frarctionnri?rire

Ce premier chapitre recense, aprds avoir d6fini,les propr:i6t6r; de base <lrr Mouvement

Brownien Fractionnaire : propri6t6s des trajectoires ( attt,o-sirnilarit6, continuit6,

nc,1diff6rentiabilit6,...), propri6t6s plus fondamentales drn point de vue pr:obabilil;te

(prppri6tds des accroissernents, absence de propri6t6 de.Markov de mar:tiLngales)

1,1- Flappel sur lle Calcul Stochastique

Dirns toute la r;uite (Q, j',tr) est un esPace de probabilil;6 co:rrLplet.

1.]t.1 rG6n6rallit6s sur les processus stocha,stiiques

1. lSoit ? un ensemble, on appelle processus stochastique inclex6 pat 7',es;t d rraleurs

clans R.d une famill e (,Yr)rrr d'applications mesurabler; de (0, jr) dans (,Rd,6(Rld;) :

pourtout t t I, .& est une variable al6atoire.

2. Soient X etY deux processus, X est une modificatiorr (version) de itl sri, pour tout

t > 0,1:s variabl:s al€:atoires X1 et Yr sont 6gales IF-p.s. : vt ) 0, IP(,Kt : Yt) : I.

.y etY sgnt ind.ir;tingrrables si, IF-p.s., les trajectoires de X et de Y sont les m6mes

r:'est d dire lF(& : Yt, Vt 2 0) : 1.

ttl. I(ftatfaL,tafi. et E" Eetifti Master : Qro 6 abiktis et app [icatb ns Univ,Guel:ma (Juin 2015)



:t.2 D6fini et Existence

3. La l{Fr}rrode (fi,-r) est une famille croissantre de sous-tribus de f i.e.

pour s <t- t,'frcftct.
4. On dit 'n:lne filtration {fi}rro est continue A droite di t1: fu pour tout t, oit

T --rt--tte

5. Un X est adaptd par raPPort i la filtration {fr}t>o si, pour tout I } Ct, X1

est fi-

L.L.2 Gaussien

L. Variab

densitd

ot) oa,i

Dans tou

L.2.L

Sfiussienne : Une variable Giussienne de loi Al(*,o2) si elle a pour

N(*,o')(r):#*r{ \r#\
2. Vecteur ussien : Un vecteur X : (Xt, Xz, ..., Xn)' est Gaussien si toute

lin6aire D?:r\oXu est une variable Gaussienne d valeurs r6e11es.

la loi de X par son vecteur esp6rance esit sa matrice de covarian,ce :

inversib

3. Un X est Gaussien si toute combinaison lintlaire finie de (Xt)r>o est une

variable toire Gaussienne, i.e.

Yn, Yt6, L < i < n, Vai, Doorru est une'v.a'r. Gaussienne.
i:l

L.2 nition et Existence

r t i:l.nt : lot;li:ln

g($$) - E(Xc)E( X).Laloi de X admet urLe densit6 si la matrice esit

la puite (Q,7,tr) est un espace probabilis6.

ition du Mouvement Brownien Fractionnaire

DETINIU N f .Z.f IJn mouvement brownien fractionnnire die paramdtre 11 e (0, 7) est un

r€el centr| note (Bf ) ,ro d1fini sur (Q, t ,P) et vdrifant :processus

Mas ter : Qro 6 abilitis et app {h'ations Univ.Guelvna (Juin 2015)



et Existence

(iii) B

REMAR

DETTN il.Z.z fe paramDtre H est appel|le paramdtre de Hurst'

Pnop tr..l f.Z.f Le mouvement brownien fractionnoir, hflm:et la fonction Rs d.e R2

danslt*-

@B{
(ii) E 

I

L.2.2

DErIur

(st, sr,.

(Pour

Rn(t, s) : cou (s{ , n!) : }tlrl" + ltl" - lt - ,l'")

de covariance.

f--
E l(.B,'

L'

I

i

q4a:

- By)'l: u 11a,1'] + E 
f 
(Bf)'l -,ulaf n!)

Bf-a{Laf-"

w laf n{l : rr|rl" + ltl" - lt - ,1" ).

ce du Mouvement Brownien flactionnalre

lJne fonction g : R2 -+ iR esf dite semi-definie positiae si pour tout ':

iR- ef tout (u1,1tr2t...tu*) eR* on a:

tt eGr,s)uaui/o
i:I j:7

(1. 1)

qnht
-i" I 

t'

concerrrant le th6orEme suivan! on renvoit le lecteur i l'ouvrage : A"

Shirya

Master: erobabilitu et apptbati.ons Univ.Guehna (Juin !1015)



TsEon

alors

foncti
-- Deux

6qui

.- Deux

La

Pour

(1.1)

En effet

et Existence

t,f.t - Soit m: IR + JR ef p : iR2 -+ R symltrique et semi-dlfinie positive,,

fte un processus gaussien r1el unique d une €quiaalence pr\s de moyenne m et de

gaussiens rdels de mArne moyenne et de m€me fonction de couariance sont

gaussiens rdels de mAme mlyenne et de mAme fonction de covariance d

F I p." continue d droite sont indistingables.

N L.2.2 La fonction Rs est sym1trique, semi'ddfinie positiae et continue,

$t la sym6trie sont imm6diates d d6montrer.

,.i., s-) e R- et (ut,ur,'..,u^) € lR-. Il slagit de montrer (1.1). Pour celaSoient (

on util le [ait que la fonction s -+ p(s) : exp(-c ltl't) est la fonction

$$ d'une variable al6atoire S gaussien. De ce fait g@ - t) est une fonction

positive qui signifie que :

i:0 j:0
. r\ \ i, / \ . 1 \ Safn

considdre une masse d l'origine (s6) 6gale i zs : - Diol\rz4, l'expressiion

V(ua,ui, sr, s j). R', i i, G, - s) uiui ) o

fTL TN

-tf l"n -sol2HuauiL Lt-" -rl
i.:o j=o

(1.2)

(1.3)

iilsol2' ului :
i:L j:I

\ia r r2H \-\) l5;l U; ) U;
z_Jt "t "z_t r
;-1 ;-1

n1
\- r t2H
-Lt' -'
;-1

n'L

\- r t2H
Z-/'"
i=O

Mas ter : Qro 6 abi[itu et app [ir ations Univ.Guelma (Juin 2|015)



ri6t6s des traiectoires du MBF

Ce qui (1.3). Consid6rons c > 0 suffisament petit, comme D7r)a,*:"u.;ui :- Q,

alors on

rL TN

*n (-"1s, - so l"\ u,u^ : \- t ( / r r2r1\ \
- \ / " ./-t/-,.exR(-clst-sil'")-l)utui

i:o j:o

: -"tj tr, = 
,il,u upi * o(c)

i:o j:O c-+0

efr utilisant (1..2).

npipales propri6t6s des trajectoires drx MBF

tf-similarit6

N,]3.1 Un processus (Xr)r.n est dit auto-similaire d'ordre 0 > 0,, si pour tolwt

cu > 0,1

(X.r),em et (aP X)6e

et on

1.3

L.3.1

DErru

ont

TsEon l.,il,.l fe mouaement brownienfractionnaire (8,"),.o de param,Etre H est

auto-simi d'lgrdre A.

Ddmons

Fixons a

centr6s. ffit donc de montrer qu'fls ont m6me fonction de covariance.

w,ln{,n!"1 f;ilorl'" * latl2H - lat - .,sf')

'ro" (lrl" + ltl'u - lt - ,1")

fTL fTL M

EaSat t2H \-r 0H
)_, )_rlsil uiui : - )_,lsi - sol uiuo
i:I j:r j:0

Master: erobaiilitu et app[icatinns Univ.Guelma (Juin 2A15)



t6s des tr ectoires du MBF

0<H
Pour

Pour

Si de

w,laHBf a"Bll 
: i'::,t,:.r::),r,,= ,o'n (lsl'" + ltl" - lt - tl'")

$tiivante montre que parmi les processus gaussiens,les caractbres

ptationnaire et auto-similarit6 sont caract6ristique du MEF. .Elle foumit

dpscription des "cas limite" H : A et fl : 1.

N 1.3.1 Soit (X1)6e un processus non-dlg1ndr1 auto-similaire d'ordre H, d

e IR ef pour tout 0 < H < 1, E(Xr) : 0.

PR,,pour H : L, Xt: tXr IP - p.s.

Qst gaussien alors il est indistinguable d'un mouoement brownien

Xo: Xa' ! oH Xo

(o'-r)xo3o
IP-p.".

rit6, on a pour tout s > 0 et tout I > s :

1

E [x,x"] : ;lw}?l+ E [x3] - E i(X - x")'ll

larit6 on a :

[x,x"] : ilrr*lx?l + s27w,lxll

: Rn(t,s)E [Xi] .

: |f"frn+E [x,'?] - E lxl,ll

- (t - ,)" wtxi]]

Master: (Probabilitls et app[ications Univ.Guelma (Juin 2C115)



0

rb

tt-
I

Il

iectoires du MBF

E [X'] :tslxz - Xrl : (2' - 1)E [Xrl

rJ = O par auto-similarit6 il en est de mOme pour tout t > 0 :

Et&l :tHIE[xr] :o

qts>0commeH:L,ona:

E [&X,] : tsE'[Xf]

p [x - txLT : EtX?] - 2tW'lX,Xrl + fwlx?l

: (t2 - zt2 + l) Elxil

:0

lb theordme (1.2.1), ce sont deux processus (x1) et le MBF gaussien

[a meme fonction de covariance, ils sont donc indistinguab]es.

inuit6 de Hiilder, Non Diff6rentiabilit6

{rlre si (&) un processus tel que :

etlX-x"l"l <Clt-sll+tr (o>0, P>0, C>0)

une version (od modification) (Xr) de (Xr) lipschitizienne, et on a :

Donc

On

centr6s

L.3.2

Master: rProbabifitu et appfimtiarc Univ.Guelrna (Juin 2015)



.1.3 Pri les propridtris des tr ectoires du MBF

'Inilon

tra;iertoi

M:E L.3.2 Tc,ut mrsuaement brownien fractionnaire atlmet une modifri.callion dontl les

ont rme cantinuit| de hijlder d'ordre 1 < H sur l;out interrsalle l},ptl aaec p >' 0.

.[ stLffit

llor"rt (s,

e montrer que, pour tout a > 0 il existe une con.stante Co teller qrre, pour

r= l0,pl2 :

wlls! - BY l*l < c" lr -'l''oLI ! D I J 
-

sid6fer le cas to ,- 0, p;rAce d Ia stationnarit6, ce qui re',rient d 6tudier la

rportement a" l,T I l"una L -+ Ls.

iiait dn va d6montrer lla non-diff6rentiabilit6 d droite dle 0.

oorJ , Aft): [',uo l#l>,'u'l u,,.. M >o
Lo<"<tl 

u l- l

PIA(rrl > Pflgfllr*l
l'r: r- I

L/ '| ri- I

(1.4)

laL conditiorr (1.4) par la th6orEme de regularit6 ite kc,lmogorov' (Ii.evurz &:Yor

(B{) tefo,el 
admet une modification dont les trajerctoi.res sont hiillder

d'or<lre f e 10, 
-g#l pour tout a > 0. La condition (1.4) d6corrle de la

it6 des accroissements et de 1'auto-similarit6 :

ll sr

Rr:

Tg
IDtr-'

Ddt

Orr

cor

cor:

En

Orr

E|ll," -Byl"l : nlls,l"l"l
: lt - 'l'u e llafl l"]

ffit {e poser alors : Cla.- E llBfll"] ( *oo.

tnn[r:n l.i3.L Ltans ln suite, on ne considera que des ae:rsions continues a!.u MBF.

on$vrr '1..3.3 Soit l0 € IR . Les trajectoires du mouoement brownien fractionnaire sont

.s. rlon-d.iff(rentiable en ts.

onsfrration',

n, llgfll > Mt'-H1 ---+ F f lglll > ol
Ll r | 

- 
I + .^ Lt I r 

- 
J

.En effet

[17])t q

rCOll

et E. Retl:fii Master: ero\abi[itis et appfbatinrc Univ.Guelma, (Juin 21015)



ri6t6s des traiectoires du MBF

fi* l4l : *- IP-ps.
t-+o+ | L 

I

fi- lryl : +* P-p.s.
t-+ol t 

I

{ariation d'ordre pL.3.3

TsEon

Soit p €

brownienmouaement

)1,
(1,
- 1.

\.$.+ Considlrons Ia variation d' ordre p e Ra du

ddfiniepar : V, - IP - *IjT*W,, aaec :

"2n w,p : p_lu n - " - B (r - e, -,lo

I

f o si pH
Vr: 1 *oo si pH

t E llBfll"l : cp,H si pH

h,p: 
{lr-"1"-'p I 

B*fr-* - B(1,-r1z-,lo , ,,. *.}

les suites des variables al6atoires suivantes :

- B(n-t1lo , , € N.)
{'"fr,wr

,PlA(t)l ---+ t.' " t-+o+

Master: hobabilitts et a.Wfi.catinns Univ'Guelma (Juin 2015):

v
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ue du MBF

liiau assure que B*l1r_* 
L 

2-nn gn. Par cons6quent, il est clair que pourr

tout n € Y, +o 
t Y^,r.nsuffit de remarquer que la suite

{"r -
la

Compt

L.4

DfnN

not€ \X
Ar*

,y i f a Z ou X) est statioruraire et ergodique [16]. Comme on a (grAce h

ir4) :

u [t,"] : ,-"D!:,u fltf : "&-,,1"]: 2-"D'rl:rn llBfll"]
:2_".2"F.llBfll"]

efsodiwe nous dit que l'on a:

Y,ouj C^u et Y*,oo:- Cr,, donc i,r,, ! Cr,u

(1.5)

(1.6)

une

qui

ld6terministe, alors Yn,p L c,p,n.rls'en suit que : [2-"]eH-r W,p L cr,a' ce

Conol E i1.3.L Le mouoement brownien fractionnaire est tr-p. s. h aariation non

borndes compact deR.

Il suffit

[0,1] : {

q'reV",

iddrer le compact [0, 1]. En consid6rons la subdivision particulibre de

^ ,t.., k2-n ,..., 1), pour avoir la propri6t6 de variation bornee (par b), il' faut

b fl-p.r avec b < oo. Or ceci n'est pas possible car 1e th6orbnne (1.3.a)

signifie

flation Quadratique du MBF

u {e (1.6) et du fait que h,, ! h,o or-a donc Y,,o L C*n comrrte Co,n est

N f.4.1 l.In processus X est d oariation quadratique finie s'il existe un processus

qr4r, pou, tout t et toute suite de subdiuision Ln de lO,t) tels que le pas

, 
^,,,

I

P- Iim
n--++oo

(xrr*,,- xrr)' : (Xl,
(tp,t6qr)€An

E.Bet6rt.i. ,vtaster: Qrobabilitls et ary[icatiotls Univ.Guelrna (Juin 2015)



ue du MBF

t Soit (Brt)r.* un mouvement brownien fractionnaire de patflmefie H,THEon

alors on

Soit t e

Soit {A
A," tend

Consi

Il suffit

+ [o < h 1 ... I tn, n € N] une suite de subdivision de [0, t] dont le pas

( o si H>+, vte R

(s").:{ t si H:I, vieR\ /' 
[ *- si n.i, vr€lR'*

'on suppose strictement positif pour fixer les id6es'

rf^ :i (u#., - Bfr)
ft:0

la convergence dans n 1 de fa' vers 0.
"B

Par sta t6 des accroissement on a :

pfr,l"l : f ul(uf,-,-B,T)'lL u r ?- LUNaL 
'-/ 

Jk:o L

n-l n-1

: I lt**, - t*l"o s t ltr*, - txl.ltr,+, -' trl"*'
k:0 k:0

* 1 > 0, on a donc, li$- lA",l'"-t 't :0 et le r6sultat en d6coule'

H <+

i{inetg"tce de ff'.
,l'ensemble des subdivisions de [0, t] dont le pas tend vers 0 et

' fn-l , rzl
E:suproltf BI .-Rf\-l"Y* 

L?^ \"to*' "'* ) )
la subdivision r; : *,t eTT on a:

l!-, -- tzl
E

L ';:o J

(2'+ 1) (*)"
r'(#..h)
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Comme

D'oi le

La ddfinir l'int6grale stochastique par raPPort au MBF r6side dans le fait

qu'il nf semirnartingale. On renvoit le lecteur d l'ouvrage G.

et M. Taqqu [19] pour la d6monstration et la discussion sur ce point,

dans notre mr6moire.

-1<0et2H>0,onadonc:

''1^Lr:-1^,4*ffi4:*oo et ,\*21r*1:o

ue du MBF

s

qul sera

Master : Pro 6 abili.tls et app [ications



Cficr.pitre 2

ration par rapport au MBF

m6thodr:s ont 6t6 utilis6es pour construire le calcul stochastique Par

un MBF. Citons les contributions suivantes :

i. et Heide ont ct6fini l'int6grale stochastique Par lapport dL un lrlBF llH cle

H > + en utilisant la m6thodes des trajectoires de Riemann-fittieltjes'

cas la forLctiorr d int6grer doit otre de p-variation finie, on | + hr > l'

rapport

- llin,

lPa

'Dans

Si la

),>

[{u r:

cl

une

moy

- Elnu t les notionl; d'int6gration et de derivation fractionnaires, Zl;rhLe a d(:fini

l'in riale stochastique trajectorielle pa rapport d un I\4BF de parambtrr: 1/ e ]Ct, f]'

ion h in.t6grerr possdde des trajectoires )-Htjl,i'er continues avec

- H, alorc r:ette int6grale peut otre interpr6t6e comrne une intdE;rale de

-Stieltjes;.

Dec useforrd, Usti.inell, Carmona, Coutin, Alds, Maz,et,Nualart, Duncan,I'asil<,

Oksendal ont d6velopp6le calcul des variations; stochastique pa:r rappor:t d

un Garnssien B. Cecalcul et un outil puissant qui peut otre utilisd pour

r f int6gral: stochastique. Plus pr6cis6ment, co.rrLme dans le cas du processus

<1e r,l.,op6lateu.r de divergence PaI raPPort i 13 peut Otre interprrrSt6 comme

t6grate stochastique. r--int6grale construite par r:ette m6thode presside une

nulle et peu.t otre obtenue conune la limite cle sommes de Riemann.

et E. Retlfii Master : 9ro 6 abi[itt s et app kcatians Univ.Guelma (Juin 2015)



igauche droite de Riemann-Liouville de / d'ordre a sur (a, b) sont donnries pou:r

pr0SQute tout r par :

2:,.\ tCal I fractionnaire

:2.r cul fractionnaire

s ici les d€finitions et les propri6t6s de base du calcul fractionnaire'

b € R eta), b.Pour f e L'([o,b]) eta > 0,lesint6gralesfractionnaires

oiL I
habi

Ii'f @):# 1," 
a-a)'-'f ('a)da

tti f @): # l"u 
,' - ')o-' f 

(''a) da Ql)

la fonction d,Euler. Cette int6grale prolonge les int6grales it6r6es d'ordre n

les de / pour 0 '= n, € N.

La d6

0<o

(2.2)

lrJous ril

lloiernt a

Ouan

f)'un

t,
I ffr (resrP' ff-)
si/€ h (U) (resrp. f ( If- Q')), alors la fonction / telle que

/ (resp. f == It qi) est unique d.ans Lp et co'urcideravec la d6riv6e gauctr're (resp'

dre Riemman Liouville de / d'ordre a d6finie par :

{--r..I
J -- ta,

drrcite)

NICUS a ons la prenribre formule de composition:

ry. Qt.t) : ryip t

fractionnaire peut 6tre d6finie colrune l',op6rartion inverse' supposons que

Ietp>1,etsolLent I:.(Le)(resp. If-(L'))f image deLp ([o'b]) par

4 r @): n*6 G% * * | " 
[pi%a',)

Dr'- r(r',t:, 

'*) 
(## * * I,' 

[P#d')
oir la nvergence des int,6grales pour la singulartt6 r == 

g est satisfaite au sens de 'Lp'

,rp > Itoute forrction dans 1f;+ (,Le) est Hiilder contfurue d'ordrer ll" - ;)
tre c0t6, toute fonction continue de Holder d'ordre B > a admet une d6riv6e

ire d'orrlre a, c'est-A-d re Ca ([", b]) c Ii* (Le) pour tout p > rfracti

et 8. Retdfti Master: Qro 6 abifttis et apphcations lJniv.Guekna (JuirL 2015)



tation clu MIBF'

Pourr / I,?*(Le),o11a I:-(D:.f): f etpour f e L' ([o'b]) ,ona D:.(I:.f) '= /'on
eL d,es fo ules d'inversion analogues pour les op6rateurs Ii et Di .

ft 17,t), cr )i 0, l] > 0, a + {3 ( 1, ona la deuxibme formule de cr:rnpositionSiJ'eIi

(o'*t) : D:lP r

ub de I'int6g;ration par parties :

l"' o:'rl(r)g (r) d, : f 
"u 

f (r) @t-e) (s) ds

POur .f e li* (L'') , g e tf- 1r'1 , t, * tr: t.

)re fo,rl est un p,Iocessus de Wienner unidimensionr,el pour 0 <. rr ( ], on a ,

['A-:;)-oclw":**o ['!t!+as'=f (1 -o) Dt-w',, r:'.2'4)
Jo u JO (r_r/

(2.3)

SiW :

i.e k: us f; (t - r)-'dvll" coincide avec la d6riv6e fracti.onnaire gaur:he du

l? de Wiene:r aver: le facteur du temps f (1 - a)

'2.2| pr6sernta,tion du MBF

iioit Bfi' {nf , t e [0, "]] 
un mouvement brownien fractionnaire de paramEtre de

.Huu:st

rclO

{n!I , s

Notonsr

d6fini

pa.r:

[/aLppli

Garrssi

e ]0, 1] d6fini sur l'espace de probabilit6 (0, f ,V'). Pour tout

, .notons par 7f'' la o-algdbre g6n6r6es par les variables al6atoirres

10, t]) et lers ensrembles de probabilit6 nulle.

r t l'ense.mble des fonctions 6tag6es sur [0,7] et soiit 7tI'espace de I lilbert

la ferrnetu.re de t relativement au produit scalaire d6finie initialement

(1t0,4,1t0,,t)" : Ru (t,,s)

Lion 116,4 __+ Bf peut 6tre prolong6e d, une isom€trie entre ?l et ll'espace

.fi (llg) rLot6e BH . Pour tout g e H, onpeut .irLterpr6ter BH (p) comme

l'int6g le de Wien e:r de p par rappor t d, BH et 6crire B''t (v) == ff 4d'BH .

,i.(i) Cas

et E. Eetiifii Master: tProbabifitls et appficationi Univ.Guelma (Juin 21015)



oi aa

tion du MBF

4dvariance Rn (t,s) peut 6tre 6crit sous la forme :

Ru (t, s) : an 
Ir' lr" V - ul"-' d'udr,

2lII - 1) et la formule (2.5) implique que pour tout 9,$ e t :

rT rT
(p,,/,)u: o, I I l' - ul"-' e,eudud'r'Jo Jo

[Q noyau de carr6 int6grable donn6 par :

Ku (t,s) : crrsi-' 
I,' , - ,f 

-Z 'u'-L d,u,

l'6galit6 suivante :

TtAs

J, Kn (t,u) Kn (s,u) du: Rrr (t, s)

ff o,s) : cn(:)" 
t 

(t - s1H-8 ,

(2.5)

ri2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.e)

(2.1o)

qul lmP {ue le noyau ,R6 est d6fini non n6gatif et fournit une representation

explici sa racine carr6e en en tant qu'op6rateur.

A parti (?.6), on obtient :

l'fop6rateur lin6aire Kh dehnide t dans L' (10,7]) par :

Uop6ra 4; .rt une isom6trie entre t et L2 ([0, 
"]) 

et peut donc €tre prolong6 d

(Kho) G) : l" o @+ (t,s) dt,

(lr;rp,4) (s) : Ka (t, s) 110,4 (s) .

Hillbert ?1.

rftir de (2.5) et (2.7), ona pour tout s, t e [0,7] :

(KhLp,tt, KfiLso,4) 7,([0,r]) 
: (llo,d, lto,"l)"

l'es

En

Master: arobabifitds et appkcations Univ.Guelma (Juin 12015



HN

fin

,$), (Z.g) et. (2.1),on peut repr6senter l'opdrateut K|1d l'aide de

/ 1\ / ,r 1 -- r .\ .

(KhO)(,) : "or (a - ;) "-' lI;-'uH-ie("))@'

p, 
"], 

la fonction indicatrice L10,c1 appartient d l'image de Kft et en

rdgles du calcul fractionnaire, on obtient :

trfr)-'(rro,"r) (") : *S:g '+-n (n!- t"u-+) (s)110'a (s)'

irlraintenant le processus trV : (W)tep,r, d6fini par :

Wt: BH ((rG)-' (tr.,d))

rhrlr processus de Wiener et le processus BH admet une reprdsentationL

que le tsusdeWienergarantissantlarepr6sentation(2.12)estunique.

Les de ?/ peuvent ne pas 6tre des fonctions mais des distributions d'ordre

tlitUco'rncide avec l'espace de distributions / tel que

On

n6ga

^a- tt
Dz

Nous

1T
Bf (d : 

Jo 6hil (t) dw*

r que les deux processus g6nerent la m6me filtration et en d6duire

iy t") "'-+) (s) est une fonction de carr6e int6grable'

vQns trouvez un sous-esPace vectoriel de fonction de ?/ de la manibre

u{uque de la forme :

fr
Bf -- I Nu&,s)dw"'

Jn

tout s, t € [0, ?], on a :

p(w,w") : E(B' ((r;/)-'(rp,q)) n" ((Nil-'(tr',q)))

= ((r;,)-' (rro,,r),(Kh)-' (tro,q))"

: (1t0,4, 110,,1);r110,r,, : I A s'

tout g € 7t, on a;

(2.11)

l:,2.72|,

sulv

Master: lProbabili.tts et npptbations Univ'Guelma (Juiri 201



\2 fr fT
(1,' w"tff o,,)r") d,s : o, I, l,- lr'llp,ll' - ufn-' d'rd'u < a'

'llpr1) ot un esPace de Banach et t est dense dans l?ll '

, lfll mtni du produit scalaire \p,'llxn'est pas complet et il est

on du MBF

des fonctions mesurables sur [0, T], tels que :

llPllr"r 3 br llrllr;,10,'1y

ine constante brr > 0.

ipn irnplique que L' (10,"1) c 'L+ ([0, T]) c llll c u'

'ue 

f integrale de type Wienet ff p (t) d'Bf (qui 6gale d' BH (g)'pat

€tre d6fini pour les fonctions I e lHl et

(2 . 13)

l,' , (t) dBf : 
lo' @hil (t) d,w,

i) Cas
1

lf noyau Ks d6fniPar:

I r r:, H-L

a(t,r): rt I (; )
L \"/

(" - L),t-' I,' uu-r(, -,)"-t]

Rn (t,4 : ['"" Kn (t,u) Kn (s,u) d'u'
Jo

(l.tl\, on montre que :

oKn r, ^t - / 1\ (t\H-+
-il \,,") : co (H - ;) (:) (t - ')'-t

4 peut 6tre exprim6 par f intermidiaire de la d6riv6e fractionnaire par :

Kn (t,s) : cnr (, **) '*-" (nf--+""-;) i')
\ '2/

(2.r4

(2.15

1'op6rateur lin6aire Ki, de t dans L' (10,"]) d6fini par :

(Kh6)(,) -- Kn(r,4dt'* l" @k)- d(,)) ffk,4d'','

"(r
autre

Master: Qrobabili.tts et appfbations Univ'Guelma (Juin 201



I de malliavin

OnaL :

(r;rro,a) G) : Kn(t, s) 11s,4 (.s) ' (2'16)

r\ prartir pe (2.14) et (2.16),on d6duit, comme dans le cds r{ t }, qt" l'op'ltateut ltl}t

est tme iborn6trie enlbre E et 12 (10,7]) et peut donc Otre prolong6 d l'espace: de Hilbert

'i\!..

J-'opr6rat[u,r K] peut Otre exprim6 par f interm6diaire de la ddriv6e fractionnaire :

(Khil(,) == ,',,r (" * l) "-' 
(n1-'"'-*t 1"1) 1'1 Q"L7)

'll,:rcrnciid* avec l'espace fir-' 1r'1et on a Ct ([0,r]) c Hl'si 1 >, - H'

Cornme diahs le cas H > |, nous Pouvons montrer que le processus IzV d6lflini par :

wt: BH ((K1,)-' (tr.,'t)) (2'18)

est un pro,cessus de Wiener et le processus BH admet la r:eprdsentation int6graie :

Bl: ['^r(t,s)d,w".
Jo

I?a,r conp6quent, I,irrt6grale de type Wien er I{ I Q) d'BL/ peut 6tre d6finir: pour le:;

fonctiorlrs I € I;-H (r2) et on a :

fr,.fr.
J, e (t) aBf : 

Jo 6ho) G) dw '

DfirrNmloN 2.2.L tiMBIr) Le mouaement brozunien fractiormaire BH : {L},! , t e' [0, "]]
est dit ft--m,uaement brownien fractionnaire si le processns (2.17), H , t el: Q'f$), H' < +

de Wiener,

2.3 Calcul de malliavin

Lep BH == {n[' , t 2 0] est gaussien et on peut donc d6velopp'gp un cal'cui

tique rles variation.s (ou calcul de Malliavin)'

ons les notions ile base de ce calcul'

,e,nsemble <le variabies ai6atoires rdgulibres et r:lrliniriques de lia forme :

stoc

R.a'ppe

Soit S

F : f (no @r) ,.,.,8H (V)) 12,re)

et E. Betlfi,i Master: Qro 6 abiktls et app fir'atbn's Univ.Guelma (Juin 2015)



Ca I lavrn

=i Cf (R") (/ et toute ses d6riv6es partielles sont bomdes) et % € 71.

Cp d6tivation D d'une variable al6atoire r6gulidre et cylindrique -F de ia

est d6finie comme la variable al6atoire d valeurs dxts'11:

n at
Dtr _ \- + (n, @r) ,..., B, (p")) poUL -I tlt o*o '

4! d6rivation D est un op6rateur ferm6 de LP (f)) dans I] (n,H) pour

,dtir tout nombre entier k > L,notons Dk l'ltCration de 1'op6rateur de

tlfour toutp > 1, d6finissons l'espace de Sobolev De'p comme la

:,5 par rapport d la norme :

k

llFllor,o: E I Flo) + t ( 
ll 
ryr 11"",, )

j:r

{rianitsre, pour un esPace d.e Hilbert V, notons Ek" (y) l'espace de

rg{pondant des variables al6atoires h valeurs dans I/'

{{ la divergence 5 est l'adjoint de 1'op6rateur D.

a tariable aldatoire u dans L' (tl,?l) appattient au domaine de d (notti par

q(iste une constante c v6rifiant :

trTl
lE ((DF,"))l: lE I DlFuldtl < 

" llFllprc,rlJo | "

=ls
d (u) est d6fini par la relation de dualit6 :

fl
E (FL(r)) : E ((DF,")) : E 

Jo 
D1Fu1d't,

'r( Dr,r.

ux propri6t6s de base de 1'op6rateur de divergence :

: ponzd et pour tout u €Dr'2 (H) i

E (6 (u)') : n (ll"llk) + n ((n",(Du).)r*r) ,

;t l]'adjoint de (Du) dans l'espace de Hilbert'11874'

tn)_I
op6rat

rrme (2

'op6ral

rutp 2

6rivati

lrmetu

)elam

obolev

lop6ra

)n dit <

)om 6),

'our to

)ans ce

>our to

)nale

) Dt,'(

ri (Du

f
)u1

L9

)uI

1,

n

e(

itl I

co

511

ue

s'i

rt,

ca

rt

d

1)
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e (Bf): F (0) * [' o' (a!) aa! * u [' F,, (]ra1 ,za-
Jo ..lo \ u/

rnaintenant la version g6n6rale de la formul,e de It6.

E 2.4.I Soit .F est une fonction de la classe C2 (lR) . Ort sultpose:

e [0, 7] [ est un processus dans D!;! (HI) tet que: l,int6i;rale i
Il{ soit continue p.s. et que llull, e ?1. Alors pour tout I <= [0,

te:

cles r6r;ultats pr6c6dents n'est pas trivial dans le cas lI < :l

X,,) : r (o) + 
/o' 

,' (X,) u,,58{

.-o, 
/o' 

F,,(X")"" (1," b - ol,o-, (1," n",,daf

,'*r, l: F" (X,),, (1,' u, (, - o)ztr--z ae) a,

.+

que porff H . t l'opdrateur Kf, donn6 par ('2.12) est une

et L2 ([Ct,"j) et on a : l'estimation :

l+(r,')l < o, (;-,) ft -.s1H-i

la senli-norme d6finie sur t par :

llelll* == 
/o' ,' (s) K (r, s)2 d,s

* I,' (1,' ,r(t) - e(,)t(r -,)r/-B or)' o,

r lly Ie compl6t6 de t par rapport d cette semi-norrme. L-

t.inclusi dan:;'J1.

ohr 2.4.:l soit ,u : {,ur, t e [0, Tl] un processus stoc,ha:stique

ul,poson:s que la trace ddfinie comme la limite en probtzbilit| :

'rrDu ::yg* 
fo' {ru",7p-,**4)rcts

]ROPOSI

,,, (.t_Ln),

2.4 |

tln do

'IHfon

tt : {u1,

.\: [:
Jbrmule

(iii) Cas

Li

Riappe

['espace

lle stor:hasti au MBF

(2.24)

(2.e5\

'11-x e;st

I'espace
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