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Introduction

Les équations différentielles jouent un role trés important dans les applications des
mathématiques aux sciences physiques et de l'ingénieur. Cependant, les équations
différentielles qui gouvernent les processus réels contiennent souvent certains
éléments, par exemple les coefficients ou la partie non homogene, qui caractérisent le
futur du phénomene étudié et qui sont déterminés expérimentalement. A cause des
erreurs dans les mesures et le hasard propre aux phénomeénes, ces éléments ne
peuvent étre dans la plupart des cas exprimés par une fonction bien déterminée [(t)
qui doit étre remplacée par une fonction aléatoire f(t,w), oll w est interprété comme
un évenement élémentaire lié au hasard. Les équations qu’on obtient par
I'introduction du hasard dans les coefficients sont appelées des équations
différentielles stochastiques (EDS).

Les travaux de Hurst (1880-1978) sur le niveau du Nil ont mis en evidence un

phénomeéne non stationnaire.
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TABLE DES MATIERES 4

Hurst introduit la notion de dépendance & long terme et développe des technique de
caractérisation. Mandelbrot et ses travaux en finance met, lui aussi, en évidence la
dépendance a long terme. Il propose en 1968 un modele Gaussien & accroissements a
dépendance a long terme : le mouvement b rownien fractionnaire (déja défini dans les
années 40 par Kolmogorov), et donna les principales propriétés. Dés lors, de plus en
plus de domaines, désireux de s’affranchir de la propriété de Markov et de
I'indépendance des accroissements développent des modeles browniens
fractionnaires. Les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire présentent
aussi beaucoup d’intérét en imagerie de syntheése et en imagerie médicale par leur
caractere auto-similaire.

Le but de notre travail porte deux aspects :

- En premier aspect nous nous s’intéressons a 1'équation différentielle stochastique de
la forme :

dXy =b(t, X,)dt +dBF (*)

ou b est une fonction donnée et B¥ est une mouvement brownien fractionnaire
caractérisé par B = fot Ky (t,7)dW..

Dans le cas ot le parameétre de Hurst H est égale a 7, B” est une mouvement
brownien et si H # £, le processus B n’est pas une semi-martingale et nous ne
pouvons pas appliquer le calcul stochastique de It6 par rapport a B . Nous
présentons le calcul stochastique par rapport au brownien fractionnaire B et nous
donnons quelques théoremes d’existence et d’unicité d'une solution faible pour
l'équation (*) inspirés des travaux de D. Nualart [9, 10,11, 12, 13] et de ses
collaborateurs.

- En deuxiéme aspect nous nous citons les applications du mouvement brownien
fractionnaire en finance, notamment les travaux de Stephan Rostek [18] qui donne
une formule fermée pour les options, de type européen, d’achat et de vente en
marché fractionnaire (Modele Black & Schole fractionnaire)

Notre mémoire est composé de quatre chapitres :
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Dans le chapitre 1, nous rappellons les notions de base du calcul stochastique.
Ensuite nous étudions les principales propriétés du mouvement brownien
fractionnaire.

Dans le chapitre 2, nous présentons les différents méthodes utilisées pour construire
le calcul stochastique par rapport a un MBF B qui se porte sur le calcul
fractionnaire, le calcul de Malliavin, I'intégrale stochastique par rapport au MBF et la
version fractionnaire du formule de It0.

Dans le chapitre 3, nous énongons le théoréme d’existence et d'unicité pour la
solution faible de I’EDS (*), et nous nous étudions les conditions suffisantes pour
lesquelles la solution de (¥) existe et est unique.

Dans le chapitre 4, nous citons des applications des EDS fractionnaires en finance.
Nous nous pouvons également évoquer les travaux de Stephan Rostek [18] qui a
établi une généralisation de la célebre formule de Black & Scholes en cas d'un marché

fractionnaire.
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Chapitre 1
Mouvement Brownien Fractionnaire

Ce premier chapitre recense, aprés avoir défini, les propriétés de base du Mouvement
Brownien Fractionnaire : propriétés des trajectoires ( auto-sirnilarité, continuité,
nondifférentiabilité,...), propriétés plus fondamentales du point de vue probabiliste

(propriétés des accroissements, absence de propriété de Markov, de martingales)

1.1 Rappel sur le Calcul Stochastique
Dans toute la suite (Q, F, P) est un espace de probabilité complet.

1.1.1 Généralités sur les processus stochastiques

1. Soit T un ensemble, on appelle processus stochastique indexé par 7' est a valeurs
dans R? une famille (X;);er d’applications mesurables de (2, ) dans (R% B(RY)) :
pourtoutt € T', X; est une variable aléatoire.

2. Soient X et Y deux processus, X est une modification (version) de Y si, pour tout
t > 0, les variables aléatoires X; et Y; sont égales P—p.s. : Vt > 0, PX=1)=1
X et Y sont indistinguables si, P—p.s., les trajectoires de X et de Y sont les mémes

cestadire P(X; =Y, V¥t >0) = 1.
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1.2 Définition et Existence 7

3. La filtration {F;}, de (2, F) est une famille croissante de sous-tribus de F i.e.
pour s <|¢, Fs C Ft C F.

4. On dit qu'une filtration {F;} 1> €st continue a droite si F, = F;- pour tout ¢, out
Fi- = NeboFtre-

5. Un processus X est adapté par rapport a la filtration {ft}tzg si, pour tout t > 0, X

est F;—mesurable.

(

1.1.2 Processus Gaussien

1. Variable Gaussienne : Une variable Gaussienne de loi N'(m, 0?) si elle a pour

densité

g 1 (z —m)?
N(m,o%) (z) = exp { ——————
oV 2T <
2. Vecteur Gaussien : Un vecteur X = (X1, Xy, ..., X,,)" est Gaussien si toute
combinaison linéaire 37 A, X; est une variable Gaussienne a valeurs réelles.

On caractérise la loi de X par son vecteur espérance est sa matrice de covariance :

=
F = [Oiyj]‘z?:l,::

ot 0 ; = E(X,X;) — E(X;)E(X;). Laloi de X admet une densité si la matrice est
inversible.
3. Un processus X est Gaussien si toute combinaison linéaire finie de (X});>0 est une

variable aléatoire Gaussienne, i.e.

n
Yom, Yy, 15150, Yag EJ a; X, estune v.a.r. Gaussienne.
i=1

1.2 Définition et Existence
Dans toute la suite (2, F,P) est un espace probabilisé.

1.2.1 Définition du Mouvement Brownien Fractionnaire

DEFINITION 1.2.1 Un mouvement brownien fractionnaire de parametre H € (0,1) est un

= . Lo z : 2 z H 2L ; g g .
processus gaussien réel centré noté (B['),_, défini sur (Q, F,P) et vérifiant :
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1.2 Définition et Existence 8

() BE =0, P-ps.
(i) E {(Bﬁﬂ — t7, VteR.

(4i1) B a des accroissements stationnaires.

5 1 .
REMARQUE 1.2.1 Le processus B est un mouvement brownien standard.
DEFINITION 1.2.2 Le parametre H est appelé le parametre de Hurst.

PROPOSITION 1.2.1 Le mouvement brownien fractionnaire admet la fonction Ry de R?

dans R définie par :
1 F
Ra(t, s) = Cov (Bf!, B) = S (1s"" + |t — [t = s*")
comme fonction de covariance.

Démonstration

e ((Bf - BY)] =E[(8!)"] +E[(8)’] - 22 [BI B

Et comme

B - B/ £ B},

Finalementona:

s QZH)'

1
E[B{B}] = 5(Is* + ™" — |t -

1.2.2 Existence du Mouvement Brownien Fractionnaire
DEFINITION 1.2.3 Lne fonction ¢ : R* — R est dite semi-définie positive si pour tout :
(81,89, -+, 8m) € R™ et tout (uq, ug, ..., Um) € R™ona:

Z‘P(Si,sj)umj >0 (1.1)

=l =1
(Pour les détails concernant le théoréme suivant, on renvoit le lecteur a l'ouvrage : A.

Shiryayev [20]).
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1.2 Définition et Existence 9

THEOREME 1.2.1 — Soit m : R — Ret ¢ : R — R symétrique et semi-définie positive,
alors il existe un processus gaussien réel unique a une équivalence prés de moyenne m et de
fonction de covariance .

— Deux processus gaussiens réels de méme moyenne et de méme fonction de covariance sont
équivalents.

~ Deux processus gaussiens réels de méme moyenne et de méme fonction de covariance A

trajectoire P — p.s continue a droite sont indistingables.
PROPOSITION 1.2.2 La fonction Ry est symétrique, semi-définie positive et continue.

Démonstration :

La continuité et la symétrie sont immédiates a démontrer.
Soient (s1, 8, ..., 5m) € R™ et (u1,uz, ..., un) € R™. Il siagit de montrer (1.1). Pour cela

) est la fonction

on utilisera le fait que la fonction s — ¢(s) = exp(—c|s ?
caractéristique d’une variable aléatoire S gaussien. De ce fait ¢(s — t) est une fonction

semi-définie positive qui signifie que :

m m
V(us, uj, 5, 85) € RY, ZZ¢ j)uu; >0 (1.2)
=0 j7=0
Pour cela on considére une masse a l'origine (so) égale a ug = — ) ;| u;, I'expression
(1.1) devient :
m m
~ 2H
- Z ’S,‘ — 8y U; U (13)
i=0 j=0
En effetona:
m m
— | 2H °H N\
D IMLEVIES ML o

i=1 j=1 j=1

= = Z |S¢|2H UiUo
i=1
m
2H
= = Z ‘Si = 30| U; U
1=0
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1.3 Principales propriétés des trajectoires du MBF 10

De méme on a :

m m m
N '\U 2H 2H
(2 |S]‘| UiUy; = — E |Sj - So| U;Uo
i=1 j=1 =0
Ce qui montre (1.3). Considérons ¢ > 0 suffisament petit, comme 3 7", > ™" usu; = 0,

alorsona:

m m m m
b s e ) ey 5 5P~ 1)
L exp (—clsi — 8|7 Juu; = exp { —c|s; — §; 1) uiu,
i=0 j=0 i=0 j=0
m m
2H
= —¢ E E |5 — s5]*" wiu; + o (c)
=0 §=0 c—=0

et on conclut en utilisant (1.2).

1.3 Principales propriétés des trajectoires du MBF
1.3.1 Auto-similarité

DEFINITION 1.3.1 Un processus (X;).er est dit auto-similaire d’ordre 8 > 0, si pour tout
« > 0, les processus :

(Xat)tER et (Q'BXt)teR

ont méme loi.

THEOREME 1.3.1 Le mouvement brownien fractionnaire (B) __ de paramétre H est

teR
auto-similaire d’ordre H.

Démonstration :

{ HpH " —— :
Fixons o > 0. Tl est évident que (B), g, et (e Bff), . sont deux processus gaussiens

teR

centrés. Il suffit donc de montrer qu’ils ont méme fonction de covariance.

o 1
E[ByBa] = 5(asl™ + ot —|at - as|™)

1 °H H oH
= 5@2H(|5| S L R
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1.3 Principales propriétés des trajectoires du MBF

E [ Bfa" BY]

La propriété suivante montre que parmi les processus gaussiens, les caractéres

accroissement stationnaire et auto-similarité sont caractéristique du MBEF. Elle fournit

o*"E [B{'BY]

1 ,
= 0 (15 + " — ft = ")

également la déscription des "cas limite" H = 0 et H = 1.

PROPOSITION 1.3.1 Soit (X,),cr un processus non-dégénéré auto-similaire d’ordre H, a

accroissements stationnaires et 4 variation finie. Alors :

- Xg=0 P-p.s.
- Pour toutt € Ret s € R,

) Var (X
Cov (X, X,) = ( 1_){|t|2H+|sFH—1t—s

-0< H<1

fractionnaire.

Démonstration :

- Pourtouta > Qona:

Donc Xo =0 P—p.s.

QH}

2

- Pour tout t € R et pour tout 0 < H <1, E(X;) =0.
- Pourtoutt e R, pour H =1, X; =tX; P—p.s.

- Side plus X est gaussien alors il est indistinguable d'un mouvement brownien

Xo= Xao £ OtHXo

(0" -1) X, £0

- Par stationnarité, on a pour tout s > O et tout ¢ > s:

E[X,X,]

Par auto-similarité on a :

E [X,X,]

f
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1.3 Principales propriétés des trajectoires du MBF 12

- Soient s > 0, t; > 0, t, > 0. Par I'inégalité de Minkowskion a:

1 1 L ek
E [ s+t1 +t2 I st)z} 2 S E [(XerfH—tz - Xs+t11)2] ? + E [(-XS—Hl =T »Xs)z‘] 2
E[thﬁ—tzp < E[X]*+E[XE]?

FP [ts + ] < E[Xl] (27 + 21

Par conséquent on a [ < 1. De plus la variance finie implique A > 0.
- Soit0 < H < 1,
E[X:] = E[X; - Xi] = (27 = 1) E[X]

ona, E[X,] = 0 par auto-similarité il en est de méme pour tout ¢ > 0:
E[X,] = t"E[X1] =0

Soientt > 0ets >0comme H =1,0ona:
E[X,X,] = tsE[X]]

E[X,—tXi] = E[X2 - 2E[X,X] +’E[X]
= (-2t +¢*) E[X}]
= 0
Donc X} ={tX; P-—p.s.

On applique le théoréme (1.2.1), ce sont deux processus (X;) et le MBF gaussien

centrés ayant la méme fonction de covariance, ils sont donc indistinguables.

1.3.2 Continuité de Holder, Non Différentiabilité

Rappellons que si (X;) un processus tel que :
E[X,— X,J*]<Clt—s'""" (a>0,8>0,C>0)
Alors il existe une version (ot modification) (Xt) de (X}) lipschitizienne, et on a:

¢ ¥T'>0,3Cr, VteT:

\ . <_
W= =17F

s f;OTlﬁ-—SI.
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1.3 Principales propriétés des trajectoires du MBF 13

THEOREME 1.3.2 Tout mouvement brownien fractionnaire admet une modification dont les

trajectoires ant une continuité de holder d'ordre y < H sur tout intervalle [0, p| avec p > 0.

Démonstration :

1l suffit de montrer que, pour tout a > 0 il existe une constante C, telle que, pour
tout (s,t) € [0,p]?:

E[|BY - BE|*] < Cult — s|* (1.4)
En effet, la condition (1.4) par la théoréme de regularité de kolmogorov (Revuz &Yor
[17)) que (Bf),.

continues d’ordre vy € [0, gﬁa_—l} pour tout & > 0. La condition (1.4) découle de la

0] admet une modification dont les trajectoires sont holder

stationnarité des accroissements et de I’auto-similarité :

E(|B-B] = E[|BL["]

= |t—s]°‘H]E:‘Bf

[l suffit de poser alors : C, = E [| Bf|"] < +o0.
REMARQUE 1.3.1 Dans la suite, on ne considera que des versions continues du MBE.

THEOREME 1.3.3 Soit ty € R . Les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire sont

P—p.s. non-différentiable en t,.

Démonstration :

Bf-B{

t—1o

= -l—oo] = 1. BEn fait, il suffit de

On veut montrer que Vip € R, P Lhr? sup
—1t0

considérer le cas ¢, = 0, grace a la stationnarité, ce qui revient a étudier la

H
comportement de .?f— quand ¢ — o.

En fait on va démontrer la non-différentiabilité a droite de 0.

Onpose: A(t) = [sup > M} avec M > 0.

0<s<t

BfH
=

d

tH o
P {— ‘Bf ‘ >M } par auto-similarité
t

B’

=
N
=
\Y

2]

V4

v

P[|B| > ") — B (|| > 0]
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1.3 Principales propriétés des trajectoires du MBF 14

Ainsiona VM, P[A(t)] — 1.

t—0t
— | BH
lim |——| = 400 P-p.s
t—0T
__|BH
11_{% —;- =400 P-p.s

D’ou le théoréme.

Rappellons qu'un processus (X;) est dit ergodique s'il existe une variable aléatoire Y’

telle que E(X,) = E(Y) et

1 t
~ [ Xids — Y P—p.s.
t 0 t—+o00

1.3.3 La variation d’ordre p
THEOREME 1.3.4 Considérons la variation d’ordre p € R, du mouvement brownien

fractionnaire définie par : V, = P — lim V, , avec:
n—+00

on i
Vn,p = Z )Blfrn - Bg—l)zfﬂ‘
k=1

Alorsona :
0 si pH >1,
Vy = +00 si pH <1,
E[|Bf|P] =Cpun si pH=1
Démonstration :

Soit p € RY, considérons les suites des variables aléatoires suivantes :

2n
T p
Yo, = {{2--@”” D) j]Bg,n ~ B | 1 n€ N*}
k=1

et

271.
o= {2—“2 |B — Bli_y|": n € N*}

k=1
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1.4 Variation Quadratique du MBF 15

: . ol - 2 . .
1/auto-similarité assure que Bf_, =277 B[I. Par conséquent, il est clair que pour

toutn € N*; Yo, = Y, - Il suffit de remarquer que la suite
{ Bff — Bfil,y: k€Zou N} est stationnaire et ergodique [16]. Comme on a (grace a
la stationnarité) :
$ gy H m | IF
]El mp} = 272 E HBk - B(k—l)\ }
| = oYy E[|BH] (1.5)

dke=1

2—".2"E [| BY |
Le théoréme ergodique nous dit que 'on a:

Lt 2, p.s A L
Yop=Cpnu et Yop=Cpg doncYn,p=Cppm (1.6)

; ; 5 L #v ;
Compte tenu de (1.6) et du fait que Yy, £ Y, ,onadoncY,, = Cpy comme C, i est

pH-1 v P

’ i % P . -
une constante déterministe, alors Y, , = Cp, . Il s’en suit que : [27"] g = e 08

qui démontre le resultat.

COROLLAIRE 1.3.1 Le mouvement brownien fractionnaire est P—p.s. a variation non

bornées sur tout compact de R.

Démonstration :

11 suffit de considérer le compact [0, 1]. En considérons la subdivision particuliere de
[0,1]:{0,2™,...,k27", ..., 1}, pour avoir la propriété de variation bornée (par b), il faut
que V,; — b P—p.s avec b < co. Or ceci n’est pas possible car le théoreme (1.3.4)

signifie que V1 = 400 (p=1,H < 1).

1.4 Variation Quadratique du MBF

DEFINITION 1.4.1 Un processus X est 4 variation quadratique finie il existe un processus
noté (X) tel que, pour tout t et toute suite de subdivision A, de [0, ] tels que le pas

A, — 0,ona:
P— lim Z (th+1 - th):z = s

n—r+00
(trstk+1)EAR
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1.4 Variation Quadratique du MBF 16

THEOREME 1.4.1 Soit (B[, ,, un mouvement brownien fractionnaire de parametre H ,

alorson a :
0 si H>1 VteR
(BHy,=¢ t si H=3 VteR
+oo si H<gz, VIER®
Démonstration :

Soit t € R que 'on suppose strictement positif pour fixer les idées.

Soit {Ay: Q=10 <t1 < ... <%y, N E N} une suite de subdivision de [0,t] dont le pas

A, tend vers 0.

Considérons :
n—1 9
An _ 2 : H _ pH
T;" - (Btk+1 Btk)
k=0

lercas: H > 3
[l suffit de montrer la convergence dans L! de T2 vers 0.

Par stationnarité des accroissement on a :

n_—l 9
An - = H H:
E [Tt ] ] LE [(B'ﬁkﬂ - BLk) }
k=0
17:—1
= St — P <Yl — el [t — ]
k=0 0

|ALPF

3
—

2H-1

Bl
Il

VAN

Comme 2H — 1 > 0,onadonc lim ]AnIZH ~1 t = 0 et le résultat en découle.

n—>—+o0
2émecas : H < %
Montrons la divergence de T,

Appelons A I'ensemble des subdivisions de [0, ¢] dont le pas tend vers 0 et

considérons : ]
n—1 9
_ - H H
B = supE (B2, - BE)
k=0

En considérons la subdivision 7; = 2%, 4

@
m
S
!
3
@]
=]
»

on

E > E [Z (B2 - BI )

1=0

> @+ 1) <-2%>2H

1 1
2H
t <2n(2H—1) + 2(2nH))

v
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1.4 Variation Quadratique du MBF 17

Commeona?2H —1<0et2H > 0,onadonc:

: ; 1
g — oo et I o =0

D’oi1 le resultat.
La difficulté de définir I'intégrale stochastique par rapport au MBF réside dans le fait
qu’il n’est pas une semimartingale. On renvoit le lecteur a 'ouvrage G.

Samorodnitsky et M. Tagqu [19] pour la démonstration et la discussion sur ce point,

qui sera omises dans notre mémoire.
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Chapitre 2
Intégration par rapport au MBF

Différentes méthodes ont été utilisées pour construire le calcul stochastique par

rapport & un MBE. Citons les contributions suivantes :

— Lin, Dai et Heide ont défini 'intégrale stochastique par rapport a un MBF B de
parametre H > ; en utilisant la méthodes des trajectoires de Riemann-Sttieltjes.
Dans ce cas la foriction a intégrer doit étre de p-variation finie, ol % + H > 1.

— En utilisant les notions d’intégration et de dérivation fractionnaires, Zahle a défini
I'intégrale stochastique trajectorielle pa rapport a un MBF de parametre H € ]0, 1].
Si la fonction  intégrer possede des trajectoires A-Holder continues avec
A > 1 — H, alors cette intégrale peut étre interprétée comme une intégrale de

Riemann-Stieltjes.

— Decreusefond, Ustiinel, Carmona, Coutin, Alos, Mazet, Nualart, Duncan, Pasik,
Hu et Oksendal ont développé le calcul des variations stochastique par rapport a
un processus Gaussien B. Ce calcul et un outil puissant qui peut étre utilisé pour
définir l'intégrale stochastique. Plus précisement, comme dans le cas du processus
de Wiener, l'opérateur de divergence par rapport a B3 peut étre interprété comme
une intégrale stochastique. L'intégrale construite par cette méthode possede une

moyenne nulle et peut étre obtenue comme la limite de sommes de Riemann.
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7.1 Calcul fractionnaire 19

9.1 Calcul fractionnaire

Nous rappelons ici les définitions et les propriétés de base du calcul fractionnaire.
Soient a,b € Reta > b.Pour f € L' ([a,b]) et > 0, les intégrales fractionnaires
zauche et droite de Riemann-Liouville de f d’ordre a sur (a,b) sont données pour

presque tout z par :

o f(z)= F(%) /m (z—y)* [ (y)dy

. 1 b ol o
@)=t [ 0o W (2.1)
ot T est la fonction d’Euler. Cette intégrale prolonge les intégrales itérées d’ordre n

habituelles de f pour & =n € N.

Nous avons la premiere formule de composition :

o (18.5) = 128,
La dérivée fractionnaire peut étre définie comme l'opération inverse. Supposons que
0<a<letp>1,etsoient % (LP) (resp. I (7)) Vimage de L? ([a, b]) par
I'opérateur 1%, (resp. I{)
Si f € 1% (LP) (resp. f € I (LP)), alors la fonction ¢ telle que
f=1%0¢ (resp. fe=Ig qi) est unique dans L” et coincideavec la dérivée gauche (resp.
droite) de Riemman Liouville de f d’ordre o définie par:

& ) e fl@ =) J(y) A
Dy f(z) ) ((x—a)a+ /( e dy) (2.2)

et:

1 (1@ [ I@=T6),)
i r<1—a><<b—a>” / CECR,

o1 la convergence des intégrales pour la singularité z = y est satisfaite au sens de L7}
Quand ap > 1 toute fonction dans I, (L?) est Holder continue d’ordre (a - %) :
D’un autre c6té, toute fonction continue de Holder d’ordre 3 > o admet une dérivée

fractionnaire d’ordre a, ¢’est-a-dire C? ([a,b]) C I3: (LP) pour tout p > 1.
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2.2 ]Représentation du MBF 20

Pour f € I% (LP),onaI% (D2 f) = fetpour f € L' ([a,]) , ona D (Iof) = £.On
a des formules d’inversion analogues pour les opérateurs [;" et Dy .

Sifel (f’f 4 (L), >0, >0, a+ B <1, onala deuxieme formule de composition
P +
=3 (Df—f> =D Bf

On a la formule de l'intégration par parties :

b

| 0259 (s)ds = /f (D3g) (s) ds 2.
pour tout fle I% (L*), g € [ﬁ (LY, = Jr
51 W = (W),co.7y €St un processus de Wlenner unidimensionnel pour 0 < a < 5,ona:

f - [t W, — , :
[e—omaw=Tiea [ Foies=ra-aopwe  (24)
JO

. t - v . 4 . . 1
i.e le processus [, (t — s)™* dW; coincide avec la dérivée fractionnaire gauche du

processus de Wiener avec le facteur du temps I' (1 — @) .

2.2 Représentation du MBF

Soit B = {Bf, t € [0,T]} un mouvement brownien fractionnaire de paramétre de
Hurst H € ]0, 1] défini sur l'espace de probabilité (Q2, 7, ). Pour tout
t €[0,T], notons par F” la o-algebre générées par les variables aléatoires
{BH, s €10,t]} et les ensembles de probabilité nulle.
Notons par & I'ensemble des fonctions étagées sur [0, 7] et soit H l’espace de Hilbert
défini comme la fermeture de € relativement au produit scalaire définie initialement
par:

(Lo L. )5y = Bt (8:5)
L'application 1, — BF peut étre prolongée a une isométrie entre # et I'espace
Gaussien H; (B) notée B. Pour tout ¢ € H, on peut ‘interpréter B () comme

I'intégrale de Wiener de y par rapport a B et écrire B¥ (¢) = = [V wdBH.
(l) Cas H > 5
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2.2 Représentation du MBF 21

Le noyau de covariance Ry (t, s) peut étre écrit sous la forme :
t ps
Ry (t,s) = aH/ / |7 — u*~* dudr, (2.5)
0 JO
otl o = H (2H — 1) et la formule (2.5) implique que pour tout , ¥ € £ :

T T
(ol gy = aH/ / |7 — w72 o, dudr.
o Jo

Considérons le noyau de carré intégrable donné par :

t
Kin (1) = st [ fu= sl Huha, (26)
S

e )

Ce noyau vérifie 1’égalité suivante :

1
- 2
oucy = [ B ) —] ett > s.

tAS
Ky (t,u) Kg (s,u)du = Ry (t,s) (2.7)
Jo
qui implique que le noyau Ry est défini non négatif et fournit une représentation
explicite pour sa racine carrée en en tant qu’opérateur.
A partir de (2.6), on obtient :
1

0K t\" 2 3
=2 (t,8)=cn <-> (t—s)3, (2.8)

ot s

Considérons 1'opérateur linéaire K, défini de £ dans L? ([0, T1) par:

o oK ‘
(Kig) (s)= [ ¢(1) 5 (t,s)dt, (2.9)
Notons que :
(K}kfl[o,t]) (s) = Km (t,s) Loy (s) - (2.10)

L'opérateur K}; est une isométrie entre & et L? ([0, T]) et peut donc étre prolongé a
l'espace de Hilbert H.
En effet, & partir de (2.5) et (2.7), on a pour tout s,¢ € [0,7] :

(KiLog, Kilpa)agory = (Loas Loy
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2.2 Représentation du MBF 22

En utilisant (2.8), (2.9) et (2.1), on peut représenter ’'opérateur K3 alaide de

l'intégrale fractionnaire par :
1 -
(K5) (s) = cul <H - 5) s (ff- Py -3 (u)> (s).

Pour tout ¢ € [0, T, la fonction indicatrice 1po,q appartient a 'image de K} eten

appliquant les regles du calcul fractionnaire, on obtient :
1 1 [ 2 :
1 (Liog) (8) = ————v §‘H<D_ 2«&“5) $)1ia (s)-
(K3~ (Lpa) (5) CHF(H—-%S e~ U (s) Lo, ()
Considérons maintenant le processus W = (W) défini par :
W, = B (K7™ (1pa)) (2.11)

alors W est un processus de Wiener et le processus B admet une représentation.

intégrale et unique de la forme::
- /O K (t,5) AW, (2.12)
En effet, pour tout s,t € [0,7], ona:
EWW,) = E(B" (i)™ (1oa)) B (i)™ (o))

= (K™ (1pa)  (KiD™ (Lo

= (Lo, 1[0,s]>L2([o,T]) =ENE.
De plus, pour tout ¢ € H, ona:
T
B (9)= [ (o) (1) W

On peut montrer que les deux processus génerent la méme filtration et en déduire

que le processus de Wiener garantissant la représentation (2.12) est unique.
Les éléments de # peuvent ne pas étre des fonctions mais des distributions d’ordre
négatif. BEn fait # coincide avec I'espace de distributions f tel que

si7H ( o s f(w)u® -3 ’ 5) est une fonction de carrée intégrable.

Nous pouvons trouvez un sous-espace vectoriel de fonction de H de la maniere

suivante.
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2.2 ]Représentation du MBF 23

Soit |H] le sous-espace des fonctions mesurables sur [0, 7], tels que :
2
” (f 4 0K T i
ol = [ ([ 101 52 (r9yar ) ds=a [ [ et br =l drdu < oo
o \Js T o Jo
Ona (l?—[l , ”H\m) est un espace de Banach et £ est dense dans |H| .
D’autre part, |#| muni du produit scalaire (ip, ), n'est pas complet et il est

isométrique a un sous-espace de H et on a 'estimation :

[l < ba “L‘O”LTII([O,T])

pour une certaine constante by > 0.
Cette estimation implique que L ([0,7]) C L7 ([0,T)) C |H| CH.
Ceci signifie que I'intégrale de type Wiener fOT ¢ (t) dBH (qui égale a BY (), par
définition) peut étre défini pour les fonctions ¢ € |H| et
T T
[ ewast = [ i @y iwe
(ii) Cas H < %

Dans ce cas, le noyau Ky défini par :

3 H-% . X rt 5 1.
(5) - (mg)e [t >} |
s 2 s

Ky (t,s) = cy

L
2

[
Ol ity = {(1—2H)ﬁ(211—{2H,H+—]?;)] ,t > s, satisfait :
tAs
Ry (t,s) = / Ky (t,u) Ky (s,u) du. (2.14)
0
En utilisant (2.14), on montre que :
1
8JKH " 1 t H_E H-32
50 (6, 8) = Gy (H - 5) <g> (t—s)" 2. (2.15)

Le noyau K peut étre exprimé par intermidiaire de la dérivée fractionnaire par :

1\ 1 3 4
Ky (t,5) = ¢yl (H + 5) gz (Df{ Zufk%) (s)

Considérons I'opérateur linéaire K7 de £ dans L% ([0,T]) défini par :

(K39) () = Kn @969+ [ ()= () BE (mar
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2.3 Calcul de malliavin 24

Ona:
(Klpq) (s) = K (t,5) Lpg (5) (2.16)
A partir de (2.14) et (2.16), on déduit, comme dans le cas H > %, que l'opérateur K

est une isométrie entre € et L2 ([0, 7)) et peut donc étre prolongé a I'espace de Hilbert

H.

I/opérateur K7, peut étre exprime par l'intermédiaire de la dérivée fractionnaire :
* i / 1 g %'_H H-% )
(K30) (s) =yl (H+5 ) 7 (DT-- Wiy (u)) (5) (2.17)

H coincide avec 'espace I:%__H (L*)etona C ([0,T]) C Hsiy > :—H.

Comme dans le cas H > 3, nous pouvons montrer que le processus W défini par :
W, = BY (K3)™ (1pa)) (2.18)
est un processus de Wiener et le processus BH admet la représentation intégrale :
B /t Ky (t,s) dW,.
0

Par conséquent, l'intégrale de type Wiener | OT ¢ (t) dBE peut étre définie pour les

! . L H oy
fonctions ¢ € [2- (L*)etona:

i T

[Cowasl = [ (50 @) W

Jo 0

DEFINITION 2.2.1 (MBF) Le mouvement brownien fractionnaire BE = {Bf, t€[0,T]}
est dit F,—mouvement brownien fractionnaire si le processus (211), H > et (218), H < 5

est JF;—processus de Wiener.

2.3 (Calcul de malliavin

Le processus BY = {HE, 1.2 0} est gaussien et on peut donc développer un calcul
stochastique des variations (ou calcul de Malliavin).
Rappelons les notions de base de ce calcul.

Soit S I'ensemble de variables aléatoires régulieres et cylindriques de la forme :

F=f(B(¢1),... B (¢n) (2.19)
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oun > 1, fl€ CP(R") (f et toute ses dérivées partielles sont bornées) et ¢; € H.
L opérateur de dérivation [ d"une variable aléatoire réguliere et cylindrique F' de la

forme (2.19) est définie comme la variable aléatoire a valeurs dans H :
DF = En: ﬁ (BH (01) ;s BH ((pn)) W;
im1 axi '

I/opérateur de dérivation D est un opérateur fermé de L* () dans L? (2, H) pour
tout p > 1, Pour tout nombre entier £ > 1, notons DF litération de 'opérateur de
dérivation et pour tout p > 1, définissons I'espace de Sobolev D*P comme la

fermeture de S par rapport a la norme :

k
IFIE, = E(FP) + Y (1D F )
j=1

De la méme maniére, pour un espace de Hilbert V, notons D*? (V) I'espace de
Sobolev correspondant des variables aléatoires a valeurs dans V.

L opérateur de la divergence J est I'adjoint de I'opérateur D.

On dit que la variable aléatoire u dans L?(Q,H) appartient au domaine de § (noté par

Dom ¢), §'il existe une constante c vérifiant :

T
|E ((DF,u)y,)| = E/o DtFutdtl < c||F o

Pour tout F € S.

Dans ce cas 0 (u) est défini par la relation de dualité :
T
E(F§(v) = E((DF,u),) = E / D Fuydt,
0

pour tout F € D2,
On a les deux propriétés de base de I'opérateur de divergence :

i) D12 (1) C Dom § et pour tout u € DV (H) :

E (5 (w?) = E (lullz,) + E ({Du, (Du))ugn)

ot1 (Du)* est 'adjoint de (Du) dans I'espace de Hilbert H & 7.
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t i
F(Bf) =F(0)+ / F'(BY)éBE + H / F" (BF) s*H-1gs. (2.24)
0

Jo
On donne maintenant la version générale de la formule de Ito,

THEOREME 2.4.1 Soit F est une fonction de la classe C? (R) . On suppose que
u={u, t €[0,T]} est un processus dans D= (|1]) tel gue l'intégrale indéfinie

Xy = [y us0B soit continue p.s. et que ||ull, € H. Alors pour tout t € [0,7], onala

formule suivante :

F(X,)

i

t
F(0) + / F' (X5)u,6 BH
0

¢ T
-i—a_H/ F" (Xs) ug </ ls — 2H 2 (/ D, ugé BY } do ) ds
0
+ag / F" (Xs) s | / 6)>" 2d9> (2.25)

L'extension des résultats précédents n’est pas trivial dans le cas H < L

(ii) Cas H < 1

2

Rappelons que pour H < 1 l'opérateur K3, donné par (2.17) est une isclflmétlrie entre

Iespace H et L* ([0, 7]) et on a : I'estimation : |

(Considérons la semi-norme définie sur & par :

lollZ = / o () K (T, 5)? ds |
0

+f ) ( / e - o)l s)b""%dt)gds- |

On note par #x le complété de & par rapport a cette semi-norme. L'espace Hx est

continiment inclus dans .

PROPOSITION 2.4.3 Soit u = {uy, t € [0,T]} un processus stochastique dans I'espace

D" (). Supposons que la trace définie comme la limite en probabilité :

1 /T
TrDu : —ll_l)l’l—-e- _/O <D’Ufs,1[s—e,s+e]>ﬂ ds

\
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