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RESUME

Les [probléemes d’identification consistent & retrouver les causes d’un phé-
nomene & partir d’une observation de celui-ci, la résolution de ce type de
probléme se fait a aide d’une mesure expérimentale. Nous proposons - dans
ce trpvail- d’étudier une classe de probléme distribuées avec des données in-
complétes. Pour cet objectif nous utilisons deux méthodes, la premiére est
la mpindres carré, la deuxieme est celle de la sentinelles introduits par J. L.
Lion$ qui soit la stratégie la plus répondus consiste & obtenir des informations
sur l¢s causes & partir d’une moyenne pondérée de I'observation. Alors nous
prouyons l'existence de la fonction de sentinelle en résolvant un probléme de
la nulle-contrélabilité avec des contraintes sur le contréle.

Mots clés : Controlabilité 3 zéro, méthode de moindres carrée, méthode

des Sentinelles, terme manquant, terme de pollution.
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INTRODUCTION

11 est

bien connu que l'air et I’eau constituent de véritables sources de la

vie de la flore, de la faune et de I'homme. Ainsi, dés lors que leurs natures

sont| corrompues par des attaques environnements, ils deviennent des dan-

gers [pour les étres vivants. Il peut s’agir notamment de troubles végétatifs

pour

scient

la flore et d’intoxication voire des cas de maladies pour 'homme. Les

ifiques s’activent & déterminer les meilleurs palliatifs pour la protec-

tion pt I'assainissement des dites ressources naturelles. Ils ne sauraient, en

conséquence, réussir leur pari sans une coopération interdisciplinaire. Des

donnges observées par les naturalistes aux modéles d’équations congus par

les miathématiciens, en passant par l'expertise des ingénieurs informatiques,

la simulation numeérique Joue un réle trés important dans la médiation entre

les disciplines scientifiques.

L

3

L

modélisation de ces problémes conduit 3 des systémes mathématiques

a données incomplétes. Par données, nous entendons les conditions Initiales,

le secq

nd membre et éventuellement les conditions aux limites. Dans presque

tous les problémes de la météologie ou d’océanographie, on connait Jjamais

les do
de l'in

lac, ux

nnées initiales, on a une grande variété de possibilités quand au choix

stant initiale. Méme chose pour les problémes des pollutions dans un

e riviere, un estuaire,...

Les conditions aux limites peuvent aussi étre inconnues ou seulement

partiellement connues sur une partie de la frontiére qui peut par exemple

étre in

situati

accessible aux mesures qu'il s’agisse des situations biomédicales ou des

pns correspondantes & des accidents. I1 en va de méme pour les termes

sources qui peuvent étre d’acces difficiles, méme chose pour la structure du
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domaine qui peut aussi étre imparfaitement connue, comme par exemple dans

la gestion de puits de pétrole ot une partie de la frontiére du domaine est

incannue.

Naturellement ces problémes sont classiques et 1idée 1a plus habituelle est

celld de "moindres carrée", cette méthode revient & considérer les inconnues

compme des variables de contrdles ol on cherche & minimiser la fonction de

colit| qui est I'écart entre 1'état mesuré sur une partie du domaine et I'état
calcylé par la résolution dy systéme considéré. Cela conduit 3 des problémes
de cqntrole optimal pour des systémes distribués. Dans ce type de méthode
les ifjconnues jouent le meéme rdle en cherchant 3, déterminer les uns et les

autres, cependant, il y a la possibilité de ne pas pouvoir séparer ces roles.

o2}

s négliger cette méthode fondamentale, qui demeure de loin la plus
impoftante pour ce type de problémes, il peut étre utile de tenter celle dite "
La mg¢thode des sentinelles". Les sentinelles ont été introduites par J. L .Lions
dans Hes notes aux CRAS. I a par la suite, publié¢ un livre sur ce sujet [8].
De ngmbreux types de systémes sont abordés et Pauteur étudie V'existence
des sqntinelles insensibles aux perturbations sans contraintes de sensibilité
aux dpnnées intéressantes. L'étude de leur existence conduit & la résclution
du prgbléme de contrélabilité de systémes distribués. Supposons par exemple
que I'qquation du systéme décrive Ig cinétique d’un polluant dans une riviére
ou unflac et que la source soit des pollueurs éventuels, ce qui est intéressant
dans cp cas est évidement de connaitre ce que les pollueurs ont déversé dans

la rividre et non 'état du lac & l'instant initial.

Lafméthode des sentinelles nous permettra donc de reconstituer un pa-

rametre ou une approximation de ce dernier indépendamment des autres

\\
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données qu’on ne veut pas identifier, les sentinelles sont donc "une méthode

d’id

ncd
est
]

prié

Dang

a do
de p
de p
par

Lege

entification de parameétres".

Lobjectif de notre travail est Iétude des systémes distribuées & données

mplétes ot on cherche & identifier le terme de pollution. Alors, ce travail
brganisé de la facon suivante

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques définitions et pro-
és du systéme contrélable qui soit la base de la théorie des sentinelles.
5 le chapitre 2, on va introduit les problémes des systémes distribués
nnées manquantes. Nous commengons par un exemple sur la détection
bllution dans un milieu fluide puis on va étudier I'identification du terme
bllution par la méthode de moindres carrée. Elle fit introduite en 1795
zauss et Legendre pour la résolution de problémes inverses. Dés 1805,

idre présenta son article " nouvelles méthodes pour la détermination

des drbites des comeétes" basé sur la méthode des moindres carrés. Elle re-

vient

avec

a chercher des parameétres tels que les sorties du probléme, calculées

Ces parametres, se rapprochent le plus possible des sorties mesurées.

Le troisieme chapitre est basé sur Papplication de la méthode des senti-

nelleg pour la problématique des systémes distribués & données manquarntes

et la
le pri

const

mise sous forme de probléme de controlabilité & zéro. Nous rappelons
ﬂlcipe de la méthode des sentinelles; puis on va étudier Iexistence et la

tuction de la sentinelle et on parle des différents type de la sentinelle ;

régionale, discréte et faible et discriminnante.
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hapitre 1

ontrolabilité et Observabilité

La théorie du controle (ou commande) analyse les propriétés des systémes

commandés, c’est-a-dire des systémes dynamiques sur lesquels on peut agir

au moyen d’une commande (ou controle). Le but est d’amener le systéme

d’un

¢tat initial donné a un certain etat final, en respectant éventuellement

certains critéres. Dans ce chapitre, on va donner quelques notions liée a la

théorie du controle des systémes linéaires : 1 controlabilité, I'observabilite,

la stabilité,... Pour expliquer et motiver cette théorie, nous allons commencé

par quelques exemples.

1.1

D
du cc

1- C

Quelques exemples

ans cette section, nous donnons quelques exemples typiques de la théorie
j:r@le d’importance pratiques ou théoriques.

trole d’un four électrique

Soit l¢ probléme du four électrique, donnée comme suit -

{ aTl(t) = —ayry (T} - Ty)(t) - azry(Ty — Tp)(t) + u(t),
{

l eaTy(t) = ayry(Ty - Ty) (1),

8
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Ty + la température extérieure,
Ty # la température dans la, "jacket" du four,
I3 # la température de Pintérieur du four,

u =|l'intensité de la chaleur produite par la bobine,

&
|

= les surfaces,
¢ =|les capacités de chaleur,

r; =!les coeflicients de radiation.

Le probléme du four : Peut-on "s’aranger” pour que quelque soit la
température du four & Iinstant initial 7t = 0”, la température intéricure du
four soit égale, a 'instant ¢ = to donné, a une valeur désirée To=Ty7

Le probléme mathématique : Peut-on trouver, pour toutes les valeurs de
(71(0), 75(0)), u pour que la solution du systéme d’équations différentielles

ci-degsus satisfasse Ty = T, ?

N
i

Chauffer un barreau métallique

Soit uUn barreau métallique rectiligne de longueur L que I’on chauffe par une
source de chaleur localisée sur une portion du barreau. On désigne par o(t, x)
la température du barreau 3 I'instant ¢ et au point z (on fixe un repére dont
laxe des abscisses est porté par le barreau et on fixe Porigine & une de seé
extrémités, autre étant le point de coordonnées (L, 0)).

On effectue le bilan d’énergie sur la portion duy barreau située entre leg points
d’abscisse x et 246z et les instants de temps ¢ et t+6t . La variation de

la tengpéra,ture est & peu prés égale & 0xz(6(¢ + 0t,z) — 0(¢, 7)) et elle doit

étre ¢é

ale & la variation du flux de chaleur dans cette portion du barreau :




U
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0t(q(t, z+6x) —q(t, z) + dxf(t,x)), ou f est la source de chaleur localisée, de
la forme f(t,z) = b(x)u(t, z). Par la loi de Fourier, le comportement du flux

de thaleur est proportionnel & la variation de la températeure, il est donné

par
q(u)(z) = k(z)d,0,

ou k est le coeffcient de conductivité de la, chaleur. On en déduit donc
80(t, ) = 0, (k(2)8,:6(t, z)) + b(x)u(t, ),

on maintient les extrémités du barreau & une température constante, et on

suppose connue la température initiale. Ceci qui conduit & :

[V B:0(t, ) = 0,(k(2)0,0(t, z)) + b(z)u(t,x)),t > 0,z € (0, L)
¢ 9(t,0)=a,0(t,L)=/ﬁ,t20

l 6(0,2) = 6y(z),z € (0, L)

1.2 Systéme controlé

Du point de vue mathématique, un systéme du controle est un systéme
dynamique dépendant d’un parameétre dynamique appelé le controle, habi-
tuellement soumis & des contraintes. Un systéme contr6lé est un systéme

diffétentiel de la forme -

() = fy(®),u®), y(t) € M, u() €U (1.1)

En général, le vecteur des états y(t) appartient & une varieté différentielle
M dg dimension n (on supposera ici que M est un ouvert connexe de R™)

et les| controles u(-) appartiennent a un ensemble de contréles admissibles

10
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Uaq, qui est un ensemble de fonctions localement intégrables définies sur

[0, Ho0[ & valeurs dans U de R™. On suppose le champ de vecteur f

suffisament régulier, de sorte que pour toute condition initiale 3y € M et

sol

tOL:Lt controle admissible u(-) € Uyg, le systéme (1.1) admet une unique

tion y(¢) telle que y(0) = yy, et que cette solution soit définje sur

[0, 400[. On notera cette solution par ys(t,yo, u(-)). Le systéme (1.1) est dit

en boucle ouverte et est représenté par le diagramme suivant

u(input) = | y = f(y,u) | = y(output)

Parmi les objectifs principaux de la théorie du contréle qui seront abordés

danl
proj
Soit

ou A

nxn

5 ce travail, les notions de la contdlabilité et ’observabilité. On se

ose de définir ces notions et de rappeler les principaux résultats.

le systéme linéaire, en dimension finie, suivant

9(8) = Ay(t) + Bu(t),
(1.2)
¥(0) = yo

| est une matrice carré n x n appelée matrice d’état et B une matrice

n appelée matrice de commande ou du controle, y(t) est I'état du systeme

et yq la condition initiale. La solution de (1.2) est données par :

t
Y(t yo,u(-)) = ety +/ e~ By(s)ds. (1.3)
0

Dans le cas des systémes linéaires en dimension infinie le systéme (1.2) est

définit comme suit

11
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Soit Q un domaine de R” de frontiére 9§ suffisamment réguliére. Pour

T > 0 fixé, on défini Q = Q x [0,7], 3= = 9Q x ]0,T[. On considére le

systeme
-‘g—g;(a:, t) = Ay(z,t) + Bu(t) @,
y(¢;1) =0 2 .
¥(,0) = yo(a) s

ou|A et B sont des opérateurs de L(R", X = H(£2)) et la fonction v dite
"cantrole" appartient & Pespace U = L2(0,T,R™). Alors la solution de ce
|

systéme est donnée par

y(t) = S(t)yo + /0 t S(t — s)Bu(s)ds.

tel que S est une application, dite " Semi groupe", défnit de [0, o0 dans
L(X) satisfait les propriétés suivantes :

(i) B(0) =1d,

(i)|S(t + s) = S(t)S(s), pour tout (t,s) positives.

(

ii)|Pour tout z dans X, I'application S (-)z est continue sur [0, +oo],

I1 faut noter que certains problémes pratiques sont mieux modélisés par
des|équations aux dérivées partielles ou bien par des systémes & événements

discrets.
1.3 Controélabilité

Un systéme du controle est dit controlable si on peut 'amener (en temps
fini} d’un état initial arbitraire vers un état final prescrit au moyen d’un

confrole. Plus précisément, on pose la définition suivante

12
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D

éfinition 1.3.1 On dit que le systéme (1.1) ( resp.(1.2)) est contrélable si

=

D
controle admissible u(-) : [0,T] = U tel que y1 = y(T,yo, u(-)).

our tous les états yo,y1 dans Uespace d’état, il existe un temps fini T et un

4 T~ g
‘ljﬂ ~ \.__M-‘// l
=0 &=

Autrement dit, 'application entrée-sortie en temps 7' associe 4 un controle
u le point final de la trajectoire associée a u.

Pour les systémes non linéaires, le probleme mathématique de controlabilité
estbeaucoup plus difficile. On s’interesse dans ce travail aux systeme linéaire.
Critére de controlabilité de Kalman

Pour les systémes du contrdle linéaires en dimension finie, il existe une ca-

S
a

térisation trés simple de la contrélabilité, due a Kalman.

i

=

eoréme 1.3.1 Le systéme linéaire (1.2) est controlable si et seulement si

la matrice de contrélabilité de Kalman

(B,AB,--- ,A"B)

=

est |de rang n. On dit alors que la paire (A, B) est contrélable.

Pouyr la démonstration voir [10,14].

13
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S0
et

d

cO

1

Remarque : le paire (A, B) est controlable si et seulement s’il existe

> 0 tel que la matrice
T "

Cr = / e*ABB'e* ds (1.5)
0

3 . ¢ w ! £ s ; , .
it inversible. Ici A" et B’ désignent les matrices transposées des matrices A

B. Le contréle u(-) qui transfére yo en y; = y(T;yo;u(.)) est simplement

onné par :

u(s) — B’e(T—s)A,C’fl(y1 _ eTAyo)

mme on peut le vérifier en utilisant la formule (1.3).

4  Observabilité

Systéme commandé-observé :

Un systéme commandé-observé est un systéme différentiel de la forme :

CO

S

2y

g(t) = f(y, u),

z = h(y)

ou "y” est le vecteur des états du systéme, le vecteur "u” celui des

(1.6)

i

ntroles (entrées) et le vecteur z celui des variables observées (sorties). Cle

gtéme est dit en boucle ouverte et est représenté par le diagramme suivant :
P——
v V=G|
z = h(y)

Remarque : Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seule-

ment de I'état du systéme, appelée la sortie ou la variable observée, est me-

Ssu

née.

14
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Critére d’observabilité de Kalman :

Cansidérons le systéme linéaire commandé-observé
y(t) = Ay(t) + Bu(t),

2(t) = Cy(t),

(1.7

Définition 1.4.1 On dit que le systeme linéaire (1.7) est observable si pour
tout état yo € R™, il existe un temps fini T et un contréle admissible

u(}) : [0,T] — U tel que la connaissance de z(t) pour t € [0,T] permet de
déterminer Y.

Il eziste une caractérisation algébrique de [’observabilité d’un systéme linéaire

due & Kalman.

Théoréme 1.4.1 Le systéme linéaire (1.7) est observable si et seulement si

!

matrice d’observabilité de Kalman

=

C
CA
CAn—l

est de rang n. On dit alors que la paire (A, C) est observable.

Pour la démonstration voir [10,14]

15
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R#marque 1.4.1 Le paire (A,C) est observable si et seulement s’il existe

T > 0 tel que la matrice :
T

Or = / &4 O Ce*ds
0

soit inversible.

115 Stabilité

La notion de stabilité est cruciale en automatique. Elle est trés liée a

e
oV

ccontrélabilité. Considérons un systéme dont la dynamique est décrite par

I'dquation d’état (non controlée) suivante :

L) = fty),

(1.8)
y(0) = yo;
une telle équation est dite aussi autonome .
- On appelle 7 le point d’équilibre de ce systéme (s’il existe) si f(¢,7) = 0

our tout ¢, donc, un systéme se trouve dans un état d’équilibre si cet état

F

n’est pas modifié lorsque le systéme est abandonné & lui-méme.

On peut énocer deux types de la stabilité :
| 1- Stabilité au sens de Lyapounov

L¢ systéme (1.8) est stable au sens de Lyapounov si :

to,Ve > 0,30 > 0 telque ||y(to — J|| <1 =>Vt > t, lly(t) -7

\r <eg,
ou 7 est 'état d’équilibre du systéme.

CEIa revient & dire qu’une petite perturbation de 'état d’équilibre, & chaque

instant ¢y n’affecte pas I’évolution vers cet état d’équilibre.

16
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I1¢

dé

CO

to

0)

=
Q

2-Stabilité asymptotique

Le systéme (1.8) est asymptotiquement stable si :

11 est stable au sens de Lyapounov, de plus
Ha > 0 tel que:
lly(to) — 7l < & = lim [[y(t) ~7l| =0
—00

Un grand probléme en automatique consiste a déterminer une loi de com-

ande, c’est-a-dire une loi donnant le controle en fonction de l'état (réel ou

observé), qui permette de stabiliser le systéme.

.6  Controle Optimal

Un probléme de controle optimal se décompose en deux parties : pour

terminer une trajectoire optimale joignant un ensemble initial & une cible,

| [faut d’abord savoir si cette cible est atteignable. C’est le probléme de

ntrolabilité. Ensuite, une fois ce probléme résolu, il faut chercher parmi
utes ces trajectoires possibles celles qui le font en cotit minimal. On se donne

présent un systeme dont ’état est décrit par '’équation d’état suivante :

[ ) = 16, ), ute) t€[0,T]

1 y(0) = o.

u € Uy

(1.9)

Le systéme (1.9) a une solution supposée unique. Désormais on fixe yp.
n se donne alors une fonctionnelle cotit J (ou objectif), et on cherche une
nction de contrdle qui rend minimale cette fonctionnelle. On choisit J de

forme :

Ty = [ o), un)a

17
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et on cherche & résoudre le probléme

f min J(y, u)
(P) § y=1y(u,4)(.) Equation d’état
l UE U CU Contraintes sur le controle.
Deux questions se posent alors :
— Prouver 'existence d'un controle optimal.
— Trouver un moyen de le calculer. Pour cela, on va écrire des conditions
d’optimalité.
Pour résoudre ce probléme, on va utiliser la méthode de la pénalisation.

’est 'une des raéthodes, les plus anciennes, utilisé pour la résolution du

-

probléme d’optimisation avec contraintes.

1.7 Meéthode de pénalisation

Cette méthode est trés souvent utilisées en pratique, grace a leur facilité
de|mise en ceuvre, leur principe est de remplacer le probléme d’optimisation

avec contraintes :

(P){minJ(u),u € U € RF},

par un probléme d’optimisation sans contraintes :
(P){min(J(u) + ra(u)),u € R™},

oll @ : R® — R est une fonction de pénalisasion et r > 0. Le but est de

tr

uver des fonctions o telles que les problémes (P) et (P,) soient équivalents
¢-a-d qu’ils aient les mémes solutions. Dans ce cas on dit que la pénalisation
est exacte. En général on effectue une pénalisation inexacte c-a-d tel que le

probléme (P) a des solutions qui ne sont pas des solutions de (7).

18
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L’ensemble des solution de (P,) ne couvre pas tout I’ensemble des solutions
de (P). En ravanche, on peut trouver des fonctions o qui sont dérivable ce
qui permet d’utiliser les résultats de minimisation sans contraintes. On prend
ot R* — R vérifiant les conditions suivantes :

(i) o est continue surR™

(i) Yu € R, a(u) > 0

(i) a(u) =0 uel

Nous donnons un exemple de fonction de pénalisation a pour différentes

contraintes :
Contrainte : x<0 g(z)=0 h(z) <0
Fonction a: |zt 2 | g(z) |2 | h(z)* |2
oil || - || désigne toujours la norme euclidienne de R™ et z* = (zf,- -, z;}).

Théoréme 1.7.1 Supposons que J soit continue et cercive et U un ensemble
fermé non vide. On suppose que « vérifie les conditions de pénalisation, alors
ona:

oyr > 0,(F,.) a au moins une solution uy,

La famille (u,)r>o est bornée.

o Toute sous-suite convergente extraire de (u,)r>0 converge vers la solution u

o~
&=

4 probléme (P) sir — +00.

Pour la démonstration voir [7].
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Chapitre 2

Vloindres carrés pour
"identification du terme de
yollution

Les systémes distribués considérés dans ce travail sont des systémes dé-

crits par des équations d’évolution & données manquantes. Le modéle dont on
dispose est incomplet, dans le sens ou 'on connait mal les données initiales

et le terme source. Dans ce chapitre, on va identifier les données incomplet

ar la méthode de moindre carrée.

.1 Probléme de détection de pollution

Nous nous intéressons dans cette section & la détection de pollution en

tilieu fluide (Lac, Riviére). Nous supposerons que la pollution est due & la

résence de composés chimiques (Nitrate, Plomb,...) provenant des décharges

xternes ou sédimentaires. Les sources de pollution diffusent au cours du

smps des déjections toxiques dans 'eau et le domaine d’étude comportent

es obstacles ( ilots de terre, arbres,...).
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Lal modélisation mathématique de transport d’une substance chimique de
cohcentration y(z,t) conduit & la considération des termes suivants :

e Un terme de diffusion
kdiv(a(z)Vy(z,t)),

ol k est la constante de diffusion. C’est une propriété fondamentale des
fldides qui consiste & disperser les molécules de maniere aléatoire dans tout le
domaine. Cest cette capacité qui permet & I’eau d’uniformiser une coloration
dans une bassine et & 'air de maintenir une odeur dans une salle close. Le
terme a(z) désigne la transmissivité dans le milieu (dans un milieu homogeéne
( Peau, I'air,..) a(z) est une constante). Dans le cas d'un Lac, la diffusion est

donnée par :

K.vy(z,t).

o [Un terme de transport 7.7y(x,t),oﬂ‘z?désigne le champ de vitesse du
fluide.
o [Un terme de réaction R qui traduit les interactions chimiques et biochi-

miques dans le liquide, est donné par
R; = —kyi(z, 1),

ol k; est une constante cinétique.

» La source de pollution est décrite par une fonction f(z,t), elle donne nais-

nce aux substances polluantes déversées dans le fluide. A ce niveau, deux

w
[aV)

-~
O

nsidérations sur les sources de pollution méritent d’étre faites : il s’agit des

g

iarmes sources distribués que nous noterons par £(z,t) et les termes sources
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panctuels au point ¢ de cordonnée z; que nous désignerons par Néi(t).8(z—P)

otf 6(z — P;) est la fonction de Dirac associée au point P;. le terme source

p

)

ut étre exprimé sous la forme
fila,t) = €@, 0) + ) N&i(t) o(@ = R,
J

ol j est le nombre de sources internes de pollution ( détritus, métaux et

altres déposés au fond des riviéres et des Lacs), \; est le taux de pollution

de

SO

Qs
Qo

o

CG

U

)

—

la j iéme source, g (t) est la densité partielle des espéces ¢ pour la j iéme
urce, d(z — P;) désigne la mesure de Dirac au point F; : On se ramene alors
la résolution d'un systéme d’équation de la forme :

t)
ot -
Dans 'analyse de la concentration y, on est confronté a deux types de

nditions au bord. Pour illustrer ces conditions, subdivisons le bord du do-

aine d’étude en deux parties disjointes, 92 = I'y UT'y tel que :
y|F1 = g(m, t)’
9y
%lf‘z v h(l’,t),

le bord I'; est supposé diffuser de maniére continue une décharge de pol-
tion dans le fluide, c’est le cas d’une usine qui déverse ses résidus dans un
he situé aux alentours par le biais d’un canal d’ouverture I';. Le bord I'y
sut 4 son tour se subdiviser en plusieurs parties selon le nombre de source de
bllution externe. La condition de Neumann caractérise I’échange de concen-

ation enfre le fluide et Pextérieur. Cette condition est liée & la porosité

22
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c

dd la terre. Dans l’étude d’eau de surface ( Lac, riviére) on peut supposer
comme approximation, dans ce cas, pour h = 0, cela sous-entend qu’aucune
concentration ne traverse le bord I'y, la terre est & ce niveau imperméable.

On a besoin d’un condition initiale

y(z, 0) = yﬂ(m)’

Cétte condition évalue la quantité de concentration présente au début de

I'dxpérience. Elle est importante dans la résolution des probléemes de type

évolutifs. Nous résumons la dispersion d’une substance polluante dans un

flide par une équation parabolique de la forme :

W) | pdiv(a(z)Vy(z,t) = flz,t) (xt) € Qx]0,T],

(P) 3;'1“1 = g(z,t) (th) el x ]O’T]v
2‘% ry = h(m,t) (X,t) eIy x ]O,TJ,
y(z,0) = yo(x) x € (2

ou

o O € R", n = 2 ou 3 représente le domaine d’étude,

10, T[ est l'intervalle de temps d’étude T > 0,

Nous nous placons ici dans le cas des systémes & données incomplétes,

(@}

pst-a-dire que l'une des informations suivantes :

le coeflicient k de diffusion,

la fonction source f(t,z),

la condition initiale yo(z),

les conditions aux bords g(t) et h(t),

D

e$t inconnue ou contient dans sa structure des parameétres inconnus.
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L4 recherche de ces informations nous conduit naturellement & un probléme
dd type inverse. Dans la résolution de ces problemes, il est nécessaire de
diposer des données mesurées de I’état y. Nous noterons dans la suite Yobs
ceb données expérimentales et ensuite évaluerons l'état y en fonction des

pdramétres recherchés.

212 Espace des observations

Nous supposerons que les mesures prélevées yops sont opérées dans un in-

tervalle de temps [0, T], tout comme les calculs de l'état y(\, 7) est dans un

démaine d’observation O C Q. Une formulation habituelle est de considérer
cdnnue Paction sur l'état y(z,t) d'un opérateur linéaire & valeurs dans un
edpace convenable F' c’est-a-dire définit un opérateur d’observation B per-

rettant d’associer les paramétres recherchés aux mesures observées. Alors

—

ol observe I’état sur un domaine supposé O appelé observatoire, et dans

1p intervalle de temps (0,T) : L’observatoire O peut étre interne distribué

7%

(@ C Q), ou soit un observatoire frontiére (O C Q).
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Sources

Figure 1 : Domaine ), observatoire et sources

Une fois les données observées obtenues, le probléme auquel nous nous

intéressons dans ce travail est le suivant :

A partir des mesures expérimentales de Uétat y du systéme précédent est il possible

=

lidentifier la fonction source et(ou) la fonction initicle avec prise en compte

es erreurs sur les mesures ¢

2

Nous allons commencer de répondre & cette question dans le cas général.
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213 Position du probléme

Pour illustrer notre approche, nous supposons que I'état du systéme est
décrit par y. La structure générale du probléeme étudié est supposée connue
|

sous la forme :

(S) { %@% + Ay = terme source Qx10,T[, (2.1)
y(t=0)=19" Q,
Pour que l'état y du systéme considéré puisse étre entierement défini, il
faPt connaitre :
e les termes sources,
o la condition initiale,
e les conditions aux limites, et
o le domaine d’étude {2.
Ce qui n’est généralement pas le cas.
Si I'une au moins des informations ci-dessus est inconnues ou partiellement

connue on dit que le systéme (S) est a données incomplétes. On rencontre ce

pe de problémes dans de nombreuses situations, en sciences biomédicales,

ct
L]

o
54

I . . .
T meétéorologie, enocéanographie, ... .

2.4 Termes manquants et termes de pollutions

Y
)

‘ On suppose que la premiére équation du systéme () s’écrit sous la forme :

dy

5, tAY=(+ A Qx]0,T], (2.2)
i

|
at/ec ¢ est donné dans un espace convenable Y et (¢ demeure dans la boule

unité de Y et )\ est un petit parametre réel avec /\Z n’est pas connu. On
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suppose que I’ouvert {2 est connus mais les données initiales sont incomplétes.

Si|lon désigne par y(0) la condition initiale s’exprime sous la forme
y(0) = y° + 77", (2.3)

ol y° est donné et 7° demeure dans la boule unit & avec 7 réel petit, et on
suppose que les conditions aux limites sont connues.

Notre objectif est de donner une méthode permettant d’obtenir des in-
fojrm:zmtions sur }\Z qui ne soient pas affectées par les variations de la donnée

initiale autour de y°. On établit ainsi une distinction entre le terme )\E qui

a
0

t dit "de pollution” et le terme 77° qui est dit "manguant” que 'on ne

o
=

lerche pas & identifier. Pour espérer pouvoir cbtenir quelques informations,
il{faut observer y. Donc, le probléme consiste & observer I'état y sur une

yrtie accessible du domaine et de disposer des mesures expérimentales pour

—t
e

o
0

timer les données manquantes.

[\]

.5 Observation du systéme

Dans un systéme & données partiellement connues tel que celui qu'on

O

onsidére en (9), il est naturel de vouloir reconstituer le tout ou une partie

des données inconnues, cela est bien évidemment impossible si on observe

=

ren du systéme étudie. Soit H l'espace de données observées, nous citons

[a N

bux types d’observations :

| 1/ L’ouvert O peut consister en plusieurs composantes donc les observa-

tions se font aux points Oy, i = 1,2,3,..., et les sources de pollution sont

générées aux points S; (figure 2), un tel cas a été étudié dans [5].
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Figure 2 : Modéle d’un fluide soumis a deuz sources de pollution {S1,52}

dont l'observation est faite au points {Oy, 03,03} .

| 2/ On peut considérer d'un observatoire O C § ot les données observées
nt continues par rapport au temps et a l’espace. De telles observations

suvent étre faites au moyen d’un navire, c’est par exernple le cas d'un bateau

oIservatoire et () étant un océan ou un lac,....En outre, on peut avoir des

servations discontinues en temps.
On observe 1’état du systéme "y" sur O pendant l'intervalle de temps

L T'], donc théoriquement, on va disposer de

Pt ) = s sur O x (0,7, (2.4)
\

Ol Yops €St UNE mesure connue.

—

1]

Donc, on s’interesse & un probléme d’identification de parameétres qui

terviennent linéairement dans un systéme partiellement observé tels que

| 28
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i

t

este des données sont mal connues, Ces inconnues supplémentaires sont les

ermes manquants et ne sont pas destinées & étre identifiées. Nous désirons

que l'estimation du terme de pollution soit correcte malgré la néconnaissance

(¢

€

gs termes manquants.
Pour résoudre ce probléme d’identification, une technique trés répondue

st 1o, méthode de " moindres carrés".

NS

6 Meéthode de moindres carrés

Cette méthode est restée la plus populaire des techniques d’identification

de paramétres aussi bien pour les équations différentielles ordinaires (EDO)

que pour les équations aux dérivées partielles (EDP).

Supposons que v représente le vecteur des paramétres recherchés. La tech-

nique des moindres carrés consiste & minimiser la distance au carré entre les

®]

<)

D

valeurs observées yos et les valeurs calculées y(v) pour les v ( représente les
termes inconnus) parcourant l'espace des paramétres U. Ainsi, le probleme

dlidentification revient & la résolution du probléme d’optimisation

. _ 2 9
E}Iélg Hy(v) yobs“ ) (‘-'-5)

I y(v) est lasolution du systéme (S).

.6.1 Probléme d’identification

|
Soit B : E — F ou E l'éspace des données et F' I’éspace des mesures

b Yobs=Cy I'Observation, alors : B est identifiable & partire des mesures Yops
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le

U

D

Y

=

g

ifue censsé d’écrire ces données.
On s’interesse au probléme ou les

egt linéaire par rapport & ”v” don

lajnorme L?(0)).
Lé

B:

.6.2 Reésolution du pra

Soit le probléme d’optimisatig

(P) {min

v) & v. Nous noterons cet opéra

]

30

\

i|B est injective. La mesure expérimentale yqs et la solution du probléme,

dépond de ”\” mais aussi des termes manquants ”7”, nous considérons alors

vecteur complet des inconnus v()\, 7). Nous pouvons chercher le vecteur

c F tel que y(v) est le plus proche au sens des moindre carrés (au sens de

. probléme est donc formulé de la maniére suivante :
(P) Trouver v € E minimisant [|y(v) — Yobs[l32(0) sur R? .

ule la partie intéressante de v est conservé, i.e : A.
onc, la méthode de moindre carré permet de comparer les donnée expéri-

entale généralement entachées d’érreur de mesure d’un modéle mathéma-

systémes sont linéaires i.e I’équation d’état
c, il existe un opérateur linéaire qui associe

teur B, il est définit comme suit :

R? — L*(0),
v — Bv = xey(v).

)bléme d’optimisation

n sans contraintes suivant :

1J(v),v dans IRQ}

1l que J est la fonction objective donnée par :
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Jw) = 1B@) - sl
= (B(U) — Yobs B(U) - yobs)a
== (B'U, BU) T (BU, yobS) - (yul)37 B'U) + (yobs, yobs):

= (B*BU7U) - 2(B*yobs>v) =k “yobsllz,

ayec B* est I'adjoint de B ( dans le cas finie, B* est la matrice transposé de

B).
. L*(0) — R,
B*: N
w +— B*w.
Ppssons : B*B = A, B*yas = C et ||yons||? = M tels que M > 0.

~

1

i

lors : J(v) devient :
J() = (Av,v) — 2(C,v) + M,

hi est une forme quadratique et la question maintenant est :

g probléme (P) admet-il une solution unique ?

1. Existence et ’unicité :
Pour que notre probléme a une seule solution, il faut que la fonction J
soit continue, coercive et stritement convexe.
- On a J une fonction quadratique donc il est continue. - De plus, parmi

les proprietées des foctions quatratiques

J est quadratique => (Av,v) > Ainllv]|?,
avec Amin st la plus petite valeurs propres de A, et comme B injective,
donc A est inversible c-a-d elle est définit positive. On conclut que, les

valeurs propres de A sont stritement positive. On obtient ;
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lim J(v) = 4oo== J est coercive.
lvl| =00

- J est strictement convexe car H = A est définie positive tels que H
est la matrice hissiene

2. Conditions d’optimalité :
Si le probléme (P) admet une unique solution, elle est caractérise par

I’équation d’Euler :

VJ(v) =0.
En effet :

VJw) = 0=24v-2C=0,
= 2B*Bv — 2B*y,s =0,
= B By = B'yu,.

Ce qui donne :

v = (B"B) ™ B"Yobs. (2.6)

Rlemarque 2.6.1 .

1

<

S

1))

/g

D

Une condition nécessaire (mais non suffisante) de l’existence d’un unique
cteur "v” de (2.6) est linjectivité de B.

La condition suffisante pour garantir 'ezistence de l'optimum v est que

image de B soit fermée. En effet, la résolution de (P ) revient & rechercher

projection orthogonale de yops sur l'image de B, ce qui n’est possible que si
n B = ImB. Cependant, méme si Im B # ImB, il est possible d’y remédier

h cherchant des solution approchées.
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a

216.3 Les inconvients de la méthode MC

Dans la méthode de moindres carrés :

—
1

tous les paramétres inconnus jouent le méme role. On ne fait pas de diffé-

o
1

rence entre les parameétres ( aux termes sources et aux termes initiaux). Il y

donc des risques de ne pas pouvoir séparer nettement les roles des uns et

dgs autres.

2- De plus, les données disponibles yops peuvent étre insuffisantes par rapport
aul nombre des paramétres recherchés, ce qui conduit & une infinité de solu-
tions possibles. On a, dans ce cas, un probléme d’unicité de la solution.

3+ Aussi pour un jeu de données prélevées dans le méme domaine, la réso-
lution peut conduire & une forte perturbation de la solution, il s’agit d’un
probléme de stabilité.

Face a toutes ces éventualités, on dit de maniére générale que notre probléme

est mal posé.

Sans négliger cette méthode fondamentale, qui demeure de loin la plus im-
portante pour ce type de problémes, il peut étre utile de tenter celle dite "

La méthode des sentinelles".
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(Chapitre 3
{

Jéthode des sentinelles
|

' Dans ce chapitre, on va présenter la sentinelle qui est une forme linéaire

gissant sur les observations qui doit vérifier des conditions de sensibilité

certains paramétres du systéme et d’insensibilité a d’autres. Donc l'idée

@s sentinelles semble un peu différente de la méthode de moindres carée.

n imagine alors qu’avec un ensemble convenable de sentinelle on pourra

identifier les inconnues intéressantes et s’affranchir les autres.

Ire

@

.1 Position du probléme

| On considére un ouvert borné €2 de R”, (n = 1,2, 3 dans les applications),

borné de frontiére 9Q = I assez réguliére ( de classe C? afin de ne pas

ncontrer de probléme de régularité). Pour 7' > 0 fixé, on définit :
=x[0,T) et > =Tx]0,T[, on considére la solution y(z, t) du systéme :
8 -
a—i +Ay=(+ X dans @,
§ y(0) = y° + 77" dans £, (3.1)
‘. y=20 sur ..

_e systéme est & données incompléte ou
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c
=1

o Les fonctions ( et 4° sont données respectivement dans L* (Q) et L* (Q).
o Le terme de pollution )\E et le terme manquant 77° sont inconnues
regpectivement dans L2 (Q) et L2 (82).

| ® Les réels )\ et 7 sont arbitrairement petits.

e L’équation (3.1) admet une unique solution dans L2 (@) que 'on note

;. y(z, t, A\, 7) =y(A, 7).
' La question qui se pose est :

ﬁC’omment peut-on calculer le terme de pollution AC (ou d’obtenir des informations)
qui soit indépendant des variations de la donnée initiales auteur de yo?

Dorne, nous nous intéressons a l'estimation du terme de pollution sans toute-

fois manifester un intérét pour le terme manquant.

3.2 Présentation de la méthode des sentinelles

Placons nous dans le cas ol les données observées yqs; e sont pas bruitées.
Llidée fondamentale pour répondre & la question précédente est de prendre
une valeur moyenne, pour savoir si quelques chose se passe. Soit donc h une
fc:'nction donnée sur (0,7") x O. On considére alors la moyenne

| M\, 7) / /hy(z b2, 7)dadt,

|

ef on cherche & déterminer le terme de pollution indépendamment du terme

@D

€

[

]f.l T, au premier ordre par exemple. Mais, il n’y a en général aucune raison
pour que, au premier ordre, (A, 7) soit indépendante de 7. Autrement dit,

ilin’y a aucune raison pour que

a‘“m(AToo //h 2 0,0)dzdt = 0.
or
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L A . 3 iy s 5
On introduit une fonction w, et on donne la définition d’une fonctionnelle

dite "sentinelle” qui soit la moyenne de I’état y sur un petit domaine, donnée
|

par l'expression suivante :
1

T
S(A,7) z/ /(h+w).y(:c,t,/\, T)dzdt, (3.2)
i 0 o
podr les fonctions h et w € L2(]0, T[ x O).

Défmition 3.2.1 : On dit que S est une sentinelle de Lions définie par h,
s’ail?em’ste un controle w tel que le couple (w,S) vérifie :

95 1)

_ ~0 2 -
== =0, V§°e I3(Q), (3.3)

A=71=0

et§

||w||L?]01T[xo) = min. (3.4)

%
Re#rlalt'que 3.2.1 : La condition (8.3) exprime l’insensibilité de la sentinelle
parirapport au terme manquant au premier ordre et la condition (3.4) exprime
|
que|l’on s’éloigne le moins possible de la moyenne, elle sélectionne une unigue

sentinelle.

|
Rex*‘narnque 3.2.2 Le choizw = —h donne lieu & (3.3). Par conséquent, sous
des ihypothéses tres générales, le probléme (3.3) et (8.4) admet une solution
uniéue. Mais 1l faudra s’assurer que sous des conditions convenables, w # —h,
la fénct’:z’onnelle S(\, 1) = 0 n’étant pas susceptible de nous apporter beaucoup

d’informations.

3.2@1 Informations fournies par les sentinelles

Ita fonction sentinelle, une fois construite, la détermination du terme de

pollution se déduit par le développement de Taylor & l'ordre 1 de S et en
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conisidérent (3.2) (3.3) onca:

aS oS \ o
S(A71) = 5(0,0) + /\5(0, 0) + 7-5;(0,0) +o(||(A, 7)) (3.5)
s
= 5(0,0) +257(0,0) + o (A, 7)),
' e .. OS o
puisque par définition — (A, 7) = 0, on peut déduire
| or A=7=0
1 08 . .
[ A= 'B X (S(’\77) - S(an))7 B = 5;\_(070)’ (‘36)
en )Lemplagant S(A, 7) par S, la solution observée

T
Sops = / / (h 4+ W) .Yobs dzdt. (3.7
oJo
On la estimation

| A X B2 (Sops — 5(0,0)). (3.8)

On va maintenant montrer comment, avec h donné, on peut construire 'unique

fongtion w telle que I'on ait (3.3) (3.4).

3u2.2 Meéthode variationnelle

La condition "d’insensibilité" de la sentinelle par rapport aux termes man-

quants est équivalente &

i3
/ /(h + w).y, dzdt = 0, (3.9)
o Jo

ou |

! T—0

alors v, la solution du systeme d’équation

T

| Yr = %(O’ 0) = lim (y(OJT) — y(0,0)> ’

0
8?/;’ + AyT =0 d‘ans CQ,
y-(0) =7° dans §, (3.10)
yr=0 sur X,
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!
Enleffet, y(0, 7) est solution du systéme suivant :

oy(0,
I _f‘_/%_tL) + Ay(0,7) = ¢
l yT(O’ T)(O) =%Yo == T?/\O
| y-(0,7) =0
et yo est solution du systéme
1o}
"8%2 + Ayo = 0
yo(0) =¢°
Yo =0

| I
En retranchant (3.12) de (3.11) et en multipliant par ~ on trouve :

0 (40m)-w0 (0.1~

— | ¥Y\Y A (y ) yO) ssn

o (Mod=m) 4 ) 0
- :/g‘(l

y(0,7)(0) ~ (0 _

.
(y(U‘T)—ﬂ) —0

U

Par% passage a la limite quand 7 — 0 dans (3.13), on obtient (3.10).

3.2.3 Equivalence & un probléme de controlabilité

dans @,

dans €,
sur X,

dans @),

dans €,
sur X,

dans @,

dans €,

sur ..

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Boit maintenant g = g(z,t) 'état adjoint qui est la solution du probléme

rétrograde suivant :

| [ —%+A*q=(h+w)xO
‘l g(T) =0
g=10

dans @,

dans (),
AN
sur ),.

(3.14)

Lemme 3.2.1 On suppose que ¢ est solution du probleme (8.14). Alors le

| . ; . ’
probléeme d’existence d’une sentinelle insensible auz termes manquants est

équivalemi a un probleme de controlabilité & zéro, c’est-a-dire g(0) = 0 «
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D1émorIS'tra'tion 1 51 on multiplie la premiere équation du systeme (3.14)
!

parly, tels que y, = _ﬂ’ on obtient
| or
1

(¢ +Ay) = (h+wy),

(~4,9:) + (A", y,) = (h+w,y).

On intégre ensuite par partie :

T , T p
—/ g G = ~([q-yr]6—/ q.Y,)-
0 0

=T, 97(T)) + (4(0), 5-(0)) + (¢, ;) + (g, Ayr)
| ((L ylr + AyT) + (Q(O)a :Q('KO) = (h’ + w, y‘r);
@0),50) = (h+w,y,).

Done :

i

(h + w:?)f))

On a (h+w,y,) =0, donc (9(0),40) = 0. Par conséquent, la condition (8.9)
e’quz’z;raui a
4(0) = 0. (3.15)
I

Ceci;est un probléme de contrélabilité & zéro. Donc, le probléme de trou-
ver une sentinelle S telle que (3.14) ait lieu, est équivalent au probléme de
con1;1§61abilité & zéro suivant :
{Tro!uver w € L*(]0,T[ x O)tel que l'on ait (3.14) et (3.15)

Eép resume, le probléme d’existence d’une unique sentinelle revient 4 ré-
soudée le probléme d’optimisation suivant

] 2
) min ||| 720 710
(w,q) € A
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ou |
0
; —5% + A*q = (h+w)xo dans @,
A= 4 (w,q) tel que q(T) =¢(0)=0 dans §,
g=10 5P 3
Le domaine des contraintes du probléme (P) est non vide car w = —h donne

q = 0, par conséquent le probléme (P) admet toujours une solution et une
seule que I'on note @ car la fonction ||@||? est continue, coercive et stristement
convexe. Il reste donc deux problémes & résoudre
1- Calculer @,
- S’assurer que W # h.
Une% méthode classique pour obtenir le systéme d’optimalité pour le probléme

(P)est la méthode de pénalisation.

3.2'.4 Pénalisation

Soit € > 0, on introduit la fonction suivante :

f ) B 1 2 1 82 * ’
Jé (‘T,U, 2) - _2_ ”w“LZ(OX(O,T)) =+ 5‘8‘ H—E + A z — (h =it '(U)XO LQ(Q) )
et on considére le probléme (P,) suivant
(P min ”wsuiﬁ(]o,T[xC')
¢ (w€7 25) g4 ,
aveag
0z '
F _ E L A*y — (h 4 w)xo € LQ(Q>,

Af £ { (K, 2) tel que 2(T) = 2(0) = 0 dans €,

z=0 sur 3,

Ld?

le probléme (P:) admet une solution unique qu’on notera (we, z:). On pose
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pe = (=2, + A%2, — wx0).
Le couple (we, 2:) est caractérisé par

Vi{m,z) =10,

donc
(we, w) + (pe, —2, + A* 2 — w_x0) = 0,

Pour tout z tel que

Lp. =0 dans @, o
{ pe=0 sur ), (3.16)

le

Q

controle optimal est caractérise comme suit :

We = PeXo, (3.17)

ou |
0

:5%4_,4,

et par passage a la limite on obtient une fonction p solution d’un systéme

d’optimalité du probléme initial (P). Finalement le contréle est
w = pXxo,

Dans ce cas, on doit supposer que h déffirent de p pour obtenir une

sentinelle non identiquement nulle.
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3.3 Différent type de la sentinelle

D>

m
céd

et g

La notion de sentinelle de Lions ot le contrdle et I’observation sont dans le
me domaine, devient un cas particulier. On propose pour la définition pré-
ente une généralisation de la notion de sentinelle au cas d’une observation

'un contréle ayant leurs supports dans deux ouverts différents.

.3.1 Sentinelle régionale

On considére ici h € L*((0,T) x O) et w un ouvert non vide de 2, tel que

w # O. Plus précisément pour une fonction controle

On

\

ou

w e L*((0,T) x w).

pose

T T /-
A7) = / / hy(z,t, A\, 7)dzdt +/ j w.y(z,t, A, 7)dzdt(3.18)
0 JO 0 w
i
= / /(hXo+'wxw).y(a:,t,/\,7')dmdt,

0 Ja

Xo €t xw sont les fonctions caractéristiques de O et w respectivement.

Deéfinition 3.3.1 On dit que S est une sentinelle définie par h, s’il eziste

un

et

sur

controle w tel que le couple (w, S) vérifie :

oS
E()‘; T)

A=1=0

”w||L2(]0,T[><w) = min.

Le probléme d’existence d’une sentinelle revient & minimiser le controle

un ensemble de contraintes.
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L’information fournie par la sentinelle S, d’aprés (3.8), est donnée par

)

J0

rT

T
/(hxo + WX ) i dBdE == / /(hxo + WXw)- (Yobs — Yo)dzdt,
Q 0 Q

0
ol Yy = ——y(O 0) est solution du probléme
|

OA
%? + Ay, = 2 dans @,
y)\(o) = dans f‘!, (3]9)
Yy = sur Z:,

En multipliant la premiére équation par g et en intégrant par parties, on

trouve
|

T 7
/ /qu,\da:dt == / /y,\L*qdmdt + /q(T)yT(T)dx (3.20)
Ja 0 Ja

i / 0)dz — / | Q:y—*drdt
|

\
Conﬂrme q et yx sont solutions de (3.14) et (3.19) respectivement, (3.20) de-

r T
/ /(hXO + Wxw)-yadedt =/ /q.(a!:cdt.
0 Ja 0 Ja

Finalement, on obtient

VienF

/ / (hxo + wxw)-(mo — yo)dzdt = / /q ACdzdt. (3.21)
Jo 0

Dong, la connaissance du controle optimal w fournie des informations sur le

terme de pollution )\E.
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3.3.2 Sentinelle discréte

Jean Pierre Kernevez et son équipe ont été les premiers & avoir proposé
des| résultats numériques sur les sentinelles dans les applications liées a la
pollution de I’environnement dans les années 90 [ voir 2, 3, 4,5 ,6]. Ces
auteurs s’accordent & définir la source de pollution comme étant une fonction
continue par rapport au temps en une position ponctuelle de I’espace. Nous

nous plagons dans le cas de probléme (3.1), qui peut s’écrire sous la forme

suivante
i Oy -
J " Ay) =+ i:ZIAiCz-é(x - a;) dans Q,
| y(0) = QOA+ %TJ@Q dans , (3.22)
l g =0 ) sur Y.
ou |

¢ Les a; sont les points d’observation,

® J(z — a;) est la fonction de Dirac au point a;.

¢ Les fonctions sources /\ia qu’on suppose dans L?(0,T).
Mai;ntenant, le probléme peut étre formulé comme suit -

Trouver (A ;i =1,..,N )€ I*(R) représentant au mieux le débit qui a
produit la mesure Yobs-
On définit une fonction w; € L2(0) spécifique a la ié™e composante de A doit

étreconstruite telle que :
(wi7yobs)L2(O) = Ai, (3.23)

OU Yobs €8t la fonction d’état mesurée. Si une telle fonction w; existe, son

unicité est assurée en choisissant la fonction de norme minimale.
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La fonction w; désigne la sentinelle permettant de déterminer le parametre
Ai, idonc pour estimer tout les );, nous devons calculer toute la famille de

fonetions (w;)i=1n. On a

N M
yAT) =3 Nt + D> i, (3.24)
i=1 j=1
ol (¥i)i=1,n €t (Yr;)j=1,m sont respectivement les solutions des équations sui-
vantes :
Ay o
5 T A% = Gz - a) dans @,
¥:(0) =0 dans €,
% =0 sur Y.
oY
[ gtJ + Ay, =0 dans @,
l Y, (0) = vy, dans 2,
Yr; =0 gor Y.,

Alors, le produit scalaire de w; avec y(\, 7) devient

N M
(wi, y(A, )20y = Y _Niluwy, Yi)gaoy T O i (Wi, By mngay

i=1 j=1
Par|conséquent, la formule (3.23) est équivalente 4 :
(u;i,yk)L2(o) =1 sli=h |
('wi’yk)mm =0 Vk=1,.,N, k#i
(U}i>y7j)L2(o) = 0
Ensuite, nous utilisons 1’état adjoint noté ¢; et en intégrant par partie en
espace et en temps, les égalités précédentes deviennent :
T
(./\
J&@aa,ne = 1, 1<i<N,
0

/Q/O(m)%<x70)dm = Oa
9]
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Ce résultat est fondamental pour le calcul des sentinelles. En effet, il résume le
fait: que la sentinelle est sensible & ); et insensible & tous les autres parameétres
de Péquation (3.22). Il permet aussi d’interpréter les égalités précédentes
comme un probléme de contrdle optimal.

Cetite méthode discréte a été exploitée dans la détermination des pollutions

dans un aquifére [3], dans un Lac [6] et dans une riviére [5,4,5].

3.3.3 Sentinelle discriminante

On considére le probléme (3.1), les données observées peuvent étre affec-

tées d’erreurs sur les mesures ou effet de "bruits", donc

n

Yobs = Mg + Zﬁzmu

i=1
ol les fonctions momy, ..., my sont connues dans L2(O x (0,7)) mais les
B; # 0 ne sont pas connus, on dit que les 3; sont les termes de bruit. Le
probléme maintenant est :
Peut-on obtenir des informations sur )\E qui ne soient pas affectées par les
variations de y(0) autour de y°, et qui ne soient pas affectées par les bruits
Bim, i =1,..n?
Dans une telle situation, en plus des hypothéses (3.3)-(3.4) il faudrait associer

une condition d’insensibilité de la sentinelle aux effets des bruits
T
/ /(h +w).m; dedt =0, 1 <i<n. (3.25)
0 (0]

Une telle sentinelle est dite "discriminante” [8, 14].
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Remarque 3.3.1 :

1) La sentinelle discriminante n'est pas sensible auz termes manquants
(en T), elle n'est pas non plus sensible aux bruits (en (), elle peut donc
différentier ce qui provient des termes en A de ce qui provient des termes en
B ( propriétés de discrimination,).

2) Siw 7 O CQ, la condition (3.25) devient

T T
/ / h.m; dzdt -!—/ /w.mi dedi =0, 1 & 1< n. (3.26)
JO 0] 0 w

Définition 3.3.2 On dit que S est une sentinelle discriminante (ou senti-
nelle pour une observation avec bruit) définie par h s’il existe un contréle w
tel lque :

| ( 0S

E(O’O) =0, Vg’ e L*(Q),

< foT fo g dedt =0, 1< i< n

L HwHLQ(wx(O,T)) = min
3.3.4 Sentinelle faible

Dans cette section, on utilise une notion appelée " sentinelle faible" [8,12]
pour étudier I'estimation du terme de pollution du systémes distribués faible-
ment contrélable indépendament du terme manquant. Soit le systéme (3.1)

et w = 0. on a la définition suivante :

Définition 3.3.3 On dit que la fontionnelle S définie par

T
S(/\,T):/O/O (h+ w).y(x,t, \, 7)dzdt,
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est;‘une sentinelle faible (ou sentinelle approchée) s’il existe, pour tout ¢ > 0,

un lcontréle w, tel que
—(7, ) <e VY’ e L}(Q), (3.27)
T

et

el 220 0.7y = min. (3.28)

Pour construire la sentinelle faible, on doit déterminer we qui assure les condi-

tions (3.27) et (3.28).

Remarque 3.3.2 L’approche par la méthode des sentinelles faible est équi-

vaut @ un probléme de contrélabilité faible.
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Conclusion

Cette rnémoire est consacrée a des problémes dont les données sans man-

(uantes (inconnues ou partiellement connues), ol on a traité I'identification
du terme de pollution qui soit indépendant des variations du terme man-

quant.

Dans la premiére partie, nous avons présenté la théorie des controle ou
m a parlé des systemes linéaires controlé.

Dans la seconde partie, nous avons présenté la premiére méthode utilisé

pour étudier les problémes & données manquantes et de donner des informa-

ions concernant le terme de pollution, c’est la méthode de moindres carrée.
Dans la troisiéme partie, nous avons présenté la méthode des sentinelles
le J. L. Lions, qui soit la stratégie la plus répondus consiste & obtenir des

nformations sur les termes manquants & partir d’'une moyenne pondérée de

‘observation. Enfin, nous citons les différents types de la sentinelle.
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