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d'identification consistent d, retrouver les causes d,un ph6
d partir d'une observation de celui-ci, la r6solution de ce type de

se fait d I'aide d'une mesure exp6rimentale. Nous proposons - dans
il- d'6tudier une classe de probldme distribu6es avec des don,a6es in_

ldtes' Pour cet objectif nous utilisons deux m6thodes, la premidre est
la in<[res caurr6, la deuxidme est celle de la sentinelles int'oduits p,ar J. L.

qui soit la strat6gie la plus r6pondus consiste d obtenir des inforrnations
causes d partir d'une moyenne pond6r6e de I'observation. Alors nous

l'existence de ra fonction de sentinelle en. r6solvant un probldme de
contrdlabilit6 avec des contraintes sur le contr6le.

cl6s : contrdlabilit6 d, z6ro, m6thode de :moindres carr6e, m6thode
fexme manquant, terme de pollution.
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ifiques s'activent d, d6terminer les meilleurs pa'iati:fs pour. ra pr.orec-
tion t I'assai'issen:ent des dites ressources natureiles. Ils ::e sauraient, en

uonce' ::6ussir leur pari sans une coop.ration interdiisciprinairer. Des
obrserv6es par les naturalistes aux moddres d'6qurations con(jus par

ri 8 Mar 1945-Gupr,rr,re Dnpa.RrpltpNr on MsrH6ltmreugs

l]R,ODUCIIION

DIen connu rtrue I'air et I'eau constituent ,le v6rita,bl.es sourc(3si de la
la florer, de la faune et cie |homme. Ainsi, ri6s rors que leurs .atunes

co'rompues piar des attaques environnemenbs, ils cleviennent des deun_

les 6tres vivants. Il peut s'agir notamnnent de rroubres v6g6tatifs
la flore et d'i'toxication voi'e des cas de maradies por_lr r,homrne. L,es

iprlines scientifiques

m'cdr3lis,,tion de ces probldmes conduit d des systdmers mattr6ma,tiques
i:ncompletes' Par donn6es, nous entendons les conclitions initiales,

:memDre et 6ventueilement les conditions aux limil;eri. Dans trlresque
pr.d@mss cle la m6t6ologie ou d'oc6anoglaphie, on connait .iarnais

n€es init;iales) on a une grande vari6t6 de possibilit6s quan<i au choi:r
nt init;iale' M€me chose pour les probldmes des p.llutions dzrnLs un

lac, rividre, un erstuaire,...

conclitions aux limites peuvent aussi Otre inconnues ou seur3rnen.[

n

vie

son

gerc

po

les

les di

a

le

tous

les d

de I'i

parti

6tre i

situati

lcrens' en passant par I'expertise des in.g6nieurs informa.tioues.
la si ula'tion nLum6rique joue un r6le trds irnporta:rt dans la .m6diatio.n entre

t connuers sur une partie de la frontidre qui pr:ut par exemple
ibler aux mesures qu'il s'agisse des situations bio.modica,res ou des

ns co'rrespondantes d des accidents. Il en va de mOnrer p,our l.es t,3r.rn€ri

qur peu'ent Otre d'accds difficiles, m€me chose pour rra structurr: du.
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rf,re qul peut aussi 6tre imparfaitement connue, com:m.e par exem.ple d.ans
tion de puitsr de p6trole of une partie de 1a frontidre du donLa,ine es1:

aturerllernent ces probldmes sont classiques et; r,id6e J.a plus habitur:[e est
de rrrnoi'dres carr6er, cette m6thode revient; d consid6.rer les inconnues

com des variablr3s de contrdres ori on cherche d minirniser la fonction de
cot qul est l'6cart entre l'6tat mesur6 sur une prartie du domaine et 

',6tat16 par la r6solution du systdme consid6r6. cela conduit d des protrldm.es
brdle optimal pour des systdmes distribu6s. Dans ce type <re rn.thorce

les i nues ,iouent le m6me r6le en cherchant d d6terrniinrsr res uns et res

' 
cependant, il y a la possibilit6 de ne pas pouvoir s.rpierer ces r.6les.

n6glig;er cette m6thode fondamentare, quii <iemeure de roin la pr,s

cel

cal

de

lm

La

dans

De

des

porr ce type de probldmes, il peut 6tre utile de tenter celle rJite '
hoder ders sentineilesr'. Les sentinelles ont 6t6 int;roduLii;es par J. L . Lio's
es :n.tes aux ORAS. Ir a par la suite, publiri un livr,e rur ce sujet [gj.
nb'r'eux types de systdmes sont abord6s et l,auteur ritrLrdie l,exjstence
ti:nelles insensibres aux perturbations sans contraintes de sensirbilit.

inb6ressantes. L'6tude de leur existence conduit d ra r6scl,tion

r:t non l'6tat du lac d, I'instant initial.

bldrner de contr:.labilit6 de systdmes distribu6s. supposons par exe:mpre
que l' uaton ctu systdme d6crive la cin6tique d'un poilua't dans une ilvidre

aux

du

ou un

la rivi

La

et que la source soit des polrueurs 6ventuels, ce <1ui est int6rr:ssant
dans cas est ,3videment de connaitre ce que les pollueurs r:nt d6vers(r dans;

hode des sentinelles nous permettra donc ,e reconstituer un pa-
ramdt ou une apploximation de ce dernier ind6pendamrnernt des a,utres
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6ers qu'c'' nel veut pas identifier, les sentinelles sont; rlc,nc ,une rn6thocle
tificatir:n de paranretresr',

'obje'cti{'de .n,otre travail est l'6tude des sysl;dnnes distribu6es d, d.onn.6ers
pldtes otr o' cherche d identifier re ter.me de polluti.n, Alors, ce t;r.a,rail

cle la tagon suivante :

ns le pren:rier chapitre' nous donnons querques definitionsr r:t pro-
c1u systdme contr.labre qui soit ra base de la th6ori,e des sen.ti'elres.

le r:hapitre 2, on va introduit les probl6n:es des systdmes distrib'6s
manquia:ntes. Nous commengons par un exempre sur'a dr3tectiorL

lutio'n dans un milieu fluide puis on va 6tudjer l,ide:n1;ification cLu trerrne
lutic'n par l* m.thode de moindres carr6e. Eile ftt inl;rodu.ite r:' 1295
auss et LegerrLdre pour ra r6solution de probrdmes i'verses. D€s _tgcrs,

pr.senta son article t, nouuelles mdthad,es pou,r, ln d,6term,i,'r:ttion
'ittes d,es comdtesl/ bas6 sur ra m6thode des moinclres carr6s. ]Drire re_

d' cherrcher des paramdtres tels que les sorties du pro'ldme, cErl.ul6i3s
pelrarndtrr:i;' se rapprochent 1e plus possible des sorties mes'r.€es.
i6rme cha.pitre est bas6 sur I'application de la rm.6thoder des senti_

pour la probl6matique des systdmes distribu.6s d do,nn6es manquantes
ise srous for:mLe de probldme de contr.labilit;6 it z6ro. J\{ous ratrlpelonrs
iF'e de la mdthode des sentinelres; puis on ra 6tudie:r |exisberrce ert ra

ion d. la serntinelle et on parie des diff6r.enti; type d,: la :ientinelle :

r6gio , d:iscrr)te ert faible et discriminnante.

do

cl'l

ac

de

de

par

pri6

avec

cons

Le

nel

et la

le pr

des
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iltrrjlabilit6 et Observabilit6

tlr6orie du contrdle (ou commande) analyse les propri6t6s des strstdmes

las

par ues e:<empLes.

s, c'est-d-dire des systdmes dynamiques sur les<1uels on peut agir
d'u.ne commande (ou contrdle). Le bub est d,amener le syst.me

d'un initiral donn6 d un certain 6tat final, en respectant 6ventuer.rement
pritdres' Dans ce chapitre, on va donner quelquesr notions li6e a ra

r {u contrdle des systdmes lin6aires : la contrdlabilit6, l,observabilit6,
iliF6,"' Pour expliquer et motiver cette th6o:rie, nous ailons corrrmenc6

1.1 Quelques exemples

pette section' nous donnons quelques exemples typiqu.es de la th6orie
rQle d'irnportance pratiques ou th6oriques.

d'un fbur 6lectrique
prpbldmr: du fbur 6lectrique, donn6e comme suit :

I or';Al =' -a1r1(71 - rr)Q) - a2r2(72 - ril(t) 1_ u,(t),

[ .zriQS:a1r1(71-Tz)(t),

du

1-

Soi+
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la tempr6ratuLre ext6rieure,

lar temp'6rature dans la iljacket't du four,

la, temp6rature de I'int6rieur du four,
I'irrte.nsit6 de l.a chaleur produite par la bobine,
lesi surfaces,

les capacit6s cle chaleur,

les coeffi,cients de radiation.

probl.me du four ; peut_on ,,s,aranger,, pour qu€r quelque soit la
ature dlu four d |instant initiar " t : 0u, ra temp6i:a,ture int6rir3ure du

us satisf'asse lf2:f o7

Clhauffer un barreau m6tallique
t bar'reau m6tallique rect'igne de rongueur i1 que l,on ,chauffe par une
de clraleur locaris6e sur une portion du barreau. on d.6srigne par 0(t,r)

n et, r*6e: et les instants de temps t et t*6t. La variation de

u

4,4

eL

Ti

tem

four it 6gale, d I'i:nstant t: to donn6, d une valeur d6siriie Tz:Tn?
Le l€me mathr6matique : peut_on trouver, pour to,tes les valeurs de
@t( ,Ti(0)), ?^c porrr que ra solution du systdme cl,6quatiorrs diff6rentienes
LI

Soit

SO

t^
LA

l'axe

ature du barreau d l'instant f et au point r (o'fbi:e un rep.re cront
abscis,ses est porte par le barreau et o' Iixe l,orig;i.e d une de ses

it6s, l'autre 6tant le point de coordonn6es (J,,0)).
On ue le bilan d,6nergie sur Ia portion du barreau situ6,e t,,ntre ]es points
d'

la ature est d peu pr6s 6gale d" 6n(0(t+ 6t,r) _ ,tl,t,e;)) et ell. doit;
6tre 6 e d' la'ariat'on du flux de chaleur dans cette portio' du barr"eau :
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5t( t, r * 6r) - q(,.t, r) * 5x f (t,r)), ot / est la source de ,chaleur localis6e, de
la

de

f (t,r) ==b(r)u(t,,r). par la loi de Fourier, le cr:mportement du flux
est pr'portionnel d la variation de leu temp€rrateure, il esl; donn6

q(u)("): k(r)0,0,

est le coeffciernt de conductivit6 de la chalerrr.. on ,err rl6duit donrc

0,y0(t,r) : 0,(k(r)0,0(t,n)) + b(r)u(t, r,)),

aintient les e:xtr6mit6s du barreau d, une temp6rature constante, et orr

connue la temp6rature initiale. Ceci qui conduib d :

u point rle vue math6matique, un systdme <iu contrdler est un systdme

appetl6 L: contrdle, habi-

contrdl6 est un sy.st6me

dy ue d€rpendant d'un paramdtre dynamique

tuel soumis d, des contraintes. Un systdme

diff6 ntiel de la folme :

y(t) : f (a(t),u(t),y(t) e M, u(.) ett (1.1)

on

sut

I a#ft,r) '= 0,(k(r)a,0(t,r)) + b(r)u(t,n)),r ) 0, t; e (0,L)
I

1 0(t,0) : a,0(t,L):p,t>0
I

I d(o,r; : oo(n),r e (o,L)

Systdrrre contr6l6 \

En

M

al, le vecteur des 6tats g/(t) appariient d u'e vari6t6 diff6rentielle
dimension n ('on supposera ici que M est urr ouverr connexe der lRr),
contrdles ,(') appartiennent d un ensemble rre cont.rOres admissibres

pf

10
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^ 
qur est un ensemble de fonctions localement int6grables d6finies sur
m[ a valeurs dans [/ de ]R-. on suppose le champ de vecteur f
amerrt reguli'er, de sorte que pour toute co'dition i'it,iale uo e lw et

contrdle admissible u(.) € I'lo4,le systdme (1.1) ad.mrer; une unique

tion y(l) telle que y(0) : g0, et que cette sol.ution so:it d6finie sul

[. On notera cette solution par yy(t,yo,u(,.)). Le s.ystdme (1..1) est dit
ouverte et est repr6sent6 par le diagramme suiva,nt

u(i;nput) -+ a! =76d1 -+ 
31 

(output)t

les ob.lectifs principaux de la th6orie du c,cntrdle qui seront a,bord6s

ce trava,il, les notions de la contOlabilit6 et I'observa,bilit6. on se

de d'::finir ces notions et de rapperer res principia,*x r6sultatr;.

Soi Ie systdme lin6aire, en dimension finie, suiva,nt

( a@: AaU) + Bu(t',r,

{ . (1.2)( s(o) : uo

esit une matrice carr6 n x n appel6e matri,je d,6tat et B une matrice
apptil6e matrice de commande ou du contr0re, g(t) est 1,6tat du sJrstdme

la condirbion i:nitiale. La solution de (1.2) est donn6e' par :

sol

orj

nx

etr

Darr

d6fi

'u(,.t, ao,r(')) : u'oao + [' "a-on' 
Au@)cts.

Jo

le cas des systdmes lin6ailes en dimension infinie le

t comme, suit,

(1 3)

systdme (1.2) est

11
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Soit o u,n dornaine de lR" de frontidre do r;uffisamrnent rdgulidre. pour

0 fix6, on d6fini Q : 0 x [0,?], I : 0e x ]0,11"[. On co::siddre le

d.es op6rateurs de ,(lR",X
rt;ient d l'espace U : L2(0,

{
sont

appa

t\a,t) : Ay(r,t) + Bu(t) e,

s((,t) : o

u@,0) : ao(n)

D' (1'4)

o
'"t

: l?l(Q)) et la fonction z dit;e

7,1R."). Alo:rs la solution de ce

est ,Connde par

a(t): s(t)ar* 
Io' 

tU- s)J3u(s)dir.

tel

L(l

(i)

llu
(ii)

uq,9 es1; une application, dite " semi groupe'r, d6l[r:it de [0,-f.oo[ dan.s

) statisfait les propri6t6s suivantes :

t + s) : S(t)S(s), pour tout (t,s) positivesr.

tout r diens X, l'application S(.)r est r:ontinue sur [0, +m[

I fa,ut noter qrue certains probldmes pratiquers sont rnieux mod€r1is6s par

des uations aux d6riv6es partielles ou bien par des syst6mes d 6v(rnements

di

Co:ntr()labilit6

n systdme du contrdle est dit contrdlable si on peul; l'amener (ern temps

d'un 6tat inibial arbitraire vers un 6tat firrar presicrit o,u mo;,en d'un
le. Plur; pr€cis€rnent, on pose Ia d6finition suiva,nte :

L2
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Wt

I
?

w
t
t= i=,7

A

ul
Po

est

clit, I'application entr6e-sortie en ternps ? associe d un contrOle

firral de la trajectoire associ6e d u.

systdmes non lin6aires, le probldme marbh6matique de contrOlabilit6

upr plus difficile. on s'interesse dans ce travail aux systdmerlindaire.

de contn6labilit6 de Kalman :

systdmes du contrOle lin6aires en dimension finie, il existe une ca-

tr€s simple de la contrdlabilit6, duer d Kalman.

.L,3.L Le systime lineaire (1.2) est contr\lable si et seu,t,ement sr

det contr\labi,litd de Kalman

(8,A8,...,A"-LB)

On d,i,t alors que la paire (A, B) est contrblable.

voir [10,14].

R$tion L.3.1. on dit que le syst1me (Li) ( resp.(I.2)) est contr\lable si,

r fus les 6tats ys,"y1 d,ans l'espace d'dtat, i,l eriste un temps finiT et un

trQle adnzissible u(.): [0,T] -+ U tel QueUt == g(T, Ao,u(.)).

13



rrri tt MAr 1945-GupLM.c DfpeRrpnpNr nn MnruEMATreu.Es

Remarque : le paire (4, B) est contrOlable si et seulement s'il existe

0 tel que la matrice

( 1.5)

inversible. Ici A' et B' d6signent les matrices transpos6es des nra,trices ,4

. Le co:rtrOl.e u(') qui transfdr€ !s en At : A(T;Ao;u(,)) est simplement

par :

u(s) : B' 
"(r-s)e' 

Ci'@, - ea'Ayo)

rme on peut le v6rifier en utilisant la formul,e (1.3).

/\l r .r. r ,(JDSerVaDrlrf,e

Syst6mr: connmand6-observ6 :

systdme com.r:nand6-observ6 est un systdme diff6rentiel de la for.me :

t

C,: I e"ABB'e'Ads- 
Jo

SO

et

I aU): f (a,u)'

I z: h(a)
(1 .6)

oi "A" est le vecteur des 6tats du systdrrLe, le ver:teur "u" celui des

(entr6es) et le vecteur z celui des variables observ6es (sorties). Ce

est rlit en boucle ouverte et est repr6senl;6 par kl rliagramme,suivant :

u --) -+z
Remarque : Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seule-

t <ile l'6tat du systdme, appel6e la sortie ou la varia,ble observ6e, est me-

1.4
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d'observabilit6 de Kalman :

le systdme lin6aire command6-obse,rv6

DfpaRrprvrpxr on MIIn:1MATIQUES

(1.7)

tion 1.4.1 On d,it que le systd,me lin€ai.re (1.7) est obseraable si pour

i,l eriste un, tentps fitr,i, T et un contr1le adm'i'ssib'Ie

tel que la conna'issance de z|.t) pour t € [0, Tl ioermet de

9o € iR',

[0,7] -+ U

te unet caractdri,sati,on algdbri,que de I'obseruabili,td d'un syst\m'e li'ndai,re

Kalman.

1.4.L Le systbme lind,ai,re (1.7) est obseruable si, et setL,Iement si,

tI' ob seruabi,li,td de K alman

I oa): Aa(t) + Bu(t),

I z(t): Cu(t),

ffi)
d,e rttng n. On dit alors que Ia pai,re (A,C) est obseruable.

du*"*,rJ;;; voir [10,14]

15
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L.4.L Le pai,re (A,C) est obseruai\Ie si, et seulement s'i,l eriste

tel Ete la 'matri,ce :

"sA' 
g'g"sAt6,

si,iile.

Stabilit6

notion de stabilit6 est cruciale en automatique. Elle est 1;rds li6e d

it6. Consid6rons un systdme dont la dynarnique est d.6crite par

Or: 
lo'

on i['6tat (non contrdl6e) suivante :

l #al : r\,u),

I a(o) : ao;

telb 6quation est dite aussi autonome ,

( 1.8)

ppell.e g le point d'6quilibre de ce systdme (s'il existe) si /'(t,9) : 0

f, donc, un systdme se trouve dans un 6tat d'6quilibre si cet 6tat

modifid lorsque le systdme est abandonn6 d,luimdme.

6nocer deux types de la stabilit6 :

Stabilit6 au sens de Lyapounov

(1.8) est stable au sens de Lyapounov si :

'e > 0,, J4 >' 0 telque llu(to - gll < rt =+ Vt ) to lla(t) --all <,,

t l'6tat d'6quilibre du systdme.

ient d dire qu'une petite perturbation rje l'6tat d'6quilibre, d. chaque

fs nL'affecte pas l'6volution vers cet 6tat d'6quilibre.

16
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tabillit6 asymptotique

(1.8) est asymptotiquement stable si :

stable au sens de Lyapounov, de plus

> 0 terl que :

lls(ro) - tll < 0 + [g llu(r:y - Ill =, o

grand probldme en automatique consiste i d6terminer une kli de com-

, c'est-d,-dire une loi donnant le contr6le en fonction de l'6tat (r6el ou

), qui permette de stabiliser le systdme.

Contrdle Optimal

probldme de contrOle optimal se d6compose en deux parties : pour

iner une trajectoire optimale joignant un ensemble initial d une cible,

d'atrord savoir si cette cible est atteig;nable. C'est le probldme de

bilib6. Ensuite, une fois ce probldme r6solu, il faut chercher parmi

ces t::ajectoires possibles celles qui le font en 9o9! minimal. On se donne

t u:n syst;dme dont l'6tat est d6crit par l'6quation d'6tat suivante :

r € [0,T]
(1.e)

systCrme (1.9) a une solution suppos6e unique. D6sormais on fixe gt6.

donne alors une fonctionnelle corit .f (ou objectif), et on clterche une

de contrOle qui rend minimale cette f,rnctionnelle. On ch.oisit "I de

o(y(r), u,(t))dt,

17
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I iA): f (t,(t)'z(t))
'l u(o) : g/0.

I u€Uoa

J(a,u) : 
Io"
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on cherche d r:6soudre le probldme

( min J(,y,u)
(q) { s:a(u,ao)(') Equationd'6tat

I a; € Uo.a C U Contraintes sur le contr0le.

D{ux questions se posent alors :

- prouver I'existence d'un contrdle optimal,

- fftouv,er un moyen de le calculer. Pour cel,a, on va dcrire des conditions

$lop!.i:malittl.

PQur r6soud::er ce probldme, on va utiliser la m6thode de la p6rralisation.

st I'une des nn6thodes, les plus anciennes, utilisd pour la r6solution du

bl$me d'optimisation avec contraintes.

M6ttr,ode de p6nalisation

C$tte m,3thode est trds souvent utilis6es en pratique, grdce d leur facilit6

miNe en (Euvre, Ieur principe est de remplacerr le protrldme d'optimisation

$ontraintes :

(P) {minJ (u), u e [/ e IRe],

ufr prob'ldme d'optimisation sans contraintes :

(P,){mtn(J(u) + ra(u)), u; e IR"},

a : IR' ---+ lR est une fonction de p6nalisarbion et r > 0. Le trut est de

vQr des fonctions cv telles que les probldmes (P) ei (l',) soient dquivalents

Qu'ils aient les m6mes solutions. Dans ce cas on dib que la p6nalisation

e>{acte. .En g6n6ral on effectue une p6nalisation inexacte c-d,-d tel que le

(l') u <iles solutions qui ne sont pas des solutions de (P,).

18
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) des solution de (Pr) ne couvre pas tout I'ensemble des solutions

). En ravanche, on peut trouver des fonctions o qui sont d€rivable ce

,C'utiliser les rdsultats de minimisation sans contraintes. On prend

--) R v6rifiant les conditions suivantes :

continu<l surlR'

e IRr', a(z) 2 0

(u) :o#ueU

do,nnons un exemple de fonction de prinalisation a pour rliff6rentes

Contrai,nte: x(0 g(n):0

Foncti.on a : ll r+ ll2 ll g(r) ll'

h(r) < 0

ll h(r)n ll'

o

a

a

ll . ll d6signe toujours la norme euclidienne de lR.' et n* : (rl, ' ' ' , rI).

L,V,L Supposons que J soi,t continu,e et cerci,ue etU urt ensemble

non ud,de. On suppose que a u€rifie les cotryditi,ons de p€nalisati'on, alors

0, (Fi) a u,u mo'ins une solution u,,

ille (uy),2o est bomda

sous-suite conuergente ertra'ire de (ur)r2_s conuerge uers Ia soluti,on u

(P) sz r -' +oo.

la d6rnonstration voir [7],

19



lfiap,itre 2

pindres carr6s pour
irierrtilication du terme de
oillutiarn

LBs sysl;€me1s distribu6s consid6r6s dans ce travail sont des systdmes d6-

ts par des 6qurations d'6volution d donn6es manquantes. Le moddle dont on

cise est incqrnplet, dans le sens of l'on con.nait mal les donn6rss initiales

r terme soutrrle, Dans ce chapitre, on va idr:ntifier les donn6es incomplet

lh m6thode rje moindre carr6e.

. Protlldme de d6tection cle pollution

Nfious nous int6ressons dans cette section Eu la d6tection de pollution en

fluicle (l,eic, Rividre). Nous supposelons que la pollution er;t due d, la

der compos6s chimiques (Nitrate, PlorrLb,...) p:rovenant desr d6charges

ou s6d.imentaires. Les soul'ces de pollution diffusent au cours clu

pls des d6jections toxiques dans I'eau et le domaintl d'6tude comportent

cibstacles ( itots de terre, arbres,...).

20
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mbd6lisation math6matique de transport cl'une substance chimique de

ration A(x,t) conduit d Ia consid6ration des termes suivants :

o Un terme de diffusion

kdiv(a(r)v a@,t)),

otl k est la rionstante de diffusion. C'est une propli6t6 fondamentale des

qui c:onsipbe d, disperser les mol6cules de inanidrer al6atoire dans tout le

aline. C'est pette capacit$ qui permet d I'eatr d'unif,crmiser une coloration

lune brassir;er et d, I'air de maintenir une odeur dans une saller close. .Le

mrla(r) d6signe la transmissivitd dans le miljLeu (dans un milieu homog€ne

eair, I'air,..) olir) est une constante). Dans le cas d'un Lac, la diffusion est

K.vg(r,t).

termr: de transpo* d.ly@,t),ori?d6siigne le champ de vitesse du

terme de r6action R qui traduit les interactions chimiques et biochi-

ups dan.s Ie liquide, est donn6 par

&: -lera{r,t),

fu est une cotlstante cin6tique.

source de pollution est d6crite par une fonction J'(r,t), elle donne nais-

aux substances polluantes d6vers6es dan.s le fluide. A ce ni'reau, deux

i.fl6rations sur les sources de pollution m6ritent d'Otre faites : il s'agit des

sources distribu6s que nous noterons par {(e,1;) et les terntes sources

27
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arr point e de cordon n6e ri que nous d€signerons par ,f;$ (t) . a (r - I'o)

6(r - fl) est la fonction de Dirac associ6e au. point Pi. le ter:me source

Otre exprim6 sous Ia forme

fo(*,t): {(r, t) + t,lrfrit;.01r - F'u),

i

oii j est le no,mbre de sources internes de pr:llution. li d6tritus, m6taux et

res d6pos6s au fond des rividres et des Lacsr), )7 est le taux de, pollution

la j idmr: source, {;(t) est la densit6 partielle des espdces z pour la .l idme

, 6(n -.Q) d6signe la mesure de Dirac au point Pa : On se ratndne alors

rr6solution d'un systdme d'6quation de la forrne :

f,,J *'l.tyi(r,t)-K.Lar(r,t) : -ksr(r, t)+L;rr$1t;.012--P),i === \,),J,...

D,ans I'ienalyse de la concentration 3t, on est confront6 d, deu:< types de

itions au bc,rd. Pour illustrer ces conditions, subclivisons le b,rrd du tio-

ne d'6tude en deux parties disjointes, 0Q =' fr U I'2 tel que :

glr, : g(r,t),

frtt
*lr, : h(r,t),on-

kr bord f1 est suppos€ diffuser de manidre ,continue une d6charge de pol-

io:n dans; Ie fluide, c'est le cas d'une usine qui d6ve:rse ses r6sid'us dans un

situ6 aux a.lentours par le biais d'un canal d'ourrerture I-1. Le bord f1

d son tour iie subdiviser en plusieurs parties selon le nombre de source de

hition externe. La condition de Neumann caract6rise l'6change de concen-

ation enl;re Ie fluide et I'ext6rieur. Cette conditiorr est li6e d Ia porosit6

22
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terre. Da{rs l'6tude d'eau de surface ( La,c, rividre) on peut supposer

dans ce cas, pour h:Cl, cela sous-entend,lu'aucune

traverse le bord f2, la terre est d, ce niveau imp,erm€able.

condition initiale

g(r,o) : ao(r),

besoin d'

,{

ita*'tl */cdiv(a(r)Va@,t)): f(r,t) (x,t) e oxl0,Tl,
frlr, = g(r,t) (x,t) e f1 x ]0,T],

#l"r: h(r,t): (x,t) e f2xlo,Tll,
u@,F):Yo(*), x€fi

t

c

a

a

f) € IR", rtr:2 ou 3 repr6sente le domaine d'6tude,

I est I'intervalle de temps d'6tude T ) 0,

nous plagons ici dans Ie cas des sysl;dmes d donn6es incompldtes,

que I'une des informations suivantes :

k de diffusion,

icrn squrce f (t,Y),

ndition lnitiale yo(n),

conditions aux bords g(t) et h(t),

qrrr contient dans sa structure des paramdtres inconnus.
i: I ! . tr

i
23

conditiod 6value la quantite de concentration presente au d6but de
I

:ience. Elle est importante dans la r6solution des probldmes de type
I

ifs. Nouslr6sumons la dispersion d'une substance polluante dans un

) ,.par une $quation parabolique de la forme :
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dd ces informations nous conduit naturellement d, un probldme

im,ersq. Dans la r6solution de ces probldmes, il est- n6ce-s-sabp-.$9

des dohndes mesur6es de l'6tat y. Nous noterons dans la suite 3loa"
,t'*

exp6rimentales et ensuite 6valuerons l'6tal g en fonction des

recherch6s.

Esp4ce des observations

suppoFerons que les mesures pr6lev6esr !e6, sont op6r6es dans un in-

de temps [0,T], tout comme les calculs de I'6tat AQ,r) est dans un

d,observation O C O. Une formulation habituelle est de consid6rer

I'action sur I'6tat y(fr,t) d'un op6rateur lin6aire d, valeurs dans un

convenable F c'est-d-dire defiuit un opr6rateur d'observation B per-

d'associer les paramdtres recherch6s 6ux mesures observ6es. Alors

l'6tnt sur un domaine suppos6 O appel6 observatoire, et dans

te dp temps (0, ?) : L'observatoire O peut 6tre interne distribu6

0), ou soflt un observatoire frontidre (O <: 0)'

24
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Figure 1 : Domaine f), obseruatoi,re et sources

fois les donn6es observ6es obtenues, le probl)me auquel nous nous

dans ce travail est le suivant :

par-ti,,r des mesures erpdri,mentales de l'6t'at Y du systime prctcd'd,ent est il poss'i,ble

ti,Jzer la foncti,on solffce 9ku1 la fonction i'ni'tt'ule auec prise en compte

urs' sur les mesures ?

ous allons commencel de r6pondre d cetttl questio:n dans le cas g6n6ral.

25
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Posi ion du probldme

I notre approche, nous supposons que l'6tat du sy'stdme est

Par 9r. structure g6n6rale du probldme 6tudi6 est suppos6e connue

forme :

s

I'(

(

dtt

fr * n, : terrne soLlrce

y(t:0) : grt

O ;< ]0,7[,
r),

(2.1)

le donnai

qui n'es

y du systdrne consid6r6 puisse Otrer entidrement dEfini, il

ftources,

cond initiale,

co:ndi aux limites, et

d'6tude O.

gdn6ralement pas le cas.

au des informations ci-dessus est incorrnues ou paltiellement

le systdme (S) est d, d,onndes i,ncom'pldtes. On rencontre ceon rjit

prob dans de nombreuses situati,cns, en sciences biom6dicales,

, enoc€anographie, ... .

manquants et terrmes de pol.tutions

sup que la premidre 6quation du sys[dme (Ii) s'6crit souis la forme :

**or:(+)a oxlo,?[, (2.2)

(estd dans un espace convenable 1' et ( demeure da:rs la boule

de Y'et ) est un petit paramdtre r6el avec )( n'est pas connu' On

26
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pose que I'ornvert Q est connus mais les donn6es initia,les sont incompldtes.

l'orr designe pre,r g(0) la condition initiale s'exprime sous la fornre

g(0) : Ao +,rf ,
(2 3)

3rc' est donn$ ei fl demeure dans la boule unit 6 avi3c ? r6el petit, et on

p,)se que les conditions aux limites sont connues.

Notre objecti.f est de donner une m6thode permettant d'obtenir des .in-

mi,ltions sur )i qui ne soient pas affect6es par les variations de la donlr6e

tia,le autour de y0. On 6tablit ainsi une distinction erntre le termer )( qui

dit "de pollar,ti,ont'et le terme rfl qui est ditttm'at,nquantl'que I'on ne

pas d identifier. Pour esp6rer pouvoir c,btenir quelques infr:rrnati9.ns,

faut rrbsr:rver g. Donc, le probldme consiste i, obserrver l'6t'at y sur une

ti,3 accessiblb du domaine et de disposer des mesures exp6rimentales pour

inrer les donpr6es manquantes.

Obs€rvation du systdme

t)ans un sjstdme d donn6es partiellement cr:nnues tel que c,elui qu."on

re en ($), il est naturel de vouloir reconstitue.r le tout ou une partie

rlorLn6es inponnues, cela est bien 6videmnrent inrp'ossible si rln obser:rve

n du syr;tdnfe 6tudie, Soit H l'espace de d,rnn6es observ6es, nous citons

ty'pes d'obrservations :

1/ L'ou.vert r? peut consister en plusieurs composalrtes donc 1,:s obselva-

Ls; se font alux points 04,'i:7,2,3,..., et les sources de pollution siontrns; se font alux points 04,'i:7,2,3,..., et les sources de pol

n6r6es aux p[ints 54 (figure 2), un tel cas a 6te 6tu,li6 dans [5].
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2 : Moddle d'un flui,de soum'is d, deur sources d,e polluti'on {S1,52}

donti l'obseruation est fai,te au points {Or,Oz,Oz} .

On p,eut consid6rer d'un observatoire O C O oi les donn6es observdes

inues prar rapport au temps et d, I'e,space. De telles ob,servations

t 6tre faitr:s au moyen d'un navire, c'est par exernple le cas d''un bateau

ire et Q 6tant un oc6an ou un lac.....En oubre. on peut avoir des

discontinues en temps.

obsr:rve l'6tat du systdme 'rgf" sur O pendanl; l'intervalle de temps

donc th6oriquement, on va disposer de

a@,t) : lobs

est une mesure connue.

sur O x (0,?), (2.4)

on s'i.nteresse d un probldrne d'identification de pararndtres qui

lirr6airement dans un systdme partiellement obserr'6 tels que

28
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des donn sont mal connues) Ces incomues suppl6mentairr:s sclnt l.es

n]os nlallrq bs et ne sont pas destin6es d, 6trel identifi6es. Nous d6sirons

I'esti ,lu terme de pollution soit corrr:cte ma,\;r6 la ndconna,is$an.ce

trrgl:mes m uants.

Pour r6sou e ce probldme d'identification, une technique tr6s r6pondue

la, m6tho de " moindres carr6s"

M:6 h.ode de moindres carres

er 1945-Gualun

Cette n:L6t ode est rest6e Ia plus populaile des techniques d'identification

arnssi bien pour les 6quations 4i66tsnti,elles ordinai:res (EDO)

pour le,s uations aux d6riv6es partielles (EDP).

Supp ue u repr6sente le vecteur des paramdtres recherch€s. La ter:h-

ur,l des nnoi carr6s consiste d, minimiser la dista:nce au carr6 entre les

obse Aobs et les valeurs calcul6es g(u) pou.r les u ( repr6sente les

) parcourant I'espace des paramdtres l/. Ainsi, ler proble'::me

identifi revient d, la r6solution du probldme d'optimisatiorL

paramdt,

g(u) est la

Soit B :

Uab"==CV'l'

ftiB llu(u) - uoa"ll2 ,

lution du systdme (S).

(2.5)

6.1 P bldrne d'identiflcation

--+ F of ,O I'dspace des donndes et Jr I'dspace d€s ffr€sur€s
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est inj,ectiver. La mesure exp6rimentale yos" et la solution du probldrne,

nd de "),' rnaiS ausSi des termes manquanl;S "f",:nOuS COnSid(lrOns alClrS

veriteur complet des inconnus u(),r). Nous pouvo:os chercher le vecteur

lll tel que E(ru) est le'plus proche au sen$l4,:s moin.dre carr6s (reu sens de
i

norme Lt'(o))

prcbldme est donc formul6,deJa manidre suivante :

(l') Ttouver u e. E minimisant llq(r) - 'U.u"ll'.L,@> sur IR2 -

ler Ia pa:rtie int6ressante de u est conserv6, i'e : ).

n{r, la m6thoile de moindre carr6 permet der comperrer les donrL6e exp€rri-

g6:n6ralement entach6es {'6rreur de mesure d'rin moddle math6ma-

censs,6 d'6c:rire ces donn6es.

rntale g6:n6ralement entach6es 
f'6rreur 

de mesure d'un mod

.uer censs,6 d'6c:rire ces donn6es.

r s'interersse atL probldme of les systdmes sonrb lin6air:es i.e 1'6r

; lin6aire par rapport e "r.," donf , il existe un op6rateur lin6a

u) d, u. Nous noterons cet 
"OUtt:* 

U,-tl 
"u 

d6finit comrne

B,l 
fr,=';:o)'*,0@)

6.2 FL6so.[ution du nr]bleme d'optimjisration

Soit Ie probldme d'optimisatiln sans contraintes sruivant :

1v7 1mt[t(,r.,),u dans lR2]

I que ,.I est la fonction objectivl Oorrnu. ou, 
'

30
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le

,lI

s'interersse atL probldme of les systdmes sonrb lin6air:es i.e 1'6quabion d'6tat

lin6aire par rapport d "u" don[, il existe un op6rateur lindaire,lui associe

) d u. Nous noterons cet op6r{teur B, il est d6finit comme suil; :

r, l F'* L'(o)' , \I p --+ bu : xou\u).
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Jli,u) == llg(r) . Aoa,ll2,

== (B(r) - Aou,,B(u) - Uouu),

== (Bu, Ba) - (Br,Uou") - (aour, Bu) 'f (Uou",Uou"),

== (B* Bu,u) - 2(B.gou*u) * llArr"ll',

est I'adjoint de B ( dans le cas finie, .Ei* est la matrice transpos6 de

L'@) * R:1,

a v---+ B*w.

: \l*B == A, B*Aobs:C et llg"b"ll2: If tels que M > 0'

u4e forme quadratique et la question nraintenant est :

bldrrre (P) admet,il une solution unique ?

Exisrbencel et ltunicit6 :

Pour que notre probldme a une seule solution, il faut que la fonction J

soit crontinue, coerciie et stritement convexe.

- On a J u:ne fonction quadratique donc il est corrtinue. - De plus, parmi

les propriet6es des foctions quatratiques

.J est quadratique a (!y,u) 2 A*'"llull2,

avec \*1nest la plus petite valeurs propres d" .4, 
"t 

comme J3 injective,

donc A esl; inversible c-d-d elle est d6finib positive. On concllut que, les

valeu.rs propres de A sont stritement posritive. On obtient;

B*:
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lim Jfu\ : +co+ J est coerrcive.
llull-++m

J est stri,ctement convexe car H : A erst d6finie positive tels que If
est la matrice hissiene

Conclitions d'optimalit6 :

Si le probldme (P) admet une

l'6quaution ,C'Euler :

unique solution, elle est caract6rise par

VJ(u) :9.

VJ(T.') : 0 + 2S1t - 2() : 0,

+ 28* Bu - 2B*yo6" - l),

+ B* Bu : B*Aobr.

u : (8. B)-t F"aor.r. (2.6)

li :

qur: 2.6"L

condition n€cessazre (mai,s non suffisar,tte) de I'eristence d'un unique

"r" 4" Q.6) est I'injecti,ui,td, de B.

condi.i,tion suffisante pour garantir I'eri,stence d,e I'opti,rnum, a est que

de B soit ferm€e. En effet, la rdsoluti,c,n de (P ) reui,ent d, rechercher

orthogonale de Aouu sur l'image d,e B, ce Qux n'est pos,sible que si,

: Im,B, Ctependant, m€me si, Im B f IrnB, i,I est possible d"y rem4di'er

erchant d,es soluti,on approchies.

tr
f-

'vi

i'

32



116 ,8 MAI 1945-Gurllte D6peRrpusNr op MRTUEMATIQUES

Les inconvients de la m6thode MC

Ia m6thode de moindres carr6s :

Ies paramdtres inconnus jouent le m6mer rdle. On ne fait pars de diff6-

entre les paramdtres ( aux termes sources et aux bermes initiaux). Il y

des risques de ne pas pouvoir sdparer nettement les rdles des uns et

plus, les donn6es disponibles..pe6e,p€uv€nt Otre insuffisantes par rapport

mbre des paramdtres recherc[6s, ce qui conduit d une infinit6 de solu-

possibles. On a, dans ce cas, un probldme d'unicit6 de la sol'ution.

i pour un jeu de donn6es pr6lev6es dans le m6me domaine, la r6so-

peut concluire d, une forte perturbation de la solution, il sl'agit d'un

de stabilit6.

toutes ces 6ventualit6s, on dit de manidrr: g6n6rrele que notrer probldme

posr6.

n6gliger,'bette m6thode fondamentale, qui demeure de loin la plus i:m-

te p<iur ce type de probldmes, il peut 6t;re utikl de tenter c,elle dite 'l

hodr: des sentinelles[
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thodle des sentinelles

ce chapitre, on va pr6senter la sentinelle qui est une fornne lin6aire

t sur les observations qui doit v6rifier des co.nditions de sensibilit6

ins paranrdtres du systdme et d'insensibilite d d'autres. Donc I'id6e

inelles sr:mble un peu diff6rente de la m6thode de moinclres ca,l6e,

ine alors qu'avec un ensemble'convenable de sentinelle on pourra

fier les inconnues int6ressantes et s'affr'anchir les autres.

Position du probldme

consriddre un ouvert born6 O de R", (n == L,2,3 dans les apprlications),

de f:rontidre 0f) : I assez r6gulidre ( de classe C2 afin de ne pas

rer de prr:bldme de r6gularit6). Pour ? > 0 fix6, on d6finit :

x [0, ?] et f : f x ]0,7[ , on considdre la solution u@,t) dtr systdme :

**or:c+^e-- g(0) :go +rf
a:0

dan"s Q,

dans {1,

sul' D.
(3.1)

stdme' est d, donn6es incompldte ori
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fonctions e et Ao sont donn6es respectivement dans L' (Q) et 12 (CI) '

Le terme cle pollution )i et le terme rrLanqualt rfl sont inconnues

ivemrent dans .L2 (Q) et ,2 (o).

r6els ,\ et r sont arbitrairement petits.

'6quation (3.1) admet une unique solution dansr "L2 (Q) q"u I'on note

y(r,t,tr,r): a(A,r).

question qui se pose est :

t peu,t-on calculer le terme d"e polluti,on )r( (ou d,'obtemir des i'n.f rtrmations)
qu,i soi,t i,nd,6pend'ant des uari'ati,ons tle la drtrtnde i,ni'ti,a,les auteur de ys?

nous nous int6ressons d I'estimation du terme de pollution sians toube-

un int6r6t pour le terme manqtLant'

P.r6serntation de la mdthode d.es sent;inelles

nous dans le cas oi les donn6es observ6es goa,, pe sont pas bruit6es.

fond.amentale pour r6pondre d la questiion pr6r:6dente est rle prendre

r moyenne, pour savoir si quelques chose se passe' Soit clonc h une

dcrnn6e sur (0, T) x O. On considdre alors la moyenne

7Tf
!ltQ,,r): I I h.a@,t,\,r)drd,t,

Jo Jo

cherche d rl6terminer le terme de pollution ind6pendammenb du terme

au premier: ordre par exemple. Mais, il n.'y a en g6n6ral aucrune raison

que, ilu premier ordre, DJt(), r) soit inddtrrendant,e de z. Autrement dit,

a aucune laison pour que

onrl), r),0 
,0 : [' I n.*,,,,0,0)d,rd,t:0.0r \-7 -/ Jo Jo 0r
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oduirb une fonction u, et on donne Ia d6finition d'une fonctionnelle

ineilett clui soit la moyenne de l'6tat gf srur un petit domain,:, donn6e

on sutvante :

7rf
,9(), r) : / Jo@ 

+ w\:a(r,t,),r)d,rd,t,

fonctions h et w € L2(10,?[ x O).

un contr1le w tel que le couple (*,5) u1rifie :

OS ,, ,I;:(), r)l - 0, V/ e Lr(e),oT' 'l
| 

^-f-0

i3.2.L : On di,t que S est une senti,nelle de Lions d6fi,ni,e par h,

(3.2)

(3.3)

llrllt71o,r1*ot: min . (3.4)

ue i3.2.1 : La condi,ti,on (s.s) erprime l'i,nsensibi,ri,t€ d,e la senti,nelle

au terr,ne manquant au premi,er ordre ,et la condi,ti,on (S.l) erprime

s'dloigne le moi,ns possi,ble de Ia moyenne, elle seilecti,onne un:,e unique

le.

ue 1J,2.2 Le choi,rw : -h d,onneli,eu d, (S.S). par consd,qlrent, so,us

la

d'

des trds gd,ndrales, le probld,me (3.3) et (S.fit ad,met une solution

Mai,s i'l faud,ra s'assu,rer que slus des cond,iti,ons conaenabres, ta + -h,
le ,9(.\,7) : 0 n'dtant pas susceptibl,z d,e nous &pporter beaucoup

Informations fournies par les senti:nelles

ic'n sentinelle, une fois construite, la d6termirration du terme de

se <i6dui1; par le d6veloppement de Taylor d n'ordre 1 de s et eu



nt (,3.2) (3.3) on a:

s(l,") : s(0,0) + l#(0, o1 + rff(0,0) +.ofl(), r)ll) (3.5)

: s(o, o) + ,1ff{0, o) + o0(,1, r;;;;,

pa,r rc6finibior, ff{^, ")l^="=o 
: 0, on pr:ut d6duire

^ 
* ix (s(),r) - s(0,0)), 0 : ff{o,o),

S(,\, z) par Soa, la solution observ6e

rrT
S.u": I I (h+w).y"6"d,rd,t.

Jo Jo

.Ax I = (^9,u; -$(o,o)). (3.8)

montrer comment, avec h donn6, on peut construir,e l,unique

tu terlle que I'on ait (3.3) (B. ).

M6thode variationnelle

tiion "d'insensibilit6r' de la sentinelle prar rapport aux ternres man-

6quivaklnte d,

8 Mer 1945-Guulrn DEpn Rrpuptyr nn MersEiMATreurls

(3.6)

(3.7)

(3.e)
7Tr
I I fn * r).y, d,rd,t == o,

JO Jo

la sollution du systdme d'6quation

( g?*As,:s
)at
) s"(o): fl( g":o

37

,,:*e,o):lim
OT ' z-r0 (u

(0, r) - s(0, 0)'\
;- ),.r

dans

dans
sur

(3.10)
Q,

0,
tl
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A(0,r) est solution du systdme suivant :

oa?.:') 
*Ay(o,r) :(

Et
g"(o'r)(o) :uo*rf

a'(}'r) : o

solution du systdme

Ddpe,nrnupN'r nn Meruf;MATreuBS

dans Q,

d,ans Q, (3'11)

sur D,

sudvant :

(oq^,
.l -C * A.q: (h + u)Xo ' dan,s Q,
'f e(7) : 0 darts {1,
( q:0 sur D

W.aso: .q'
yo(o) : yo

9o:0

s(0, r)(0) - so(0)

(3.12)

dans Q,

d,ans dl, (3'13)

sur D.

dans Q,

dans d),

sur L),

(3.12) de (3.11) et en multipliant par 1, on trouve :
a

&t*n *r('04=*) :o
4l-4"

(**; :o
ra la limite quand r -r 0 dans (3.13), on obtient (3.10).

Equivalence A, un probldme de contr6labilite

maintenant Q: e(r,f) 1'6tat adjoint qui est la solution du problOme

(3.14)

3.2,,L On suppose que q est soluti,on du probld,me (3.t1. Alors Ie

d'e;n'i,stence d,'une sent'inelle i,nsens,ible aur termes mansuants est

d,'u,n probld.me de contr\Iabi,Ii,td d, zdro, c'est-it-d,i,re q(0) =, 0.
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bion 1 51 on multi,pli,e la premi,dre €quation d,u systdnte (5.14)0y ,,.qJ,e yr: ;i, on obti,ent
OT

(-q' + A.q,ar)

(-q' ,a") * (A*q,a,)

ensuite par partie :

- lr' q'a, : -(Iq.y,l6 - lo'' , r',)

T),1t"(T)) + (q(0), s"(0)) * (q,a') * (q, As,) := (h + w,y,),

(q,a', * Aa) * (q(0.), g,o) := (h + w,y,),

(q(0), gb) := (h + w,y,).

*w,11"):0, d,onc (q(0),yo) :0. Par consd,quent, Ia cond,i.ti,on (S.g)
d,

q(0) : 0. (3.15)

un probldrne de contrdlabilit6 d, z6ro. Dronc, le probldme dle trou-
in.elle Ii telle que (3.14) ait lieu, est riquivalent au probldme de

w e L2(10,7[x O)tel que l,on ai.t e.La) et (3.1b)

um6, le probldme d'existence d'une unique sentinelle revient d 16_

probldme d'optimisation suivant
. ^r'. !.i

f.ttr'9

f p) I mrnll?ll;,0o,rlxo)\''l t (tr,,,q)iA'

39'

t.

(h 1- w,y,),

(h l- w,y").

Ceci

ver '

{r,

il
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tll, g) tel que

(k, z) tel q'ue

D6p.a.Rrpruorur on MernEMATreuES

0q
-E+A"q:(h+w)y6,

q(T): q(o) : o
q.= Q,

dans Q,
dans dl,
sur X,

Le

q

aine <les contraintes du probldme (P) est non vide car ,.1) : --h donne

par cons6quent le probldme (P) admet tp.-uj"gqrg une solution et une

I'onr note o car la fonction llDll'? est contimre, coercive et stristement

Il reste donc deux probldmes d,,r6soudre

'assurerqueAlh.

classique pour obtenir le systdme d'optimalit6 pour le probldme

la mdthode de p6nalisation.

P6nalisation

e > 0, on lntroduit la fonction suivante :

1,, ,,, 1ll 0z 12lw,z): ,llwllt,p"(0,")) + 

"Ldr* 
A*z - (hr- r)rollr,ror,

ti. t' 
, t, *i-.- tn ',' ,. , . +".,

U

(P

le piobldme (Pr) suivant ,. "

e,\ { min llw )127,60,r[x c,)
'-" L (tar,z")eA' '

A,
- fr + A* z - (h + ut)y6 € Lz(Q),

ot
z(T) : z(O):0 a!,ans {1,

z :0 sur t,
(Q) admet une solution unique qu'on notera (w",zr). On pose



pr: !(-zL* A*2" - r{uo).

(us", z") est caract6ris6 par

V Jr(w, z) : 0,

(wr,w) * (pr, -zL + A*2" - w,,Xo) :0,

ut z l;el que

8 MeI :I.945.GUELMA D6p,rRrpupNt on MarsEMATreuEs

(3.16)

(3.17)

une

I LP": o dans Q'
I P' :0 sur !,

optimal est caract6rise comme suit :

we: QeXo,

t:9+t.at'"'
a la limite on obtient une fonction p solution d'un systdmeet

d'o it6 du probldme initial (P). Finalement le contrdle est

1I : pxo,

ce ca"s, on doit supposer que h dCffirernt de p pour obternir

non. idenbiquement nulle.

4I
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Dilffdrent type de la sentinelle

biorL de serntinelle de Lions ori le controle et I'observation sont dans le

ine, devient un cas particulier. On propose pour la d6finition pr€-

une g6n6rrelisation de la notion de sentinelle au cas d'une observation

contr:6le a'yant leurs supports da"ns deux ouverts diff6rents.

Sentinelle rdgionale

consicldre ir:i h € L'((0,7) xO) et a,r un ouvert non vide de fl, tel que

Plus pr6cis6ment pour une fonction contrdle

weL2((0,7)x"u).

(), ') : lr' Ih.a(',t, 
),,r)d,rd,t * 

/0" l,r.rrr,t, ),r)d,t:d,t(s.18)

: 
fr' frto*o 

* wv,).v(r,t, ),,r)d,rd,t,

X, sont les fonctions caract6ristiques de O et u.r respectivement.

ll.3.L On d,i,t que S est une senti,ne,lle d€,fi,ni,e par h, s,il eriste

ut tel que le couple (r, S) ud.ri,fie :

#r^,')l^="=o: o,

ll'u.'llz,z6o,11*a,) : min .

bldme d'existence d'une sentinelle revient d, minimiser le contr6le

semble de contraintes.

42
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tro

[o' 
fntoro 

* wy,).ysd,rd,t: 
fr' lrtoro * wx,).(y"o" - !o)at,nd,t,,

P^r0,0) 
est solution du probteme

( ?Y * Ayl:i d,ans Q),l0t
{ u^(o) : o d,ans C,t, (3.19)

I u.r:o surl',,
\

tiplia:nt la premidre 6quation par q et e.n intdgrant par pa:rties, on

77, fTl f
J" .lnoLu^d,rdt 

: 
J" Jru^r.oa*ot 

* 
Jrq(T)y,(T)d,r 

(3.20)

- 
lnoo)u,e)d,n 

* 
I,' I,u.ffarat

* l,' l,r^ ffo'o'
Q et us sorrt solutions de (3.14) et (8.1g) respectivement, (3.20) de-

7r f f ^
J, Jr(nxo 

* wv,)'vfi,rdl: 
J, l,q.(arat.

8 MaI Ig45-GUELMA DEp,e,RTsrvrpNr np MeruEMArreuEs

fournie par la sentinelle S, d'apr6s (B.g), est donn.6e par

, on obtient

connaissarrce du contrOle optimal u fournie des information.s sur le
poillluon  (.

fo' 1'r{o*, 
* wy,).(ms - y6)d,rd.t: 

lo' lno \ia*at (s.21)
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Sentinelle discrdte

Pierre Kernevez et son 6quipe ont 6t6 Jres premiers d avoir proposE

ultats num6riques sur les sentinelles danrs les applications l.i6es a la

de l'environnement dans les ann6es g0 [ voir: Z, g, 4, b ,61. Ces

s'accordent d, d6finir la source de pollution conlme 6tant une fonction

par rapp'orr au temps en une position ponctuelle de I'espace. Nous

dans le cas de probldme (3.1), qui peut s,6crire sous la forme

0uN-" + Alt\ - . r_l)1e6(r _ a)At,--r/ ,,f-..., 
*_.",

s(0): so +Dtfr
j=t

A:0

e s,orrt les points d'observation,

- a1) est la fonction de Dirac au point rz,.

(3.22)

fonctions sources ,\afr qu'on suppose dans 12(il,Z).

, J.e probldme peut 6tre formul6 comrne suit :

ver (,la ,,i : L,...,lf )e l2(-R) repr6sentant au rnieux le d6trit qui a
Ia mesure yo6".

it une fonction w,t € L2(o) sp6cifique it"la",id*" cornposante d.e ) doit
uite tell: que :

(wt,Aoa")r,r(o): At, (3.23)

est la fonction d'6tat mesur6e. si une telre foncti otr ui existe,

assur6e en choisissant la fonction de norme nrinimale.

dans Q,

dans {1,

sur' t.
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ura d6signe la sentinelle permettant de d6terminer le paramdtre

pour estimer tout les ,\6, nous devons calculer toute la famille de

('ur,;)r=r,ar. on a

NM

a (), r) : L\nan * Dt,,y,,, (3.24)
i=l j=L

t,N et (U,i)i=r,az sont respectivement les solutions des 6qua1;ions sui-

(1ar^
) 6; * Aao: (u6(r - a) d,ans Q,

I au(o) : o dans dl,
( gr:0 sur t.

( %t * As, : s d'ans Q,,t at
I u,,(o) : a,, dans dl,
( y"j :0 sur D

prorluit scalaire de u.'i avec y(A,r) devir:nt

NM
(q, a (), r)) v, p'1 : D\o(* o, u r) 

"2,o, 
+ lr1 (ut 6, u, ) az p, t

i,=1 i:t

1 < i.< lr,

uent, la formule (3.23) est 6quivalente, d ;

( (:ou,arq"r@,:1 si, i,: k

{ ('rr, ak)12@): 0 Vft : 1,..., N, k I i
[ (aro, u,)yzp1:0.

, nous utilisons l'6tat adjoint not6 qi et en intdgrant par prartie en

en tery1p5;, les 6galit6s pr6c6dentes devielnnent :

T'

| {1(t)qa(ai,t)dt : t,
J
0

f
I uo(r)qr@,0)ar : 0,

JA
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est fondamental pour le calcul des sentinelles. En effet. il l6sume le

la serrtinelle est sensible a )i et insensible d tous .[es autres paramdtres

uation (3.22). Il permet aussi d'interpr€ter les 6galit6s pr(rc6dentes

un pr:obldrne de contrOle optimal.

diercrdte a 6t6 exploit6e dans la dl6termination des pollutions

aquifdre [3], dans un Lac [6] et dans une rividre [5,4,b].

Sentinelle discriminante

consicldre kr probldme (3.1), les donn6es observdes peuvent 6,bre aft'ec-

sur .[es mesures ou effet de 'rbruitsrr , donc

n

Uobs: ms *l.p1ma,- Ll'' "'
t=-r..,."..

sont connues dans Lz(Ct x (0,f)) mais les

dit que les p6 sont les termes de trruit. Le

maintenient est :

obtenir d,es i,nformati,ons sur A,( qui, ne soient pas affectde,s par les

d,e y(0) autour d" Ao, et qui, ne soi,enli pas aJJectl,es par les bruits

: Ir,..n?

telle situation, en plus des hypothdses (3.3)-(3.4) il faudrait associer

ion d''insensi,bi,lit6, de la sentinelle aux effets des bruits

ou

pi,

Tltrg,lTl1, ...rffin

ne sont pa,s connus, on

lr' I"**w).mad,rd,t:0, 1( i,.n.

sent;inelkr est dite ttd,i,scri,mi,nantett 
[8, .,Ll].

(3.25)
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ue 3,3.1. .'

La se',nti,nelle d,iscri,mi,nante n'est pas sensible alm termes m,anquants

, elle n'est pas non plus sensi,ble aur brui,ts ("n 0), elle parf fl6n,6

ier ce qui, prou'ient des termes en ) d,e ce qui p'roai,ent d,es termes en

i6t€,s de d,i,scrimi,nation).

a 7L O C" Sl, la cond,i,ti,on (3.25) d,eui,en;t

Ir' l"h.m6 
d,rd,t * I,' l,*.*u d,rd,t:o, 1 < i, :n.

#,0,0) 
:0, vfl e ,'(CI),

ff hh.mi d,rd,t: 0, 1 Lt i,1n.

tion 3.3.3 On di,t que la fonti,onnelle S d€fi,ni,e par

s(),r) : [ [' O* w).y(r,t,),,r)d,rd,t,
Jo Jo

(3.26)

3.3.2 On di,t que S est une senti,nelle di,scrim,inante ('ou senti-

u',ne ob,seruat'ion auec brui,t) d€.fini,e po,r h s'i,l exi,ste un contr1le u

llwll7,1,,p,r); : min

Sentinelle faible

cetl;e secbion, on utilise une notion appd6e I' serntinelle faible" [8,12]

dier l'esti:mation du terme de pollution dlu systdrnes distribu.6s faible-

ble :ind6pendament du terme manrluant. Soit le systd:me (3.1)

: O. on a la d6finition suivante :
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sentinelle faible (ou senti,nelle approchde) s'il eriste, pourtout6>0,

(3.27)

llu"lL,rto"(o,r;; : min . (3.28)

truire la sentinelle faible, on doit d6terminer ruu qui assure les condi-

27) e>t (3.28).

8.3.2 L'approche par la m€thod,e des ssnTir"ttes fai,bte est d,qui,-

pro bli,me de contr\labi,li,td f ai.ble,
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Conclusiort

rn6moire est consacr6e d des probldmres dont; donn6es sans man-

(irrconn.ues ou partiellement connues), of on trait6 f id,entification

de pollution qui soit ind6pendant ,Jes var ions du terme man-

la premidre partie, nous avons pr6sernt6 la b rie des r:ontr6le or)

oarl6 des svstdmes lin6aires contr6l6.

lie seconde partie, nous avons pr6sent6 la m6thode utilis6

6tudier les probldmes d donn6es manquantes et donner des informa-

de moinrlres carr6e.concernant le terme de pollution, c'est la m6t

La troisidme partie, nous avons pr6se,nt6 la des sentinelles

L. Lions, qui soit la strat6gie la plus rCrpondus nsiste d obtenir des

ic,ns sur les termes manquants d partir d'une prond6r6e de

Enfin, nous citons les diff6rents types Ia sentinelle.
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