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Intrroductiion

I)ans ce m6moire, on a intrduit la classe d'unicit6 des lois rna,rtingales
Iocales continues &1 d6termin6es par la loi tr (\M)) de leur processus de
variertion quadratiqtLe(,4.4) c'est-d-dire : L (M) € U 6quivaut A : si M, est
une martd"ngale locale continue d6finie 6ventuellemelnt sur un aut.re espacie
filtr€, telle que ,L ((lu.fD : L ((M')) alors .L (M) : ,r, (M')

Ce document est compos6 de trois chapitres

Le prernier chapit;re est consacr6 aux rappels des r,3sultats importants en
calcul stoch.astiqure c:oncernant les processus stochastiques, on donnera
Ies principales propri6t6s du mouvement brownien ainsi que cell,es des
martingales locales. on abordera enfin la notion d':int6grale stochastique
ainssi que Ia formuler d'It6.

Dans le deuxidme chLapitre : On a g6n6ralis6 la caract6risation de L6vy
(Th6ordrne chap !L) ('c'est-d,-dire si (M)r: I pour une martingale locale
continue M alors M est un M.B). On d6montre der,ns ce chapitre que lesi

seules lois des martingales locales continues d6termin6es par leur lois de
crochets (g6n6rralisation de la variance) sont les martingales gaussiennes
(M.Ei est une maltin.gale gaussienne). Ainsi on dorLnera une d6finition
math6matique d'une martingale locale d'Ocone. On finira ce chapitre
par l'6nonc6 du th6ordme de carat6risation de la classe U.

Dans le dernier chap,i11s, on introduit quelques prc,pri6t6es des martin-
gales d'Ocorre. II s'ag;it des propri6t6es du mouvement brownien standard,
On terrnitrera ce chapitre en 6nongant d'autres clas;ses des rnartingales
continues.

Ill
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1.1

Dans

Rap ls et Compl6ments

chapitre, nous rappelons quelques r6sultats de calcul stochas-

le long de ce m6moire.

bcteurs gaussiens

ce qui suit, (O, F, P) d6signe un espace de probabilit6 complet'

1.1.1 On dit qu'une v.a.r X d6finie sur (O, F, P) est une

ire gaussiennee de paramdtres (-,o'), (rn e IR., o e IRi) si

de densit6 fi; est donn6e par :

f*('):#*p(-i (ry)')

, sa loi P, est donn6e par

V.4 € BR, Px (A) : Iof * @) dn

X - N(m,o2). (0n est la tribu bor6lienne)

1.1.2 Lorsque o :0, X est une va,riable constante i'e.

1.L.3 X : (XtX2,...,X,) est un vecteur al6atoire gaussien

Ies combinaisons lin6aires de ses composantes sont gaussiennes



CHAPITRE 1. RATPPELS ET COMPL.EMEiNT;S

\ior,..., a, € IR, i'ourn est une v.a.r gaussienne.
i.:L

Exemple n.1.4 Si X etY sont deux variables al(ratoires gaussiienn,es

ind6penclantes alors (X,Y) et (X - Y, X +- Y) sont des vecteurs gaussiens

L.2 P'rocessus stochastiques

Ddfinition 1.2.L Une filtration (fr)rro est une suite croissante de sous

tribus de 7'.
Si (fr)r>o est une filtration de (f), F, P) alors (0, f', (fr)rro, P) ,est appel6

espace de probabilit6 filtr6.

Ddfinition 1-.2.2
-- Si (71)12s est une filtration alors on d6finit la filtration suirrante

/\
rY : (!'^,

- On dtit qu'une filtration est continue ii droite

V, > 0, ft: ft+.

- Soit ly' Ia classe des ensembles de f qLui sont P- n6gligeables. fii
N C fo, on dit que la filtration (h)rr,o est cornpldte.

- On dlit ,qu'une filtration (f)r>o satisftrit les co.nditions habituell,es si

elle erst d la fois continue A, droite et compldte.

Ddfinition 1.2.3 Soit ? un sous-ensemblle non vide der ]R.

- un p:rocessus stochastique (X1)167 dans R'(d >: 1) est une famill.e dr:

variablers al6atoires d valeurs dans IRd index6e par'1'.

- Pour o € 0 fix6, t -+ X{u) est appeltie trajecl;oire.

Ddfinition L.2.4Un processus X est progressivement mesuralble par
rapport ri une filtration (ft)r>o si, pour tout t ) 0, l'application
(s,a.') -' X,,(r) de [0,t] x O dans IRd est mesurab]e par rapport d,



1.2. PROCESSIIS STOCHASTTQUES

P(lo,tl) & Ft et gt (lud).

D6fiinition L.2.5 un processus X : (xr)r>o est mesurable si I'application
(t,u) ----+ )Q(w) rle IR. x f) dans iRd est mesurable rpar rapport a.ux tribus
0(R+) sfet0tima;

D6finition 1.2.6 soit (xr)""processus et(f)un.filtrationde (o, f ,p).
On dit que X : (.&)rroest adapt6 d la filtration (.F1)rro si

\/t > 0, & est.fr- mesurable.

Exe:mple J1.2.7
un prrocessus prorgressivement mesurable est mesurable et adapt6.
A pr6sent, nous d.on.nons trois critdres pour comparer d.eux processus
stochastiques.

D6finition L.2.9 Soit X : (Xr)rr? un processus stochastique. lles lois
de dimenslion finiel du processus x sont les lois des vecteurs du i;ype
(Xrr,...,Xr,) ori n, ) ! et t1,..., tn e T.

On dit que deuxlprocessus (Xr)r.r et (Y)ter orLt m6me loi s':ils ont
Ies m.6mes lois de dirnension finie.

D6firnition L.2.9 Soient X : (Xr)rrr ,y : (yr)rr,, deux processus
stochastiques.

1. ,On dit que Y.esit une modification de X si

Yt e T, P(Xt: Yr) : 1.

2. tJn dit que les p,lossssus X et Y sont indistinl;uables si

P(Vt eT,X1:Y) :L, on note X :Y.

Prop,ositio:n 1.2.10 Soient 7 un intervalle de lR, f, : (Xr);1set
Y : (.Y)rer deux processus stochastiques continus alors :

X et Y sont inrlisrbinguables I I est une moclification de l'.
Ddfirrition I_.2.]_jt Uln processus X :'(&)ter est un processus g;aussien
si toutes ses lois dr: dimension finie sont gaussienners i.e.



CHAPITRE 1. R]]IPPELS ET COMPLEMENTS

Vn) I, Vt1 ( tz (...,t,,€T, (Xrr,..,,_Xl,) est un vecteur gaussien.

D.finition 7.2.L2 on dit que le process's x : (xr)r>s est d accroisse-
ments ind6pendants si :

Vn ) 1,Ytt,...rtn eT, Xr,Xr, - Xtr,...,)(r_ _ Xr"_rsont ind6p,endantes.

Nous pouvons d, pr6sent d6fnir le processus re pius irnLportant en ciercul
stochastique, i savoir le mouvement brow:nien app,:r6 aussi processus de
Wiener.

Le mouvelment brownien, qui tient son norn de Richard .Brown, rrotanister
rlc.ssais rlu 19 dme sidcle, est consid6r6 comme un ph6n.omdne'er,tu'el
d.'u:ne palt, r:t un objet math6matique d'autre part.
c)bservant le mouvement irr6gulier et incessant des particules dr: pollen
en suspension dans I'eau, Richard brown eflectua des exp6riences a,vec d.es
particulesr inorganiques en suspension dans un liquide. ie ph6no:n0ne qui
pieraissait d, priori vital fut alors 6cart6 de la biologie.
De 'ce fait de,s chercheurs comme Einstein, wiener.t Le.rry s,int6:rerssd:rent
a, ce ph6nomdne d'un point de vue autre qrue le poi't de vue naturer en
lui rlonna:nt une forme math6matique qui n'est en v6rit6 qu,une icl6alisa
tir:n math6m.atique du mouvement r6el. Le mouvement b:rownien est alors
pr'6sent6 crorrrme :

D6finition .L.2.LB (Le mouvement brownien).
Lel rnouve:ment brownien standard est un processus stochastique r6el
B : (Br)t,26 v6rifiant :

i,) Bo == 0 P p.s.
i,i,)Ys e [0.r], Bt-Bs -1/(0,r-").

i,i,i) Yn )' 1,Vlr 1t2 I .,.. l tn i Bt'Bt, -- Brr,...,Bru __ Brn_, srf,nt
ind6pendantes.

i,u) P - p,s , I'application t -----+ Bl est continue.

Pour cette dernidre d6finition, on peut remplacer lesi propri6t6s iiL) et iii)
par ri'autr,es propri6t6s comme le montre la proposii;ion suivante :

Pnoposition L.2.L4 Les 3 propri6t6s suivantes sonl; 6quivalenteri :;

t' te)(B;t C IR+) est d, accroissements ind,Ope16lan1r,

I. xtz)V0 ( ,s ( t, Bt - B" suit une loi norrnale //(0, t - s)



1.2. PROCESSLTS STOCHASTIQUES

I iL')Vt ) 0, Bt suit une loi normale N(0, f),

I ti?/)V0 ( s ( t,'Bt- B" est ind6pendant de fl: o(Bu,z S s)

Iii") (Bt)>o est un processus gaussien, centrr6,

li,'iitt)Ys,f € IR+-, cou (81,8"): E[BtB"]: s A L

D6fi.nition L.2.7.5
- floit r; C IR, u:n noouvement brownien issu de z B" : (Bf)r.,. est urr

processus qui v6rifie ii), iii) et iv) et B0: tr,,P-p.s.

- IJn mouveme:nt standard dans IRd not6 BMd est un processus
t3 : (Bt)t>s ot .81 : (BI, ..., B!) avec {(Bf ) ,lt < i, < d} des mouve-
rnents trrowniens standard ind6pendants.

Le mouvem.ent brownien possdde de nombreuses bonnes propri6t6s, en

effet :

Proposition 1.2.1"(i Soit B : (Br)t>o un mouverrent brownien d6fini
sur un es1race de probabilite (O, f, P) alors

-a) Syrn6trie.
Le, proceiisus (-B) : (-Br)rro est encore un mouvement; brownien.

-b) ChanLgeme,nt d'6chelle (scaling).
Soit ) > 0. Le lprc,cessus B^ : (8!)r;.6 av€c Bi = (i) B1z, esl; encore
un. mouvement br,ownien.

-c) Propr:i6t6 rle Markov simple.
Pc,ur s ) 0, posons F": o(Bu,u S s) et Br(") : Bt+"- l)"
alors B(") : (flj"l) est un mouvement brownien ind6prenda,nt de F,\ " /t>o

D6finition L.2.17 lioit (f1) une filtration et 7 : 0 -+ Ra tJ {oo} une
appliication. On dit que ? est un temps d'arr6t par: rapport d. (J:;)rro si

V,€IR+, {T<t}€ft

D6finition 1.2.18 lioit 7 un temps d'arr0t, posons F*: o (Ft,t > 0)

On a,ppelJ.e tribu desr 6vdnements ant6rieurs d, ? et on note f7 la tribu



CHAPITRE 1. R-4IPPELS ET COMPL.EMEiNT,S

F7 : {A € f*,Vt > 0, Aa {T < t} e n),

Ilermarquet L.2.lg
OnL v6rifie f,acilement qte f7 est une tribu et que, si 7 est constant et
6gale A, t alors 7 est un temps d'arr6t et jtry : f,

Ir€rrun€ L.|2.2O (Propri6t6 de Markov forte.)
Soi.ent B : {Br)rrs un fnouv€ment brownien, ? un temps d'arr€rt" Posonrs
pourt)0

Y: Br+t - Br

Alors, sur {7 < oo} , le processus (Yt)r>o est un mouvement brownien
ind.6pendant de Fr

Ddfinition t.2.2L (Processus pr6visible)
Un processus stochastique est dit (f1)-privisible si la fonction de

(t,w) e7 x 0 -----+ R est mesurable par rapport d la tribu sur r x f,)

engendr6e p'ar les processus adapt6s est ccrnlinue A, gauche.
Bn quelque sort, la valeur de X en f est entidremellt d6termin6 d partir
des valeurs pass6es de X (s), s ( l. Intuitirrement, un processus pr'6virsiblt:
est un processus dont la valeur en t d6coule des valeurs observ6s avant f.
Proposirbion L.2.22 Soit X un processus (f1)-privisible alors pour toul;
t, X1 est (-F1) mesurable.
Prroposirbion 1.2.23 Tout processus adapt6 d (Fr) est continue d gaucher

est (f1)-privisible.

1.3 }llartingales A temps continu
On suppose donn6 un espace de probabilit6 filtr6 (A,f ,(Fr)rro,P)

D6finition 1.3.1 Soit X : (Xr)rr' un processus adapt6 et int6grable,
o:n dit que X est

1. Une m.artingale si

V0(s(1, E(&1f,,)-X".

2. Uner srumartingale si
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1.3. MARTINGALES A TEMPS CO]V"INU

V0(s(t, E(XtlF")<X*

sousmertingale si

V0(s(t, E(4/F"))X".

1.3.2 Si B : (Br)r>0 un mouvement brownien et I € C, alors

(jlr)r>o ,@? -t)rro et (utu'-*')rro

par rapport A, la filtration naturelle de B.

1.3.3 Soit X : (Xr)r>' un processus stochastique
que X : (Xr)r>o est uniform6ment int6grable si :

lim sup .fira,;'o llXrl dP : o
c+fo11[ "tl'

) 1, on dit que X : (Xr)rro est born6 dans .Lp si :

supE fiX1le] < oo
r>0

iorr 1.3i.4 Soit X : (Xr)rro un processus stochastique :

iste une v.a.r positive et int6grable Z telle que lxrl < Z,Vt > 0,

X : (Xr)rroest uniform6ment int6grable.

- (Xr)r>o est born6 dans .Le, (p > 1), alors X : (X1)rro est

n6ment int6grable.

1.3.8i (In6galit6 maximale de Doob).
,)116 une martingale continue i droite, alors

> 1; ('[F:::,oll)-
,a
I

< # sup (.8 tlx"l"l);- - O(s(t
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roposiition L.3.6 (martingale arr6t6e)
M : (Mt)t>' une martingale et 7 un temps d'arrdt, alors
: (M{)rro: (Mrnt)t>o est encore une martingale. Elle est appel6e:
tingale ar-rCt6e.

roposition 1.3.7 Soient B une sous-tribu de F, Y un vecteur al6atoire

-mesu:rable et X une variable al6atoire ind6pendante de 0. Alors, pour
fonction mesurable h

Elh(x,Y) lpl: o (v) , P-p.s,

o(r): E(h(t,x))

L'int6grale stochastique

Soit B = (Bt)r>o un mouvement brownien sur (f,), f ,P), (fi)rro sa

tration. naturelle i,e. ft: o (Bu,u < t).Le mouvement brovrnien n'
pas d, variation born6e, on ne peut pas s'appuyer sur la th6orie

I'int6lyation classique de Riemann-Stieljes afin de donner un sens

Ia quantit6

T; H,dB"

f/ est un processus stochastique continu. C'est pour cette raison qu'on
it; une nouvelle int6grale, appel6e I'int6grale d'Itd.

tionl-.4.L Soit ,4 : (At)t>o un processus continu et adapt6,
1. On clit que A est croissant, si pour tout a.r € O,

t --+ A1(w) est croissante

2. On clit que ,4 est d variation born6e, si pour tout o € fl

t ------+ A1(u) est d r,ariation born6

nition 1.4.2 Soit (O," : {o 
: tf' . ,f) . ... . tf)-, . tf-) :r)),,0

suiter de subdivisions de [0, f] telle que :



di
rA"
t

On

si?
i.e.

1.4. L'INTEGRALE STOCHASTIQUE

lA,.l ry 0 et (Xr)rto un processus continu.

Tr^^ (x):5t (x,r, - X.,r)'
i:l \ "i+t "i '/

le processus (Xr)r>o est d, variation quadratique finie sur [0, t]
conver{le en probabilit6. Cette limite est alors not6e < X, X },

,x )t: - Xr?r)' ur probabilit6.

)t>o un mouvement brownien standard et f ) 0, alors on a :

< B,B')r: f et UJ @): @ p - p.r.

L.4.4 (Martingale locale)
Soient ,,1?)rro, P) un espace de probabilit6 filtr6,X : (&)t>o un

On dit X est une (.fr, P) -martingale locale, s'il existe une famille
de 'arr6t {?],, n ] 7], telle que

,.gt-,{ (r,:y,

x)

xx)

est

La
m

un

te (7"),>t est croissante et,gL?i,: *oo p.s,

tout n, le processus XT^I1r^soy : (Xrat{r,>oy)rro
n, n -- martingales uniform6ment int6erable.

martingales locales est strictement plus large que celle des
continrres, cependant on a :

1..4.5

continue est une martingale locale.

locale positive est une surmartingale.

locale born6e est une martingale.

1.4.6 Si M : (Mr)rro est une martingale locale alors il existe
rr processus continu, adapt6, croissant et issu de 0 not6
r)t>o tel que :(< M,



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

(M?-1M,M)t)t>o

soit une martingale locaie (continue).

P^" lr"rlJour 
tout t ) 0, toute suite(A,)",r0 de subdivisions de [0, t] avec

lA,of -r rS,

M : (Mr)r=o est une martingale locale, on a vu que le
M,M >rest bien d6fini. De plus f -+< M,M )1 est une fonction
itive croissante, ainsi on peut poser pour c..r € e

{M,M >".(r) :,l{1 {M,M >r(ar).

'h6ordme 1.4.2 Soit M : (Mr)rro une martingale locale issue de 0.
1. Si M' est une martingale born6e dans -L2 alors E (< M, M >*) < d)

et (Ml- I M, M )t)r>o est une martingale uniform6ment int6grable.

2. Si E (< M,1y.7 >*) < oo alors M est une martingale born6e dans .L2.

3. Les cleux propositions suivarrtes sont 6quivalentes :

i) M est une martingale de .L2

ii)vt> 0,.B(< M,M >_)<*.
Si ces deux conditions sont v6rifi6es alorc (Ml- I M, M >r)r>o
esl; une martingale.

nition 1.4.8 (Semimartingale).
it X : (Xr)r>o un processus continu, on dit qtrc M est une semimar_
.sale s'iil s'6crit :

Xt: Xo* Mt* At

(Mr)rr_o est.une martingale locale continue issue de 0 et (,41)rro est un
cessus continu d, variation born6e issu de 0.

1.4.9
. Si M : (Mt)t>o est une martingale locale continue et A = (,41)rro un
processus continu A, variation born6e. alors

10
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1.4. L',INTEGRALE STOCHASTIQUTT

1A,A >:0:< M,A)
: X0 + Mtt At et Y, : Yo * lfr * f/r sont deux semimartingales,

1X,Y )=1 M,AI > .

Pn--r1 \ / \
M,N )t: - liT_ D lM,r*, - O4tT) (N,a, - wrr) p.p.s

n++6,i:l \ -/ \

Soit (Mr)r>r, une martingale locale issue de 0" On note par L?".(M)
I' processus progressivement mesurables f/ : (Ht)t>o v6rifiant :

P-p.s

re 1.4.1.0 Si M: (Mr)rro une martingale locale issue de 0 et

,ro € L?t*(M) alors il existe un rruniquerr processus not6

1>6 tel que

vr>0,
t

I H?d,< M, M )"( oo
0

T
H_
((H.

-P

-(( )t)r>o er;t une martingale locale issue de 0

ma"rtingale locale /f = (/fr)rro

< H.M,ly' >- H. < M,N >

(H.M)r: fi H"dM"

pr6sent A I'int6grale stochastique par rapport aux semimartin-
11 =' (I{)p_' un processus continu et adapt6, X : (Xr)r>o

comlnue l.e.

Xt: Xo * Mt *V

Mt)t>o est une martingale locale issue de 0 et I/ : (V1)rro est

A, variation born6e, continu et issu de 0. On note

(H.X)r: I; H"dX".

L.4.1t Soit X : (Xt)t>o une semimartingale continue qui se

11



CHAPIIRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Xt: Xo* Mt*V

Si fI: (Ilr)r>o est un processus continu et adapt6 alors l,int6grale
de f/ par rapport A, X est d6finie par

H.X:H.M+H.V

L.4.L2 Si If : (Hr)rro est un processus continu et
: (%)r>om processus A, variation born6e. Alors

(H.v)r: I; H"dv"

bien d6finie (au sens de Riemann Stieljes)

rt K : (Kr)rr_o ,, H : (I/r)r>o deux processus progressivement mesur-
et B : (Br)rro"" mouvement brownien standard.

- Si x erst une martingale locale continue alors r/.x est une martingaler
Iocale continue.

- si x est une martingale continue, born6e dans -L2 alors f/.x I'est aussi
- Si X erst un processus continu d variation born6e alors I/.X est un

processus d, variation born6e.
- Si X erst une semimartingale continue alors f/.X l,est aussi
- Si ,t/ et K sont L?""(B) alors pour tout t ) 0

E l(H.B)t @.K),1 : j H"K 
"d,,0

- Soit M : (Mr,t > 0) une martingale. Si

E (t: H'"d, < M, M t,. *) v, > o

H.NI est une martingale, De plus

t 
f 
(f H"dM")'f : t (l Hld, < ,,* ,")

particrulier, si fI : (//r)rro un processus de Ll""(B) alors

12



1.4. L'INTEGRALE STOCHASTIQUE

st;ochastique possdde une formule de changement de

semblable A,la formule du changement de variable classique

fait appara,ftre la d6riv6e de second ordre inexistante dans la
I'int6grale de Riemann, ceci d6coule du fait que Ia variation

est nulle pour les fonctions d variation born6e. Le r6sultat
it cette formule :

L.4.14 (Formule d'ItO)
, Xd sont des semimartingales continues et F : IR.d 

-t 
R une

de classe C2, alorc (f (Xr',..., Xr'))rro est une semimartingale,
toutt)0:

(*,: ! r"ou")

ma,ts

I (Ar

,...,x!) : F (xo',.. ,xd) . i 
iX(xi,..., 

x!) ax3

.;F,:,i *-(x"', ,

g (Ao,xo) + I H,t 
(A,, x,) dA, + I Ht (A,, x,) dx,

00

est souvent utilis6e pour les semimartingales de dimension
I'une des composantes est un processus d, variation born6e. Dans

1.4.L5 Soit ,4 : (1r)r>o un processus d variations born6e,

)r2s une semimartingale continue et g une fonction C2'On a

x!) d(xn,,xt)"

" raD

-!lo-9^t/ y\d(X,X),,2J 
6pZ"\rLr)rLr)

0

13



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

le cas or) F (r,il: sy, on a:

cme 1.4.1G (Formule d'int6gration par parties).X et, Y deux semimartingales. dn u p*, tout f ) 0

dXtY: XtdYt +YdXt + d, < X,y ),
rsque la formule d'It6 est appriqu6e a une fonction v6rifiant r,6quationla chaleur, on obtient

rllaire L.4.L7 Si M - (Mr), > 0 une ma.rtingale locale et ) € C€^(M) : (e^(M))r ) 0 eJ urr" martingutu to"ut" , avec

u^ (M)r), - e^Mr- + tM,M) t

. Posons

F (s,t) - us'-$"

l'6quation de la chaleur i.e.

*# + #:0,
, par la formule d,It6,

t^(M), : F ((M, M)r, Mr)

= e^Mo + t # ((M, M) 
", 

M") d,MsJ OT"
0

"^(M) est une martingale locale.

vu dans la remarque (1. .8) que la variation quadratique d.u mou_rt brownien sur [0, t] vaui f, le r6sultat suivarri *orrtru q,r" L ,C"_aussi est waie :

itions suivantes sont 6quivalentes :

)me_11.4.18 (Caract6risation de L6vy.): (Xr)r>o un processus continu, adapt6it issu de 0. Les deux

T4



1.4. L'INTEGRIILE STOCHASTIQA'E

1. X est un mouvement brownien.

2. X est une martingale locale et < X, X )t: t.

Le r:6sultat; suivant montre que pour les martingal:s.localesi, le crochet est

une horloge interne qui permet de retouver le processus quand on 6value

un .M.8. dans la classe des martingales locales co:ntinues.

T6ordrne.L.4.l-9 (lDubins Schwarz)
Soil; l71 une marbin;gale locale continue issue de 0 et telle que

lM,,M),- *oo pr.s alors, il existe un mouvement brilwnierL B tel que :

p.s Vt > 0, M1: B6t,tw1r.

Th6or6rn,e L.4.|2O (Repr6sentation des martitngales browniennes).
Soit M ,= (M1)t2.0 une martingale (cadld,g) de carr6 int6grreble pour la
filtration (f)r>o,la filtration d'un mouvement blou'nien l3: (Br)r>0.

Alors il existe urr unique processus H : (Hr)t>s dle.M2 (lR), tel que

V, > 0, .Mt: Mo + fi n".aA" P-P's.

ThrSordrn,e t.4.2L (In6galit6s de Burkholder, I)avis et Gundy
(BDG).)
Soit p > 0. 11 existe deux constantes co et Co telle,s que, pour toute
maltingale locale -Xl continue et issue de 0,

"onlqx,x!'l= " f:g t&fl < c,al,ts:,n,J'l' L' I lt2b' '.J

En particulier, si T > 0,

r. .-ro'l | 'l '
cott lV, x','1')= 

" L,:1'l" 
tx,fl < c,E lV, nl'l

D6linition L.4."22 on note par sgn la fonction sig;ner d6finie dans IR par' :

ssn(tr) =={1 :] r)o'
L-1 si r10,

15
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CHAPITHE 1, RAPPELS ET COMPLEMENTS

ion L.4.23 (Formule de Tbnaka.)

lBrl : /re"(B") dB" t Lt
0

i (&)rro est un mouvement brownien standard el Llle temps local en

du moirvement brownien B (le temps local pass6 par B en 0 jusqu'au

!) est un processus adapt6 a (f1)(la filtration canonique du

vement brownien)

ian L,4,22( Martingale d'Ocone).
ne martingale locale continue M dont la repr6sentation est M1: 81u1,

dit une martingale locale d'Ocone si B est ind6pendant de (M) .

16



Chapirbre, )2

La classer d'unicit6 des
ma:rtingerl,es locales conl;intles

De faqon g6n6rale, Ia loi I ((M)) du processus de variabion quzrdratique

d,une martingale lor:ale continue M ne d6termine pas la loi L(M) de M'.

En erffet, derux martjingales locales de lois diff6rentes peu',rertt avoir Ie m€l-

me processus de variation quadratique.

on s'int6resse ici d .[a caract6risation de la classe u des ]lois z (M) de

martingaler; locale continues M d6termin6es par la kri -L (\A'[)) r]e leur

proclessus d.e variation quadratiqu" \M) c'est-d-dire : L (lvl) € u 6quivaut

it": si Mt est une :martingale locale continue d6finie 6r'ent'uel.lement sur un

autre espace filtr,6 tr:lle que L((M)): L(\M')), alors -L (M): L(M').

R6cr:mmenb, dans [16], Ies auteurs ont remarqu6 que Ia clzr,sse U est incluse

dans la clar;se des martingales locales d'Ocone (voir Ia Dr3firritiorr 2.7.7 c.i-

dessous), et ont {brrnul6 la conjecture suivante, qu'on d6mr:ntre ici : la
classe U coincide ar,'ec Ia classe des martingales gaussiennes (modulo une

condition suppl6rnerntaire, assez faible).

Dans la suite, on utilise Ies notations de [16] : pour une rnartingale locale

continue I4, on cl6s:ingne par C I'inverse continu d droitr: d.e (&t) : C1==

inf{s } t , (Mr" > 1t;, {Fln}1>6 la filtration naturelle de M, {-Ffl}12 6 la
filtrretion de son ,crochet \M) ei (rf) n filtration dr: c (souligrlons que

Ia tribu (If;) int'"t.''iendra dans plusieurs de nos arg;umr:nts).

Toutes les frltrationrs consid6r6es sont compldtes et conti:rues d, clroite. Dte
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CHAPITHE 2. LA CLASSE D'UNICITE DES MAHTINGALES
T.OCALES CONTINUES

us, sauf pr6cision contraire, B d6signera le mouvement brownien de
bins-fihwarz (DDS) associ6s d, M.

Les martingales locales dtOcone :

Nous prendrons ici pour d6finition d'une martingale locale d'Ocone
d6finit;ion suivante :

2.1.1 une ma,rtingale locale continu.e est dite martingale
d'lJcone si elle est nulle on 0, et si son mouvement brownien de

DS est ind6pendant de (M).

te d6:finition est 6quivalente A, la propri6t6 suivante : si {e1}1ys est
FM --processus pr6visible d, valeursdans {-1., +1} alors

M" (E) M oi

'est cetl;e propri6t6 dont Ocone [11] a montr6 initialement qu'elle est

d la D6finition 2.1.1 ci-dessus. Pour d'autres propri6t6s 6quiva-
d. ('1), voir [a] et [t0].

proposition simple suivante, nous servira souvent par la suite :

'tion 2.L.2 Soit M une matingale locale continue. Les deux prop.
suivantes sont 6quivalentes :

i,) L(M) €u.
ia) Pour tout espace filtr6 (fl, A, P, f), s'il existe une f-martingale

locale, continue Mtavec L ((M')) : L ((M)), a"lors M' est une martin-
gale locale d'Ocone.

reuve. Il suffit de montrer que, si L(M) € U alors M :une martingale
d'Ocone. Pour tout processus (rr)rro pr6v:isible et A, valeurs dans

I
Mf : I e"dM";

T

0

(1)

-1, +1), si

18



2,1, LES MARTIAIGALES LOCAL,E!; D'OCONE :

alors;

D'oir

Mf : [j e"d,M",

(M'): \M)'

L(M): L(M").

Remarquel 2.1.1|.
1)II ,est nat'urel pour notre 6tude d'introduire Ia notion de itr-martingale
Iocal.e d'Ocone (com.me on a introduit la notion de l:- rnouvernent bro-
wnien, etc).
Une f-ma,rtinga,le locale d'Ocone est une f-martingale locale, qui sa-

tisfait (1) p,rur tout processus f-pr6visible (e1)rro d valeuLrs dans {-1, +1}.
En g;6n6ral, une rnartingale locale d'Ocone n'est pas une f-martingale
locale d'Ocone. Par exemple, si f est la filtration naturerlle d'un mouv-
ement brownien j3, alors les seules f-martingales locales d'Ocone de

crochet strictement croissant, sont des martingales gil,ussiennes. En effet,
soit M une f-marl;ingale locale d'Ocone, Mr: [i !,"dUt", alors Ml:
IJlp"ldB" r:st une martingale locale d'Ocone. D'apr(rs Ie T.h6orirme 3 der

[16], Ie processus (lp,rl)r>o est ind6pendant de B et il est en m6me temps
adaprt6 d B, d'ot (lll') est d6terministe. Dans [16], on trouLve des r:xemples

de rrLartingale locale d'Ocone M "ant sens strict" (c'est-a-di:re qui ne sont
pas gaussiennes) dans la filtration F (avec Ft) 0 dtdP p,p.).

2)Re,marquons que si L (M) e U et M est une f-martinlgaie locale, alors
M e:;t, une .F-merrtingale Iocale d'Ocone. Mais I'hyp,rthtrse qu'une mart-
ingal.e ioca,le de h:[ soit f-martingale loca]e d'Ocone est loin d',Otre sufi-
isante pour que L (M) € U, car cette hypothdse impose l'6galit6 rles proc-
essus; de var:iation. quadratique, ce qui est beaucoup plus restrict;if que la
seulc' 6galitti de leurs lois (voir proposition 2.3.77 ci-ilessous).

Voicii un exemple d'une martingale locale d'Ocone M' telle que tl (M) 4
U :soit (Bt, B') un .mouvement brownien 2-dimensionneJ., cl'aprtis [16] la
martingale locale M,: [ilB:ldB? est une martingalle locale d'Oone.

Mais la martingal.e locale Nr: IilB:ldB: qui satisfait E,videmenr (IuI)
: (l/) n'a pas m6mr: Ioi que M (car N est extr6maler et donc n'est pas

une martingale locale d'Ocone).

19



C:HAIPITRE 2. LA CLASSE D'UNIOITE DES MARTINGAILES
]\OCALES CO.NITIAIUES

2.2 Qfuelques 6l6ments de lla classe IJ
II est cla,ir que si F!: ffl alors L (M) e= u.Ie lemrne suiva:nt p€,rmet

d'zr,voir d.'autres 6l6ments de [/.

Le,mme 2.2.1 Soit M une martingale locale continue. Si M'est unLe

martingale locale continue telle que \M') 
Q::;) 

11,,1-1(-41)-., alors

L (M) e U implique que L (NI') e U.

Preuve. Soif Mi: Blp7,1, une martingale local,: contirLue de filtration

(f'!t') satisfaisant (M') V) 11,,a-1(M)-,. S6it ,4 le prc,cessus c:ontilu
crcrissant A,1: (M')t1u. ,4 est un f{,' -changem.ent de temps c(ontinu

et ly'r : ,B'n,, est une martingale locale continue dont la, loi du croch.et
est L((l\[)). D'apr6s la proposition2.I.2,lf est une ma,rtingaler loczile
d'Ocone et donc M' aussi, d'ot .L (M') e U

La proposition suivante nous fournit une condit.ion suffisante prlur que
L(M)€U.

Propositicn 2,2.2 Soient M une martinga.le lo'cale co:ntinue et C
I'inverse de (M). Si .Fg : f3 ,alors .L (lul) 

'= 
U .

Rermarque' 2.2.3.
En fait, on d6montre ci-dessus que cette propri6t6 est craract6ristiqur: ders

6l6ments de la classe U.
On insiste sur Ie fait que cette propri6t6 est'bien ff : F! et non l:tt ==

fj, car en g6n6rale, Ff + f{.
Un contre exemple simple est donn6 apr6s ler, preuve.

Preuve. Si M' est une martingale locale continrue telle que

L(M'): L((M)), alors fj' : fF.''

D'ot, si ,B' est le mouvement brownien de DDS de M' , alors .8" est
ind6pendanrl, de ff;' C fff'et'donc de f!' , <:e q'ui donne que M' est
une martingale locale d'Ocone.D'apr6s la pr<tposition 2.1.2, L (M) € U.

Voici un exemple simple d'une martingakl M qui n'est pas gilussienne

20
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avec

de IRi.

de

2.2, QUELQUES ELEMENTS DE} LA CLASSE U

(M) e U. Soient 04 et a2 deux fonctions continues et croissantes
d{ns IR+ telle que a1 (0) : a2 (0) : 0 et 4 une variable al6atoire

(;)'

P(rl:1) :P(ti:0) :i.

nit la martingale d'Ocone M associ6e au processu$ croissant donn6

(Mh: a1(t)Lg:4 + a2(t) 11r:o).

f!:o(d:F3.

L(M) e U.

) 0, si ArI" est,la martingale d'Ocone associ6e au processus croiss-

'), telle que :

( M, ) 
(,t_) 

r 1,,a *1(M ) _ 
"

Gln') e [/., d' apr6s le lemme 2.2.].. Remarquons a,ussi que :

c6: ', f3' : o ('t)

' e$t triviable. Donc f{' + Fg' .

D'ori

Poul
ant (

alors

et

Danrs un premier temps, on va traiter le cas on d(M)1est 6quivalente A,

dt. ce cas, les 6l6ments de U correspondants sont l:s martingales
ga ce qrni d6coulera ais6ment de la proposition suivante :

(M)r: fi HSds et f/" > 0 dsdP p.s.
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CIHAPITRE 2. LA CLASSE D'T]NICITE DES MARTINGALEI
I.OCALES COAI"I]VUES

Fi L (M) e [/, alors (M) est ind6pendant de tout f-mouvement
brownien B.

preuve. Un grossissement ind6pendant (c'est-d-dire Ie plongement de f)
flans le prroduit de CI par l' espace de Winer) permet de supposer qu'il
Bxist sur O un mouvement brownien B'ind6pendant de f*.
Posons

M!:: I; H"dB" et Mi :: I: H,,d,B'".

ll el M" sont deux P-martingales
dn

f' : F v p' (p' = fN at (B'))

On a:

Br: Il#.t Bl: I:s#
{onc B ert lll sont adapt6 d,{Flo'} ei {Fttt"y respectivement (grdce dlzr,
positivit6 de 11).

D'ot,

((M),4(I!!-) (M), B').

,finsi, (11,f) est ind6pendant de B

fh6or6rne 2.2.5 Soit M une martingale locale c,rntinue de loi "L (M) e L,'

lelle que :

i) \M), =, fi H2"ds,
ii) H" >' 0 dsdP p.s.

iii) Il e:i:iste un mouvement prownien B, d-dim€,nsinnel, d e N*U{+oo},
tel que (M) soit adapt6 d la fiItratoin de Er.

Alorrs (M) est d6terministe.

Preuve. Consid6rons la filtration naturelle de Ii. Soient n e N* et
("f, ("))r<,,<, des fonctions d6terministes bor6liennes born6es telles que

n
\a .o, 'LIi (sJ > u.
;-1
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donc
dans
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s<')'*(/ 
P'-r'(")*:)]

2.2. QWLQUES ELEMENTS DE LA CLASSE U

mouvernent prownien :

n, 
- 

l"rt- JO

Proposition 2.2.4, (M) est ind6pendant de 7 et donc d" f t f;$) d,B'".

i:L
tout t ) 0 et toutes fonctionnelle O ) 0 on er :

: EIQ ((M)", s < t)]E

) est ind6pendant de B et en m6me temps adapt6 d B, donc

suivant, dff e M. 6to"ty, nous permet de supprimer l'hypo-
du Th€rordme 2.1.5.

la terminologie suivant : Une fiItration F est faiblement
une fiItration G, si F, C Gt, V, > 0 (les f-martingales

sont pas n6cessairement des G-martingale locales)

2.2.6i Toute filtration f telle que f- soit essentiellement s6-

fs triviale, peut 6tre incluse faiblement dans une filtration
unidi:mensionnelle (au sens ori la filtation brownienne contient

fiItration isomorphe d, f).

Soit (tx)u.z une subdivision de ]0, +oo[. D'apr6s le Th6ordme
lacunaire de Vershik [15] (voir aussi le T'h6ordme 3 de

F (i ".'t'(")'":)]

Le th
thdse
Nous

para
brorn

e une sous-suite (tl)*.ude (tp)rrutelle que tL I 0 quand
t/n f +oo et quand ,k f +oo et (fr;) soit stantlard. II existe

suite de, variables al6atoires ind6pendantes et de loi uniforme
telle qrre ; 1'r,o: o(...,Up-1,Up).

brownien B dont la filtration naturelle contient F est
ses accroissements Bro-r- Bro-, : gi\ ((Jx) or) p* est la fonction

23
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CHAPITHE 2. LA CLASSE D'T]NICITE DES MAHIINGALES
I,OCALES CO]VTIATUES

r6par1;ition de N (0, tn-t - tx-z)

2.2.7 Soit M :une martingale locale continue telle que foc
it triviable. Si L (M) € U, alors (M) est d6terministe.

reuve. (Dans le cas on (M), est 6quivalente d la mesure de Lebesgue,
rci d6coule imm6diatement des Th6ordmes 2.2.6 et 2.1.5 ci-dessus).

isons un mouvement brownien B de fiItration naturelle fB tel que

f c fl' pour tout t. (M) est un fB -changerment de temps continu
'apr6s Lr Proposition 1.1.2, Chap. V de [13]. Consid6rons Ia martingaler

N1: Bqu1,,on a (,n/) = (M), d'ori N est une martingale locale d'
(F'roposition 1.1.2). Mais (M) est fj-mesurable, donc (M) est

Le thGordme de caract6risation de la classe

U:
Citons la proposition suivante, dri a [16]. Ici on propose une d6mons.
ion dliff6rente.

ilbion 2.3.1 Soit M une martingale d'Ocone.
i) Toute {F{} -ma,rtingale (Nr) est une {Fl'} -martingale et elle est

orth<rgonale d M, c'est-d,-dire (N,M1 :9.
t,i,) M est extr6male si et seulement si, M est gaussienne.

z) Toute {F{} -martingale est une {f!'} -rnartingale, car

{f{ v'f3"}rro, est un 6largissement "de type ind6pendant" a" {.Frt}
(donc {At} "* immerg6e dans {-FrN v f!}) et

Vf > 0, flo c f{ v fj, ot fB : o {Bu, ?, > 0}, (voir [3]).

Montrons que (M,N) : O pour toute {.4"} --martingale N.
On suppose que (M) est strictement croissant (pour le cas
g6n6ral, voir [16]). Iy' est :une {Flr} -martingale continue, d'or)
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THEOITEME DE CARACTEHISATION DE I,A CLASSE U :

10, (M,l/)t: (B<r>,Nc"pw1)r: ((B,Nc) " (tl[))r:0,

B et Ns sont ind6pendants.
que> M soit extr6male; si l{ est """ {fI} -martingale,

il exsist un processus pr6visible (/r)r>o tel que :

If, : Ah + fi f"au" et (N,M)r: [: f"d{M) s :0

(N),: Iita(M)":o

iy'r:No'V>0

{f{} -rnartingales sont donc constantes, lfl est triviale et M

iptd qu'une martingale locale soit une martingale, locale d'Ocone
par rrn changement de probabilit6 6quivalen.te avec une

Do. € Lt(.FI).C'est ce qu'on d6montre dans la proposition

2.3.2
ition 2.3.1 reste vraie si M est seulement suppos€re une P-martingale

ition 2.3.3 Soient M :une martingale locale continue, d6finie sur
filtr6 (Q, :Fy,P,fM) et P'une probabilit6 d 6quLivalente d, P
D*: ffi): soit fj-mesurable. Si M est une meurtingale locale
spus P, alors elle est une martingale locale d'Oo.ne sous P'.

. D'apr6s la Froposition 2.3.1 i,), si D1,: E lD*lflrl alorc

\D, M) :0.
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CHAPITHE 2. LA CLASSE D'UNICIT,E DES MAHTINGALEI]
' I,OCAL.ES COI\rTINUEIi

Bn fait, rsi 1)'r:: E lD*lf{], D' est f!tr -martingale locale, et don.c D
F D' .D'ot M est une martingale locale sous P'. Montrons que M t;st
gne marl;ingale locale d'Oone sous P/. Soierrt Et1 € L* (fB*) et H2 e
r* (rg) .

Ep, [H1H2] : EPID*HLH2)
: EplD*H2)EplHlEp[D*]
: EPID*HL)EPID*H2I
: Ep,lHl Ep,lH2) ,

puisque 'OplD*l:1et B est ind6pendant de ('lI[). Danc M est une
rnartinga,le locale d'Ocone sous P'.

Remarque 2.3.4
fa Propositin 2.3.3 reste vraie si P' est seuleme:nt suppos6e absolument

Qontinue par rapport e P.

Corollai.re 2.3.5 Avec les notations de la Proposition 2.3.3, on a :

Lp(M)eU+Lp,(M)eLr,

dri .Lp (I,f) d6signe la loi de M sous P et Lo, (M) d6signe la loi de M sours

P'.

preuve. Soit M'une martingale locale continue sur un espace filtr€r
(Q,FX' ,Q',f'') telle que Le,((M')) : Lp, ((/r4).
Porotr. ql :== D;i.Q' avec D-j :: D-J ((M')) et D!:: Ea,lD::\flr).
On a:

Lq ((M',)) : LP (\M))

dn effet : pour une fonctionnelle bornn6e F,

EqlF ((M'))) : Ea,lD-:F (\M'))l
: nr,lD-,_t ((M)) it ((M))]
: EpIF ((M))]

On 
^ 

M' :: M' - I 
d(D;\M' est une Q-martinga,le locale telle que :
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TUNOTIEIWN DE CARACTERISATION DE I'A CLASSE U :

(M) : Lp ((M)) .

(M,\ : Lp (M) et M'est une Q-martingale l,ocale d' Ocone.
\/

fsition 2.3.3 nous donne qule M'est une Q/-marrtingale locale

2.3.6 Soient ?0 une variable al6atoire d valeurs dans {-1, +1}

{rfo : I} == l, to,t-r €]0, ool avec t6 ) l-1 et B un mouvement

eq indOper,dant de q6, et d.e filtration naturelle F'B 'n exsist un

m$nt brownien B'tel que

sgn (A't" - BI-t) : rlo,FBJ : flv o (',lo)

et, B b ftrn B'-rnouvement brownien.

2.3.',r
Le
I'

avec

vers

P

vk:1

== \M') et, Lq((M'))

d d'oi Mt : M' esl une Q'-martingale locale d'l]cone.

On citer deux llemmes qui seront utiles pour la d6monsrtration de notre

t de cara,ct6risation de la classe U.

Donr:

LaP

Lerrr
avec

brownien B' qu'on va construire, est une solution de

lon

= a (s, B'") dB" or) a (t, n) : sgn (rro - rro-r) 1lr.,r**rl (t),

' € Co(R+, R) et (t6)*.0 est une suite de IR+ qui d6r:roit strictement

. Cette 6quation a Ot6 etudi6e dans [7] (voir au.ssi l1]).

. Consid6rons la suite (n)u.o d6finie par :

=: Tos!7n (Br" - Br_r) ,

&+1

: ry, ]l u,,, or) un : sgTt (Br. - Br^-r), pour k < -L.
n=O

0, la variable al6atoire 46 est ind6pendante de B, en effet :

Ern*t: ntqotr L[-] 
:',

27



CIHA.PITRE 2, LA CLASSE D'UNICIT]I DES MARTINGALETI
I,OCALES CON"ITVUEI;

et

[fr+l][k+11
EIF(rl) rnl: E l"f"lryofl,,,l : ElnolE Itftl il.u.1 :oL':o_l L,:oI

On d6finiie B' par : sgn (B'ro -. Bi_r) : To et B' : .[ qdB oi

Tr:Drr"L1t'tonr1 (t) + 40111.,*-t (r) .

k<0

Qn remarque que ?e : sgn ("lr - BIr-r) et B', - B'r*: r,"(Bt - Bro)

gi , € [tk,tk-Fl[.
Iua filtration consid6r6e est Ia plus petite filtration .F compl6t6e par
ilapport ii Ia probabilit6 produit contenant FrB \t' o (rl*), on t e ltp,t,o.;{
(f est une filtration continue d droite).

Montrons que B' est un f-mouvement brownien. Soient t € ltk, f;-1[ erb

d e {-1, *1}, on a

(BI- BD1'gr:4F(Bu, u < t*)l : Elq*(Br- Br)lLsr:4F(8", u1!tp)
: eP (nx: e:) El(Bt - Br) F (B-, " < tn)l

:0.
ponc f ,- fB' car FB*' = f*' et B'est un Jr-mouvement brownien.. B
est un f)e' -- mouvement brownien car B = I nd.B' et 4 est f-pr6visible.

I,emme 2.3.8 Soient e ) 0 et M :une martingale locale continue telle

Que ,L (Iut) e U.
Si M' estb une martingale locale continue (ddfinie 6ventuellement sur un

{,utre esp,ace filtr6) telle que

(t si t(e,
^/te-) l,_--, (2)tvt -\qaz;,-"+r si t)e,

dlors, (/ll") est ind6pendant de o (07*"- P',,t > 0), or) Bu est le mouve
r[rent brownien de DDS de M".

Preuve. Soit Mu une martingale locale qui satisfait I'hypothdse (2).

Notons
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TUNONfrMN DE CARACTERISATIO]V DE L,A CLASSE U :

/f1 :: 1'qu"1r*"-r, ori'y! : 0?*" - 02.

s, f € IRl.+ on a

{(iV;) S "} 
: { \M")r*u( s * e} e T{r',.

//) est "" (f{{..)">o "hutgement 
de temps coni;inu et donc ly'

: rlrartingale locale Jontinue. On a -L((N)) : 1,(\M)), alors I{ est

locale d'Ocone et (M") est ind6pendant rle 1".

t enoncer rnaintenant notre th6ordme de caract6risition de la classe

de

pa
tri

D'ot)

est u
une

On
U.

2.3.tt

2.3.9r soient M une martingale locale continue et c I'inverse

crochet (ltf). On a L (Iv[) € U si et seulement si "Fi : fF ' En

lier, ,L (M'l e U est une loi gaussinne, si et seulernent si foc est

. II suffit de montrer : L(M) 6 [ a f!: foc. Nons allons

la preu,'e en plusieures 6tapes. Dans les trois p,remidres,

on te Ie cas prart:iculier ori f6c est triviale.

6tt
Nous montrare que Vt > 0, Ff est triviale. Raisonnons par I' absurde

ets qu'il existe un f6 ) 0 et un ensemble A e J'fl avec

P(A d ][0,1]. Soit Q le changement de probabilit6 : Q :: Doo.p, oi

D*:: @*:6tet 1ftqle..

que Q (A): t.
Dans Ia $uite, on va travailler sous la Probabilit6 Q (d'apr6s Ie Corollaire

LA(M) € t/). Soient 0 ( t-r ( f6 et (Tr)r>oleprocessuscloissant:

ft
',: I (Mlr_r_,+t_1

si t ( l-1,
si t ) t-1,
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C]IIAPITRE 2. LA CLASSE D'UNICIT]I ONS MAHTINGALE';
L,OCALES CONTIAIUEI;

(remarquons que ? {tg) p4t-t'7 du Lemme 2.3.S). Notons C'I'inverse de

f et introduisons le mouvement brownien B' du Lemme 2.3.6), cons.bruil;

{, partir ile 4o : L.t - Ie" et de B (B est Ie mouvement brownien de DD[i
de M).

On a besoin du lemme suivant :

{,emme 2.3.10 Notons f!:: fP' v ff' . Si l, est ind6pendant de ftc-t,
d,lors le mouvement brownien B/ est un f'-mottvement brownien

/\.
( rf' : )o (C'",s < t +- e) ).\"o,l

Preuve. Soient trr+t 1t l tn et F une fonction ff*' -mesnrable et

born6e. Posons pour k ( -1, \k: Touk,ot) u4 == lf"*"1rr- - Br*-'),

0n a 
n:o

I =. El(B:, - B'r) FH (8,, u < tn) 11a,:"11

=: f a lr*(9, - Bt*) Hrpr:"",\] lt lnoFtuo=et7 .

^t _L1

Mais po'ur k: 0

I : Et(a - Br) H (Bu, u Sto))E [Frysl1ro:,y] : o,

Qt pour ftr ( 0, 4s est ind6pendant de F,

I - | a lrr (9, - Bt) H (8,, u < tx)11,u:u.l1] E lnottuo:,,)l E [F]
g':*l

: E lr'1 8 lq^ (8, - Br) H (8,, u < tn) L1ao:.y]

: E[r'l E l(gl - Bi-) H (Bu, u 1t1")rh*:"r] : 0.

Ainsi, B' est, un .F'-mouvement brownien.
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THEOREME DE CARACTEHISATION DE LA CLASSE U :

est ind6pendarrt de frc-r : ff (cx C'r: t pour t ( t-1 et

, * f-r pour f ) t-r), donc B' est un f/-mouvement bro-

sait que ? est un f'-changement de temps continu,.d'or)

est une f'-martingale locale cotinue. Comme (l/) 
(E) (M'-'),

arrce entre o (Bl+r-r- B'r-r, t > 0) et (,M)' et donc
AL:
ona
entre

une

rapl

Dans

4*r-,- Bl-,, t ) 0) et (M) (Lemme 2.3.8). Ceci provoque

adiction (cat A: {B'ro - B'r-, > 0} est mesurable par

fj), c,: qui achdve la d6monstration dans le cas particulier'

: (Le cas g6n6rale)
: ,6tape, on va travailler sur l'espace canonique @n.flfiifiseTas

te+ffi. Soient M'I'ensemble (conv-

Ies probabilit6s P sur f,) = C (R*,lR') telles que Ie processus

Mr(w) : w (t), soit une P-martingale par rapport d sa

naturelle (fy) (Fi') est continue d droite et compl6t6e par

exe)

des

i,)

ii,)

Lem
P,<

n

P).

Ond du Iemme suivarrt :

2.3.LL lsoient P e M'et P'une probabilit6 sntt f{ telle que

D*: ffi soir.ff-mesurable :

M'.
€ [/, alr:rs P' e U.

0 ( s ( t et F € L* (f&!"), ona l

Ep,l(,Bt - B") Fl : Epl(B, - B") FD*,1: 0'

est un (p',fU) -mouvement brownien et M est une P'-martingale

ori P/ - P a6t6 trait6 dans le Corollaire 2.3.5. Supposons que

: 0) > 0 et consid6rons Q' € M' telle q.ue Lq, ((Ml) :
t.

e ,: "ffir.e, 
*'11o_=01.p.
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CLIAPITHE 2. LA CLASSE D'T]NIC}ITE DES MAHIINGALESi
LOCALES CO-IVTIAIUESI

En utilisant i), on a :

D-"r#o- 'Q', e M',"t #ft=b'Pe M','

Donc. Par convexit6 de M', Q e M'.
Remarquons que .Lq (\M)): Lp(\M)), d'ou P : Q et P' : Q''

Iitape 5 :r

On va montrer que {Mutt (fglFfl > 1} : 0 p...
Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe t6 ) 0 tel que

B ,: {Mutt (F|lfg) > 1} I 0 n.s.

D'apr'es le l.emme 2.3.77, P' t-- ffi1.P e U.

En raisonnant de la m6me fagon que dans le cas particulier (Etapes-t, 2

et ll) ava,: I" anlieu de P et Q' ,: ; (r&g * ,t"bn) 'o' .,t

lieu de Q, on trouve le r6sultat (remarquons que A et J:{ sont Q'-ind-
6pendants, Q' (A) : +, Q' @) : P' (E) et Q (A. E) : LQ' (n) pou,
tout .O e Fi|).

Voi.ci maiintenant une autre caract6risation d,e la classe d'unicit6.

Proposi,bion 2.3.L2 L (M) € U si et seulement si le mouvement brow-

nien B d,e DDS de M a la PRP dans la filtra,tion f : fB Y fc, et M
une martingale locale d'Ocone.

Pr,euve. Su.pposons que B ait la PRP dans Jtr et que M soit une martinC

gale localle cl'Ocone, et montrons que f6c : .F3": F!..
Les filtra1;ions Fc et fB sont immerg6es dans f, et si lf erst une (Ff ) -murtingal.e
Iocale, al,ors

Nr:Ah+fi["aa".

pour un.F--processus pr6visible (ft). Mais (lf,B) :0, on a donc

fi f"at: o, Vt ) o,
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Ainsi

Inver

THEORiEME DE CARACTERISATION DE LA CLASSE U :

Vt > 0, Ii fta":0 et l/r : AIo.

F# : fg == fj et L (M) € t/ (d'apr6s Ia Proposition 2'2'2)'

si L(M) € [/, alors ff : fi (Thcordme 2.3.9) et

Notons Pn :: L (X), F Ia filtration naturelle de X et (F{)rr-o
celle

otF
F_
1, Vt

: (X).
i' < Po, Dt t: ffilr, et X, : x, - [: M*
((+)) : rI, alors trt(fr) : L6). En effet (voir[16])

Dt:!+ ftn"ar"* fiq"d,x",

' 
une (frrr)rro -ma.rtingale locale et h et tp soit deux processus

ibibles. La condition Ip, ((X)) : fI est 6quivalente d E lDtlfl'{) :
; 0i D'ori, 1,p, (F) - Lpo(F), c'est-d,-dire que F est une P'- mart-

Io{ale 
"t, lrilffi:0, donc

Irlh"d(F)" : o et Ds : L * Ii p"ax".

e p apparl;ient d,l'6space stable engendr6 par X, si P' € M11, alots

(e[r raison:rant de ]a m6me fa4on que 1) et P est extr6male dansp-
Mn.
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pitre 3

tres classes de lois des
ingales continues

ce chapitre,on va voir quelques propri6t6s des martingales continues
6tre analys6es.

Qrrelques propri6t6s du M.B.S
De la, caract6risation de L6vy, le mouvement brownien est I'unique

continue (Mr) fq, (M)r: t, orr peut d6duire les propri6t6s
vantes pour M un mouvement brownien

i) Si (e1) est le processus pr6visible d,valeurs dans {-1,+1} alors:

M"ls- M, ori : M; ryl- 
fie"d,M";

ii) Pour tout processus limit6 pr6visible (tpr) :

Dy : 
""p {Ii e"dM" - + t: e?alW"}

est une martingale, et si on note Q = Qe la probabilit6 6quivalante

Q ln : DY .pla.
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;7.2. MARTINGALE D'OCONE ET PROP.RIETES

donc: Mo: M - t:e"d,\M)" satisfait , {M*,A}':: {M.p}.
ii,i) Si S{ : sup,"<r Ms, donc. SM - U 13|U1..

Pour 6viter toutes co,nfusion, on doit v6rifier que ces identit6s solt vraies
en lojr pour M un (fi) mouvement brownien (en g6n6ral pour les marti-
ngales locales conl;inues M, D, peut 6tre seulement uLne martinqale
Iocakr).
En r6alit6 drxrs la suite of M n'est pas un movement brownien B ga doit
€tre convenable de considdrer quelques variantes preci.ses de i,i,).

ii)a.,t comme ii) ma,is cp est est un processus d6termi.niste, Borel, et
limit6.
ii)pq comrne ii) meuis g est un processus pr6visible limit6 qui derpent de
(M) seulement.

:1.2 .Marting;alle d'Ocone et propri6t6s
Le reste de ce chapitre consiste d discuter la classe des martingalers conti-
nues rM (autre que, (ji)-movement brownien satisfont i) (ou quellques
variarLtes ci dessus de i)) on zzz).

Par oremple, il n'est pas difficile de demontrer que, plus g6n6ralement :

si (M1,) est une marti:ngale Gaussidnne ceci est 6quivalent A,

((M)r, , > 0) est un processus d6teminisl;e.

donc les trois; propri6l;6s sont valides.
En poussant ces argurments un peut plus loin, il n'est pas difficile de
demontrer que ces propri6t6s sont aussi valides, pour (M1) martinga-
le d'Ocone avec la repr6sentation de Dubins-Schwaz : .M1: 86t1, tel
que B (movement brownien) et (M) sont ind6pendant
Le bu1; de notre termi:nologie est ocone [11] d montr6 lra propri6t6 d,inde-
pendance est 6quivalente d Ia propri6t6 z).
En oubre, I'interet desr martingales d'Ocone en relation.
avec la transJbrmat;ion de Levy (en d'autre terme prop,ri6t6 zzz) est
r6alis6 en [ ]).
Conce:rnant la proprri6t6 ii,), on va le montrer :

Th6or:6me 3.2.1- l,es propri6t6s suivantes sont 6quivalentes :
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CHAPITHE 3. AUTRES CLASSES DE LOIS DES MARTINGALES

CO]V"INUES

") 
(Mr) est une martingale d'Ocone

b) propri6t6 ii)1y;est satisfaite ; c) propri6t6 ii')a"t '

lve. c) =+ a) on admet que ii)a* est maintenu, et on considdre une

ion d6t6rmin6ste tp 8o16l, born6e, pour les fonctionels positives F,

utilise donc la d6finition Q

EqlF (\MI 
", " 

< r)l : EplF (\M) 
",s 

< t) Dfl'

'apr6s ti)a*) on a :

EelF ((M)",s < r)l : EplF \Ml,,s < 
'l'

EplF (M)",s ( tl : AplF ((M)",s < t) Dfl '

iquement c'est 6quivalente d :

EplDYl(M)",s(tl :l'

" ["., 
(i ,n*", (M]"," 

= r]
partie droite de (1) est 6gale d:

ae (u*p (l:r"o(t,,,")) I \M),," < t) .

| (.f u,u > 0) est un movement brownien ind6pendant de ((M)' , s ) 0)

or) l'6quation (1-) donne (2) :

Mr,\M)r; t > 0) 
(9) 

(tpt,,(M)r,t > o) ' (2)

:Iez que : M1: B<utr, d'oi le changement de temps dans les deux

de l'6quation (2), avec I'inverse de ((M)r,t > 0) on obtient :

- exP (*i'?o('t") (1)
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3.2. MAHTINGALE D'OCONE ET PROPHIETES

t( > o) ; (lM)r,, > o)) '9' {b,,u 2 o); ((M),),t > o}'

ntre pr(icisement que B et' \M) sont ind6pendarrts'

) : on cornmence Pu (Mt,t > 0) une martingale d'Ocone et on

i'6quation 9 (s) de la forme O ((M)", z ( s) qui est pr6visible

a aussi not1 M Pow Me

=,)] 
:""

trEu: B(r)* - [:''" I (7,) d,u,u 4 t.

changement de temps dans l'6xponnentiel'

s Ia dernidre 6sp6rance on met en condition pour tout tribu
par ((J1,4),,u 2 0), en consequence de la propri6t6 ii) pour

ent Brownien, on obtient I'sp6rance conditinelle est 6gale d :

nrlF (Bpy*," 3t) I W)l'

obtient.

,ol, (M,,u= t)] : EplF (M.,u < ,)l

) : c'est 6vident.

3.2.2 a) On n'est pas sure que Ia propri6t6 g6n6rale ii) est

pour Ia martingale d'Ocone,
viter le prolongement de la relation du th6or€me (1-) on a pas

propri6t6 suivante'

rut processus d6tdrministe born6e 9'{W),Q'}(y) {lMl ,p}'
de I'6quivalente : a) e d) utilise les m6me arguments

o) <+ c).

3.2.3 Malgr6 que Ia martingale d'Ocone partage les m€me
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CHAPITP,E 3. AUTHES CLASSES DE LOIS DES MARTINGA]LES

COAITIATUES

propri6t6 i), i,i,)g1, i,ii,) wec le mouvement Brownien, elle ne partager

pas Ia propr:i6t6 importante de Ia repr6sentation des martingales Pr6ci-

sement pour toute martingale (l/r) (put rapport a, Ia filtration naturr:lle

a" (-nar)) ly' n'est pas forcement une int6graler stochastique par l.apporrt d,

M, d'ou:

Pr<rposit;io w 3.2.4Ia martingale d'Ocone (Mr,t >: 0) u Ia propri6t6 de

repr6sentietion des martingales (avec la filtration naturelle) si et seulement

si ((Mr) , t 2: 0) est un processus d6terministrr

Prr:uve. D'apr6s la d6inition des martingalers d'Ocone (M) est

ind6pend,ent de B, le mouvement Brownian dle DDS associ6 d'

M on peut ilcrire :

Pu:IP(\Mleda)w" (*)

ou PM,rersp tl" sont 1, loi de M, resp: Ia loi du martingale cont;inue

avec un processus-croissant (d6terministe) a(')
M aJrlra Ia prropri6t6 de la repr6sentation des martingales ssi Pp1 est

extr6mal par rapport d,l'ensernble des martirrgales continues.

D" (*) P1a est un point extr6mal ssi p((M) e da) dimirlue en mesure

de .Dirac en d'autre termes il existe une fonci;ion a(.) d6terministe 6volu€r

comme F'((M): a(.)) : 1.

3.3 Les classes de martingalles continues

En ce point ,ga apparait int6rressent de dessiner le diagramme suivant qui

indique les qua,tres classes remarquable pour les martinga,les locales conti-

nues :

<-p
<--- (

ES I ES I

-----+

-)------)
o
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3.:1. LES CLASSES DE MARTINGALES CON:III'IUES

6 : e).tr6t'nal p: pure (: gaussien O : Ocone

D'apr6s le diagramme on A : ( cp c e aussi : O)e: Oap- C'

on compldte Ia proposition ci-dessus par Ia description de toute lles mar-

tingales par rapport d, la filtration naturelle{ flo } ,>o <Ie (M) ' on pourait

intro,Cuire {f{}.ta liltration naturelle d" {((Mt) ,t ): 0)}

Th6rrr6rne 3.3.1 soit (M) :une martingale d'Ocon-e'
-ijpo,r, 

toute {frN}',-o*ui,itgale(/fr), N est {f!t} -martingale et eller

est orthogonale A, (Ur) q"i est (N1I'41 > 0) est {flo}r>o^artingale
locale.
2)L''espacer des nnaltingales carr6 int6grable {Flo}ra.o est la sornme

direct d.e I'6spa,ce rstable engendr6 par{frN}rro et cle I'6space r;table

en,gendr6 par {.M} .

Preuve. L) on consid6re(Nr) Ia martingale uniformement int6grable

{f!t' } est rnartingalle'

On va prouver :

E lvr*lflt] : ^i 
(.= E(N*If]y)

ce q,ri prorruu Ie prernier point de la premiere partie ,iu th6oreme avec la

notation 6vidente on a:

E [/f*/ (M", s 1! t)] :

On rl6mont;re que (NrMr,t > 0) est une{frM} marti:ngale soit s ( t on

a au.ssi :

f l,_^ r/.\ <r)lElNtMif (M,,, z S s)l : J 
*@B)E lNr7<rt,fl[t<ut.,u :- ') )

on utilise [a prolpririt6 des martingales pour B et I'irrd6pen.dance de (M)

u [t""r (P rr", ' = ') ]

I , ,"rE[N*/ (,((,M)"),, < i)]

I w 6"1 E lN,f (o((/l,a)"), " 
< t)l

ElNrf (M",s S ,)l '
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CHAPITRE 3. AUTHES CLASSES DE LOIS DES MARTINGALES

CO]VTINUES

ElNtMtf (M.,2 < s)l : l'r@B)ElNrg<*>"f (0pr1-,u ( s)
JL

on utilise la propri6t6 des martingales pour (l/r) p* raport A,

frN) ;on obtient :

lN,M,f (M,,u ! s)l : [ * roO "l*,Pr*,.f 
(0s1-," 

= ")]: ElN"M"f (Mu,u < 
")1.

)Pour ddmontrer le deuxidme point, il suffit de consid6rer O € Lt(fX,p)
Ia forrne :Q : FG ou F € 'L'(f{",p) et G e Lz(B*,p) ot :

*:o{0r,t>0}
il est bien connu, G peut Otre 6crite sous la forme :

G -- 1+ Jf Q'G)d7",

un'y € IR et {Br}un processns pr6visible g ou

Elftr e2(s)ds] < oo.

formant le changement de temps t: \Ml on obtient :

G :1+ Jf e(\M).dM.,

Gt:^t+ffe((Ml,dM".

'autre part on associ6 A, F la martingale {fr"} '

Ft: ElFlf{1: ElFlfl'[1

utilise Ia premidre partie du th6ordme, en utilisant la formule d'ItO :

FtGt : Fo1 * {tr F"-dG"+ ff G"dF" + lF,Glt



I

I

3.4. COIVCf,USIOAI

G est continue et (4) 
"t 

(G1) sont orthogonales on a :

lF,Glr: (F",G) = 0'

o = FG - Fo1+ ir'-.p(( M)")dM"+i G"dF",
60

ce qul Ie 2€')me point.

3.4 clusion

L'obj
mou
dtune
seules

de ce m6moire est de g6n6ratriser la caract6risation de l6vy d'un

rownien standard dans le sens of si on connait la loi des crochet

M ot peut connaltre la loi de M, ainsi on preuve que les

Iocales dont Ia loi est d6termin6e par la loi de leur crochets

sont les ingales gaussiennes

4t
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