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Introduction

Dans ce mémoire, on a intrduit la classe d’unicité des lois martingales
locales continues M déterminées par la loi L ((M)) de leur processus de
variation quadratique(M) c’est-a-dire : L (M) € U équivaut & : si M’ est
une martingale locale continue définie éventuellement sur un autre espace

filtré telle que L ((M)) = L ((M")) alors L (M) = L (M")
Ce document est composé de trois chapitres

Le premier chapitre est consacré aux rappels des résultats importants en
calcul stochastique concernant les processus stochastiques, on donnera
les principales propriétés du mouvement brownien ainsi que celles des
martingales locales. on abordera enfin la notion d’intégrale stochastique
ainssi que la formule d’It6.

Dans le deuxiéme chapitre : On a généralisé la caractérisation de Lévy
(Théoréme chap 1) (c’est-a-dire si (M), = ¢ pour une martingale locale
continue M alors M est un M.B). On démontre dans ce chapitre que les
seules lois des martingales locales continues déterminées par leur lois de
crochets (générralisation de la variance) sont les martingales gaussiennes
(M.B est une martingale gaussienne). Ainsi on donnera une définition
mathématique d’une martingale locale d’Ocone. On finira ce chapitre
par I’énoncé du théoréme de caratérisation de la classe U.

Dans le dernier chapitre, on introduit quelques propriétées des martin-
gales d’Ocone. Il s’agit des propriétées du mouvement brownien standard.
On terminera ce chapitre en énongant d’autres classes des martingales
continues. :
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Chapitre 1
Rappels et Compléments

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats de calcul stochas-
tique utilisés le long de ce mémoire.

1.1  Vecteurs gaussiens
Dans tout ce qui suit, (2, F, P) désigne un espace de probabilité complet.

Définition 1.1.1 On dit qu’une v.a.r X définie sur ({2, F, P) est une
variable aléatoire gaussiennee de paramétres (m, o2), (m eR,o0€ Ri) s
sa fonction de densité fx est donnée par :

-1 _1 (z=m)?2
fx (@) = e (=4 (=22)7).
Dans ce cas, sa loi P, est donnée par

VA€ Br, Px(4)=/,[fx(z)ds
et on note X ~ N(m,c?). (Bg est la tribu borélienne)

Remarque 1.1.2 Lorsque o = 0, X est une variable constante i.e.
X =mP—p.s.

Définition 1.1.3 X = (X1, Xa, ..., X,) est un vecteur aléatoire gaussien
si toutes les combinaisons linéaires de ses composantes sont gaussiennes
ie.



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

n .
Vay,...,a, €ER, > a;X; estune v.ar gaussienne.
i=1

Exemple 1.1.4 Si X et Y sont deux variables aléatoires gaussiennes
indépendantes alors (X,Y) et (X =Y, X +Y) sont des vecteurs gaussiens

.2  Processus stochastiques

Définition 1.2.1 Une filtration (F;):s0 est une suite croissante de sous
tribus de F.

Si (F1)i0 est une filtration de (Q, F, P) alors (2, F, (F¢)i>0, P) est appelé
espace de probabilité filtré.

Définition 1.2.2
- Si (F;)e>0 est une filtration alors on définit la filtration suivante

T = <n fs).

a>1

- On dit qu’une filtration est continue & droite
VtZO, .Ft:J:i&.

- Soit N la classe des ensembles de F qui sont P— négligeables. Si
N C Fy, on dit que la filtration (F3);s0 est compléte.

- On dit qu'une filtration (F;)>o satisfait les conditions habituelles si
elle est a la fois continue & droite et compléte.

Définition 1.2.3 Soit T' un sous-ensemble non vide de R.
- un processus stochastique (X;):er dans R¥(d > 1) est une famille de
variables aléatoires a valeurs dans R? indexée par T.

- Pour w € Q fixé, t — X;(w) est appelée trajectoire.

Définition 1.2.4 Un processus X est progressivement mesurable par
rapport a une filtration (F3),s, si, pour tout ¢t > 0, application
(5,w) — X,(w) de [0,¢] x © dans R* est mesurable par rapport a

2



1.2.  PROCESSUS STOCHASTIQUES

B([0,1]) @ F et B (RY).

Définition 1.2.5 Un processus X = (Xt)e>0 est mesurable si ’application
(t,w) — Xi(w) de R x § dans R est mesurable par rapport aux tribus
B(R) ©F et §(RY). |

Définition 1.2.6 Soit (X;) un processus et (F;) une filtration de (. F, P
On dit que X = (X;),,qest adapté a la filtration (Ft)sso st

vVt > 0, X; est F;— mesurable.

Exemple 1.2.7

Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

A présent, nous donnons trois critéres pour comparer deux processus
stochastiques.

Définition 1.2.8 Soit X = (X;)er un processus stochastique. Les lois
de dimension finie du processus X sont les lois des vecteurs du type
(K y oo ) O 1 22 T el Fy, o By, 6T

On dit que deux processus (X;)ser et (Y3)seq ont méme loi s’ils ont
les mémes lois de dimension finie.

Définition 1.2.9 Soient X = (X;)ier , Y = (Yi)ter deux processus
stochastiques.
1. On dit que Y est une modification de X si

Wwel, Py=X)=1
2. On dit que les processus X et Y sont indistinguables si

PVteT,X;=Y;)=1, onnote X=Y.

Proposition 1.2.10 Soient T un intervalle de R, X = (X3)es0et
Y = (Y})er deux processus stochastiques continus alors :

X et Y sont indistinguables <= X est une modification de Y.

Définition 1.2.11 Un processus X = (X;);er est un processus gaussien
si toutes ses lois de dimension finie sont gaussiennes i.e.



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Yn>1, Vi <ty <..t, € T, (Xi,...,X:,) est un vecteur gaussien.

Définition 1.2.12 On dit que le processus X = (Xt)es0 est & accroisse-
ments indépendants si :

Vin > 1,Vty,..,t, €T, Kty 5 KXoty = Koy my Mg, — X4, sont indépendantes.

Nous pouvons & présent défnir le processus le plus important en calcul
stochastique, & savoir le mouvement brownien appelé aussi processus de
Wiener. '

Le mouvement brownien, qui tient son nom de Richard Brown, botaniste
Ecossais du 19 éme siécle, est considéré comme un phénomeéne naturel
d'une part, et un objet mathématique d’autre part.

Observant le mouvement irrégulier et incessant des particules de pollen
en suspension dans I’eau, Richard brown effectua des expériences avec des
particules inorganiques en suspension dans un liquide. Le phénoméne qui
paraissait & priori vital fut alors écarté de la biologie.

De ce fait des chercheurs comme Einstein, Wiener et Levy s’intéressérent
a ce phénomeéne d’un point de vue autre que le point de vue naturel en
lui donnant une forme mathématique qui n’est en vérité qu’une idéalisa
tion mathématique du mouvement réel. Le mouvement brownien est alors
présenté comme :

Définition 1.2.13 (Le mouvement brownien).
Le mouvement brownien standard est un processus stochastique réel
B = (By)s»0 vérifiant :
i) By=0 P ps.
ii) Vs € [0,¢], Bt — Bs ~ N(0,t — s).
1) Vn > 1,V <ty < ... <ty ; Byys Bty — By y o3 B, = By, ., sont
indépendantes.
w) P — p.s., Vapplication t —» B, est continue.

Pour cette derniére définition, on peut remplacer les propriétés ii) et iii)
par d’autres propriétés comme le montre la, proposition suivante :

Proposition 1.2.14 Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :

[ 11)(By;t € R,) est & accroissements indépendants,
<l\ i11)V0 < s < t, By — B, suit une loi normale N(0,t — s)

4



1.2. PROCESSUS STOCHASTIQUES

i)Vt > 0, By suit une loi normale N(0,t),

{ i1')V0 < s < t, By — B, est indépendant de F, = o(B,,u < s)
ii") (Bt),so €st un processus gaussien, centré,

{'iii”)\/s, t € Ry, cov (B, Bs) = E[BiBs] = s At.

Définition 1.2.15
- Soit € R, un mouvement brownien issu de 2 B* = (BYf),,, est un
processus qui vérifie ii), iii) et iv) et By =z, P—p.s.

- Un mouvement standard dans R% noté BM? est un processus
B = (By)t0 o0 By = (B}, ..., BY) avec {(B}),1 < i < d} des mouve-
ments browniens standard indépendants.

Le mouvement brownien posséde de nombreuses bonnes propriétés, en
effet :

Proposition 1.2.16 Soit B = (B;);~o un mouvement brownien défini
sur un espace de probabilité (2, F, P) alors

-a) Symétrie.
Le processus (—B) = (—By):>0 est encore un mouvement brownien.

-b) Changement d’échelle (scaling).
Soit A > 0. Le processus B* = (B});s¢ avec B} = (%) B,2, est encore
un mouvement brownien.

-c) Propriété de Markov simple.

Pour s > 0, posons Fs; = 0(B,,u < s) et Bt(s) = B;1s — B;

alors B®) = (BP) est un mouvement brownien indépendant de JF;
>0 _

Définition 1.2.17 Soit (F;) une filtration et T : 2 — Ry U {oo} une
application. On dit que T est un temps d’arrét par rapport a (.7-})20 si

Vt€R+, {T|St}€]:t

Définition 1.2.18 Soit T un temps d’arrét, posons Fo, = 0 (F;,t > 0)
On appelle tribu des événements antérieurs a T' et on note Fr la tribu
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Fr={A€F,,Vt>0,ANn{T <t} € &}

Remarque 1.2.19
On vérifie facilement que Fr est une tribu et que, si T' est constant et
égale a4 t alors T est un temps d’arrét et Fr = F;

Lemme 1.2.20 (Propriété de Markov forte.)
Soient B = (Bj);»0 un mouvement brownien, 7' un temps d’arrét. Posons
pourt > 0

Y, = Brys — Br

Alors, sur {T' < oo} , le processus (Y}),-, est un mouvement brownien
indépendant de Fr

Définition 1.2.21 (Processus prévisible)

Un processus stochastique est dit (F;)-privisible si la fonction de

(t,w) € 7 X @ — R est mesurable par rapport 3 la tribu sur 7 x
engendrée par les processus adaptés est continue & gauche.

En quelque sort, la valeur de X en t est entiérement déterminé a partir
des valeurs passées de X (s), s < t. Intuitivement, un processus prévisible
est un processus dont la valeur en ¢t découle des valeurs observés avant t.
Proposition 1.2.22 Soit X un processus (J;)-privisible alors pour tout
t, X; est (F:) mesurable.

Proposition 1.2.23 Tout processus adapté a (F;) est continue & gauche
est (F;)-privisible.

1.3 Martingales 4 temps continu
On suppose donné un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;) Sl E)
Définition 1.3.1 Soit X = (X;),5, un processus adapté et intégrable,

on dit que X est
1. Une martingale si

2. Une surmartingale si



1.3. MARTINGALES A TEMPS CONTINU

V0<s<t, E(XFs) <X,
3. Une sousmartingale si
Vo< s<t, E(XFs) > X,

Exemples 1.3.2 Si B = (By),5, un mouvement brownien et ¢ € C, alors
les processus

2
(B)yso» (B2 — )z et (eP'5)

>0
sont des martingales par rapport a la filtration naturelle de B.

Définition 1.3.3 Soit X = (X;),>, un processus stochastique
1) On dit que X = (X}),s, est uniformément intégrable si :

lim sup Jixusa) 1 Xt dP =0

a—>+00 >

2) Sip>1,ondit que X = (X;);, est borné dans LP si :

supE [|X,[] < oo
t>0

Proposition 1.3.4 Soit X = (Xt)tzo un processus stochastique :
1) S’il existe une v.a.r positive et intégrable Z telle que | X;| < Z,Vt > 0,
alors X = (X;),5qest uniformément intégrable.

2) Si X = (Xi),5, est borné dans LP, (p > 1), alors X = (X;)5, est
uniformément intégrable.

Théoréme 1.3.5 (Inégalité maximale de Doob).
Si X = (X}),s, une martingale continue & droite, alors

Vp > 1, (E [

sup X,

0<s<t 0<s<t

pD% < 225 sup (E[IX.F))7 .

&7
|



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Proposition 1.3.6 (martingale arrétée)

Si M = (M), une martingale et T' un temps d’arrét, alors

MT = (MF),., = (Mrat)yo est encore une martingale. Elle est appelée
martingale arrétée.

Proposition 1.3.7 Soient  une sous-tribu de F, Y un vecteur aléatoire
B-mesurable et X une variable aléatoire indépendante de 3. Alors, pour
toute fonction mesurable h

E[h(X,Y)/8] = &(Y),P-ps,

ou @ (t) = E(h(t,X))

1.4 L’intégrale stochastique
Soit B = (Bt),s, un mouvement brownien sur (9, F, P), (F);, 58
filtration naturelle i.e. F; = ¢ (By, u < t). Le mouvement brownien n’
étant pas & variation bornée, on ne peut pas s’appuyer sur la théorie
de l'intégration classique de Riemann-Stieljes afin de donner un sens
4 la quantité

Jo HydB,

ol H est un processus stochastique continu. C’est pour cette raison qu’on
construit une nouvelle intégrale, appelée 'intégrale d’Ito.

Définition1.4.1 Soit A = (A),5o un processus continu et adapté,
1. On dit que A est croissant, si pour tout w € €2,

t — A;(w) est croissante
2. On dit que A est a variation bornée, si pour tout w € )
t — A; (w) est a variation borné
Définition 1.4.2 Soit (A, = {0 =t <t{” <. <t <) = t}>n>0
une suite de subdivisions de [0, ¢] telle que :

8



14. L’INTEGRALE STOCHASTTI QUE

n--00 .
|An| =0 et (X;),5, un processus continu.

Posons :

A pn—1 2
T (X) =3 (X — Xym)
i=1 i+1 7
On dit que le processus (X;),., est 4 variation quadratique finie sur 0, ]
si T/An (X) converge en probabilité. Cette limite est alors notée < X g X

l.e.

Pn—1 2
<X, X >= lim Y (X m — X (n)> en probabilité.

n-—-+o0 i=1 t1+1 t

Remarque 1.4.3
Si B = (B;),, un mouvement brownien standard et t > 0, alors on a :

<B,B>=t et V{(B)=c0c P-ps

Définition 1.4.4 (Martingale locale)
Soient |(R, F, (Fi)sog » P) un espace de probabilité filtré, X = (Xi)ysp T
processus continu.
On dit que X est une (F;, P) —martingale locale, s'il existe une famille
de temps d’arrét {T,,n > 1}, telle que

i) La suite (73,),,., est croissante et tE»nooTn = +00 p.s,

i) Pour tout n, le processus X T Lir,>0p = (Xf"l{m})po
est une (F;, P) — martingales uniformément intégrable.

La classe des martingales locales est strictement plus large que celle des
martingales continues, cependant on a :

Proposition 1.4.5
- Toute martingale continue est une martingale locale.

- Une martingale locale positive est une surmartingale.
- une martingale locale bornée est une martingale.

Théoréme 1.4.6 Si M = (M,),, est une martingale locale alors il existe
un "unique" processus continu, adapté, croissant et issu de 0 noté
(< M, M >;);>p tel que :
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(]\4?— < M, M >t)t20

soit une martingale locale (continue).
De plus, pour tout ¢ > 0, toute suite(Ay),,5, de subdivisions de [0, ] avec
’Aunl T— ‘O, ’ -

sup (TP (M) — < M, M >) 0

s<t
51 M = (M), est une martingale locale, on a vu que le
< M, M >est bien défini. De plus t —s< M , M >, est une fonction
positive croissante, ainsi on peut poser pour w €

<M,M >y (w) :tlim <M,M > (w).
=00

Théoréme 1.4.7 Soit M = (M), une martingale locale issue de 0.

1. Si M est une martingale bornée dans L? alors E (K M,M >,) < o0
et (M2~ < M, M >4)i>0 est une martingale uniformément intégrable.

2. 81 E(< M, M >) < oo alors M est une martingale bornée dans LZ.

3. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
i) M est une martingale de L2

W) Vi >0, E(< M,M >,) < .
Si ces deux conditions sont vérifiées alors (M2~ < M, M >1)e>0
est une martingale.

Définition 1.4.8 (Semimartingale).
Soit X = (X}),5, Un processus continu, on dit que M est une semimar-
tingale 8’1l s’écrit :

Xt IXO +]\/[t +x4t

ol (M), est une martingale locale continue issue de 0 et (At)esq st un
processus continu & variation bornée issu de 0.

Théoréme 1.4.9
1.5 M = (M, est une martingale locale continue et 4 = (A, un
)0 >0
processus continu & variation bornée, alors

10



1.4. L’INTEGRALE STOCHASTIQUE

<AA>=0=< M A>

2. 51 X; = Xo+ M+ A; et Y; = Yo+ N, + H; sont deux semimartingales,
alors

<X,)Y >=<M,N > .

Pn—1
ou < Mr, N >,= nl_n)l_&oo 1; <M¢?+1 — Mt?) (ML?-H — J’Vt?) P.p.s
Soit M = (M),s, une martingale locale issue de 0. On note par LE (M)

I’espace des processus progressivement mesurables H = (H),,, vérifiant :
t.
Vi >0, [Hid<M,M><oo P-ps
0

Théoréme 1.4.10 Si M = (M,),, une martingale locale issue de 0 et
H = (H;),»q € L}, (M) alors il existe un "unique" processus noté
((H.M)t)s>0 tel que

- ((H.M))t>0 est une martingale locale issue de 0

- Pour toute martingale locale N = (N;),5q
<HMN>=H <MN >
on note aussi
(HM), = [y H.dM,

Passons a présent & l'intégrale stochastique par rapport aux semimartin-
gales. Soient H = (H;),», un processus continu et adapté, X = (Xi),5,
une semimartingale continue i.e.

Xt=X0'+'.Mt+‘/t

o0 M = (M), est une martingale locale issue de 0 et V' = (V;),. est
un processus & variation bornée, continu et issu de 0. On note

(HX), = [ HydX,.

Définition 1.4.11 Soit X = (X;),., une semimartingale continue qui se
décompose

11



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Xi=Xo+ M, +V;

191 H o= (Ht)tzo est un processus continu et adapté alors 'intégrale
stochastique de H par rapport & X est définie par

HX=HM+HYV

Remarque 1.4.12 Si H = (H,),,, est un processus continu et
V' = (V}),5oun processus & variation bornée. Alors

(HV), = [, H.dV,
est bien définie (au sens de Riemann Stieljes)

Propriétés 1.4.13
Soient K = (K3),5q , H = (Hy),5 deux processus progressivement mesur-
able et B = (B;),s,un mouvement brownien standard.
- 8i X est une martingale locale continue alors H.X est une martingale
locale continue.
- 81 X est une martingale continue, bornée dans L? alors H.X ’est aussi
- 51 X est un processus continu & variation bornée alors H.X est un
processus & variation bornée.
- 8i X est une semimartingale continue alors H.X l'est aussi
- 8i H et K sont L (B) alors pour tout ¢ > 0

loc

E[(H.B),(H.K), = [ H,K,ds

o o

- Soit M = (M,,t > 0) une martingale. Si
B (Jy Hd < M, M >,< o) V£20

Alors H.M est une martingale, De plus
\

2 t
E [(fot Hdes> ] =E Q H2d < M, M >, )

7

En particulier, si H = (H;),, un processus de L}, (B) alors

loc

12



14. L’INTEGRALE STOCHASTIQUE

¢
(Mt = | Hsst>
0o .
est une martingale

L’intégrale stochastique posséde une formule de changement de
variables semblable & la formule du changement de variable classique
mais qui fait apparaitre la dérivée de second ordre inexistante dans la
théorie de I'intégrale de Riemann, ceci découle du fait que la variation
quadratique est nulle pour les fonctions & variation bornée. Le résultat
suivant établit cette formule :

Théoréme 1.4.14 (Formule d’Ito)

Si X1, ..., X% sont des semimartingales continues et F : R? — R une
fonction de classe C?, alors (F (X}, ..., X{))
de plus pour tout ¢ > 0:

150 €St une semimartingale,

o d
Flx), X8 = F(Xl,...,Xg)-l-Z/gj (X1, X2) dx!
0 7

d
1 0’F ; i
300 [ (X2 XE) (XX,
0

Cette formule est souvent utilisée pour les semimartingales de dimension
2 et dont I’'une des composantes est un processus a variation bornée. Dans
cecason a :

Lemme 1.4.15 Soit A = (A;),s, un processus & variations bornée,
X = (X¢);» une semimartingale continue et g une fonction C2.0n a
alors :

i

t

0 "0 ;

g (Ath:' = g (AO,XO) et / _gg (Ara Xr) dA, + / _gg (-Ara *XT) X,

ou ‘ ov
0 0

'U2

/ 00 (4n X,) d(X, X),
0
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CHAPITRE 1. RAPFELS ET COMPLEMENTS

dans le cas ou  F(a, Y)=zy,ona:

Théoréme 1.4.16 (Formule d’intégration par parties).
Soient X et V deux semimartingales. On a pour tout ¢ >

dX;Y; = X,dY; + VidX, + d < . g

Lorsque la formule d’It6 est appliquée & une fonction vérifiant I’équation
de la chaleur, on obtient

Corollaire 1.4.17 Si M = (M) > 0 une martingale locale et \ € C
alors e*(M) = (eMM Jt): > 0 est une martingale locale , avec

e(M)y), = M= (M M),

Preuve. Posons

donc, par la formule d’Ito,

M), = F (M, M), , M)
¢
oF
= Moy [ 27 1y, M), , M,)dMg
Oz
0
d’ou e*(M) est une martingale locale.

On a vu dans la remarque (1.4.3) que la variation quadratique du mou-
vement brownien sur [0,¢] vaut ¢, le résultat suivant montre que la réc-
iproque aussi est vraie :

Théoréme 1.4.18 (Caractérisation de Lévy.)
Soit X = (X1);50 un processus continu, adapté et issu de 0. Les deux
propositions suivantes sont équivalentes :

14



1.4. L’INTEGRALE STOCHASTIQUE

1. X est un mouvement browniern.
2. X est une martingale locale et < X, X >;=1t.

Le résultat suivant montre que pour les martingales locales, le crochet est
T une horloge interne qui permet de retouver le processus quand on évalue
un M.B. dans la classe des martingales locales continues.

Téorémel.4.19 (Dubins Schwarz)
Soit M une martingale locale continue issue de 0 et telle que
(M, M) = 400 p.s alors, il existe un mouvement brawnien B tel que :

p.s =0, M; = By,

Théoréme 1.4.20 (Représentation des martingales browniennes).
Soit M = (M;);>0 une martingale (cadlag) de carré intégrable pour la
filtration (F3),s, la filtration d'un mouvement brownien B = (B;)s>0.
Alors il existe un unique processus H = (H;);>o de M2 (R), tel que

Vt >0, M, =M+ [y H,.dB; P-ps.

Théoréme 1.4.21 (Inégalités de Burkholder, Davis et Gundy
(BDG).)
Soit p > 0. Il existe deux constantes c, et C, telles que, pour toute
martingale locale X continue et issue de 0,

¢, E [(X, X)ﬁﬂ <E {sup I.Xt[”] < C,E [(X,X)P/Z_J

o
>0

En particulier, si T' > 0,

B (X, X)*] < E [ sup IXt|p] < G [(X, X4

0<t<T
Définition 1.4.22 on note par sgn la fonction signe définie dans R par :

1 si x>0,
sgn(z) =9\ _, s z<0

15



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Proposition 1.4.23 (Formﬁle de Tanaka.)

t
lBtl = ngl’l(Bs) st + Lt
0

ol (B;),>, est un mouvement brownien standard et L; le temps local en
0 du mouvement brownien B (le temps local passé par B en 0 jusqu’au
temps t).

(L;) est un processus adapté a (F3)(la filtration canonique du
mouvement brownien)

Définition 1.4.22( Martingale d’Ocone).
Une martingale locale continue M dont la représentation est M; = By,
est dit une martingale locale d’Ocone si B est indépendant de (M) .

16



Chapitre 2

La classe d’unicité des
martingales locales continues

De facon générale, la loi L ((M)) du processus de variation quadratique
d’une martingale locale continue M ne détermine pas la loi L(A) de M.
En effet, deux martingales locales de lois différentes peuvent avoir le me-
me processus de variation quadratique.

On s'intéresse ici a la caractérisation de la classe U des lois L (M) de
martingales locale continues M déterminées par la loi L ({(M)) de leur
processus de variation quadratique (M) c’est-a-dire : L (M) € U équivaut
A :si M’ est une martingale locale continue définie éventuellement sur un
autre espace filtré telle que L ((M)) = L ({M")), alors L (M) = L (M").

Récemment, dans [16], les auteurs ont remarqué que la classe U est incluse
dans la classe des martingales locales d’Ocone (voir la Définition 2.1.1 ci-
dessous), et ont formulé la conjecture suivante, qu’on démontre ici : la
classe U coincide avec la classe des martingales gaussiennes (modulo une
condition supplémentaire, assez faible).

Dans la suite, on utilise les notations de [16] : pour une martingale locale
continue M, on désingne par C linverse continu & droite de (M) : C; =
inf{s>1t, (M), > t}, {FM} 5 la filtration naturelle de M, {FN}iso0la
filtration de son crochet (M) et (FF) la filtration de C (soulignons que
la tribu (.7:(?) interviendra dans plusieurs de nos arguments).

Toutes les filtrations considérées sont complétes et continues & droite. De

17



CHAPITRE 2. LA CLASSE D’UNICITE DES MARTINGALES
LOCALES CONTINUES

plus, sauf précision contraire, B désignera le mouvement brownien de

Dubins-Shwarz (DDS) associés a M.

2.1 Les martingales locales d’Ocone :

Nous prendrons ici pour définition d’une martingale locale d’Ocone
la définition suivante :

Définition 2.1.1 une martingale locale continue est dite martingale
locale d’Ocone si elle est nulle on 0, et si son mouvement brownien de
DDS est indépendant de (M).

Jette définition est équivalente & la propriété suivante : si {e;};50 est
un FM—processus prévisible 4 valeursdans {-=1,+1} alors

T
M= M oon M = / esdM, ; (1)
0

c’est cette propriété dont Ocone [11] a montré initialement qu'elle est
équi-

valente a la Définition 2.1.1 ci-dessus. Pour d’autres propriétés équiva-

lentes & (1), voir [4] et [16].

La proposition simple suivante, nous servira souvent par la suite :

Proposition 2.1.2 Soit M une matingale locale continue. Les deux prop-
riétés suivantes sont équivalentes :
i) L(M)eU.
1) Pour tout espace filtré (Q, A,
locale continue M'avec L ({M'))
gale locale d’Ocone.

P, F), s'il existe une F—martingale
= L ((M)), alors M’ est une martin-

Preuve. Il suffit de montrer que, si L (M) € U alors M une martingale
locale d’Ocone. Pour tout processus (¢),s, prévisible et & valeurs dans

{-1,+1},si

18



2.1. LES MARTINGALES LOCALES D’OCONE :

Mg = [} e,dM,,

alors

D’ou

Remarque 2.1.3.

1)11 est naturel pour notre étude d’introduire la notion de F—martingale
locale d’Ocone (comme on a introduit la notion de F— mouvement bro-
wnien, etc).

Une F—martingale locale d’Ocone est une F—martingale locale qui sa-~
tisfait (1) pour tout processus F—prévisible (g;), & valeurs dans {—1, +1}.
En général, une martingale locale d’Ocone n’est pas une F—martingale
locale d’Ocone. Par exemple, si F est la filtration naturelle d'un mouv-
ement brownien I3, alors les seules F —martingales locales d’Ocone de
crochet strictement croissant, sont des martingales gaussiennes. En effet,
soit M une F-—martingale locale d’Ocone, M; = [Ot pdBs, alors M, =
fot |ps] dBs est une martingale locale d’Ocone. D’aprés le Théoreme 3 de
[16], le processus (|14]);>q est indépendant de B et il est en méme temps
adapté & B, d’ott (M) est déterministe. Dans [16], on trouve des exemples
de martingale locale d’Ocone M “au sens strict” (c’est-a~dire qui ne sont
pas gaussiennes) dans la filtration F (avec p, > 0 dtdP p.p.).

2)Remarquons que si L (M) € U et M est une F—martingale locale, alors
M est une F—martingale locale d’Ocone. Mais ’hypothése qu’une mart-
ingale locale de M soit F—martingale locale d’Ocone est loin d’étre suff-
isante pour que L (M) € U, car cette hypothése impose I’égalité des proc-
essus de variation quadratique, ce qui est beaucoup plus restrictif que la
seule égalité de leurs lois (voir proposition 2.3.11 ci-dessous).

Voici un exemple d’une martingale locale d’Ocone M telle que L (M) ¢
U :soit (B!, B) un mouvement brownien 2-dimensionnel, d’aprés [16] la
martingale locale M; = fot | BE| dB? est une martingale locale d’Oone.
Mais la martingale locale N, = fot |BY|dB! qui satisfait évidement (M)
= (N) n’a pas méme loi que M (car N est extrémale et donc n’est pas
une martingale locale d’Ocone).
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CHAPITRE 2. LA CLASSE D’UNICITE DES MARTINGALES
LOCALES CONTINUES

2.2  Quelques éléments de la classe U

Il est clair que si FY = F& alors L (M) € U. le lemme suivant permet
d’avoir d’autres éléments de U.

Lemme 2.2.1 Soit M une martingale locale continue. Si M’ est une
martingale locale continue telle que (M’) e e +co[{M) ¢, alors

L (M) € U implique que L (M') € U.

Preuve. Soit M; = B,,, une martingale locale continue de filtration

(FtM') satisfaisant (M') = Lie, +oo[{M)—c. Soit A le processus continu
croissant A; = (M")4.. A est un FA —changement de temps continu
et N; = B, est une martingale locale continue dont la loi du crochet
est L ((M)). D’aprés la proposition 2.1.2, N est une martingale locale

d’Ocone et donc M’ aussi, d’ou L (M’') € U

La proposition suivante nous fournit une condition suffisante pour que

L(M)€eU.

Proposition 2.2.2 Soient M une martingale locale continue et C'

linverse de (M). Si FY = F§, alors L (M) € U.

Remarque 2.2.3.

En fait, on démontre ci-dessus que cette propriété est caractéristique des
éléments de la classe U.

On insiste sur le fait que cette propriété est bien F§ = FL et non FJ’ =
FX, car en générale, F§ # FY.

Un contre exemple simple est donné aprés la preuve.
Preuve. Si M’ est une martingale locale continue telle que

L(M") = L({M)), alors FY' = FC'.
D’ot, si B’ est le mouvement brownien de DDS de M’, alors B’ est
indépendant de F§' C fé‘fg’et ‘donc de FY', ce qui donne que M’ est
une martingale locale d’Ocone.D’aprés la proposition 2.1.2, L (M) € U.

Voici un exemple simple d’une martingale M qui n’est pas gaussienne
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2.2. QUELQUES ELEMENTS DE LA CLASSE U

avec L (M) € U. Soient a; et ay deux fonctions continues et croissantes
de RT dans R* telle que a; (0) = az (0) = 0 et 1 une variable aléatoire
de Bernoulli (%) 2

Pipe=l)=Phy=l)= %

On définit la martingale d’Ocone M associée au processus croissant donné
par :

(M); = a1 (t) 1gp=1y + a2 (t) Li=0}-

On a

Dot
L(M)eU.

Pour € > 0, si M’ est la martingale d’Ocone associée au processus croiss-
ant (M), telle que :

(lot)
= 1[2,+oo:[<M> —€

()
alors L (M') € U, d’ aprés le lemme 2.2.1. Remarquons aussi que :
Co=¢, F5 =0 (n)
et F' est triviable. Donc FY # F§'.
Dans un premier temps, on va traiter le cas o0 d(M); est équivalente a

dt. Dans ce cas, les éléments de U correspondants sont les martingales
gaussiennes, ce qui découlera aisément de la proposition suivante :

Proposition 2.2.4 Soit M une martingale locale continue définie sur un
espace filtré (Q, A, P, F) telle que :

(M), = [ Hds et H, > 0 dsdP ps.
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CHAPITRE 2. LA CLASSE D’UNICITE DES MARTINGALES
LOCALES CONTINUES

S5i L (M) € U, alors (M) est indépendant de tout F—mouvement
brownien B.

Preuve. Un grossissement indépendant (c’est-a-dire le plongement de (2
dans le produit de §) par I’ espace de Winer) permet de supposer qu'’il
exist sur {2 un mouvement brownien B’ indépendant de F..

Posons

M} = [y HdB, et M} := [} H.dB..

M et M" sont deux F'—martingales
ou

F=FV 5' (8' = FNat (B))

On a:

— [tdMg 1 [t aMy
Bi= )y 7t et By = )y &

donc B et B’ sont adapté & {FM'} et {FM"} respectivement (grace 4 la
positivité de H).
D’ou,

(lo3) :
((M), B) = ({M), B').
Ainsi, (M) est indépendant de B

Théoréme 2.2.5 Soit M une martingale locale continue de loi L (M) € U
telle que :
Z) <M>t = f()t HSQdSa
it) Hy > 0 dsdP p.s.
i17) 1l existe un mouvement prownien B, d-dimensinnel, d € N*U {+o0},
tel que (M) soit adapté a la filtratoin de B.
Alors (M) est déterministe.

Preuve. Considérons la filtration naturelle de B. Soient n € N* et
(fi (5))1<i<,, des fonctions déterministes boréliennes bornées telles que

> fHs)>0.
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2.2. QUELQUES ELEMENTS DE LA CLASSE U

Soit v le mouvement prownien :

D’aprés la Proposition 2.2.4, (M) est indépendant de «y et donc de fot Z fi(s) dB:.

i=1
Alors, pour tout t > 0 et toutes fonctionnelle ® > 0 on a :
t. o 1" =
E |®((M),, s <t)exp / > fils)dBi| | = E[®((M),, s <t)]E |exp / " fi(s)dB:
0 %=1 0 =1

Ainsi; (M) est indépendant de B et en méme temps adapté a B, donc
déterministe.

Le théoréme suivant, da a M. Emery, nous permet de supprimer ’hypo-
these (i) du Théoreme 2.1.5.

Nous utilisons la terminologie suivant : Une filtration JF est faiblement
incluse dans une filtration G, si F; C Gy, Vt > 0 (les F—martingales
locales ne sont pas nécessairement des G—martingale locales)

Théoréme 2.2.6 Toute filtration F telle que F soit essentiellement sé-
parable et Fy triviale, peut étre incluse faiblement dans une filtration
brownienne unidimensionnelle (au sens o la filtation brownienne contient
une sous filtration isomorphe & F).

Preuve. Soit (t),.; une subdivision de ]0, +o00[. D’aprés le Théoréme
d’isomorphisme lacunaire de Vershik [15] (voir aussi le Théoréme 3 de
[5]), il existe une sous-suite (t},),czde (tx)peztelle que ¢, | 0 quand

k| —ooett, T+ooet quand k T 400 et (ft;c) soit standard. Il existe
donc une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme
dans [0,1] telle que : Fy = o (..., Ug-1, U).

Un mouvement brownien B dont la filtration naturelle contient F est
défini par ses accroissements B, |, — By, , = cp,:l(Uk) ol ¢, est la fonction
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de répartition de N (0, g1 — tg—_3)

Corollaire 2.2.7 Soit M une martingale locale continue telle que F§
soit triviable. Si L (M) € U, alors (M) est déterministe.

Preuve. (Dans le cas on (M), est équivalente & la mesure de Lebesgue,
ceci découle immeédiatement des Théorémes 2.2.6 et 2.1.5 ci-dessus).
Introduisons un mouvement brownien B de filtration naturelle F# tel que
F¢ c FP pour tout t. (M) est un F5—changement de temps continu
d’aprés la Proposition 1.1.2, Chap. V' de [13]. Considérons la martingale
locale N; = Byy,,on a (N) = (M), d'ott N est une martingale locale d’
Ocone (Proposition 1.1.2). Mais (M) est FZ —mesurable, donc (M) est
déterministe.

2.3 Le théoréme de caractérisation de la classe

U:

Citons la proposition suivante, da a [16]. Ici on propose une démons-
tration différente.

Proposition 2.3.1 Soit M une martingale d’Ocone.
i) Toute {F}¥} —martingale (V;) est une {FM} —martingale et elle est
orthogonale & M, c’est-a-dire (N, M) = 0.
1) M est extrémale si et seulement si, M est gaussienne.

Preuve.
i) Toute {F} } —martingale est une {F } —martingale, car
{FY v 2} 150 €St un élargissement “de type indépendant” de {J’:tN }
(donc {F'} est immergée dans {FN V FF}) et

vt >0, FM c FN v FE

o)

ol ffj, =0 {B,, u>0}, (voir[3]).

Montrons que (M, N) = 0 pour toute {.EN} —martingale N.
On suppose que (M) est strictement croissant (pour le cas
général, voir [16]). N est une {F}} —martingale continue, d’ot
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2.3. LE THEOREME DE CARACTERISATION DE LA CLASSE U :

¥t 20, (M, N), = (Bun, No o an)), = (B, Ne) o (M), = 0,

car B et N¢ sont indépendants.
i) Supposons que M soit extrémale; si N est une {J’-"tN } —martingale,
alors il exsist un processus prévisible (f;),., tel que :

N, =N, i—fo fsdM, et (N, M), fofs M)s=0
D’out
= Jo f3d (M), =0
Donc
N, =N, V>0

Tout les {.FtN} —martingales sont donc constantes, F.¥ est triviale et M
est gaussienne.

La propriété qu'une martingale locale soit une martingale locale d’Ocone
est préservée par un changement de probabilité équivalente avec une
densité Do, € L'(FY). C’est ce qu'on démontre dans la proposition
suivante :

Remarque 2.3.2
La Proposition 2.3.1 reste vraie si M est seulement supposée une P—martingale

locale.

Proposition 2.3.3 Soient M une martingale locale continue, définie sur
I’espace filtré (Q FM  FM ) et P’ une probabilité a équivalente a P
telle que Dy, = &% soit F0 N _mesurable. Si M est une martingale locale
d’Ocone sous P, a}lors elle est une martingale locale d’Oone sous P’.

Preuve. D’aprés la Proposition 2.3.1 4), si D; := E [Doo {3F ] alors
(D, M) = 0.
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En fait, si D} := E [Doo/F}], D' est F}M—martingale locale, et donc D
= D'. D’ou M est une martingale locale sous P'. Montrons que M est
une martingale locale d’Oone sous P’. Soient Hy € L™ (.7 ) b Hy €
L (F1).
Ep/ {H].HZ] = EP [Dw]:[lHZ]
= Ep[DyHs) Ep[Hi| Ep [Doo)
= EP [-DooHl] Ep [DOOH;:]
Ep [H{|Ep [H2],

puisque Ep[Dy] =1 et B est indépendant de (M) . Danc M est une
martingale locale d’Ocone sous P’.

Remarque 2.3.4
La Propositin 2.3.3 reste vraie si P’ est seulement supposée absolument
continue par rapport a P.

Sorollaire 2.3.5 Avec les notations de la Proposition 2.3.3, on a :
Lp(M)eUs Lp (M) €U,

ou Lp (M) désigne la loi de M sous P et L, (M) désigne la loi de M sous
&,

Preuve. Soit M’ une martingale locale continue sur un espace filtré
(Q, 74, @, y—“M’) telle que Lo ((M')) = Lp ((M)).

Posons Q i= D32.Q' avee D3 i= D! (M?) et D} i= g [DZ\FY].
On a:

Lo ({(M')) = Lp ((M))

en effet : pour une fonctionnelle bornnée F,

Eq[F((M))] = Eg D3 F((M')
Ep [DZ' ((M)) 1
= Ep[F((M))].

Ona M =M — | % est une (J—martingale locale telle que :

)]
" ((M)]
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23 LE THEOREME DE CARACTERISATION DE LA CLASSE U :

<J\7> = (M") et Lg (<J\7>) = Lp ({M)).

Donc Lg (]W) = Lp (M) et M’ est uﬁe QQ—martingale locale d' Ocone.

La Proposition 2.3.3 nous donne que M’ est une ()'—martingale locale
d’Ocone, d’ott M’ = M’ est une Q'—martingale locale d’Ocone.

On va citer deux lemmes qui seront utiles pour la démonstration de notre
théoréme de caractérisation de la classe U.

Lemme 2.3.6 Soient 7, une variable aléatoire & valeurs dans {—1, +1}
avec P {ng = 1} = £, to,t_1 €]0, 00[ avec to > ¢_; et B un mouvement
brownien indépendant de 7, et de filtration naturelle F B 11 exsist un
mouvement brownien B’ tel que

sgn (B{to - Bé——l) = 770»-7'—5 = ]:f; Vo (’rlo)
et B est un B’'—mouvement brownien.

Remarque 2.3.7
Le mouvement brownien B’ qu’on va construire, est une solution de
I’équation

dB. =a(s, B,)dB, ou a (t, =) =~sgn. (a:tk = 73tk_.1) Lot (1),

avec £ € Co (RT,R) et (£),, est une suite de R* qui décroit strictement
vers 0. Cette équation a été étudiée dans [7] (voir aussi [1]).

Preuve. Considérons la suite (1) . o définie par :

N1 = ToSgn (Bto - Bt_-l) )
k:i‘l
o ]I Uns ou U, = sgn (Bt_n = Btn—l) , pour k < —]..

n==0

I

Tk
Vk < 0, la variable aléatoire 7, est indépendante de B, en effet :

k+1
H un} =0,
n=0

E [nk} = En] B
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et

k+1

E[F(B)n]=E |F(B)ng H Un| = E[no| E
n=0

F(B) H unJ = (.

On définie B’ par : sgn (B;, — B;_,) =1, et B' = [1dB ou

T}t = znklltkatk+l] (t) + 7701]1;0,+°0[ (lt) .
k<0

On remarque que 7, = sgn <B£k — Bt,k—l) et B, — By, =1 (B; — B:,)
site [tk, tk-i-l[-

La filtration considérée est la plus petite filtration F complétée par
rapport & la probabilité produit contenant 2 V o (1), ot t € [tg, tpt]
(F est une filtration continue & droite).

Montrons que B’ est un F—mouvement brownien. Soient ¢ € [ty , tx—1] €t
e€{-1,+1},ona

E[(B; - B;,) Lip=ey F (Bu, u<t)] = Elmy (Be = By,)| 1=e} I (Bu, u < )

I

eP(n, = ¢) E[(B, — By,) F (B, u<ty)]
0.

s Dl ! % - ' .

Donc F = F¥ car FB = F et B’ est un F—mouvement brownien. B
B! . g o G

est un 72 — mouvement brownien car B = [ ndB’ et 1) est F—prévisible.

Lemme 2.3.8 Soient € > 0 et M une martingale locale continue telle
que L (M) € U.

Si M¢ est une martingale locale continue (définie éventuellement sur un
autre espace filtré) telle que

t s1 t<e¢
Me = - 2
{(M)t_g—l—a si t>e, @)

alors, (M*) est indépendant de o (Bf L 0:), ou 3% est le mouve-
ment brownien de DDS de Me.

Preuve. Soit M? une martingale locale qui satisfait ’hypothese (2).
Notons
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23 LE THEOREME DE CARACTERISATION DE LA CLASSE U :

Ni = Yoage, -0 O = By — B
Pour tous s,t € R™ on a

{N) < s} = {(M?),,, <s+e} € ﬂg;.

/ € . b
D’ou (N) est un (.’F%Jr ) o —changement de temps continu et donc N
STE s>

est une martingale locale continue. On a L ((N)) = L ((M)), alors N est
une martingale locale d’Ocone et (M) est indépendant de ~°.

On peut énoncer maintenant notre théoréme de caractérisition de la classe

U.

Théoréme 2.3.9 Soient M une martingale locale continue et C I'inverse
de son crochet (M). On a L (M) € U si et seulement si FN = F¢. En
particulier, L (M) € U est une loi gaussinne, si et seulement si F§ est
triviale.

Preuve. 1l suffit de montrer : L (M) € U = FX = F§. Nons allons
présenter la preuve en plusieures étapes. Dans les trois premiéres,
on traite le cas particulier ot F§ est triviale.

Eta]pe 1:

Nous allons montere que V¢ > 0, F est triviale. Raisonnons par 1’ absurde
et supposons qu'il existe un ty > 0 et un ensemble A € J—"tf avec

P (A) ¢ {0,1}. Soit @ le changement de probabilité : ¢ := De.p, 0U

—dQ _ _1 1
Do = 35 = zpayla t ap@as 1ae

Remarquons que @) (A4) = £.

Dans la suite, on va travailler sous la Probabilité @ (d’aprés le Corollaire
2.3.5, Lo (M) € U). Soient 0 < t_; < tg et (T}),5q le processus croissant :

o i At <t g,
P M)y, it sit>t_q,
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(remarquons que T' L (M*') du Lemme 2.3.8). Notons C’ I'inverse de

T et introduisons le mouvement brownien B’ du Lemme 2.3.6), construit
a partir de 7y = 14 — 14c et de B (B est le mouvement brownien de DDS

de M).

Etape 2 :
On a besoin du lemme suivant :

' it vy 5 g e
Lemme 2.3.10 Notons F} := FF' vV FC'. Si A est indépendant de FZ,,
alors le mouvement brownien B’ est un F'—mouvement brownien

\
(.Ff':ﬂa(C;,sgtJr-e)).

e>0 /

(. s ol
Preuve. Soient ., <t <t et F une fonction F;” —mesurable et
k+1 = bk 1)
k+1

bornée. Posons pour k < —1, 1, = nyvg, ol vy == ]—Isgn(Btn - Btn_]_),

n=0
on a

I = E[(B; — Bék) FH (Bu, u S tk:) 1{"7}::5}]

- > E[vi (B~ By) Hly,—een] E [FLgny=cr)]
gl==+1

Mais pour k =0
I = E[(B; — Bio) H (Bu, u < t0)] E [FigLine=e}] =0,
et pour k < 0, 7, est indépendant de F,
= z E [Uk (Bt - Btk) H (Bu, U S tk,) 1{1,,“:55-1}} E [T/U]‘{%:E'}] E [F]
el==1

E[F)E [ny (B: — By) H (Bu, u < t) 1n,=c)]
E[F|E[(B.~ B.) H (B, u < ) 1yp—)] = 0.

Ainsi, B’ est un F'—mouvement brownien.
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Etape 3 :

En fait, A est indépendant de FZ'y = F§ (car C; =t pour t < t_; et
Ci=Cyt_,+t1pourt> t_1), donc B’ est un F'—mouvement bro-
wnien. On sait que T est un F’'—changement de temps continu, d’ot1

N, = Bl est une F’'—martingale locale cotinue. Comme (N) =4 (MY,
on a lindépendance entre o (B, , — B ,, t > 0) et (N), et donc
entre 0 (B, , — B, t 2 0) et (M) (Lemme 2.3.8). Ceci provoque
une contradiction (car A = {B; — Bj_, > 0} est mesurable par

rapport 4 FY), ce qui achéve la démonstration dans le cas particulier.

Etape 4 : (Le cas générale)

Dans cette étape, on va travailler sur I’espace canonique (enrmrutilise pas
les notations-de Pénoncé-du-Théoréme-3:2). Soient M’ 'ensemble (conv-
exe) de toutes les probabilités P sur Q = C (R, R) telles que le processus
des coordonnées M; (w) = w (t), soit une P—martingale par rapport a sa
filtration naturelle (F ) (" ) est continue & droite et complétée par
rapport 4 P).

On 4 besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.11 Soient P € M’ et P’ une probabilité sur F2 telle que
P « Pet Dy = ‘f;ll—;—’ soit F§ —mesurable :

i) P'e M'.

i) $i P € U, alors P' € U.

Preuve.
i) Solent 0 < s <tet Fe L™ (FY), ona:

Ep [(B. — B,) F] = Ep [(B, — Bs) FDo) =0.

D’ott B est un (P, FY ) —mouvement brownien et M est une P'—martingale
locale.
i1) Le cas ot P’ ~ P a été traité dans le Corollaire 2.3.5. Supposons que
P (Do = 0) > 0 et considérons Q' € M’ telle que Lo ((M)) =
Lp ({M)).
Posons

1 ;
Q = ————{[B:éo} _QI + 1{Dm=0}.P.
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En utilisant 7), on a :

1 1ipo=0}

Donc. Par convexité de M’, @ € M.
Remarquons que Lo ((M)) = Lp ((M)), d’ou P=Q et P'=()".
Etape 5

On va montrer que {Mult (FS/FE) > 1} =0 p.s.
Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe ¢y > 0 tel que

B = {Mult (FZ/FE) > 1} # 0 ps.

D’apr’es le lemme 2.3.11, P’ := Pl(‘fg).P eU.

En raisonnant de la méme facon que dans le cas particulier (Eta,pesl, 2

¢ e )/ i = A l lA lAc /
et 3) avac P’ au lieude P et Q' := 35 B4/ 70) + P’(.AC/J—f)) .p au

lieu de Q, on trouve le résultat (remarquons que A et 7§ sont Q'—ind-
épendants, Q' (A) = %, Q' (E) = P'(E) et Q(AN E) = 5Q' (E) pour
tout E € F§).

Voici maintenant une autre caractérisation de la classe d’unicité.

Proposition 2.3.12 L (M) € U si et seulement si le mouvement brow-
nien B de DDS de M a la PRP dans la filtration F = FZ Vv F¢, et M
une martingale locale d’Ocone.

Preuve. Supposons que B ait la PRP dans F et que M soit une martint

gale locale d’Ocone, et montrons que F§ = FS = F2.

Les filtrations F et F? sont immergées dans F, et si N est une (;Ftc) —martingale
locale, alors

N; = No + [ f<dBs.
pour un JF—processus prévisible (f;). Mais (N, B) = 0, on a donc

J3 fods =0,vt >0,
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D’ou
Vt >0, [y f2ds =0 et Ny = No.
Ainsi, F§ = FS = FX et L(M) € U (d’aprés la Proposition 2.2.2).

Inversement, si L (M) € U, alors F§ = FX (Théoréme 2.3.9) et
F=X8Y FP.

Preuve. Notons Fp := L (X), F la filtration naturelle de X et {]-},N ) s
celle de (X).

. . P! - t d(X, D),
Soient P' < Py, Dy := & /5, et X, = X, — [y 2.

Si Lpi ((X)) =11, alors Lp ()?) = L(X). En effet (voir[16])

Dy =1+ [ hdF, + [3 p,dX.,

ou F est une (F} 5 an
F—prévisibles. La condition Lps ((X)) = Il est équivalente a E¥ [Dy/FY =
1,Vt > 0. D'ou, Lp: (F) = Lp, (F), c’est-a-dire que F' est une P'— mart-

ingale locale et [} ﬂ%%

—martingale locale et h et ¢ soit deux processus

=), dome

JEhd(F),=0et Dy =1+ [y p,dX,.
Puisque D appartient a I’éspace stable engendré par X, si P’ e My, alors

D =1 (en raisonnant de la méme fagon que 1) et P est extrémale dans
M.
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Chapitre 3

Autres classes de lois des
martingales continues

Dans ce chapitre,on va voir quelques propriétés des martingales continues
qui vont étre analysées.

3.1 Quelques propriétés du M.B.S
De la caractérisation de Lévy, le mouvement brownien est l'unique
martingale continue (M;) tq : (M), = t, on peut déduire les propriétés
suivantes pour M un mouvement brownien

i) Si (g;) est le processus prévisible & valeurs dans {—1,+1} alors :

1 déf

MeZ M, on: My < [} e,dM,;

i1) Pour tout processus limité prévisible (¢,) :
Df = exp {fot sdM, — 1§ [y w?d<M>s}

est une martingale, et si on note () = Q¥ la probabilité équivalante

a P
Q/7 = Df.p/x.
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donc : M¥¢ = M ~ Jot p d(M), satisfait : {M‘P,Q} o {M.P}.

iii) Si S = sup,o, Mg, donc. S™ — M 2 |M] ..
Pour éviter toutes confusion, on doit vérifier que ces identités sont vraies
en loi pour M un (F}) mouvement brownien (en général pour les marti-
ngales locales continues M, D¥ peut étre seulement une martingale
locale).
En réalité dans la suite ot M n’est pas un movement brownien B ca doit
étre convenable de considérer quelques variantes precises de )
i1)det cOmMme %) mais ¢ est est un processus déterministe, Borel, et
limité.
i) (rry comme 44) mais ¢ est un processus prévisible limité qui depent de
(M) seulement.

3.2 Martingale d’Ocone et propriétés

Le reste de ce chapitre consiste & discuter la classe des martingales conti-
nues M (autre que (J;)—movement brownien satisfont i) (ou quelques
variantes ci dessus de 7)) ou 744).

Par exemple, il n’est pas difficile de demontrer que, plus généralement :
si (M,) est une martingale Gaussiénne ceci est équivalent &

((M),, t > 0) est un processus déteministe.

donc les trois propriétés sont valides.

En poussant ces arguments un peut plus loin, il n’est pas difficile de
demontrer que ces propriétés sont aussi valides, pour (M;) martinga-
le d’Ocone avec la représentation de Dubins-Schwaz : M, = By, tel
que B (movement brownien) et (M) sont indépendant

Le but de notre terminologie est Ocone [11] 4 montré la propriété d’indé-
pendance est équivalente & la propriété 7).

En outre, 'interet des martingales d’Ocone en relation

avec la transformation de Levy (en d’autre terme propriété i17) est
réalisé en [4]).

Concernant la propriété i3), on va le montrer :

Théoréme 3.2.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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CONTINUES

a) (M,) est une martingale d’Ocone
b) propriété ii)aest satisfaite ;  c) propriété 1) det -

Preuve. ¢) = a) on admet que 7i)q €st maintenu, et on considére une
fonction détérminéste o Borél, bornée, pour les fonctionels positives F,
on utilise donc la définition @)

Eq[F ((M),,s < t)] = Ep[F ((M),,s < t) Df].
(d’aprés i1)get) ON & :
Eq[F ({M),,
donc :
Ep[F(M),,s <t]=Ep[F((M),,s < 1) DE] .
systematiquement c’est équivalente a :

Ep DY/ (M), s <f] =1

d’ou :

¢ ¢
4 1 :
Ep |exp (/godes/ (M),,s<t]|| =exp 3 /gogd(iM)s N 4

0
La partie droite de (1) est égale a :
Ep (eXP <fot pod (7<M>s)) [{M),,s < t) :
Ot : (7,, % > 0) est un movement brownien indépendant de ((M), ,s = 0).
d’ont I’équation (1) donne (2) :
(loz) ¢
(M, (M), 5 £20) 2 (70, (M), 20) (2)

Rappelez que : My = Byyy,, d’ou le changement de temps dans les deux
cotés de équation (2), avec l'inverse de ((M),,t > 0) on obtient :
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39 MARTINGALE D’OCONE ET PROPRIETES

{(Buyu 2 0) 5 (M), £ > 0)} & {(7,,u 2 0); ((M),),t 20}

Ce qui montre précisement que B et (M) sont indépendants.
.a) = b) : on commence par (M;,t = 0) une martingale d’Ocone et on
concidére I'équation ¢ (s) de la forme & ((M), ,u < s) qui est prévisible

bornée. On a aussi noté M pour M?¥

Eq [F (J\fzu,u < t)] =FEp | F (Mu,u & t) exp /tcp (s) dM, - % }t[ ©? (s)d (M),
0 0
donc :

= M),

M, = Bany, — Jo e (Ty) dv,u <t

On fait un changement de temps dans I’éxponnentiel.

Aprés, dans la derniére éspérance on met en condition pour tout tribu
engendrée par ((M),,u > 0), en consequence de la propriété i) pour
le mouvement Brownien, on obtient 1’spérance conditinelle est égale & :

Ep [F (B<M>u’u < t) /<M>] .

En fin on obtient.

Eo [F (Mu,u < t)] = Ep[F (My,u<t)].

.b) = ¢) : c’est évident.

Remarque 3.2.2 o) On n’est pas sure que la propriété générale 7i) est
satisfaite pour la martingale d’Ocone,

) Pour éviter le prolongement de la relation du théoréme (1) on a pas
ajoute la propriété suivante. '

d) Pour tout processus détérministe bornée . {(M) ,Q%} @ {{M),p}.
La preuve de I’équivalente : a) <= d) utilise les méme arguments
comme : a) <= ¢).

Remarque 3.2.3 Malgré que la martingale d’Ocone partage les méme
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CONTINUES

propriété i), ii) sy, 141) avec le mouvement Brownien, elle ne partage
pas la propriété importante de la représentation des martingales Préci-
sement pour toute martingale (N;) (par rapport & la filtration naturelle
de (M;)) N n’est pas forcement une intégrale stochastique par rapport a

M, d’ou :

Proposition 3.2.4 la martingale d’Ocone (M;,t > 0) a la propriété de
représentation des martingales (avec la filtration naturelle) si et seulement
si ((M,),t > 0) est un processus déterministe

Preuve. D’aprés la déinition des martingales d’Ocone (M) est
indépendent de 3, le mouvement Brownian de DDS associé a
M on peut écrire :

Py = [ P((M) € da)w® (%)

ou Pyy,resp w® sont 1, loi de M, resp : la loi du martingale continue
avec un processus-croissant (déterministe) af(.)

M aura la propriété de la représentation des martingales ssi Py, est
extrémal par rapport & 'ensemble des martingales continues.

De (*) Py est un point extrémal ssi p((M) € da) diminue en mesure
de Dirac en d’autre termes il existe une fonction a(.) déterministe évolué

comme P ({M) =a(.)) =1

3.3 Les classes de martingales continues

En ce point ,ca apparait intérressent de dessiner le diagramme suivant qui
indique les quatres classes remarquable pour les martingales locales conti-
nues :

— E —
— p —
— 0O —
iclassification des martingales Jocales continues
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e : extrémal p : pure ¢ : gaussien O : Ocone
D’aprés le diagramme on 4: ( CpCe aussi: ONe=0Np=¢,

on compléte la proposition ci-dessus par la description de toute les mar-
tingales par rapport 2 la filtration naturelle{FtM } >0 de (M) . on pourait

introduire {FY } la filtration naturelle de {({M;),t > 0)}

Théoréme 3.3.1 soit (M;) une martingale d’Ocone.
1)pour toute {F } t>0martingale(Nt), N est {FM} —martingale et elle
est orthogonale & (M;) qui est (N;M; > 0) est 1 } ,>gmartingale

locale.
2)L’espace des martingales carré intégrable {]—"tM } R la somme

direct de ’éspace stable engendré pa,r{]-'tN } —- de ’éspace stable
engendré par {M;} . N

Preuve. 1) on considére(N;) la martingale uniformément intégrable
{FtM} est martingale.

On va prouver :

E [No/FM] = N, (= E(Noo/FY)

ce qui prouve le premier point de la premiere partie du théoreme avec la
notation évidente on a :

E[Noof (M5 8] = E [Neof (Ba,r5 <2)]
= [ W () BN (M), 5 < 1)
_ /W (dw) E [Nof (w({M),), s < 1))
E|

Ntf (Ms, S S t)] y

On démontre que (N;M;,t > 0) est une{ FM } martingale soit s <t on
a aussi :

E[NM.f(My,u < 5)] = / W(AB)E [NiBn, £ B, < )
On utilise la propriété des martingales pour [ et I'indépendance de (M)
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et 8 donne :

BINMLF My < 9) = [ WB)E [Nebnf Ban,u < 5)]

Aprés on utilise la propriété des martingales pour (N;) par raport a

{]:,N } ;on obtient :

E[NMf (My,u < 5)] = / W (d8) B [NoBn, f (Bon,»u < )|

= E[N,M,f (My,u<s).

2)Pour démontrer le deuxiéme point, il suffit de considérer ¢ € L%(

de 1a forme :® = FG ou F € L*(FY,p) et G € L*(B,p) ot :

B =81 8,8 2 0}

comme il est bien connu, G' peut étre écrite sous la forme :
G =7+ f;° QXs)db,,
pour un 7y € R et {f,}un processus prévisible ¢ ou
E ([ *(s)ds] < oo.
En formant le changement de temps s = (M) on obtient :
G=7+ [y e(M),dM,,
et on note :
Gy =+ [ (M), dM,.
D’autre part on associé & F' la martingale {ftN &

F,=E[F/F}] = E[F/F}]

M o)
foo ) p /'

En utilise la premiére partie du théoréme, en utilisant la formule d'Ito :

FGy=FRy+ [°Fs_dG, + [;° G.dFs + [F, G|,
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mais comme G est continue et (F}) et (Gy) sont orthogonales on a :

[F,G], = (F°,G) =0.

finalement : d = FG = Fyy + [ Fs_o((M),)aM; + [ G.dF,
0 0

ce qui prouve le 2°°¢ point.

3.4 Conclusion

L objectif de ce mémoire est de généraliser la caractérisation de lévy d'un
mouvement brownien standard dans le sens ou si on connait la loi des crochet
d’une martingale M on peut connaitre la loi de M, ainsi on preuve que les
seules martingales locales dont la loi est déterminée par la loi de leur crochets

sont les martingales gaussiennes
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