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0.1

Introduction

Lal théorie mathématique du contréle a connu un développement trés important et son

champ

d’application couvre actuellement de nombreux domaines, notamment Iindt strie,

I’écongmie, la biologie et lautomatique.

Cette théorie fait appel &4 de nombreux outils mathématiques et repose sur une grande

variétd

de modeles. Ces outils théoriques permettent de prévoir mais aussi d’applicuer

ses concepts afin de remplir les ob jectifs qui sont en relation discréte avec elle.

En d’antres termes nous avons des systémes régis par des équations aux dérivées partizlles,

ou intégrales ou intégro-différentielles, lorsque les variables caractéristiques du processus

a étudier sont des fonctions de la variable d’espace.

Les systémes sont représentés mathématiquement par des équations différentielles ou par

A

des équations aux différences finies lorsque les processus sont décrits par un nombre fini

de grandeurs.

Les systémes sont stochastiques lorsque les phénomeénes aléatoires interviennent.

L’un des thémes importants de cette théorie est la vérification de la stabilité d’un

systéme

qui est un point crucial de I'élaboration de la loj de commande.Pour parapara-

ser, il parait méme que toutes les techniques de construction des lois de commande sont

étroitement liées a des considérations de stabilité. Dans le cas des systémes linéaires ce

problém

la littér

ouvert e

e de stabilité a été largement étudié et une théorie compléte est disponible dans
ature voir [7].Pour les systémes non linéaires, le probléme reste essentiellemr ent

t les résultats restent limités & des classes particuliéres de systémes.

En ggnéral, la stabilité d’un systéme est vérifiée en construisant une fonction

VD = R, o D est un domaine de R™, définie positive et telle que sa dérivée tempo-

relle totale soit définie négative. Dans des problémes concrets, bien que cette condition

soit nécessaire et suffisante pour la stabilité asymptotique, il est souvent trés difficile de

trouver une telle fonction.

Dot la

motivation pour établir des conditions suffisantes (et nécessaires) pour garartir
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la stabilité asymptotique sans connaitre une fonction de Lyapunov.

L

a

L

par Stefan Hilger dans sa thése de doctorat o1 il

théorie des équations dynamiques aux échelles de temps a été introduite en 1988

a notamment définie la, A-dérivée de la

facon |suivante.

Définition 0.1 Soit [+ T — R™ une fonction et t e T*, f est dite A—différentiable en

t 8%l eziste un vecteur fA (t) € R™ tel que pour tout ¢ > 0, 4 eziste un voisinage U de t

tel que

PO

ent pd

Ici,

Q
<

(¢}

wn

temps g
dans un
la A-déy
A-dériv

I @) = £ () = 72 (8) (o (8) - N <elo(t)-s],

riout s € U. On appelle f& (t) la A—dérivée de f ent. Si [ est A—différentiable

ur tout t € T%, alors f2: TF — R™ est dite Ia A—dérivée de f sur T*.

o (t) =:inf{$eT:s>t},p(t)::sup{se'ﬂ':s<t} et

- Tx]o(sup T),sup T]sisup T < oo

T sisup T = oo,

gt & partir de cette définition qu’ont été introduites les équations aux échelles de

ui ont la méme forme qu'une équation différentielle 4 Pexception que par exeniple,
€ équation du premier ordre, la dérivée d’une fonction 2 (z') est remplacée par
Fivée (22) de cette fonction. Nous verrons plus loin dans le texte que si T = IR, la

Pe équivaut & la dérivée au sens classique et les équations aux échelles de temps

deviennent des équations différentielles. Si T = Z, les équations aux échelles de temps

deviennent des équations aux différences finies, pour plus de détails, on peut consulter les

deux liv

considér

notamm

res (3, 4]. D’ailleurs, lintérét pour ce dernier type d’équations a connu un essor
able au cours des derniéres années pour expliquer plusieurs phénomenes disc: ‘ets

PNt en économie, psychologie et génie. La théorie des équations aux échelles de

temps vient dans un premier temps unifier ce qui peut &tre fait dans les domaines des

équations différentielles et les équations aux différences finies. En travaillant sous angle
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d’une gchelle de temps générale, il est possible de faire progresser simultanément ces deux

champs des mathématiques. Dans un deuxiéme temps, la théorie développée autour des

échelles de temps permet I’étude de phénomeénes se modélisant d’une facon qui fait appel

simultanément au discret et au continu. Ainsi, une équation définie sur une échelle de

temps|de la forme UF=5° [2k, 2k + 1] est trés utile pour décrire des phénomeénes saisonaiers.

Par exemple, ce pourrait étre pour 1’étude d’une population d’insectes qui apres un

certain

certain

temps disparait, pour réapparaitre ultérieurement aprés avoir été pendant un

temps sous forme de larve. Motivé par cette théorie, les auteurs de article [2] ont

étudié|la stabilité uniformément asymptotique et exponentielle d’un systéme dynamique

perturbé aux échelles de temps o, ils ont montré si le systéme linéaire suivant

z8t) = A(t)z(t), (1)

wlts) = g

oug € R" ¢t &€ T;et A: T— R une matrice régressive dépend de t est

uniformément exponentiellement stabe, alors le systéme perturbé associé conserve sussi

la mém

Nou

ot |

e propriété.

s représentons la perturbation comme une terme additif sur la droite de

) = A(t)z(t) . Donc, le systéme perturbé associé est donnée par

T2(t) = A@)x(t) + F(t, z(t)),
CE(to) = Xy. (2)

ou H(¢;0) =0sur T, et F : TxR" est une fonction rd-continu.

Le but de ce mémoire est de développer des résultats obtenus dans [2] autour d= la

vérification de la stabilité de certaines classes des systémes dynamiques perturbés aux

échelles

de temps, en utilisant les inégalités intégrales de type Gronwall-Belleman aix
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échelles de temps. On montre sous des conditions exigés sur le terme perturbé que le
systeme non linéaire reste uniformément exponentiellement stable si le systéme associé
posseéde cette propriéte.

Ce travail est organisé de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre, on commence par rappeler briévement quelques notions
générales sur les échelles de temps avec exemples. Ensuite nous présentons les nctions
fondamentales de stabilité, puis on introduise quelques résultats sur les inégalités inté-
grales |de type Gronwall-Bellman aux échelles de temps qui nous seront utiles da s le
deuxiéme chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions la stabilité uniformément asymptotique et
exponentielle du systéme (2) par Papproche des inégalités intégrales de type Gronwall-
Bellman aux échelles de temps. .

Enfin, on termine le chapitre par la présentation de quelques applications.




Chapitre 1

Rappels et Généralités

1.1

Introduction

Aujourd’hui, la stabilité asymptotique et exponentielle deg équations différenticlles

ordinaire (EDO) est bien maitrisée. Au 19éme siécle, le célébre Alexander Mikhailovich

Lyapund

Vv a été le premier qui a avoir formulé mathématiquement cette idée. Lyapu-

1oV a montré que 'existence de certaines fonctions, définie positive, prouvait la stabi jté

pour les
bilité d’y

EDO continues. Pour permettre d’étudier analytiquement le probléme de sta-

ln point d’équilibre, Lyapunov [9] a généraliss la notion d’énergie en regardant

I'évolution de cette derniére. La méthode de Lyapunov, consiste 3 étudier la stabilité du

systéme sans connaitre la solution explicite du systéme étudijs, En effet, la procédure de

base est

de générer une fonction "de type énergie" dite fonction de Lyapunov pour le

systeme dynamique et d’en examiner sa, dérivée temporelle le long de ces trajectoire. Ce
g 3

qui tradujt physiquement ’idée que si Iénergie totale dy systéme est dissipée de maniére

continue

alors le systéme devra rejoindre un point d’équilibre dans un temps infini (sta-

bilité asymptotique) ou dans un temps fini (stabilité en temps fini). En d’autre termes,

le system

6 est stable si son énergie diminue et elle est minimale & 'équilibre. Plus tard

en 1963 J| Kurzweil a démontré dang (8] équivalence entre Pexistence de ces fonctions,

appelées

foncrions de Lyapunov, et la stabilité pour les EDO continues.




Dans ce chapitre, nous présentons en premiére partie quelques notions de base sur
la théprie des échelles de temps, puis en deuxiéme partie, nous introduisons les notions
fondamentales de stabilité et on termine le chapitre par I'etablissement de queclques
inégalités intégrales de type Grondwall-Bellman qui sont trés utiles dans l’etude de sta-

bilité.

1.2 | Notions de base sur la théorie des échelles de
temps

Nous signalons que les résultats de cette section sont tirés des deux livres 3,4].
Définition 1.1 Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R.
Exemple 1.1 Les ensembles N v Z,[0,1]U [2,3],[0,1] UN sont des échelles de temps.
Exemple 1.2 Les ensembles Q,R\Q, C, (0,1) ne sont pas des échelles de temps.
Remanque 1.1 La topologie de T est induite par celle de R.

1.2.1 | Operateur de saut

Définition 1.2 Soit T une échelle de temps, pour t € T, on définit | ‘opérateur

de saut qvant o : T — T
o(t)=inf{seT:s>t}. {E11)

Définition 1.8 Soit T une échelle de temps, pour t € T, on définit | ‘opérateur

de saut arriére p: T — T

p(t)=sup{seT:s<t}. (1.1.2)




Remarque 1.2 Par convention, on supposera que o () =t sit est le mazimum de T,

~

et\que p(t) =t sit est le minimum de T.

1.2.2 Classification des points

Soit T' une échelle de temps, ¢ un point de T.

Définition 1.4 On dit que t est un point dense & droite de T, t < sup T
(resp. un point t dense & gauche de T) sio(t) =t (resp. p(t) = t).

Définition 1.5 On dit que t est un point dense s’il est simultanément dense & dro-te

et 4 gauche.

Définition 1.6 On dit que t est un point dispersé a droite de T

(resp. un point dispersé & gauche de T) sio(t) >t (resp. p(t) < t).

Définition 1.7 On dit que t est un point 1solé s’il est simultanément dispersé o droite

et a gauche.

Définition 1.8 Nous définissons les fonctions de granulation p,v:T — [0, o0

plE)=o(t)~tetvt)=t-p(t).

par :

(1.1.3)

Maintenant, nous présentons quelques exemples concernant le calcul de lopérateur

de saut avant et arriere :

Exemple 1.8 Soit T = R, pour tout ¢ € R,

on a

o(t) = inf{seT:s>t}=inf(t 68) =i

pt) =t




donc tous les points de R sont denses. Les fonctions de granulation I,

p(E) =0 etv(t)

= 0.

Exemple 1.4 Soit T = Z, pour tout t € Z, on a

o) =inf{seT:s>t} =

ainsi tous les points de 7. sont isolés. Les fonctions de granulation Hyv sont : () -

et v (t] =L

Exen

=

et

Aingi

et

ple 1.5 Soit T =

inf{t+1,t+2,...... }=t+1,p(t):=::t—1,

[0,1]U[2,3] on a :
tsite[0,1[U[2,3
o (t) = 8 U [ ],
2sit=1
tsite[0,1U]2,3]
p(t) = { :
1sit=2
0site0,1[u L (2,8]
1sit=1 ’
0site 0,1]U]2,3
L= ] 0siten UL
1sit=2

Exemple 1.6 Considérons I'échelle de temps T = (J [2k, 2k + 1].
k=0

On a

O0site (J [2k,2k+ 1]

p(t) = =%
1site (J {2k +1)
k=0

On définit maintenant I’ensemble Tk,

v sont données

=]



Définition 1.9 Soit T une échelle de temps

- TN\]p(supT),supT] si supT < oo

T st sup T = oo

Remarque 1.3 S5 le mazimum, de T est dispersé o gauche, alors on pose T* = TY supT.

Stnony par convention T* = T.

Définition 1.10 Pour deuz points a,b € T, lintervalle d’échelle de temps est aéfinie

par :

lo;blp ={teT ra<t<b}..

Si 4 = +o0, nous notons T = [a, +00[p .

1.2.3| A—-Dérivée

Définition 1.11 Soit f : T — R", une fonction et t € T* [ est dit A-différentiable

ent s’y existe un vecteur fA (t) € R tel que pour tout ¢ > 0,4l existe un voisinage [ de

t tel que

[fe@®)=F() =A@ @) ~5)]| <elo@) -,

pourt tout s € U. On appelle f2 (t) la A—dérivée de f ent. Si I est A—différentiable
ent pour tout t € T, alors f2 : T% — R™ est dite la A—dérivée de f sur T*.

Théoréme 1.1 Soit f: T — R™ une fonction et t € T.

(@)

St f est A—différentiable en t, alors f est continue en t.

(43) S5 f est continue en t et sit est dispersé a droite, alors f est A— différentiable en

t, de plis on a :

TR (1.2.4)

(41) 95 t est dense a droite, alors f est A— différentiable en t si et seulement si

10




lim
s—t t—s

existe et est finie.

Dans ce cas on q -

fA (t) = lim f (t) - f (S)

s—t t——s

()8t f est différentiable en t, alors :

Fle@®)=Ff®+u@ . (1.1.5)

Maintenant, on donne quelques exemples concernant le calcul de la A—dérivée.

Exemple 1.7 Considérons g Jonction f : T — R définie parf(t) =12 00T = {Z,n¢ No}.

Commet e T done Ing € Ny : t = =

Ainsi
o) =",
et comme
Ay Jla@®)-f@)
f (t) L o (t) —t )
alors

A —
2 2
_ ng+1  myg
8 2
27&0 1
= =5 73

11




1
FA@1) =2t + 5

Remarque 1.4 $i T = R, alors d’apres (iii) du théoreme précédent la fonction f:R —

R est A-différentiable en t € R 881 :

£ —1im L O = £ ()

t—s t—s ’
eviste et de plus f* (t) = f(t).

Remarque 1.5 i T = 7 d’apreés (i1) la fonction f : Z — R est A—différentiable en
tE€Z et pn a

Théoréme 1.2 Sif g: T — R sont A—différentiables en t € T*

, alors :
(1) f+ g est A—différentiable en t de plus

(F+9° ) =21+ ().
(%) (alf) est A—différentiable en t pour tout o € R et on q
()™ () = af® (1).

(¢44) fg est A—différentiables en t et on a

(f9)* (t)

OB+ fo@) g @)
= 0O+ (t)g(o1).

12




S1g9(t)g(o (£)) £ 0, alors z est A—différentiable en t on g
g

N o A Wa® = £ ) g 1)
<g) = ) —

Définjtion 1.12 Une fonction f : T — R™ est dit rd-continue si elle est continue en

tout point dense a droite de T et s sa limite o gauche eziste et finie en tout point dense

a4 gauche de T,

Remarque 1.6 L’ensemble de toutes les fonctions rd-continyes est noté par C,; ou

C,a(T).

Remarque 1.7 L’ensemble de toutes les fonctions A—différentiables et rd-continues est

noté par C},; ou CL, (T) ..

Définit

ion 1.13 Lo fonction F : T — R est dite primitive de f : T* — R si elle vé rifie

FA2(t) = £ (t) pour tout ¢ € T,

Théoréme 1.3 Toute fonction rd-continue f:T* = R admet une primitive F: T - R
et on note
/ F@Q)At=F(r)— F(s) pour tout r,s €T,
J S
de plus

o(t)
FT) AT =pu(t) f(t),t € T

s

Théoréme 1.4 Soient a,b,c € T, € R et f19 € Crq (T*) alors :

13




Si

sur [a, b 7 1 alors

b

Proposition 1.1 Poyr T = Rona

/abf@mt:/abf(t)dt.

1.2.4

Proposition 1.2

Définition 1.14 Sost p : T*

/f@f@m

b
/ £ ()¢ (8) At

Il

/«b» b b

[UO+o@iar = [rmacs [owa

aQ b Ja b a
[orma = [rwa,

r b a-a,

[ e - [ s
At = /Cf(i:)At+/bf(t)At.
“fwat = o

FOI<g0)

] @ At) < /abg (t) At.

A~Intégration par partie

b
@I [ 1> maoa
[ roeoa

[(fg) (®)=" -

— R, p est dit régressive si elle vérifie :

14



L+u(t)p(t) #0.

Remarque 1.8 Pour tout ¢ ¢ T*, ’ensemble des fonction.

est noté par R.

§ régressives et rd-continues

Définition 1.15 L’ensemble de toutes les fonctions régressives positives est définie par :

R = {per:1 +1(8)p(t) >0, pour tout t ¢ TK} :
Définition 1.16 Pour h > 0, on définit la transformation cylindrique :
&n |Ch— Zy, par :

1

§h (Z) = A IOg (1 + zh) )

ot log est le logarithme principale,

Zh={ze(c :—E<Im(z)§1;{

h h
et
1
Ch=q2€C: 24>},

h
Pour b =0, on définit : o (2) = 2 pour tout z € C.
Théoréme 1.5 On suppose que p € R et ty € T un point fizé, alors le probléme & valeur
mnitiale

vE () =p )y (t),y (to) = 1, (1.16)

admet une unique solution, dans T, donnée par

Y (t) = ep (t,%0),

15




avec

ottt =exp (['g, (pr)ar).

Remarque 1.9 [] st clair que

Remarque 1.10 p,

out

Remarque

out, ty € Z,

Théoréme 1.6 Soit g ¢ T beTetL:TxTF

t>a et L2(t,.) est rd-continue dans [a,o (t)]

e @), t) = 1+ u()p)e s to). (1.1.7)

ur T =R, la fonction exponentielle est donnée par :

ep (t,29) = exp (/t:p (1) AT)

heRetp: R-R est une fonction continye.

1.11 Pour T = Z, la fonction exponentielle est donnée par -
T=t
e (t,to) = [[ 1+p(r),
T=tg

to<tet,p:Z—R estune suite vérifie

p(t) # ~1 pour tout t € 7,

= R est continue en (t,t), pourt c 1%,

» O SUPpose que pour tout ¢ > 0,3U, un

voisinage|de t indépendant de r € [a,0 (1)] tel que :

Ou f4

(o), 7)~L (8,7) = LA (t,7) (o (t) - s)| <elo(t) - s|, VseU.

dénote la dérivée de [ par rapport ¢ lg 1%re variable, alors on q -

a(t) = /tLa,T)AT:gA(t):/ LA (6,7) AT + L(o (1), 1)

)

16



Théoreme 1.7 Syt J i R—R une Jonction continue et dtfférentiable et g : T - R

A~ différentioble dans T* , alors fog est A—différentiable et on g :

(fog)®(t) = {/0 Fa(®)+hpt) g (t) dh} 94 (t), teT*

Définition 1.17 On définit le cercle minus de soustraction © sur R par

Pb—q
B = =2
req 1+ pug
—p(?)
Op)(t) = %
©(@p) = p.

Théoréme 1.8 Soit D,GER, on g :
(Deol(t,s) =1 et e (t,t) = 1;
()eg(0 (8),5) = (1 + u(p)e, (1, <)
(i) = eap t,9);
(1) & (t,5) = i = g (5, 1)
(vep(t,8) e, (s, r)=ep(t,T);
(videy (2, 5) e, (2, S) = epgq(t, 8);

(’UZZ)?—EE:—::- = ep@q(ta 3)’

i) —L A . _ p(®)
(vidr) ) = ()

1.3 Notions fondamentales de Stabilité

Nous entendons par stabilité du systeme, la stabilité des points d’équilibre qui est

généralement étudiée 3 I’aide dy concept de stabilité au sens de Lyapunov. Les défnitiors

de la stabilité au sens de Lyapunov consiste en ’étude des trajectoires du sytéme quand

I’état initial est "prés" dun état d’équilibre. Cela refléte la possibilité de perturbations

affectant le systéme, sous forme des conditions initiales non nulles.

17




Défin

ition 1.18 Le point d’équilibre z = 0 dy systéme (2) est dit stable si, ¥ ¢ > 0

i 4

Vtg € T, il existe un scalaire positif d(e,to) tel que,

Sin

Définition 1.19 Le point d ‘équilibre x

”x(tU)H < J(E,tg) == H.CE(t, to,.ﬁl’)g)“ <g Vte T:(; (21))

on le point d’équilibre est dit instable.

=0 du systéme (2) est dit uniformément stable

st, V & > 0 4l eziste un scalaire positif d(e) indépendant du point initial ty, tel que

Jette définition signifie, quelle que soit la boule d’exi

possible de choisir une certaine sous-boule de rayon r tell

initiale

lz(to)ll < 8(e) = lle(t, to, 20)]] < &, V2 € T (12.2)

gence de rayon, il est toujours

€ que pour toute condition

comprise dans cette sous-boule, la trajectoire résultante sera, en tout teraps,

comprise dans la boule d’exigence de rayon .

Dans un langage plus imagé, un petit déséquilibre initial n’entraine qu'un petit

équilibre au cours du temps, déséquilibre qui peut trés bier

dés-

1 étre permanent.

Il existe plusieurs notions de stabilité :

-Stak
-Stak
-Stah
La st
trajectoi

d’équilib

Deéfiniti

totiquem

UNe const

re ayant pour condition initiale un point de ce voisinage converge

ilité asymptotique.

ilité exponentielle.
ilité locale et globale.
abilité asymptotique exige lexistence d’un voisinage de I’équilibre tel que toute

vers le point
re

on 1.20 Le point d’équilibre z = 0 du systéme (2) est dit uniformément asymp-
ent stable s’ il est uniformément stable et uniformément attractifi.e,. il existe
lante positive c,vérif ie
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V[|z(to)l] < ¢, Ve > 0,3T = T(e,c) tel que ||x(t, t, To)| < eVt >tg+ T (1.2.3)

Définition 1.21 Le point d ‘équilibre x = 0 du systeme (2) est dit globalement unifor-
mément asymptotiquement stable s’il est uniformément stable, § (¢) peut étre choisir pour

satisfaire lz“gz (e) = +co et la relation (1.2.3) est satisfaite pour tous les z(ty) € R™.
E—-1+00

Définition 1.22 Le point d ‘équilibre z = 0 du systéeme (2) est dit uniformément CLPO-
nentiellement stable s’ ils existent deua constantes A,y > 0, avec —)\ € R *+ telles que

pour tout ty et z(ty), la solution satisfaite :

Nlz@®] £ veox(t, to)||wo||, pour tout t e T (12.4)

L’analyse de la stabilité des systémes linéaires non-autonomes peut complétement

8tre caractérisé en termes de la résolvante du systéme. En effet, considérons le problme

XA(t) = AWX (), X (to) = I, (1.2.5)

Définition 1.23 L application A : T — M, (R) est appelée régressive, si pour toutt = T

la matrice carré I + K(t)A de degré n x n est inwersible, ot I est la matrice identiié,

La class‘e de tous les fonctions régressives et rd-continues A de T vers M, (R) est notée

par C/’TﬂT(T; M,(R)).
Nous supposons que les coefficients de la matrice dans le modele (1.2.5) sont bien
détemm’ﬁés pour que le modéle spatial admet une solution unique pour chaque spécifique

valeur ingtiale x(tp).

Définition 1.24 Pourt, ¢ T, la solution du probleme (1.2.5) s’ appelle exponentielle de
la fonction matricielle, notée par ¢4(t, %), ot A € CryR(T, M, (R))
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En conséquence, la fonction G 4(t, to) possede les deux propriétés suivantes :

galt,to) = A@)pat,to), (1.2.6)
Palto,te) = I

Cette fonction matricielle est appelée matrice de transition et notre hypotheése sur A(t)

montre que la matrice de transition existe et elle est unique.

Théoréme 1.9 Supposons A, B ¢ Cra®(T; M (R)) , alors La matrice de transition
possede les propriétés suivantes

(1) palt,r)da(r, s) = palt,s), s,t €T,

(i6) 64(8(6),5) = (I + () A(t))alt, s)

(121) S1 T =R et A est constante, alors Galt,s) =ea(t,s) = et ;

(1) SiT = hZ, avec h> 0, et A est constante, alors ¢ 4(t,s) = (I + hA) =2
Remarque 1.12 Pour le systeme linéaire (1) on rappelle que Vorigine est un point
d’équilibre et la stabilité locale est équivalente a la stabilité globale et on note aussi que

la stabilité de chague solution revient ¢ ’etude de la stabilité de l’origine.

Dans [6] ,Dacunha a montré que les solutions du systeme linéaire (1) sont uniformeé-

ment stable ssi elles sont uniformément bornées.

Théoréme 1.10 [6] Le systéme linéaire (1) est uniformément stable si et seulemert s’

il existe une constante positive v satsifaite
[|64(t,t0)|] <v; pour tout t € TZ, (1.2.7)

Théoréme 1.11 [6] Le systéme linéaire (1) est uniformément exponentiellement stable si
et seulement s’ ils evistent deuz constantes A > 0 avec —\ €ER T ety > 1 indépendarites

de tout point initial ty, vérifient

20



D4t to)ll < ve-x(t,to); pour tout t & T, (1.2.8)

En utilisant les propriétés de la matrice de transition associée auy systéme (1), Dacunha
6] @ dllustré | ‘équivalence entre la stabilité uniformément ezponentielle et la stcbilite

globalement uniniformément asymptotique. Ce résultat est donné par le Théoréme su want

Théoréme 1.12 6] La solution de Véquation (1) est uniformément ex onentiellement
{ D

stable si et seulement si elle est globalement uniformément asymptotiquement stable.

1.4 Quelques inégalités integrales

Dans cette section, nous présentons quelques inégalités intégrales de type Gromwall-
Bellman utiles dans I’etude de stabilité des systémes perturbés, pour cela, on a besoin d’

enoncer les Lemmes suivants .

Lemme 1.1 [3].(Comparaison) :

On suppose que z,b € Crq, a € R*. Si

22 () Sa@)z(t)+b(t), t >t t €T, (1.3.1)
Alors,
i
T (t) < (o) eq (¢, to) +/ €a(t,0(s))b(s) As,t > ty, t & T, (1.3.2)
tg

Lemme 1.2 [3]. Soitty € T; z,f € Cyet P 2 0, alors, l'inégalité

z(t) < f(t) + /t{IZ(T)p(T)AT,pOUT‘ toutt e ’]1‘;‘(;, (1.33)

to
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implique
t
z(t) < f(t) +/ ep(t,a(1)) f(7)p(T)AT, pour tout t e T (1.3.4)
to

Lemme 1.3 [10].50it a € T,z,y,p € Cra(T,Ry) et y une fonction delta-différentiable
sur T, avec y2(t) > 0, alors Vinégalité

. t

z(t) < y(t) —l—/ p(s)x(s)As; pour tout t & T, (1.3.5)

mmplique

t
z(t) < y(a)e,(t,a) +/ Y2 (s)ey(t, o(s))As, pour tout t € T (1.3.6)

Maintenant, on va introduire une comparaison traitée dans [5] entre I’ exponentielle
d’une fonction dans une échelle de temps et I'exponentielle d’une fonction dans le cas

classique

Lemme 1.4 Pour une onction p non négative avec —p € R+ nous avons les inégaiités
) g

suivantes

N / plw)Au < e-p(t,a) < exp{— / (w)Au}; pour tout t € TS, (1.3.7)

La Remarque suivante indique une relation déja prouvé dans [5,Remark.2).

Remarque 1.13 i p est une fonction non négative et rd-continue , alors, on a
1 +/ u)Au < ey(t,a) < exp{/ (u)Au}; pour tout t € T (1.3.8)

Dans ce qui suit du chapitre, nous citons avec démonstration les Théorémes interve-
nants dans ’étude de stabilité du systeme perturbé (2). Nous signalons que ces Théorémes

sont démontrés par les auteurs du papier [2].
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Théoréme 1.13 Soient to € T, ¥, ¢, o, € Cra(T,Ry.) , 81 l'inégalité

o(t) < olt) + 91t) | a(e)o(s)rs (1.39)
est satisfaite, alors
t t
B() < o(t) + B(0) / ol )plsimept / a(r)(r)AT)As , t € TS (1.3.10)
a o(8)

Preuve. Soit ¢t € T . Définissons la fonction 2(t) par

z(t) = /t a(s)p(s)As. (1.3.11)
Donc
o(t) < o(t) + ¥ (t)z(t), (1 3.12)
et
22 () = a(t)p(t) < [at)P()]z(t) + at)e(t), (1.3.13)

Appliquons le Lemme 1.1, nous obtenons

¢
2(t) < / eay(t,0(8))a(s)p(s)As. (1.3.14)
to
On utilise 'approximation exponentielle donnée par (1.3.7), on trouve l'inégal té
1
eap(t,0(8)) < exp/ a(r)y(T)AT (1..3.15)
o(s)

En substituant (1.3.14), (1.3.15) dans (1.3.12), on arrive & I'inégalité souhaitée.
Théoréme 1.14 Supposons que o, ¢, %, o,z € Cra(T,Ry), alors l'inégalité
t
o(t) < p(t) + () | {als)d(s) +z(s)}As; pour tout t € Tf, (1.3.16)
1o
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implique

t

t
B(t) < o(t) + @b(z‘f)./ {a(s)p(s) + z(s)} exp[/ a(7)Y(T)AT]As; pour tout t € T,

o(s) '
(1.3.17)
Preuve. Pour ¢ ¢ T, on définit la fonction 2(t) par
t
2(t) = / {a(s)d(s) + z(s)} As. (1.3.1.18)

On suit les mémes étapes du Théoréme précedent, on aboutit au résultat désiré. m

Le résultat suivant est trés utile dans etude de stabilité uniformément asymptotique.

Théoréme 1.15 Supposons que 0,0, ¢ € Crg([a, blr;Ry), et sost R(t,z) : [a,blp xR, —
Ry une fonction rd-continue par Tapport aw premier argument, continue par rapport ay
deuziéme argument et différentiable sur [a, b[rx]0, 00[. Si sa dérivée partielle 95 (t,z) est
non négative sur [a,b[rx]0, 00| et s’ il existe une Jonction continue S : |a, blrxRy — R,,

telle que

%];(t, z) < S(t,y) vt €la,by etz >y > 0. (1.3.19)

Alors , Uinégalité

é(t) < o(t) + (1) /t R(u, ¢(w))Au; t € [a; by, (1.3.20)

implique
t t
é(t) < (t) +¢(t)/ R(s, ¢(u)) exp[/ S(ryp(r))(r)Ar]As;t € [a;bly.  (1.3.21)
Preuve. Soit la fonction Y : [a,blr— R, définie par
t
ol s / R(s, d(s)) As. (1.3.22)
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Chapitre 2

Stabilité des systémes perturbés aux

échelles de temps et applications

2.1 Introduction

En 1961, Aleksev a introduit la relation liée 1a solution du systéme linéaire (1) & celle
du systéme perturbé (2) dans les deux cas, discret et continu, pour plus de détails voir
[1]. Les auteurs dans [2] ,ont trouvé une version dans le cas non classique,.i.e. dans le cas

spécial ( échelle de temps).

Théoréme 2.1 Considérons & nouveau le systeme linéaire

2(t) = A(@t)z(t) (2.1)

.T(to) = Xo.

et le systéme perturbé associé
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z2(t) = A@)z(t) + F(t,z(t)), (2.2)

z(ts) = .

ot F(t;0) = 0 sur T, et F : TXR" est une fonction rd-continu, x € R* teT; et
A:T — R™" yne matrice régressive dépend de t, alors la solution de (2.2) est dennée

par

2(t) = Ga(t, to)a(to) + / 04t 0(s))F (s, 2(s))As. 2.3)

Preuve. Comme Pexponentielle de la fonction matricielle ¢, (t,#y) vérifie (1.2.6), la
solution du systéme perturbé (2.2) a la forme explicite (2.3) avec la condition initiale
Zo. Reste & montrer que la forme explicite donnée par (2.3) vérifie le systéme (2.2). Pour

cela, on applique le Théoréme 1.6 et par dérrivaion de (2.3) par rapport & t, on obtient

28(8) = [$alt, t0)] *z0 + / [2a(t, 0 ()I*F(s,2(5))As + ¢4 (0(2), 0 (1)) F (£, 2(2)).

to

On utilise (1.2.6), on trouve
A (t) = A)palt,to) + | Ao (e, o(8))F(s,z(s))As + Ft, z(t)).

to

Ce qui donne

22(t) = A)[Bat, to)ao + / ba(t,0())F (s, 2(s)) As] + F(t, 2(t))
= A(t)z(t) + F(t, o(t).

Donc, expression (2.3) est une solution du systéme perturbé (2.2). La condition initiale

est donnée par ¢, (to;t0)z(t) = z(to). m
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Enfin, de Pexpression (2.3), nous pouvons tirer des conclusions sur le comportement
des solution du systéme perturbée (2.2), tenant compte du comportement des soliutions

du systémes (2.1), la matrice fondamentale ¢ 4(., .), et la perturbation F'.

2.2 Etude de la stabiljté

Le Théoréme suivant montre que la stabilité exponentielle uniforme est également

conservé sous certaines conditions exigées sur le terme perturbé.

Théoréme 2.2 Si les conditions suivantes sont satisfaites

(1) Le systéme (2.1) est uniformément exponentiellement stable pour certaines constantes
positives A et v,

@EE )| < d@)llz]], d(.) € Cra(T;Ry),

(aid) [° 1——d,\%)('é§AS <d< +o00,

alors la solution triviale z(t) = 0 du systeme (2.2) est uniformément exponenticlle-

ment stable.

Preuve. Soit ¢, ¢ T, teT t+0 et z(t) ==(t, 1y, 7o) est la solution du systéme (2,2).
La formule (2.3), donne

2@ < [1¢4(, t0)]].I|zo]| + /ttH¢A(t,0(8))II-HF(5,$(8))IIA& (24)

on utilise les conditions (i) et (i), on obtient Pestimation suivante pour une solution

arbitraire z(¢) du systéme (2.2),

12| < yeox(t, to)llao]] + e (t, t) / e-(toa()d(s)a(s)l|As.  (2.5)
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D’aprés les propriétés données par le Théoréme 1.8 et par application du Théoréme 1.13

a l'estimation (2.5), nous obtenons

(0] < vt tllnl+ s ol | ety [ 720 asas

1 —Au(s) ) 1= Au(r)
(2.6)
Prenant compte de la condition (iii), nous déduisons
21l < ¥[1 + ydexplyd]le_s(t, to)]|o]|. 2.7)

Par conséquent, cette estimation est valable pour chaque ¢t e Tif. Cette inégalité
montre que I’état d’équilibre zéro du systeme (2.2) est uniformément exponentiellernent

stable. m

Théoréme 2.3 Supposons qu’il eziste d, k € C,q(T, R+) qui vérifient les conditions sui-
vante

WIFE )| < de)lja]| + k(D)

(i) [ i_—;%.&s < d < +oo, fa+°° k(s)e-x(a,d(s))As < & < +o00,

St le systéme homogene est uniformément asymptotiquement stable alors, le systéme

perturbé (2.2) est uniformément attracttif.

Preuve. Pour t; ¢ T; ¢ ¢ Ty et z(t) := at, to, Zo), une solution du systéme (2,2)
qui satisfaite la formule (2.3). Puisque le systéme homogéne (2.1) est uniformément
asymptotiquement stable, on peut estimer z(t) & l'aide de I’hypothése (i), de la facon

suivante

2Ol < ve-x(t,to)|[zo]| + ve-x(t, to) / e-a(too(s))(d(s)la(s)]| + k(s))As.  (2.8)

to

|
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par application du Théoréme 1.14 & I'inégalité (2.8), on trouve I’ estimation

Il < vt w)lfaoll + / et 0(6)) 1 e-n(o, o)l + K(s) (29)

t

x exp( : )d(r)ew\(r, to)e-x(to,o(r))Ar)As}.

En utilisant la conditions (i), I'inégalité (2.9) devient

2@ < ve-x(t,to)llzol| -+ dexplydle_(t, to)l|zol| + 7 explydlier (¢, o). (2.10)

Maintenant, nous sommes en mesure d’affirmer Pattractivité uniforme de la solution
triviale.
Nous fixons un arbitraire & > 0 et ¢ > 0 tel que ||zo] < c. En utilisant le Lemme 1.4,

nous obtenons la relation suivante
e_x(t, to) < e %) pour tout ¢ € T;.
Ensuite, on peut estimer 'inégalité (2.10) de cette maniére
2(®)]] < vye™2E0)e 4 y,e=2E0), bour tout ¢ € T . (2.11)
Cependant, il est facile de voir que

\ 1 :
y e~ M) < —;7 sit>ty+ 3 log(—=). (212

[

_ 1 275\ 1 27,c 5
T(e, ¢) = mazx {X log ( 5 ), 3 log ( =) (2.13)

En mettant
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avec € > () suffisamment petit,on déduit
te ']I‘;LT(E,C) implique [|z(t, g, zq)|| < €, (2.14)

ce qui signifie que la solution triviale du systéme (2.3) est uniformément attractif. m

Théoréme 2.4 Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites
(i) Le systéme (2.1 ) est uniformément exponentiellement stable pour certaines cor.stantes
v etA;

(i4) le terme perturbé vérifie
I1E(# )] < R, l=]]), t € T,z € R",

ou la fonction R ayant les mémes caractéristiques que celle du Théoréme 1.15 , avec
R(t,0) =0 surT;

(440) il existe une 8y > 0 telle que les deuz fonctions R,S définies au Théoréme i.15,

vérifient
fa S(s,0) ~
st LA <8 <«
/ T fs) ST ST
et

+o00 -
/ e-x(t0,0(8))R(s,0)As < R < 400, pour tout 6 €]0; 6y].

Alors la solution triviale du systéme (2.2) est uniformément asymptotiquement stable.

Preuve. Pour toute condition initiale 7y = z(to), la solution de (2,2) vérifie

z(t) = ¢4(t, to)z(to) +/t. Pa(t,o(s))F(s,z(s))As. (2.15)

Comme le systeme (2.1) est uniformément exponentiellement stable pour certaines

constantes 7y et A, la matrice de transition vérifie
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|22, to)l| < ve-x(t, to), pour tout ¢ & T,

En prenant les normes des deux cotés de Pegalité (2.15) et en utilisant le Théoréme 1.15,

]

nous obtenons

lz@®Il < veos(t, to)l|zol| +

fye_,\(t,to)/ e-x(to, 5(8))R(s, ve-x(s,%0)||zo]]) x

to

exp[/( : e-x(to, (7)) S(r, ve_x(r, to)l|zol|)ve-x(r, to) Ar]As.

Prenant un arbitraire ¢ > 0 et puisque 2z — ¥ e_x(to, o(s)) R(s, z)As est continue
au point 0 et R(%, 0')’ =0 sur T, alors i il existe 6;(¢) > 0, tel que
01(¢)

ZTol| S = e_ ,O s, ve_x(s, T < )
o /to A(to, o (s ve-x(8,t0)||xo||As) r——

<~ Y e im Jd B0 £ 61(e)
Posons, 6(¢) := min {—751, o }
Si la condition initiale satisfaite ||zo|| < 6(¢), alors , ||z(t)|| < ¢, Vt € I
Par conséquent, la solution triviale du systéme perturbé (2,2) est uniformément stzble.

De plus, les deux conditions de (#i7), donnent estimation :
le(0)]] < ve-s(t,to)l|zol| + YR exp(v8)e-x(t, to), ¥t € T} (3.16)

Maintenant, si ||zo|| < ¢ := %Q , alors [|z(t)]| < [ye+ 'y'ﬁexp('yg)]e_A(t, to).Vt € T

Posons _ _
S »
Tl ol i (7R SpUYS) + y(’)j . (2.17)
A €
Pour € > 0 suffisamment petit, on déduit pour ¢t € T;gw eodue [[z(t)]] <, ce qui sigrifie

que la solution triviale du systéme (2.2) est uniformément asymptotiquement stable. ®
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2.3 Applications :

Pour illustrer I'utilité du théoréme 1.15, nous présentons deux exemples 'un pour le
k=-+oc0
cas classique T = R et I'autre pour le cas spécial T = |J [2k,2k+1 .
k=0

Exemple 2.1 Considérons le probléme suivant
2% = —pz +q(t)In(z + 1),
ot p > 0 avec —p € RT, et g € Crg(T,R}) avec,
+o0
/ q(s)e_p(a,0(s))As) < +oco pour tout a € T, (2.18)
a

1l est facile de voir que toutes les conditions du Théoréme 1.15 sont vérifiées et conclure

que ce systéme est uniformément asymptotiquement stable.

Exemple 2.2 Nous considérons le probléme non linéaire suivant :

N

=1 . — \
: - 0 z -
At)=| * e o q(t) arctan < ¥+ x%) ;?z_mg ’ : (2.19)
0 s L2 o] +a3 g
+00
ou T = | [2k,2k + 1], avec
0
~+co B
/ q(s)e_%(a,,o(s))As) < 400, pour tout a € T. (2.20)
v a
=1l 0
Nous observons que A = 4 . est régressive car pu(t) # 4(voir Exeraple
0 7

1.6) pour tout ¢ € T. Dans ce cas, le‘systéme linéaire peosséde une solution unicue
z(t, to, x0) = Pa(t, to)zo, ot Pa(t, o) est Pexponentielle de la fonction matricielle. Elle
est donnée par
€1 (¢, to) 0

0 e-1(t,t)

El

@A(t, to) = ,t eT.
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Si ¢ satisfaite I'inégalité (2:20), il ne sera pas difficile de vérifier toutes les hypothéses
du Théoréme 1.15 . Donc, nous pouvons assurer que la solution du systéme (2.19) est

uniformément asymptotiquement stable.

2.4 Conclusion

Le but de ce mémoire est la vérification des propi‘iétés de la stabilité des systémes
perturbés & partir des propriétés des systémes linéaires non perturbés, par 'utilisation
des inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman en se basant sur le choix du terme
perturbé qui doit vérifier certaines conditions. L’approche classique pour 1’étude ds la
stabilité des systémes non linéaires est 'utilisation de la théorie de Lyapunov qui se hase
sur l'utilisation des fonctions définies positives. Donc, on peut dire que la technique des
inégalités intégrales est trés efficace pour analyser la stabilité d’un systéme gouverné par

une équation différentielle ordinaire ou dynamique définie sur une échelle de temps.
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