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0.1 .fintroduction

thd'orie math6matique clu contr6le a connu un d6velloppement t.r6s inrpor:tant *t son
d'r:r'pplication couvre actuellement de nombreux domaines, notamment l,indr s brie.

ie, la biologie et l,automatique.

l;h6orie tait appel d' de nombreux outils math6meltiques et rejoose rrur une gr ande
der moddles' Ces outils th6oriques permettent de pr6voir maj:s aur;si cl,appliquer:

afin de remplir les objectifs qui sont en relation discrdte avec elle,.
En d' tres termes nous avons des systdrnes r6gis par des 6quations au:: d6ri,,r6es pra,rti:lles,

ses

oui

a6t

ouvert

ou int6gro-diff6rentielies, lorsque les va,riables r:aract6risl;iquei; du procrx,sus
sorrt des fonctions de la variable d,espace.

Les s les sont repr6sent6s math6matiquement par des 6quations djiff6re:ltieliles ot. par
des 6q aux diff6rences finies lorsque les processus sont cl6crits jpar url n.mbre , .frni
de

Les sont stochastiques lorsque les ph6nomdnes all6atoires intr:rviennerrt.
dr:rs thdrnes importants cle cette th6orie est la v(irification de la stabilit6 rl,un
qtn est un point crucia.l de I'6raboration de ra,loi cle commanle.pcrur parapila-

ser, il ait rnome que toutes les techniques de constluction des lois cle connmimde r;.nt
6troi li6es d' des consid6rations de stabilit6. Dans ler cas des sysrtdmer; lin6aires ce

1a

dr: stabilit6 a 6t6largement 6tudi6 et une thdorie compldte est disponible cjans
ure voir [7] .Pour les systdmes non lin6aires, le probldme reste essentiellerr ent
les l6sultats restent limit6s d, cles ciasses particuli.dres de svstdmes.

En

V:D
, la stabilit6 d'un systdrne est v6rifi6e en corstruisant une fbn,ction

IR, o'ri D est un domaine de IR', d6finie positive ert teile que $a d6riv6r: teml,*
relie soit d6finie n6gative' I)ans des probldmes conclets, bien qure cette cronditi.n
soit re et suffisante pour la stabilit6 asymptotique, il. est souvent tr€rs difficile cle

telle fonction.trouver

.D'ori la il'ation pour 6tablir des cond.itiors suffisantes (et n6cessair,es) prcrur 54arartir



par

C'

temps

dans u

laA

A-d6ri

devi

devie

deux liv

consid6

temps v

tout t ellk

ilit6 asymptotique sans connaitrel une fonction ,1er Lyapunov.

th:6orie des 6quations dynamique,s aux 6cheiles dcl ternps a 6t6 intrrod*ite e;r 19{lB
Hilger dans sa thdse de doctorat ori il a nota,inrnent d6finie ra A-cr6rirrer: de.[a

fagon rrante.

ion 0.L Soi,t f : T -+ Rn une foncti,on et t € Tk , J' est di,te A- riJi,ff€r.entiabl,e en

> 0, il eri,ste un uoi,si,rtage (I d,e t

lelo(r)-rl,

un uecteur f " (t) € lR" lel que pour tout, e

tctut s I 11,

D6fi

t s'i,l

tel at

lll'@ (t)) - / (,) - f" (t) (o (r) _ s)ll

On appelte f^ (t)

, alors fA:Tk -n

Ia A-d€ri.u6e de f en,t. Si, f est A__d,Nff6renti,able

lRz esf di,te la A- d,Eriu€,e d,e J, sur ,Tk 
.

:supisell:s</)eto (t;) : inf {s e lf:s>tj,p(t)

nr-l- -lr ll\]p(sup 1l), sup 1l] si sup T, < c,c

sisupll =. oo.

d' partir de cette d6finition c1u'ont 6t6 introduites les 6quations ar,,* 6cSelle s de
ui rint la morne forme qu'une 6quation diff6rentiene ir, r,exceptio.n que par exenLple,
e 6<1u.ation du premier orcrre, ra, d6riv6e d,une fonr:tion r (x,) est rempiac6e par
iv€r: (ra) de cette fonctio'. Norm verrons prus loin dans le texl;e eue, si rf : IIr, ra
er (rquivaut d' la d6riv6e au sens classique et les 6qua,tions aux 6chr:.lles de te.r:.ps
rt des 6quations d-iff6rentielles' si r : z,les 6quations aux 6cheliies de ternps
rt des 6quations aux diff6rencas finies, pour plus de d6tails, on peut consurter 1es

[3,4J. ]l'ailleurs, l'int6r0t pour ce dernier type d,6quations a connu un er;sor
rr au cours des der:ridres ann6es pour expliq.uer prusieurs phrinomdnes disc'e,ts

nt en 6conomie, psychologie et g6nie. La th6orie <1es 6quations arLK 6chelles de
nt dans un premier temps unifier ce qui peut 6tre fait dans les domzfnes l,:)s
di:ff6rentielles et les 6quation6 aux diff6rences finies. En travaillant sor.:Ls l,ansle

6quati



d'une de temps g6n6raie, il est possible de taire progresser simultan(1,ment ces cieur

charnr d:es urath6matiques. Dans un deuxi0me temps, kl tir6orie d6.irelopp6e autorr des

dr: temps permet l'6tude de ph6nomdnes se mod6lisant d'une fagon qui fait eppel
simul au discret et au continu. Ainsi, une dqua,tion d6finier sur une eche.l: dr:
temps la forme ufff [2k,2k + 1] est trds utile pour d6crire des ph6n.omdnes sraison 3riers.

Par ' ce pourrait 6tre pour 1'6tude d'une popuLiation d,insectes qui apris urr

temps disparait, pour r6apparzftre ult6rieureme.nt aprds avrir 6t;6 pendarLt urL

ternps sotts :florme de larve. Motiv6 par cette th6orie, ies auteuls de ]l'article [:11 on,

6tudiii la stabilit6 uniform6ment asymptotique et exponentielle d'un systdrne clynandquer

pert inix 6chelles de temps or), ils ont montr6 si le systdme lin6aire suiva.rlt

,"(t) : A(t)r(t),

r(t|) : n6.

C .R', C e= lf ; et A : 'll --* lR.,*' une matricre r6gressive, d6pend cle t est

exponentiellement stabe, alors le s)'st6me prerturb6 associe conserve lr,trssi

propri6t6.

rr:rp::6sentons la perturbation comme une terme a,clditif sur la, droite de

-al

certai

N

(rl

unl

lar

) =, A(th(l) . Donc, Ie systdme perturb6 associ6 est donn6e prar

,^Q) : A(t)r(t) + F(t, r(t)),

r(to) : $s.

(f;0) :0 sur'1f, et F:lf xlR'est une fonction rd-c:ontinu.

ut <ie ce rn,1'rnoire est de <i6velopper des r6sull;ats ,obtenus dans [2] ,autour d: la
on de Ia stabilit6 de certaines classes des systdmr::s dynamiques pertuLrb6s erux

(:,2)

ori

Le

6chelles de temps, en utilisant les in6galii6s int6grales de t1/pe Gronvrall-Eiellernan 1.x



temps. on montre sous des conditions exig6s sur le terme perturb6 que le
lin6aire reste uniform6me't exponentielement stabie si le systdme associ6
propri6t6.

est organis6 de la fa,gon suivante :

premier chapitre, on cornmence par rappeler bridvement queJques notions
sur les 6chelles de temps avec exemples. Ensuite nous pr6sentons les not.ions

de stabilit€, Pois on introduise quelqum resultats sur ies in6galit6s i:nt&
grales type Gronwalt-Belhuan aux 6chelles de temps qui nous seront utiles dans le

deuxidme chapitre, nous 6tudions la stabilit6 uniformement asymptotiqur: et
du systdme (2) par l'approche des in6garit6s int6grates de type Gronwal_

6chelles de temps. .

termine le chapitre par ra pr6sentation de quelques apprications.



Ie

Lyap

rcl'hui' la stabilit6 asymptotique et exponentiell* des 6quations 6jff6rentielles
(IirDo) est bien maitris6e. Au 19dme sidcle, ie c6ildbre Alexander l\dik.hailorii:h

pour les

a 6t6 le premier qui a avoir formul6 rnath6mar;iquement cette i.rc6e. Lya2iu_
;:16 que I'existence de certaines fonctions, definie positive, pnruvait; ]a stabi jrb6

Erlo continues. pour permettre d'6tudier anarytirquement re probJrime de sba-n point d'€rquilibre, Lyapunov [9] a g6neralis6 la notion d,6nergie en regardrrLt
l'6vohrti dle cette rJernidre. La m6thocle de Lyapunov, conrsiste d,6tudier la sta'ilit6 lu

A

ordinai

nov a

bitit6 d,

systdme

base est

systdme

qui trad

continue

bilit6 as

en 1963 J

lpelsi et G6n6ralit6s :

1.1 Introduction :

' connarbre ra solution expricite du systdme 6tucti6. En effet. la pr.oc{rdure de
'r16n6rer une fonction rde type 6nergie, dite fo::rction de Lyap'r:Lov pour k:

yn:r'mique: r:t d'en examiner sa d6riv6e termporeile le long de ces tra.iect,rire. ()*
t physiquernent i'id6e que si l'6nergie totare du sys{;dme est <iissip6e 6e manidr*

rs le systdme dewa rejoindre un point d,6quilibre dans un temps infini (st l_
tr:tique) ou dans un temps fini (stabilit6 en temps fini). Bn d,au.bre ibermes,

esl; stable si son 6nergie dirninue et eile est; minirraale d l,equilibre. pl's ta,rd
Kr'urzweii er' d6montr6 dans [8] I'equivalence entre ]l,existence dle ces fonctionr;,

appel6es ns de Lyapunov, et la stabilit6 pour les EDO continues.



ce chapitre' nous pr6sentons en premidre partie quelquas notions de baser sur
des dchelles de temps, puis en deuxidme partie, nous introduisons res n,tions

de stabilit6 et on termine re chapitre par l'etablissement de queqlques
int6grales de type Grondwall-Bellman qui sont tr6s utiles dans l,etude de sta-

bili16.

L,2 otions de base sur la th6orie des 6chelles de
ps

que les r6sultats de cette section sont tir6s des deux liwes {8,41 .

\.L [lne €,chelle de temps T est un sous ensem,bre ferm€ non uid,e d,eL,

l'l Les en'sembles N, z, [0, Ll u [z,g], [0, 1] U N sont d,es ,cheres d,e temps.

2 Les ensembles Q, R\e, C, (0, I) ne sont pas d,es Lchelles d,e tew*

L.t La topologi,e deT est i,nd,uite par celle de R.

L.2.L

D6fini

de

perateur de saut

t,2 Soi.tT une rcheile d,e temps, pour t €T, ctn d,€,fi,ni,t l,opirateur
a:lf-+lf

o (t): inf {s e 'lf : s > t}.

Soit T une *chelle de temps, pour t e T, on d€,fini,t l'op1mteur

p:lf-+1f

p(t):sup{s€lf:s<t}.

(1.1. 1)

(1.1.2t)



L2 Par unaention, on swposera que o (t) = 1 s,;1 est,Ie mani,nrum deT.
p (t) : t si t est Ie mi,ni,mum d,e T.

iftcation des points

une 6chelle de temps, t un point de T'.

L.4 On.d,it que t est un poi,nt d,ense d, d,roi,te d,eT, t < suplf
poi,ntt d,ense d gauche d,eT) si,o(t):t (resp.p(t):t).

L,5 on di,t que t est un poi,nt d,erwe s'i,r est si,multan1ment d,ense d, d,roit,e

et d,

(

1.6 On, d:it que t est un poi,nt

point dlispersd d gauche deT)

di,spers€, d, droi,te de T

si, o (t) > t (resp, p(t) < t) .

i,sol6. s'i,l est si,mru,ltan1ment d,i,spers€ d, d,rc,i,te
D6fini L.7 On di,t que t est un poi,nt

L.8 ^fl/otrs d,€'fi,ni,ssons les fonctions d,e granulatian pr,u:T --+ [0,an[par :

tr(t) : o (t) - t et u (t) = t - p(t) . (1.1.3)

nous pr6sentons quelques exemplm conceruant le calcul de l'op6rat;eur
de saut et arridre :

,3 Soi,t lf = R, pour tout, e lR,

o (t)

p (t)

inf {s € 1l : s > t} : inf (t, m) : t,

t,



Ies points deR sont d,enses. Les fonctions d,e granulation p,,v sont d,onn6es

0etu(r)=0.

1",4 SoitT : Z, pour tout t e Z, on a
inf {s€lf :s>t}=inf {t+ I,t+2, . ..}=f * 7,p(t):t_\,

les po'ints d,e z sont i'sorcs. Les foncti,ons d,e granurati,on 1t, u sont : p, (t) : I
etu(t 1.

r.5 Soi"tT: i0,11 U [2,9]

"n,: {

ona:

t si, t e [0, 1[U [Z, 
g]

2 s,i,t:I

t s,it€ [0,lJ UJ2,3J

l si,t:2
o(r): 

{

tt(t) : { 
o 

'ut e io' llu [2' 3] 
,

[ 1 si,t:l

u (t) : { 
o'ut e [o' tJ u]2'31

[ 1s'it:2

,6 Consid,€rons l,€chelte d,e tempsT = lj pk,zk + Il.
&=0

(x
| 0szr€ U lzk,zk+t[

t"(t): \ 
/c* 

7

I tszt.g{2k+t}

t maintenant l'ensemble llk.



1.2.3

D6fini

ent s

t tel

1,9 Soi,tT une ilchelle de temps

(*
lfh : { 

O ft, (sup lf) , sup T'] sa sup T' < oo

I T sz suplf = oo

L'3 si le masimum deT est d,ispersc d, gauche, arors on poseTh: T,\ suLp lf .

onaention lf& :'ll.

l,t0 Pour dern po'ints a,b e T, r'i,nteraaile t|,€chelte d,e temps est dQfr,ni,e

[o,b]r:{t€T:a<t<b}.
*m, nous notons TJ : [o, +oo[o.

-Ddrivde

t'Lt soit f : T -* iR', une fonct'ion et t € Te, f est d,i,t a-d,i,ff€renti,o,ble

un uecteur fA (il € IR rel que pour tout e > O,il mi,ste un uoi,s,inage (J d"e

Ilt t, (r)) - / (r) - f^ (t) (" (t) -")ll s e lo (r) _ sl ,

s € u' on appelle f^ (q Ia a,-d,Eriue,e d,e f ent. si f est a-d,i,ff6renttabre
, € T, alors f^:lfk --, R' esl d,i,te la A-d,€riu6e d,e f surTh.

l.L Soi,t / : lf -* Rn une foncti,on et t e T .

tL) A-di,ff€renti,abte ent, alors f est conti,nue ent.
(i,i.) est conti'nue ent et sit est d,ispers€ d, d,roite, aro,rs f est a,-d;iffcrenti,able en

t, de a:

(1.1.4)

est d,ense d dro'ite, alors f est a,- d,i,ffErenti,abre en t si, et seur,ement s,i
\xLx)

10



est fin,ie.

cas on, a :

I

l"t

w

V

,,*/(t)-/(s)s+t f *s t

f"(t):tir4 f @-f (s)
s+t ,_S

est di,fr4renti,able ent, alors :

f (a (t)) : f (t) + p,(t) f^ e) . (i 1.5)

, on donne querques exernples concernant re carcul de ra A__d6riiv6e.

1,7 Consid,1rons la foncti,onl : T. --+ R d€fi,ni,e par f (t) : tz oilT :{ fi, n c= No } .

lr€T'donclns€Ns:t:T.

oft\:no*1\/ 2 ,

f^ft\_f(o(t))-f(t)v \/ o(t)-t '

f" (t) :
2no*1

2
/no\2
\T)

rLo

11



f"(t):rt*).
r'4 si 1r : lR, arors d,'aprds (ii,i,) d,u th€ortme pr,dd,ent ra fonction /: IR: .*

en / € IR. ss'i :

f'(t):u*/(t) -/(s)
t+e t_s j

d,e ptus f^ Q) : f (t) .

1.5 SiT : Z d,'aprils (i.i) Ia foncti,on f , Z _r IR esf A_d,i,ff6rentiable entez et

(i,) f

(i.i) (

J@(t)),-{(t) _f(t+1)_f(t) _ Io-@J-:- 1 -,'(t+r)-f(t):a/(r).
Si f ,g:lf -+ IR sonl A-d,i,ff€renti,ables ent €Tk, alors :

A,-di,ff6renti,able ent d,e plus

U + sS" (t) : /o (t) + s^ (0.

A-d,i,ff€renti,able ent pour tout a. € IR et on a

(*f)^ (r) :'/a (r).

(i,i,i,) f A-di,ff€renti,ables ent et on a

(f g)" (t) f" (t) s (t) + f (" (t)) s^ (t)

f (t) g^ (r) + /" (t) s (o (t)) .

):

,2

t2



i g(t)g(o(tD +0 , alors f 
"rt L-d,i,ffErenti,abte ent on aI

rr 1'L2 Une foncti'on f : T --+ rR' est d,i,t d,-untinue si, e*e est cantinutz en
dense d, d,roi'te de T et si, sa ri,mi,te d gauche existe et fi,nie en tout poi,nt trem,se

a

tout

F" (t)

T,

1'6 L'ensembre d,e toutes les fonctions rd,-unti,nues est not€ par cra ou

l'7 L'ensembre de toutes res foncti,ons a*d,ffirenti,abres et rd-continues est
ou Cl6g) ..

1.13 La foncti,on.F : 1l --r IR est d,i,te pri,mi,ti,ue d,e f : ,lf& _, IR. sa e/le u€d,,fie
t) pour tout t € T&.

1,3 Toute foncti,on rd.continue f : Tk _, R ad,met une primiti,ae F: lf _+ lR

fr
J" f G) At = F (r)- r(") pour tout t.,s eT,

f"(')
J" f Q) Ar : p,(t) f (t) ,r € T'fr.

L.4 Soient a,b,c e lf,,\ e jR et f ,g € C,o(T*) alors :

(il"at:W

13



f'raor* f"u 
n(t)at,

^ ,["u 
, (t) at,

- I" r (t) at,

f"" r al o, * f'r (r) ar.

0.

[f (t) + s(t)]at

f"u {^r QD 
^t

f"u 
, to o,

f"u , tD o,

!^" r tt) o,

sur [a, alors

L.2.4

D6finit

lf(t)lSg(t)

lrb I rb

ll f G)^4< I s(t)at.lra I J"

t.l Pour lf : lR on o

rb
I
I

Ja

fnt6gration par

t.2

f (t) At = 
l"u 

, (t) dt.

partie

7b

J" f" 
(t) go (t) 

^t 
: Kf d @lEL_ l"' f^ ft) s (t) Lt,

;b

J, t al s^ 1t1 tt : t(f g) (t)li1 - I' fo (t) s, (t) at.

.14 Soi,t p t Tk -* lR, p est d,i,t rilgressiae s,i elle u€rifie :

L4



L + p(t)e(t) 10.

l'8 Pour tout t e Tu, I'ensembre d,es fonctions r,gressiaes et rd,-conthtues
m.

L'ti L'ensembre d,e toutes res foncti,ons rtgressi.aes positi,aes est d,6fini,e par :

S+ = {p e n : L * p,(t)p(t) > 0, pour tout t€ T,*}.

l.16 Pour h ) 0, on d,€fi,nit la transformnti,on cylind,rique :

€r4l:*tou G+zh),

le bgarithme principald,,

Zn:{zeC ,-i.Im(z) 
=;I

Co=I,r€C: ,+11-,0 ["-- . "f iJ.
on d*tini,t : €oQ) = z polr tout z e C,.

t'5 on suppose gue p € $ et ts € T un poi,nt find,, arors re probrcnte d, uarettr

a" U) : e(ily (t),y (ro) = 1,

un'ique soluti,on dans T, d,onn6e par

a (4) : eu(t,ts) ,

(1.1.6)
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ee (ttto) : e*p ( [
\J6

1.9 Il est clair que

e, (o (t), fo) : (t + p (t) p (t)) eo (t,ts) .

l,1o Pou,r o = IR, ra fonction wponentiere est d,nnEe par :

er(t,ts): exp ( [' o(r)ar)
\'/to - " )

IR ec p : lR -+ lR esf une fonction untirrue.

1'll PowT - z, ra foncti,on wponentielre est d,onn6e par :

T=t
eo {t,ts) : fr IL + p (r)] ,

r4o

Z, ts <t et, p : Z -,lR esl une su,ite u€rifie

p (t) * -7 pour tout t € Z.

I L 
u, soa*.t a 

-e 
Te'0 € T et L: T'x lf& -+ R esl continue en (t,t), pourt€ T'&,

, 11,., 
est rd_conti,nue d,ans [a,o (t)), on suppose que pour tout e > 0,3U, w,

delt indErend,ant de r € [a,o (t)l tel que :

(t),r) - L(r,r) _ L^ (t,r) (o(t) _ 
") | 

< rlo(r) _ 
"1, Vs € U.

Ia d,6riu€e de f par rapport 41o li're aariable, alors on a :

@ : f" L (t,r)Ar =+ s^ ft) : I,' Lo (t,r) ar + L (o (t) ,t) ,

€1161@ft))a)

(1.1.7)

ori t,

tlaet
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1.7 Soi,t f :

'6rc:nti,able da,ns Tk,

lR -, R une foncti,on continue et d,i,ff€renti,able et ,g : Tl _* 
ltrR

alors f o g est A*d,i,ff6,renti,abl,e et on a :

(f o g)o n, : {I f (s&) + htr(t) s^ ftD an} .s^ (t),, € Tr&.

ion 1.17 On d,6.fi,ni,t le cercle rninus d,e soustraction e sur ft par

Poq :

(ep) (t) :
o (op) :

p-q
1+ p,q'

-p (t\
I + pp (t)'

p.

(i,ii)

(i'r)

7.8 Soi,t p,Q e W, on d, .

(r) t,s): I et eo(t,t) = I;
(i,i. (o (t)t, s) : (1 + p,(t)p(t))eo (t, s) ;

"Gl : u., (t, 
") ;

systdme, sous forme des conditions initiales non nuiles.

(ui,)e

(t,s) : tfu: e6r(s,t);
(r)", t, s) ezo (s, r) = e, (t,r) ;

(t, s) en (t, s) : epeq(t, s);

(ui,i,) #l : eoes(t, s);

\azxx)
1-_\A _ p(t)eo(s)/ - -4[t

otions fondamentales de Stabilit6
tendons par stabilit6 du systdme, la stabilit6 des points tr,6quilibre qui e$t
Lt 6tudi6e d I'aide du concept de stabilit6 ar se&s tre Lyapunov. Les d6fnitiors

it6 au sens de Lyapunov coruiste en l'6tude des trajectoires d' sytirme quan 1
I est 'rprds, d'un 6tat d'6qui1ibre. cela refldte la possibilit6 de perturtrations

1.3

Nous

de la

l'6tat ini

a,ffectant

T7



vrO e , ',il er'iste un scalai,re posi,ti,f d(e, ts)

ll"(tilil < d(u,ro) - !lr(t,ts,"o)ll < e, Vr e 1tr{.

on le poi,nt d,6qui,li,bre est dit i.nstable.

ticrn L.18 .Le poi,nt d,,equi,li,bre a = 0 du systimet (t) est di,t stabltt si, V e >,0 ,

tel que,

(: .2.1)

possibl

initiaJe

ion L.L9 Le poi,nt d,'6,qui,ri,brer = 0 d,u systirne (p) est d,i,t uni,fonn1m,ent sttr,bre
s'i, Y e (l i'l esiste un scarai,re posi,ti,f 5(e) i,nd,epend,an,t d,u, trtoi,nt i,niti,arts, tel qu,e

ll"(to)ll < d(e) + llr(t,to, ro)ll < e,yte T*. (L 2'.2)

cl6finition signifie, quelre que soit la boule d,exigence de rayon, i.t esr; touj r'rs
de choisir une certaine sous-boule de rayon r tr:lle que po111 touLte c.ndibion

cornprise derns cette sous-boule, la trajectoire r6r;ultante sera, en to:ut terrps,
d,ans la boule d,exigence de rayon .

unL langage plus imag6, un petit d6s6quilibre initiat n'entraine qu,un petit rltls-
alr colrs du temps, d6s6quilibre qui peut trds bier* otre permanent,

plusieurs notions de stabilit6 :

ilit6 asymptotique.

-S ilitri e>cponentielle.

litti locale et globale.

La ilit6 asymptotique exige |existence d'un voisinalJe de r,6quilibre tel que to r1;e
trajec €ryant pour condition initia^le un point de ce voirsinage converge rzers le poirrt
d'6quilib

D6fini .L.Zo Le poi,nt d'€.qui,li,bre r :0 du systdm,e (2) est d,i,t uniform\,nrenti asynLp_
stable s' 'il est uni,form\ment stabre et u^i,form6ment attmcti,f,i,.,e,. ,il ed,ie

po sit'iu e c, a€.rif ,i,e

to

une
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r(lrp)ll ( c, Ve > 0, :? :: T(e, c) tel que llr(t,ts,ro)ll < e,yt 2 to -t T. (1.2.8)

ticrn L.2L Le poi,nt d,'@ui,ri,bre r : 0 du systime (p) est di,t grobareme,,t, u.zi,fon-
arcymptot'iqu,ement stable s',il est uniformhment st;able, 5(e) peut €tre c,ho,is,ir rtour

satisfr lk|el: *oo et ta retation (1.0.5') e.st sati,s,fai,te pour tous les rt!.ts) € 1trR".

D6

nenti

pour t

L'

$+1*

D6fi iom L'22 Le poi'nt d,'6quili'bre n :0 du systcme (p) est dit uniformetnent aipo-
nent stable s'i,ls enistent deut constantes ),7 ), 0, auec _,\ € |ft + tellet, que
i!;s et r(ts), la soluti,on sati,sfa,ite :

ll"(t)ll < .ye_^(t,ro)llroil, pour touti t € r; (L 2.4)

se de la stabilit6 des systdnies lin6aires n'n-autrcnomes peut crrmpldtenrent
0tre en termes de ra r6sorvante du systOme. En effet, consid6rons re probl)ine

xo (t) : A(t)x (t), x 1to1 : 1n, (1. ).5)

D6finit l'23 L'appli'cat'ion A : T -* M"(R) est apper|e regress,iue, s,i pou,r tou,t t ,7 T
Ia (nr-r1 I + p,(t)A d,e degrE n x n est i,nuersi,bre, ot) I est ra mat,ice i,denrir:€.
La class de tous les foncti,ons regress,iues et rd,-annti^ues A d,e T uers Mr(rR) est ntttie
par (t;u"(n)).

supposons que les coffic,i,ents de la matrice d,an,s le mod,cle (l.p.!r) ,'ont biem

.r,our q'ue Ie modd.le spat'ial admet une solution tm,ique pour chaqr,e s,p6ci,fr,qzte
iat,le. r(ts).

D6finiti
"L.24 

Pour fo € Tf, la soluti,on d,u problame (1.2.5) s, appelret er.pamentielte a,e
Ia foncti n matric'ielle, not€,e par Qa(t,ts), o1) A e C,6fr,(T,, M;(R))
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ca'nsequence, Ia fonct'i,on $a(t,t()') possid,e les d,ew: propri6t6.s suiuante, :

( t.2.6.)

foncti'on'm'atrici,elle est appel€e matrice d,e transi,ti,orz et notre hypothc,se sur /4(t\)
qu,e Ia matrice de trans,iti,on eriste et elle est unid,ue.

l'9 s'upposons A, B e c,,1fr.(ll;M"(R)) , ar,ors La matrice d,e huns,iti,ion:,

le,s pr opri,4tEs sui,uantes

(i,) Qa(t,r)da\,4: QeQ,s) , s,/ € T.;

(i,i) LA$(t), ") 
: (r + p,"(t)A(t))go(t, s) ;

(iii) Si,lf : lR. et A est co,nstante, alors Sa(t,s) : ea(C, s) : stlt_"1 ,

(i,u) Si,T : hZ, auec h > 0, et A est anstante, alors $.a(t,s) : (/ + h,,4)gP_.

Remarqr're l.'12 Pour Ie systerne kn,€ai,re (1) on rappelle que l,orig,i,ne est Isr 
'642sd'6qui,li,bre et la stabi,Ii,td locale est €,qu'iualente d, ta stabi,li,te globale et on note aussi, que

la stabi'Ii't€ de chaque solut'ion reai,ent d,l'etud,e d,e Ia stabi,llit(, d,e l,orig,ine.

Dans [6] ,I)acunha a montr6 que les solutions du systdrne lin6aire (1) sont runifornr6
ment stable ssi elles sont uniform6ment born6es.

Th6ordmer 1.10 16l Le systime l,i,nEa'irc (1) est uni,form6,,rnent stable si et seulemer,,t s,
i,l eri,ste une constante posi,ti,ue 7 satsi,fa,ite

ll6e(t,to)ll < 1; pour toutt € T'r1, (1.:t.7)

Th6ordme 1'11 [6] Le systdme li,nbai,re (r) est uni,fonnhment erponenti,ellenrenti stable si,

et seulemen'l; s'i,Is er'i,stent de'ur constantes A) 0 aaec -A <= S n 
"t1 } 7 i,ntd,6pend,ar,tes

de tout po'ir,r,t 'in'it'ia,l ts, u*rifient

d|(t,to)

de(to'to)

A(t)dA$,to),

In.
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llfa(t,tg)ll S .ye_^(t,ts); pour towtt eT[ ( r.2.8)

En uti'li'sq'nt les pro'pri6t6.s d,e la matrice d,e transition assoc'i,Ee au systc,me (r), Dac,,.a,nhtr,

[6] a illutstr,' I'€'qu'iualence erftre ta stabi.li,t€ uniforrniment erponentielle et Ia stabilitrl
globalement uni,n'iform'ment asymptotique.Ce r|sultat est donn€ par le Th6.ori,,me sui,ran,t

Theordrrle 1'12 t6l La solut'ion d'e I'6r1uati,on (1) est urfi,form1rnent erponerft,iellernenri
stable s'i et seulement s'i elle est glabalement uni,form€ment asymptotiquement stablt:.

L,4 Quelques in6galit6s integrales

Dans c'trtte section, nous pr6sentons quelques in6galit6s int6grales de type G'onrviill-
Bellman utiles dans I'etude de stabilitd cles systdmes perturbes, pour cela, on a besojn d,
enoncer leer Lemmes suivants .

Lemme 1-.1 [3].(Compara,ison) :

On suppose gue r)b e Cra, a e W+. ,gz

*^ (D < 
"(t) r (t) + b(t) , t ) ta, t € Te. (1.;).1)

Alors,

n(t) sr(ts)e"(t,t1)+ ['""(r,o(s))b(s)As, t]ts, te Tk.
Jto ( 1.: r.:2)

Lemrne l.tl [3]. Soit fs € lf ; r, f € (i,.a et p ] 0, alors, t,i,n€oali,tE

^fIrlt) < J(t) + | n(r)p(r)A,r,pou,r tout t e rrf
Jto 

tr--'-"*""L Atot (1.3 3;)
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impli,que

fI,t(t) s f (t) + 
Jr""o(r,o(.r))f 

(r)p(r)Lr, pour tout, € 1f,1.

Lemme n'3 [10] 'soita e '1r,r, y,p e c,a(T,rRa) er ,!J une fonction d,etta,-d,i,J.f6reniiobret
sur T, auec y^(t) 2 0, alors l,i,n6gali,t6

pt
r(t) < a(t) + | n?)r(s)A,s; pour tout t€ TJ,

Ja

(: .3.4)

(1,:t.5)

,impli,qu,e

,x(t) < s(a)er(t,") * I, y^(s)eoft,o(s))As, ioour tout t € T:. (1,J.6)

Mainter'rant, on va introduire une comparaison trait6e dans [b] entre l, exponentie,lie
d'une fonci;ion da^ns une 6chelle de temps et l'exponentielle d,une fonction. dems le cas
ciassique.

Lemme 7'4 Pour une fonct'ion p non negati,ue auec -p€ ffi+, nous auons les inegatil:6,s
sui,aa,ntes

yt
, - 

.1" 
p@)Au I e-r(t,a) < expi- 

l" r@)/luj; pour tout t€ TJ.

La Remarque su'iuante i,nd,i,que une rcIation d,€jd, prouud d,ans lb,Remark.pl.

Remarque 1.L3 si p est une forrcti,on, non negati,ue et rd,-continue , arors, on a

ft
r * | p@)Lu I eo(t,a) < exp{ [ e@)xu]t pout. tout t6 tfl-.Ja '"Jo'\ /---) vvwvv !to' (1.3 8;)

Daris ce rlui suit du chapitre, nous citons avec d6rnonstration les Theordrnes inte..e,
nants dans l'6tude de stabilit6 du systdrne perturb6 (2). Nous signa]ons que ces Th,3ordmes
sont d6mont:r6s par les autews du papier [21.

(1.:.7)
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Soi,mtt6 € '1f, ri),6,a,p e C,a(T,lR*) , si I'r'n6gakt|

O@ S (p$) +,!@ [ a(s)P(s)As.
Jto

''')p(')exp( I aft)$(r)Ar)As, i € lf*1 plt) + lPlt) 
J" 

o\t 
r o(s)

Soit t € T*. D6finissons la fonction z(t) pa,r

z(t) :f '1r141";or.

(1.3.12)

(1.r3.13)

(r 3.e)

(1.3.16)

O&)3eU)+{(t)z(t),

z^ 1t1 : a(t) $(t) 3 la(t)4; (t)lz(t) + a(t)e(t),

uons le Lemme 1.1, now obtenons

(1.3.10)

(1.3.11)

(1.3.14)

lise I'approximation exponentielle donn6e par (1.3.7), on trouve l'in6galit6

z(t) < I "*r(r,a(s))a(s)rP(s)As.

eo,t (t,a(s)) s "*o l,,ura(r)rlt 
(r) ar

pt

dlft) S p(t) + ,l',@ 
Jr,{a(s)@(s) 

+ r(s)}As pour tttut t € T'*,

23

(1.3.15)

bstituant (1.3.14), (1.3.15) da,rrs (L.3.12), on arrive d,l'in6galit6 souhait6e. r

L.LA Supposons Que d,,9,4',a,r € Cr6(T,lR'a), alors l'in€'gali't6



f,-
lltl

t1

n
.t

non

telle

(1.3.1.18)

m€mes 6tapes du Th6ordme pr6cedent, on aboutit au r6sultat desir6" r
survant est trfu utile dans l,etude de stabilit6 unif61qr6*ent asymptotiqlue.

l,!5 Supposons Que 6,1;,V € C,a(a,b[r;IR+), et soi,t R(t,x) : [a,bfuXlR.a _+

fanction rd-conti,nue par rapport au premier argument, mntinue par rappor.t au
argument et d,iff4renti,able sur [a, bfu x]0, oo[. 

^ga 
sa d,6riu6e par.ti,eile $f;(t, r) est

sur [o',b['ex]0, x[ et s' il eriste une foncti,on sntinue s : [a,bfuxlfu -- ]trR+,

Pour I € T;:, on d6finit la fonction z(t1 par

z(t) : 
l"' {*@O{s) + u(s)}As.

a(r)t!(r)ArJAs;

ffA,x) < S(t,il ,vtela, b[1 et r ]y > o.

pour tout t € 1l';

(1.3r.17)

(1.3.r19)

(1.3.2r0)OQ) S p(t) +,1'r4' I" R@,o@))au;t €[o;b[r,

ft 7t
S tp(t) + 4)(t) J" 

*G,e@D 
"*olJ. se,ee\l:(r)ArlAs; t e [a;bfu. (1.s.21)

Soit la fonction A : [a,b[1-+ JR1 d6finie par

s(t) :: f"' rrr,/(s))As. (1.3.22)



2,L

En

du

ill .

sp6cial

ilite des systcmes perturb6s aux
elles de temps et applications

Introduction

96L' Aleksev a introduit la relation 1i6e la solution du systdme lin6aire (1) d, crdte

perturbd (2) dans les deux cas, discret et continu, pour plus de d6tails,v,oir

auteurs da,rrs [2],ont trouv6 une version dans le cas non classique,.i.e. d.ans le r:as

6chelle de temps).

2.t Co.nsid€rons d, nouaeau le systCme lin€aire

"o(t) :
x(to) :

A(tfu(t)

fr1.

(2.1)

sg stCme perturb{ ass oci,6.
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so (t) : A(t)r(t) + F(t, 4t)),
r(to) : ns.

* [6e(t,co)]^'"0 + 
l'w^Q, 

o(s))Ja,F(s, r(s))As + ga@g),o(t))F(t,x,(t)),

(7.2.6), on trouve

,^(t) = A(t)dn(t,ts) * lr,on f^(r,o(s))r(s,e(s))As + F(t,n(t)).

A(t)[d AQ, to) r o + {,' d otr,o(s) ).F'(s, r(s) ) As] + F (t, n (t11
Jto

A(t)r(t) + F(t,c(r)).

(2.3) est une solution du systdme perturbO (2.2). Lacondition initialle

(2.2)

ot)

4: lf
par

fr9,

(t;o): 0 surT, et F: TxiR." estunefoneti,onrd,-untinu,r € rR', t €T;et
Rnx" une matrice rdgress,iue d,Epend, d,e t, alors la soluti,on d,e (p.e) est d,onn€e

(,!.3)

comme l'exponentielle de la fonction matricieile 6eft,to) v6rifie (1.2.6), la
clu systdme perturb6 (2.2) a la forme explicite (2.3) avec la cond.ition initiate
d, montrer que la forme explicite donn6e par (2,8) r€rifie le systdme (2.2). Ibur

n (t) : g o(t, ts) r (to) * [' Q aQ, o (s))F,(s, r(s) ) As.
Jto

cela, applique le Th6ordme 1.G et par dfurivaion de (2.8) par rapport d, f, on obtient

,A(

Ce qui

Donc, l'

n^ft)

est px 6e(to;ts)r(ts): r(ro). r

,P,



Enfin, de l'expression (2.3), nous pouvons tirer des conclusions sur. le cornport,)rr€fl"t
des solution du systdme perturb6e (2.2), tenant compte du comporternerrt des solrrl;ion.s
du systdmes (2.1), ra matrice fondament are Qa(,.), et ra perturbati on F.

2,2 Etudr: de la stabilit6

Le Th6ordme suivant montre que la, stabilit6 exponentielle uniforme est 6g.alenrenr;
conserv6 sous cert;aines conditions exig6es sur le terme pertr*b6.

Th.or€me Z.Z Si,i les cond,i,ti,ons su,iuantes sont satisfa,ites

(i') Le systcme (2.1) est un'iformEment erponentiellement stable pour cerl:aines consta,ntes
pos,itiues ) et 1,

(ii)llF(t,r)ll s d(t)llrll, d(.) e c,a(r.;lR+),
(iii) I:* ffi;nr. ]. **,
alors Ia solut'ion triui,ale r(t1 : 0 d;u systime (P.p) est uniformiment erpcrnenti,ei,le-

ment stablet

Preuve' soit t6 € lf' t e lff; et r(t): n(t,ts,ze) est lasolution du systdme t (2,2).
La formule (2.3), donne

ll,(r)ll <116eQ,ro)ll.llroll . l:,llde(t,c,(s))ll.llr(s,r(s))llAs, (:t,.4)

on utilise les condi[ions (z) et (i,i), on obtient l'estimation suivante pour une solution
arbitraire z(f) du s;rst6me (2.2),

ll* (t)ll t ry- gt,ro) 
| iro I I + 1 e _ 

^(t, 
ril [: e_1 (re,o (s) )d(s) | lz(s) | lA s.

Ito (2.r')
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D'ap:r6s las propri6t6s donn6es par le Th6or0me

d, l'estimation (2.,b), nous obtenons

1.8 et par application du Th€,ordmc 1.11j

ll*(t)ll 1,f e_s(t,rh)llrol 
| + 72e_^(t,rrltt-rll 

lr,

Prenant compte cle la condition (iii), nous d6duisons

d(')_
1 - )pr(s)

ll, (t)il < 1U * 7d, exp[1 d]le _ {t,ro) | lro I l.

rt
x..*p[2f..

t o\s) -1faoJA,
(:2.6)

(?,7)

Par cons6quent, cette estimation est va.lable pour chaque t € ef. Cbtte in6gatit6
montre que 1'6tat 'd'6quilibre z6ro du systdme (2.2) est uniform6ment exponentiellern,ent
stable, r

Th6ordme 2,8 supposons qu',il eriste d,k e c,a(T,R+) quz u1rifient res annd,i,tions su,i_
uante

(.i)llF(t,")ll s a,ft)llrll + k(t),
(i'i') [;*' r$fon" < i < -r*, #- k@)e-{ad(s))As (,k < +*,
si' le systcme h'omogdne est uni,form€ment asymptoti,quement stable aloys, l* syst,)rne

perturb€ (2. 2) est a:,niform€.ment o,ttractti,f.

Preu've" Pour r:o € 1r; i e T'fr et r(.t) := r(t,ts,r;6), une solution du s,ysttr'r e (,,r,.2)
qui satisfaite la fcrrmule (2.3). Puisque le systdme homogdne (2.1) est 1:nifo:rrn6merrit
asymptotiqttement ,stable, on peut estimer r(t) d.l'aide de i'hypothdse (i), de la far;.n
suivantr:

ll"(t)ll S re-r(r, tu)llroll +.ye*^(t,d I e_1(rs,a(s))(d(s)llr(s)il + k(s))As. (2.s),to
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application du Th6ordme 1.i.4 d l'in6galit6 (2.g), on trouve l, estimation

(t)ll S ,re-{t,ro)llroll * rt [" e_x(to,o(s))(1d,(s)e_.r(s, ro)llroll + h(s))
Jto

pt
x exp ( 

| ., . d(r) e -r (r, ts)e-1 ( ts, o (r)') Lr)Ar).
Jd(s)

la conditions (ii), I'in6gatit6 (2.9) devient

(i2.e)

tri

N

nous

nous so&mes en mesure d'affrmer I'attractivit6 uniforme de la

(2.10)

solutiion

fixons un arbitraire 6 > 0 et c > 0 tel que llrofl < c. En utilisant le Lemme 1.4,

la relation suir,ante

e_s,(t,ts) < e-^Q-to). pour tout f € T,;:.

on peut estimer I'in€galit6 (2.10) de cette manidre

) | I S re-r ( t, ts)llr 6ll + 12 i exp[11]" _ 

^(t,ro 
) I I 

ro I I + 7 exp fu fr E e _ {t, ts).

I lr(t) | | S "y r"-^1'-tr) c + 1rs-\(t-to).

, il est facile de voir que

pourtoutt€lfrl.

^,/f-^(t-to)cS i ri t ) ts* i rrfTl

r(e ,c) : nlan{i r- e),i,o* (s) } ,

(2,11)

(2.1:2)

(2.13)
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ce qul

lzl

.y etA

od Ia

R(r,0)

ion R ayant

) 0 suffisamment petit,on d6duit

+r4l.*t €'x';+r',"; implique lln(t,ts,ro)ll < e, (2.14)

que la solution triviale du systdme (2.8) est uniform6ment attractif. r

2.4 Supposons que les und,i,ti,ons sui,uantes sont satisfaites

eystlme (2'1) est urviformEment enponentiellement stable pour certai,nes constantes

(i,i, le terme perturb1, udrifi,e

llF(t,r)ll

les m€mes

< n(t,ll"ll), t e T,r € tR*,

caract*ri,sti,ques gue celle du Th1ordme 1.15 , auec

AIors

A surT;

lx?'x i,l eriste une 0s > 0 telle que les dew fonctions R,s d,Efi,ni,es au Thturcme I..Id.

/*-,t(i't) ,As(,9<+*,Jo 1-,\p(s)

r+oo

J, e-x(to,o(s))E(s, d)As < .E < +*, pour tout e e]0;0s].

soluti,an tri,ai,ale du systcme (z.z) est uniform€ment asymptoti,quement stablet

Pre Prcur toute condition initiale n0 = n(to),la solution de (2,2) v6rifie

u(t) : OA(t,to)n(tr) * 
l:"Qa(t.o(s))F,(s, 

r(s))As. (2.1,5)

pour certain,esle systdme (2.1) est uniforrn6ment exponentiellement stable

'y et .tr, la matrice de transition vdrifie
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I

En prenant les norrnes des deux c6t6s cle l'egaiit6 (2.t5) et en utilisant le T.h6c,rdme 1.1b,

nous obtenons

ll"(t)ll
7t

T-{t,ts) | e_x(to,o(s))R(s, ?e_r(s, t6)llz6ll) x
Jto

pt

""p[ / . . e-t(to, o(r)) S (r, 1e-t(r,*o)ll"ol l)le_x(r,rs)Ar]As.
J o(s\

Prenant un arbitraire 6 > 0 et puisqu' z --+,f,l-u-^(to,o(s))R(s,z)As esrb contipue
au point 0 et R(t,0) : O sur 1f, alors i il existe |r(e) > 0, tel que

0,(e\ f+oo
il"oll <:Y =+ | u-^(to,o(s))E(s, le-t(s,to)llrollAs) < 

-€ 
='Y Jro '\\Iv/tt'wr--) -z7e:xp(,7s) '

Posons, 0(e) :: *llz {tu. -€-. 
q@}.- lt)21t t J'

si la condition initiale satisfaite llrroll S d(e), alors , llr(t)li ( e, v, € Tf*.

Pa,r cons6cluent, la solution triviale du systdme perturb6 (2,2) estuniforur6mernt sta,bie.

De plus, les deux conditions &t (iii:), donnent I'estimation :

ll"(r)ll 1 w_s(t,ro)ll"oll +.yilexp(7^i)e_.r(r, ro;, Vr e T,f;. (3 16)

Maintenant, si llu6ll ( ",: f , dor" ll"(t)ll S hc+1Eexp(7^9)]e_)(r,r').\i, € T*.
Posons

1 , (tfr."*ph,3) +, \r(e,c):lm (,r-:p*j eLT)

Pour e ) 0 suffisamment petit, on d6duit pour t € T*nr,",",eue llr(t)ll ( e, ce qui sigr.iJfie

que la solut.ion triviale du systdme (2.2) est uniform6ment asymptotiqueme:nt stable. r



2.3 Applications :

Pour illustrer l'utilit6 du theordme 1.15, nous pr6sentons deux exempl*s I'un pcur le:

cas classique 'lf : lR et I'autre pou. le cas speciar r' :'1J* l2k,zk + 7'; .
k:0

Exemple 2.L Consid1rons le problCme su,iuant

nL:-pn+q(t)In(r+I),

oli p > 0 auec -p € m+, et q € C,a(lf ,lR+) al)ec,

r-hco

I q(t)"-o(a, o(s))As) < +m pour tortt a € T',
Ja

(:r.r8)

(2.:20)

II est .faci'Ie de ao'ir que toutes les condi,ti,ons du Th€,orCme 1.15 sont u1rifides et tnn:l:ure

que ce systEme est un'iform€rrtent asym,ptoti,quement stable.

Exemple 2.2 Nous consi,d\rons le problime non li,n1ai,re su;iuant :

/_, \ 1 \ , / _,?.\
*o@:(i i ),.['')+e(t)arctanGf;A\{-fr ), (,: re)\o +) \.,J \v ')\&",1

*oo
od,T : l) lZk,zk + 11, au)ec

0

f +oo

I q?)"-r (a', o(s))As) < +oo, pour tout o € lf.
Ja

/+ o\
Nous observons que ,4 - | : _, J est r6eressive car pr(t) I  ('voir Exern'ple

\o i/
1.6) pour tout t € If. Dans ce ca,s, le systdme lin6aire peossdde une sol.ution uniclue

r(t,ts,ro) '- Qa(t,to)ro, ori Oa(f,i6) est I'exponentielie de Ia fonction meitricielle. Elle

est donnOe par

oA(t,to) - ( e=t(t'ts) 
:, .,r. ".)\ o 

u* 

er(tjto)



siq ite I'inegalite (2.20), il ne sera pas difficile de v6rifier toutes les hypotlrtses
du 1'15 ' Donc, nous pouvons a,ssurer que la solution du systdme (2.1g) est

asymptotiquement stable.

2,4

Le

Conclusion

de ce memoire est la verification des propri6t6s de la stabilite des systdmes
d' partir des propri6t6s des systdmes lin6aires non perturbes, par l,utilisation

des i int6grales de type Gronwall-Bellman en se basant sur le choix du tenne
pert qui doit verifier certaines conditions. L'approche crassique pour r,6tude de ra

dw systdmes non lindaires est I'utilisation de la thdorie de Lyapunov qui se base
de.s fonctions d6finies positives. Donc, on peut dire que la technique d.es

int6grales est trds efficace pour anaryser la stabilit6 d,un systdme gouvernG par
difi6rentielle ord.inaire ou dyna,mique d6finie sur une €chelle de temps.

stabili

sur ltu
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