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Abstrn,ct

[)ans, r:e' nt(rittoirc' ort s'ittt6r'essr': ii lir c'iasscr

;<t tiPerarrorrk). Norrs clr-,nnorts crtr pir,r'tit:ttIit:r

rlos qrtor:e.ssrrs r:r'oissilrt s; clarts l'orrllc'

plusicurs c:<er rples cor rst.r'r ri 1 s A I' ai<lc:

des 1-lrocessus d6firris A 1'aide d'une,lu r r,'errrent Blorvnien ou plus g,3n6r'alentent

tn rale stochast iqr-re.

l{otts I'rvons etrsuite nlontr'6 (luc toul J)}o(i()ss1rs 1-nrartirtgale ttst t.ttt llr'(lcessLts
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I l"troduct,ion

t,

lLa 
tAche,J'un gestionnaire cle porlefeuille consiste a choisir la bonne comfi-

naisofr de hitres erl \rue cle maxirniser ie rcntlenrent cle l'investisseur, compte ter[u""1"-"''"-"-'f
d'ur 

f 
riveau de risque dr)rrr16. La gestiorr de portefeuille est ur lirocessus coutinu ft

Idyna{nique. Les versions simples des probldmes de portefeuille peuvent 6tre r6solups

fru, t{. techniques d'optimisation classiques, comme I'approche "moyenrre-variun"{"
I

introtrritt. par ie prix Nobel Harry \,larkou'itir (1952). Cerlle-ci tient conrpte drr rerrdp-

nrctrtlntrvcrr. r'lc l'6t'art-type et rle la corr'6liltion rles Lerrtletnerrts des diff'6rents actif$:
I

on deftcrlnine ainsi Ie porteteuillt: cl'actif,s nrirrirnisant les risques par r.rpport d rln

tu.x [" rendement donn6.
I

lrr
lUn autre critdre probabiliste de d6cision est le critdre de 1'ersp6rance de I'uti
I

1it6 dF von-Neumann-Morgenstern (1944). Il corrsister a repr6senter les pr6f'6rences

,t,,dals ['irrLrertain par des fonctions d'uti]it6 concaves et a prefeler la d6cision qur a
,,.1l'esp{rant'e de l'utilit6 du gain la plus elev6e possiblt'. Ce critere de l'esp6rance de

,,.,.t.I'utili[6, plus g6n6r'al que le critdre d'esp6rance-variance, est trds utilis6 en economre

de f i{rceltain et en finance du fait de sa simplicit6.

I

I

lIl existc l-lue autrc itlrpror:ltc crn t:corrornic et ern fittitrrct-.. utiiisarrt 1a rtottclrt
I

,l',rr, lle stut hastique. Iiour c(rnll)arer des variablcs al6atoires r6elk:s lepr6senlant des

Igainslou des pertes. La dominance stochastique g en eralise en e et Ia th6orie de

Il'utilif6 en evitant toute hypothdse arbitraire concernant la forme de la fonctron

d'utilft6. Elle n'impose aucune sp6cifficatiorr explicit,e des fonctions d'utilit6s des
I

agent$. Le concept de dominance stochastiorre oermet de comparer des distributions-l
ent idd('s de probabilit6.

I

ll,e plan de ce m6moire est le suivant :

I

[Durl. l" premier chapitre, nolrs rappelons des notions trds importantes en th6o-
I

rie d{ probabilit6 (joncernant les proc;essus ganssiens. Nous rionrrons Ies principales

I

I

liii
I

I

I

I

I

I

I

I
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du mouvement Brownien et des martingales.Nous abordons ensuite la no-

quelques rappels sur lesrale stochastique nous terminons ce chapitre par

diff6rentielies stochastiques.

euxidme chapitre est consac;r6 aux processus croissants dans I'ordre convexe.

menqons par d6finir ces processus et nous montrons qu'on peut remplacer

convexes cit6es dans la d6finition Dar une fonction convexe poss6dant de

pri6t6s et nous introduisons la notion de 1-martingale et nous montrens

nce entte les processrrs croissants dans I'ordre corrvexe et les 1-martingale.

appuyous ensttite sur la tercrluri<1ue ders EDS pour extiiber les l-rnart;ingales

d des Peacocks part,iculiers.

irr
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Chapitre I

alcul Stochastique



I. Le calcu,l stoch,ast'i(tue

Le calcul stohastique est une extension du calcul diff6rentiel et int6grale clas-

siq $d,ns laquelle les processus d ternps continus remplacant les fonctions, et les

mar les jouent le rOle des corrst,antes. Il sert A la fois de construire de nouveaux

pr . indispensables not,arrrrnent pour les rnoddles financiers et certains rno-

ddles 'assurance, et d d6terminer leurs propri6t6s.

btrt de ce chapitre est consacr6 de donner des d6finitions de base et des

obtenus pour les utiliser aux prochairrs chapitres.r6sul

1.1 rali,tEs sur les processus stochastzques

n I.1 (Processus Stochastiques) ,9ozl T u'n enserrtble. On appelle pro'

tochastique surun espace de probabi,lite (Q, F, p) inder| par T et d'

da,ns Rd , 'u,n,r: .farr'-il,le (X,)r.2. d,'0,'pplicat,'i,ons rn,e.sttrahles de(Q, F) dans

t));po'ut'tout t QT, X1 sott InL(:: uorioble a'L&t'totrt:.

ue I.2 S't, T : N, orz di,t que le prcess'us d' temps dtscret.

ouT : l},a],on di,t que le processus d, temps cont'inu.T-IR
- --T

s fon,ctiorts I n X1(c",) son,t, appelEes truiectoires d'u processus stochast'ique

I.3 On appelle fi,ltration (Fr)r>o de (Q, F), une fami,lle cro'issante de

deF.i.eF"CFrCF, Vs5t.



Re e I.4 Un espace de ytrobabilite (Q, F,P) mu,ni d,une filtration (F)ter
est s ;Jtr"zt lcs corLditzons h,abzLueLles sz :

- Les

-La

natu

lirni,tE

Itrnite

farnil]e croissante de sous tribr-rs Gt: o(X" s < t') s'appelle la filtration
Ie du processus stochastique -X . \{ais G6 rle c:orrtient pas n6cessair.ement

les e ibles n6gligeables (Iy'), c'est pour cela on introduit Ia filtration naturelle

nt6e de X d6finie par Fr : o(1/UGr),Lorsque on parlera de filtration naturelle

il s' a {oujours la filtration naturelle augrnerrt6e.f)n note aussi que F * : o(Of )

ll6fi tion I.5 Un processus stocltastique (X1)7a7 est dzt cd,d,Id,g (conti,ntt, d, d,roi,te,

sx presque s0rement, ses trajectoires so,nt contin,eus d, dro'ite auec

nsernbles n\gligeables sont contenus dans Fo

est continue d, droite i.e. Ft: l,>rF" Vt

d, g,auche)

d, go,uch,e.

ti0n I.7 Soi,ent (Xr),>o et (Y)tzo deur processus stochasti,ques d,6.finzs sur

esplcc(O.f,P)

D6fi tiOn I.6 Un, processu,s stochasti,qu"e (X1)167 est adapt| par rappor-t, d, ta filtra-
tiort ( t)t>o si' Vl > 0, Xy e Ft i.e.X1 est f 1*ltles'ut-{),bLe pour toutt.

D6fin

rn€rn,e.

par

)X
sX,

- p.5

e.st'u,n,r: nt,odt.fir.rt,tiort. (ott, tun,e t,et.s.r,ort,) de Y ,st : pour tou,t t ) 0,le,s

et Y1 son,t Eqales

vtP(xt:Y ):1
i) X et Y sont irtdistznguables si IF - p.". les trajecto,ires d,e X et y sont les

i. e.

iP(Xr : )';. Vt > 0) : I

D6fin iop I.8 un processus stochasti,que (xr)r>o est progress,iuement mesurable

a (Fi)r20, sz l'appl,zcati,on (s,w) --' -Y,(a,) del},t] x Q danslFsd est me-

s'uru,bl, 'pa1' nt,ppctr't d 3(l0,tl) cts F t cl ll(lR,r)



Un processus progressivement rnesurable est rnesurable et adapt6. On note

une modificationlrq si X est processus nlesurable et adapt6 alors il possdde

mesurable.

iltion I.9 Si, X est un processus stoch,ast'iqu"e dont les trajectotres sont contz-

tlroi,te (ou, d. gau,clt,e), ttl,or',s ,X est rn,esu.'ra,hl,e et, proqres,si,tternent mes'u,rables

df. Itlus adu,yttE.

itipn I.10 [Jn processus A: (Ar,t ) 0) esl un processus cro'issant sz 46 : I
fl1 est une Jortctzon c'rotssarfte i.e.

TLUCS

s'il e

D6fi

ett

le

X]

<le

prxs

I.12

ltrOn

4thnt

rlrpn

Ar(r) < A"(a) Vl ( s

I.11 ()n processus V : (V.t > 0) esl di.t d, uarati'on born\e sur [0,t] si'

r,,pf lV,,-, - v,,l . K
t,

sur les subd'iutsiorts 0 ( lo < 11 < t,2.....{ t" 1ti11 1t

L/n, process'us V : (% , > 0) est dit d" uariution fi,nze sur 10, t] si

','pf lt;, , - t;,1 . *
t' 

i.

D6fi

loi normale est i'une des principales distributions de probabilit6. Elle a

6t6 i uite oar le math6maticien Abraharn de Moivre en 1733 qui I'utilisa afin

d' des probabilit6s associ6es d des variables al6atoires binomiales poss6dant

unp :+rfdtre n trds grand. Cette loi a 6t6 mise en 6vidence par Laplace et Gauss au

slQcle et permet de mocl6liser de nombreuses 6tudes biom6triques. Sa densit6

rilit6 rlessine urre courlre diter courbe en clot:he clu courbe de Gauss.
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.l R.

D6fi

tout

varl

s1_11'

D6fi

El'P(

tel]le clue.

(r)d,(de) : J'@) est correspond d une variable al6atoire constante 6gal d, o.

itiln I.1  Soit X: (Xr,Xz,..., X.) X est'urt, uecteur al€atoire gau,ssr,enne s'i

ltel corrtbtnaisons lzn€atres de ses com,posantes sont gauss'ie'nnes c'est d' dzre:

Ya1,a2,...a," €R t a"X, est urte 'Ltari,able alEato'ire gauss'ienrte

opition l.LG Soi,t X u'n uecteur gaussr,en, :Pro

1.

2.

D6fi

{ est un uecteur gaussi,ert alors :

(
x'ir Y <+ {

I\

E(X): E(Y')

cou(X) : cou(Y)

(x /e -x)SE )E(X) :0 alors X est sgrn€tri,t1tt't:

itipn I.17 Un process'us gau.ssien est urr,'processus (X1.t

uficteur al\.atoire ga'ussien Vrz ) 1 et t1,t2...,1,, € IR+.

> 0) tel que (X4. X4, X,,,,

Ceci reuient d, di.re queest

.xt,,



toute

c'est

it uttle

r,na'ison. lzn4azre fin'ie de (Xr.t > 0) est'tr,ne uariable aLEator,re qauss,ienne

processlts gausslen est t:aract6ris6 par son esp6rence et sa covariarrc:e

I.18 tres uurtabLcs al\utoires X1 - X,,,0 ( s 1 t, sont appel\es des

Xt).du processus stochastique (

us d, accro'issetnent ,indEnendants :

(Xr-X") I Ff : o(X,,0 ( r ( s) v0 ( s ( I

li,i) sus d accro'isse'ment stationnarites

Xr-X"-X, 
" -Xo,V0{s(l

D6fi n I.19 (Temps d'arr6t) (ht,t:

arr€t s'i, l,'Euen,ern,e,rtt {T : l} €

Q -- f0, cnl est tn,

ter

1.3

D6fi

ment Brown'ien

n I.20 On appelle Mouuement Broun'ierl lln pr-ocessus stochast'ique (Br)rro

rfulles tel o'ue :

(r) tEP - p.s: Ia fonct'ion" s ------ B"(cu) est'une fonctzon continue

(i,z) I des accroi,ssetnents ; sz 0 ( s { t, B, - B"est i,ndEpendant d,e f " :
o(8., s) et de loi gauss,ienne. centr1e de uariance t - s.

(iii) ntaritE cles accroisse,rn,e.n,t:j: srl 0 { .s ( l, la loz de B, - B" est zdentique

it" celL ,1," B,-, '* Btt: B7-., can'Bo:0 p..s

par rapl)(,r't A "r' si 86 : y.

5

Yn,YtiI 1 i, 1 n,Va; € JR, Lon*r, est une u.a.r.gaussi,enne

tlur"i,o,bl,e u,L€uton'e T

f,,V1,0(f<oo.



n I ZL Un mouue'ment brownien est di,t standard si Bs :0 IP-p.s, EfBrl :
)=t(i.e.F=0et o=1).

rs Ia suite si on parlera de rnouvelrent brownien sans pr6cision, il s'agira

vement brownien standard

ion 1.22 Soit (81)>o urt ntotruernen.t, brownien standard, alors 81 est un

tl tptL., t) . /p I l1 < tt ... I 1,,.(8,,.. . Br ) cstproce qulLssl('tt t.t . pt)Ln lottl tt

tnt uebte q alLSSl,erl

T I.23 X est rnouuement brownien standard s,i et seulement .s,i X est un

proce gauss'ien cont'inu centr6. de .foncti,on de couariance

D6fi

0et

d'un

Prop ion 1.24

1-

o(8,,

,i2- pot

,t- Le

P

2- Bllnl

1.4

D6fi

cou(X", Xt) : s A I : mitt(s.t).

Soi,t B un Mouement Brownzen Standard, on a :

0,{Bt*r - B7}r2o est un mouuernent brownien ind€pendant d,e

(,) P

(tt)P

(iit )

TI

tll

utT >
r)

c > 0. {cB4}20 : est u.rr, rrn'uur:nte:ft hrouutiert;

ssus d1fint par Xo: 0 et Xt : tB + est urt rtotruement browni,en ;

on I.25 1- Vt,lP - p.", ,81 n'est pas di,ff1renti,able en auc'trn poi,nt t

t pas d, uari,ati,on fini.e en a,ucur1, pozttt t..

tngales

I'26 Un processus (Mr)rr_o est di,t marti,ngale si, :

t > 0, M1 est Ft- me.surable;

ut, t ) 0 ,A[1 est i.ntfur"abl,e, i .r:. W(1,\I1l) < "";
tout Yt),s) 0 E(,14 I F ") 

: 
^1" 

p.s



q

M") ig

M(M,

Pro

par

d6finit de manidre similaire une sous-martingale si (iii) est remplac|. par

") 
)- M" tr- p.s.Et sur-martingale si (iiz) est remprac6 par ( M(M, lF") <

Vt)5>6.

ion I.27 Le mouuement brownien stand,ard, (Br,t ) 0) est une mariinqal,e
rt d, sa fi,ltrati.on naturell,e FP : o(8",0 < s ( l)

(ii.) (

alors

Prop ion I'28 sott (87)Ds 'u,n rrLoLL,uern.en,t. brounit:n. Le:s processus suzuaTts sont
cl,es n par rapport a (ff) :

(i) M

(ir)

Th I'29 (de L6vy) Soit X, 'u'n process'us stocha,st,iq,ue d. trajectozres cont,i-
TLUES,

(i) xt
tE d, la filtration (F,) 

"t tel que :

une rn,artingale par rapport d, (Ft),

t) est une mar-tingale par rappot-t a" (Ft),

un Tnorlu em,ert,t b,rotLtrt.t en,.

T I.30 (d'arr6t)
et ?1, temps d,'arr€ts

M(Mr, I Fr,) - A,Irt p.s et d,oncW(Mvr) : E(1t12,)

er, s,i 0 < T(r) { K,yu e e, alors M(M") : M(Mo)

est encore valide pour une sous -martingale et une sur-martingale(avec
correspondantes) .

Soi,t (l\[7) est ,urte m,artinqale conti,nue par rapport d, (F t)
tels que0 < 7r(r) < Tz(r) < K <oo, Vcu e e.Alors



rdfne I.31

aG ) ^ aontzn,ue,

(In6galit6 de DOOB) Soi,t (ltl1) est une martingale, par rapport

de r:an'! znt€grn,ltLt: et telle qtn Xrlu: () F.p., o,l,or,s :

a) tr( srrp lM"l
0< s<l

b) E( sup lu'!)
0(s(l

T e I.32 (Th6ordme d'arr6t
etT t deur ternps d'arr€t born,Es tels

Ell 11, t)

^) 
<-*t.-. vi >0. 

^>0.
4F,(Ml), Vr > 0

de Doob) Sl -Y e,sf u.n,e rna,rtin,gale et si o

q'ueolr,MlX" f F"l:X, P-p.t.

Th I.33

0, oo II eriste

X, nul

(In6galit6s de

deur constantes

en 0.

Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Soi.t p €

c, et C, te.lles qtte, pour toute m,artinqale locale

aldul d'It6

'oltrjectif de ce paragraphe est de d6finir l'int6grale 1'1'X"d"8",, € 10,?]), pour

(X1) rr[1ifiant certaines propri6t6s rechnique.'. Nolr, 6tendrns ensuite

t6grale au cas of 81 est remplac6 par un procressus corrtinu plus g6n6ral appel6

d'It6.ceci n'est pas facile, car comme nous I'avons cit6 pr6c6demment les

trajec irQs d'un mouventent brownien ne sont pas d variation finie et donc I'int6srale

pr n[0 rl'est pas en aucun cAS une'int6grale de Lebesgue-Stieljes. pour cela

ot:drl<l lllttsicttrs 6t:r1rcs p(,llr (iollstr uilr r:ctt,e int69rale. L'icl6e g6n6r.ale est.(JnI

clans r

crtr[(X,x)A] < trfsrrp lX,lo] S CpEt(X,X)il
,>0

1.34 En ytarticulzer,, sr, | ;' 6,

cotrl(X,X);l < El srrp lx,l,'l S CpEi(x._y)il
0<,<7

tt,ptt'rrriilr,6talrt,,lr,,lefirLir l'irrrcgralc it'r,lil. p, ,ur.([(,s [)r{)(.ess]ls.\'assez
(pr6visibles 6l6rne.taires) , puis d'etendrS cette cl6finil,io' d, des processus nlussimpl



g6n par un passage d la limie dans tr2. Dans une troisidme 6tape, nous 6tendons

d des processus encore pl,s g6'6raux par un passage d la lirmite au sens
I ):
ll

de la verge en probabilit6.

; cette partie, ltous nous donnons (e,F,F) urr espace de probabilit6 com_

t>o Une filtration qui v6rifi6e les conditions habituelies et Bl et un {Fr}r>6-rr(rllv€
Et les martingales sont toujours continues d droite rimit6es ii gauche.

I'35 (Processus d'rt6) on appeile proce'szls d,'1t6, urr prc.tcess,s x d,

les tel oue :

plet,

brow

LF,

ie

v0<r<

ailX l: 6- mesura,ble,

zs condzttons

ce qul

f
b"ds * lo"dB",F-p.t (1)

,l
0

d,ett :t: p ro ces,e,trs pro qressiu em,ertt nt e su,rables

t
f.r\/,1,tr,,ttgt I

.l
0

b et o sortt.

t
Loo et I lo'l cl ,c < cL)' t l"sl''"

.l
0

ou la d'iriuEe, o est le coeffic,ient de d,i,ffuszoru

I.36 (Formule d,It6) Sai.tf unefonction,d,|firtieszrlR+ x IR de classe
t rt dt, de classe C2 par rapport d" r, d, d,ErzuEes born€.es, on a

L t a-. y*r4. 4i r',t,t" x,v?a,(2)

.f (t,Xr): l(o,Xo) + l'+'x')dx'+lt" 
o

0

note

Ltr. 
r' t + ) t:,:, tt. x, tol,tt + f,,.x, ),t x,

At.x!)dt ,f' xtt'ts ' ),t""rt x1]'ttx ,

Jt

q

I'lt
.l
0

t b est le dr"tft

Lr" I ds

T
r

df (t, xt)
(3)



ion I.37 La formule d,'It6 montre que

dlXtXtl(l) : X,(1)d-f2(r) * .X2(t)tt.X1(r) + o1 ft)o2(t)rtt

Cette e est co,'ue so'us re n,ot,. d'itttEg'rati,o, po,r'pa,rtzes. La qra,ti,tze olt)o2(t)

(4)

COTTC

ti.on

LO

D6fin

forme

tielle

tion di

D6fini

Orr, se

mo

cotttznu

et l'6gal

au crochet de X1, X2 notE (Xr, Xz) est d,Efi,ni, comme le processus d, uara-
Xr, Xz) : .[or(s)o2(s)d,s.

0

zons Di,ffErerttzelles Stochastzques

I.38 Une Equati.on d,i.ffErenti,elle stochasti,que est

t
I'
I o(,s, X.,)d8",
I
0

.fc,rm e,

I orr: b(t, xL) dt * o(t, xt)dBt

Ixo:'
nu est 

'e 
processus x. Le probldme est, comme une 6quatio' diff6ren_

re) de montrer que sous certaines conditions sur res coefficienl;s, r,6cua_
ielle a une unique solution.

une Equattorr. de la

t'X,:r+ lb(s,X,)ds +
./
0

(5)

(6)

L39 Soit b et o deur fonctions d,e lR.+ x lR, d, ualeurs rEelles d,onn.es.
e €galeme.nt un, espace (e,F, p) mtr,,i, d,une filtrati,o,. (Ft) et u,n (Ft)
brownzen B sur cet espace. Lr,e solution rle (S) est un processus X
-atlapt€ tel que les ,i,ntEgral", ''1b1.r,X")ds 

"t 
'lo1r, X")cl,B" ont un sens

Xr=ro l,r(r,X")ds+.l
0

pour tout l, F - p.s.

L

I1
I o\s, 1.s)dIJ..,

.l
0

(7)

10

est satis



II

(

(

a)

b)

I
I

I.4O On suppose que

tzons b et o sont cor-ttin,ues

'.e Ii te.l qtrc: pou.t torLt t € [tt.Z]. r, e R. u e IR

t,r) - b(t,y)l + lo(r, x) - o(t, y)l < K 1,, 
* yl (con,d,ttion, de Lipsch,ztz)

(t,r)l' * lo(t,r)l < K2(t + lrlr) (condition d,e cro,issance)

(B)

condi't'ion i,nitiale X1: est,irtd6,pend,ante d"e (81,, > 0) et d,e carrE zntlgrable,

te une 'un'ique ,solutiou, de (T) d, trajectoz,es co,nt?,rues pou, t < T. De prus

on u6.ffie

tr( sup lX,l' < *)
o<t<T

ProprzEt4s de Markou. On note (Xl,', 
" >

tant l, soit

x!'":r+

nditions du th6ordrne d'existence) on peut nontrer que

..n. --, v0,,\""'':,'{''^r ,s)t

tre que Ia solution (7) est un processus de Markov par rappori d. la
Ce qu

filtrati

oi r/(s

de calc

E(J6") I F,): E(f (x") I .y,): (t(s,t,X7)

,) : E(J'61'))." ) f ce r6sulrat est cxtr€rnement important et

facilemeni des esp6rances conditionneiles. En particulier si

5s
t't'
I b\u, X'"'')d, + | o(u. X:.,)dB,
.t .ltt

,,tr l' )x"'-:,+ Ib(Xi"')du -r Io(Xl;")dB".t .l -
tt

(e)

l) la solution de (7) partant

permet

11



P

P

Ou llent un processlrs de Marl<ov homogdne

E(./(-\.) I f ,) ,= tr(./(_\'.) / _\.,1 .= ,,,1,, /. .Y,1 =- t'( s - f .,y,)

-- Fl(./(-\'1') : Et /(-\-l'.',) or r,,(r.,r:) :, E(.i(_\-ll,)

1.7

llrefi

tn,ctzort, con,1;etr€:

ition I.41 S'oit f rr,n,e fonl:t,i.ort r.6r:llr: d,(,firttc: ,srt,r. E.

dorn J' : {t, € E; J'(r,) < +cn}

oTt:, TL()te cl,otn,a,i,rt.e tLe. f pa,r :

J est rr,e "fon,ct'ion (:onue:Le sl. poll,r to,ut r.y e dom f et pour tout t€ [0.]l

f(t.l l).r rl.r1).1 t) ttlt t ) - t ltt/)

(on,I)e

itirrrr I.42 li,l f' r:st ,tt,rte 
Jurt,ct,.t o,tt, con L,(:r:(:. o,Lors ,f. r:st. l..ultsr:h.i,t;.7t,(.tLn,( s.tli,,r t.o.tlt

co',,npur:t i,rt,r,:ht, tla,rts dont J'.

ition L43 Si .f e-st rt,n,e. fctrt,r-tzon, d,e. r-kt,s,st: C..r, u,futr.,s f e.st cort,yr::re s,i, et

f" > ('),s t:t,:,lct t L. rtt,,;t

L2
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eacock et Les Processus

L- Martingale



unp

D6fini

i)

ii)

IL Les peacock e.t les processus l_martt,nqale
crozssan,ts dans l,ord.re corluere (pectcock)

::|.:tll,,"nqr,.s 
;rar cl6firiir la rr.riorr cler pea.o.k. Le mor ,,peacock,, provienr

:nlr"':ttr" 
angraise de'abr6viation p.c.o.c (du rerrne ,,pr'cessus 

croissant
re Convexe't). Notons qu'en anglais, ilpeacock,, 

signifie paon.

de la

pour J

D6fini II.1
domz UT

E (l',/,( <oo

Sozt X,Y d,eur uariables alEatozres r*elles i,n,tEgrables.On d,it que X
l'ordre conuere si potu. toute fon,ct,iort, con,uere ? ; R -__ R tel que
et E (ltL,.' (y)l) < q on a

E (t, (XD > E (,/,(yD

ott, rt,ctte e relo.ti,ort, po.r

(,: )x>l'

ment, il n'est pas 6vident de montrer qu,un processus(X1 ,l > 0)soit
utilisant cette d6finition, pour cera nous introduisons une nouvelreciasse de oprf:tion con\rexe not6e C.

classeC2

L2 On rtote par C I'ensenble des fo,ctzon, t! co,uere, posit,iues, d,eI qu'il etistent e,e,,b,b, tels que :

,1,(r)

rr'(.r)

* b pour. r essez gran,d.

-f,'r, - b' pottr' t: oss(:z p(,tt,t.

Propositi I.3 Sr, tl' e C alors

1. Itlt'I

2. t//' e

t'

a, t co'mpact.

i3



ne fonction de classe C2, convexe. positive

born6e : En effet

k2 posttzues telle que tlt (r)

nstration. Soit r/ e C

continue sur frn'

lrl'' @)l1

lp.'(r)l < ,,,o"t-t-

a support compact :

,'" (., )

| -"', - 0'. si ., €] - ,o.m|
a,(r): j r{r) .si r€ l*,.*l

Iar+b,sir€[m,+co[

-0',si rel-oo,m']
g'(r), si r€ l^',*l
a. si :r e |ru, *oo[

: lu, (z)l ( kr f kz)rl

Donc ils existent m et mttel que

l,/'(')l)

' ,-, -lt"r- 
I

nr] donc

( sup
\ze [m',m]

(,.,ilf,,, tt/ @) ' 
o' ' ot)

r/ est convexe de classe C2Puisq

I
I

0, si r: e ]-oo, rn']

.;" (t:). si .r € f rn'. rn]

-ll{r. sl ,' t i/]r, +ool

g" @), si r € lrn',m)

0, si ailleurs
f
I

74



plusi qs

pose ;2 : rrrax (o',n);h ) l, (0) d'oD la majoration

!: (:r) : ld' (r)l < h + kzlrl

remarque qu'il est plus facile de travailler avec la classe

propri6t6s que d'utiliser une fonction ry' convexe quelconque

;') - a ()')

C qui poss6de

La proposition

tsul te ous permet de passer d la ciasse C

ion II.4 Soi,t X et Y deus 'uari,abLes al1atoi'res r\elles zn,tEqrables alors on

ence entre :

Y.

) : E (\') et poul' tou,t 1.' e C,E [r,r,(X)] > Ebt) (y)l

nstration. 1) Montrons que 1 =+ 2 Si X 9- V + V/ convexe E Krl,.}Dl >
E l(rt, ], appliquons I'in6galit6 une fois pour ry' (r):, et une fois pour l,@):

ient alors:

E (x) > E (Y) + E (x)- E(y) > 0

v

a

Ainsi

I) l1L, (

4,e c
s L,l'(a)l

E (-x) >_ E (-Y) =+ E (x) - a (y) S 0,

:0 + E(X) : E()'). De plus pour toute fonction {r convexe

.Donc, en palticulier pour l, e C' .D,une autre part, pour un

E ll,b 6)ll : s l,l, 6)l S kr * k2E llxll < n.

E llrl, V)ll : e lu, (Y')l ( Ar * krE llYll S,x

15



e [rl

Soit

Pour

(lennl

eller rr

suite

ori /,,
Verilio

) ontronsque2+1

) > E[rt, (Y)] Nous

rf fbnction convexe,

I

I

) : [A,(^,, (, - y) + 3,,) p (r,y) cty et s,, (r

_t/,est convexe

(0r+(I*O)il:

Soit T/ une fonction convexe queiconque, montrons que

voulons construire une suite ,!_ € C qui croit vers l.t.
positive et

9,,lr)

o.n1t: I i3n, si r € ]-oo, -n]
,1, @) , si z € [-n, +r|
ann 1- brr, si r € [n, *oo[

et n assez gran<l lrl < n alors lg,, Q) - tl, (r)l * 0. De pius cp" ainsi
une suite de fllnctions crrtissarites cjonvexes cjont,lnues par constriction mais

de r:lasse C2, pour r6gulariser nous proc6dons comme s'it soit p?z une

arrsanfe 8. support compact. On pose ,1,"(r) : g * p (z), alors

I
I

,l-r' (*. (t - l,) + P,.) p @) rta si r € ]-oo, -" - *l
. ,.1]

J"@,a)+ l- '',u(a)p(n(r-a))da si r €]-n - *,-"+i]
[!r' rt, (, - 9 p@) ctasi r € f-n + *," - i"]

"-t !
s,,(r,A) + J-' " rl, @)p(n(r - aD dasi r € l" _ *," + *l
.ti @" @ - *) + b.) p@) dysi r € [n + f, +ooI

9*
r+
I

.l -t
/,Lt'I!

.u) : .[ 
j-,, (*. (, - il + B,) p (nyl cty.

p(0r+(t-0)a).

9 @r + (I - 0) y * z) p (,nz) ct,z,

p (0 (, - z) + 0 - q (y - r)) p (nz) d,z.

16



O, ,b

pour

Si rlt

positi

Donc

alors :

hypot

con

Bxem

CCSSUS

Mais,

,lt" (

sque p?l est convexe

Q-e)a) :

croissante car gr(r)
€ et n assez grand lzl

14,,,(r) * rl'(r,)l

et p, (r)sont croissantes

<n_ !

p@-z)p(nz)dz

par construction. De plus.

x

/'! I

t l', t(r - r)p(nz)d.z + (I - il l''t L 'lI
g',/,,,(r) + (1 - 0) A,,(y)

) 
* 

", t'))lr @),ty
l-'r t /

,,._. | , l\ \ tt

[+l | /

,l_t,,--ml \ n/
(car g est continue).

.B

-,p (r)1t,fu) d,u ".- o

nvexe quelconque, il existe a, b teis que la fonction $ (r) + az * b soit

(X)) > E(rltV)), car par hypoth6se E(X): E(y). Soit ry'. € C. par

Elrlt"6)l> Elrlt, (),)] par passage d la iimite (en utilisant th6or6me de

monotone) nous aboutissons arr r6srrltat voulu. r

Il.5 So'tent X,\' deur u.a.r i,rttEgrables. St E(y I X):0, alors le pro_

: X I tY,t > 0) est un peacock.

nstration.

trenient dit, on peut toujclurs se ramener d r,rne fonction positive convexe.

r]] usmontronsque: E(r!V)+aX +b)> E(rl,V) + ay + b), nousaurons
n

t7



trons d'abord que E (X) : E (X")

E(X') : E(X+t,Y)

= E(E(x+tv lx))
: E(x)+E(tE(Y lx)) : E(X)

+ E(X") : U,;;-
+ E(X,):E(X")

rons que Vl > 0 : Eflu,(X,)l] S oo. Soit l, e C :

E |Ib (x)ll h * kzE llx + tvll

h*kzEilxll +E|rYll <oo

trons que V{ eC,E(r/' (X,)) ) E(rl'6")). Soit r/ € C:

.f+-f+*rb'(r)<"+ | tb'(r)dp(.)<" I dp(w):e
.l -n .l -*

prel]llrt

+ tY))

peut

'(x
0t

on

E(u

re l'6sp6rance ct la tl6riv6e (par lebesgrre)

: Ely'ill (X + rl')l
| ( yX+tY )l: u 
Ln tv' \x) + .fr u," (u)duj)

: ElYti (x)l + u (" l:-* rt,'(u)d.u)

: EIE(yil/ (x) lx)l + u (t /:.* {,,(u)d,u)

: El,t" 6) E (y lx)l + EV .l: t,,, (u) d,u)

/ fx+ty: u (" l 
"' 

,," 1r,)du)
\ ./.Y /

18



me V" (r) > 0.

siv

qiv<a
ut I

+X +tY

>0
yX +tY

> x =>Y II,]X t" (u)du) 0

O++V

X+tY
/..X +1)'
I
I.lx

<0

sx
7.-Y+t)'

tLi' ('u) dtt 1 0 + Y I 1i/' (t) du ) 0
.l x

aE ?b (x + tY))
At

Vs ( l: E(! (X,)) ) E(tlt(X"))

D6fi II.6 (peacock) On appelle peacock un processus (Xr,, > 0) d, ualeuf,s

u,Ellxtll < oo

toute foncti,on conuere {r : JR - R

i € R+ * Elrlt (X,)] e ]-oo, *ool est croissante

II.7 Unprocessus (X,,1 ) 0) est cr-o'issa'n,t dan.g I'ordt-e conLtene,si, poriy,r

(")x"1X,

II.,8 Pour pT'ouuer qu,'u,n. procr:ssrts d,ort,Ee est urt peacock, on peut se re$-

lo, cla,sse de fon,ct'ion : h : {u: est tttt,e: forx:ttotl, coTlL)ere de classe C2 te\p que tb"

>0

rEel

1

2.

19
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Jortc

uc tl

effet, toute fonctzon conuere peut s'Ecrtre co?n?ne l'enuloppe 
"orrur" Qu,

ffines qut lui, sont tnfErzeu"res, i.e.peut s'Ecrire comme une l,imtte crozssan)te

ns de I( , et on obti,ent le rEsultat en passant d. la ltmi,te. Rer

alors tft est bor,Ee. 

tLU uL tcD&LLUL ctL PutsurLL u Lu' L'LT.LLLe' nerrlarquons qTe

ion II.9 soi't(X..t > 0) unprocessus i,nt\grabletel que ELxrl ne d,E.penfle

Alors, pour prouuer que (Xr,t ) 0) est un peacock, on peut se li,mi,ter d Na

fonction :

croi,ssante sur ]0, +ool

s2 ()

pas

clast

, si / € K, il suffit de poser :

0 (r) : l'' e - tt) li, (u) rtu
.lo

uer que I satisfait les hypoth6ses pr6c6dement cit6es ainsi que :

Yt:,y € R,u,(r) -rl,(y): i,/r'(0) (,, *a)+0(l - 0(A)

20



ur tout s > 0, bu est crozssan'te., alors (X1- Elxr),1 > 0) est un peacocft'

:0 et pour to'ut s ) 0

o" est pa'ire ou'impazre,

b" est'impa'ire et sgn (b" (")) : sgn(r) .

Alors Ie processus (Xt,t > 0) esl un peacock.

nstration. i) Soit ,lt e K. Posons h(t) : Elxtl : r * [; E lb (s, X")l {s

ns la formule d'ItO :

(x,-h(r))l :

(10)

t convexe, Ie second terme du membre de droite est positif, et nous allofrs

que le premier I'est 6galement. En effet, en notant b;l I'inverse continu d,

b", on a:

- h(r)) (b(t,x) - h'(r))l ,-,1'' (u;' (h'(t)) - h(r)) El(b(,, xt) - h'(i))l :6t,

qui ach6ve la preuve du point (i).

,b @) + ul.lr' ,1,' (X"- h (")) (b (s, X") - n'(s))as]

*iul.lr' ,p" (x"- h (,))o'?{s, x")as]

d6rivant, on obtient :

1l

#ulo,(X, - h(r))l : Elrl,' (x, - h(t)) (b(t, xt) - h' (r))l

+r^n lrlr" (X, - h (t)) o2 (r. X,)] '
2

2I



t>
iq)

l

Traitons le cas o. paire. Ort peut remarquer tout d'abord

ioi de X1 est sym€trique. En eff'et :

que pour toflrt

peacock p4ur

En

Arvc:

Etp

Alo

c)

ue (-.B,, s > 0) est un mouvement brownien standard issu de 0,

ielle de la solution de cette EDS,

par unic]t6

(Xr,tlqEe&,r>o) .

culier, pour tout t > 0, h(t1 : ElXr) = 0 rte d6pende pas de t. Soit dofrc

10)se r66crit alors :

&u r(X,)l : E lo' (xt)(b (r, xr))l * iu le" (x,) o2 1t, xr)]

te plus qu'd remarquer que pour tout I ) 0 et tout r € R,

0' (r\b (1. r) > 0.

impaire se traite de Ia m6me manidre. r

il.l1 S, (Xr,t > 0) esl url processu,s de Ornstein-Uhlenbeck de pol

-xt : - lo' 
o(",x") d,B"+ 

lo' 
orr,X")d,s

: 
lo' 

o U, -x") d,(-8") * 
.[r' 

b(s, -X") ds

xt: Bt - " [' x"d's.
.lo

est un peacock. Obseruons que (X1,, > 0) reste un

Exe

C<

r,l ) 0)

que :

XtU B, "*otz",t

ut c e IR*,I ---+ t+"I est une fonct'ion cro'issante.

22



pr-ocessus L-mart'ingale :

rs cette partie, nous allons exhiber des rnartingales (M1,1> 0) pour pl

sleu (Xt,t ) 0) croissants dans I'ordre convexe telles que pour tout t fi
a, LOZx-! rr -

D6fi II.l2 Un processus (Xt,t > 0) est un l-mart'ingale s''il eriste une rnaf-

ti r, t > 0) teL que pour tout t fi.r(

xr'g- M,

II.13 ,Sozent X une u.a. et p : IR -- IR une foncti,on bor€Izenne et conueqe

n llp (x)ll < - Ator.s :

e@lxl) < EleV)l

e

D6fi

telle

pursq

II.L4 (kellerer) Un processus d, ualeures rEeIIes (Xt,t ) 0) est un pep,-

seulement s'i c'est une mart'inqaLe

nstration. zl) Pour tl., e k et s ( 1. par h.ypoth6se X,9- 1 I,

Elr!6,)l : alr! (u')J

: ElElrl'@J I f")

, est une martingale

Elrl,6)) E [rl,QV"))

814,6"))

iproque, nettement plus difficile d 6tablir. r

23



voir
t 

^/f\lYrtt

1 M(.thode des EDS ; On note par :

: {g: IR -* R. de classe Cr, impaire, strictement croissante et cp(+oo)

: {g t IR -* R de classe C2, irnpaire. strictement croissante cp(+oo) :

mme II,LS Soi.t g e I , alors (g (Bt) ,t > 0) est un peacock.

p € I ) comme (p(Bt),/> 0) est un peacock, nous allons mainten

ix de quelque hypoth6ses suppl6mentaires sur p qu'il existe une marti

) solution de
1tAI,: 1 o(u,AI)dB,

.t0

fonction obien choisie) tel que, pour tout I > 0 fix6 on ourait

I\l1tP 9 (Br)

pothdses et notations :

€ J tel que, pour tout t ) 0

R* x IR * IR- une foncti

Ulot -\-f t \w) u ) -

E (lp (B')l) < oo et .B (lp" (Br)l) < o".

on d6finie par

['*r"(s)e*p {-*\.

t/l

+rc)
coets



\ofrt "o". que ly' (u, r) ainsi d6fini v6rifie 2 propri6t6s qui sont les sui

l/1(u, r)l = 
| l-*r"(y)."p { 

"} 
*l

s l-"J ,r"(s)I"*p {-*}.

iof., to,-,t z ) 0 et r €lR nous avons

H (u,r) < 0.

s[ [.re-,

f'*'"(Y)'*P { *} "=o
ch.l o" (u) < 0

Si r € O*. "r"r" (r) 
: ,gr(r) 2 0. ainsi

Io' 
*"(s)""P {-*}.

- .[n" 
*,,(y)"*p {-*} "JO

4j "ootto"ant 
le changement cle variable lz : -y]

- 
fo' 

,"(s)e*p { *}or_ lo*r"(z)exp {-*}"

Aihsi

f'*'"(s)"*P { *}"=o

25



: IR+ x IR * IR+ une fonction d6finie par

(r,u) : (v' o 9-')' {u)- (p'o r-') (v) H (u,p-'(u))e*p { 
te-J't'l}

\2u)

r.9

H (u,n) ( 0 et p' (r) >- o, alors o2 (u,r) ) 0.

note par (H1) Ies Hypoth6se que doii v6rifier I

-1 est lipschitzienne et g/(0) > 0

tout c > 1 il existe une constante 1.(. telle (lue pour tout r € lR

| , / \l \ | lll f/lT. lTll > f lrn | - nlr* \& ll -_ - lY | ,'c.

peut trouver des exemples de fonctions qui v6rifienl les hypoth6ses -F11,

les consid6rons P @): sh(r) qui v6rifie bien les hypoth6ses (H1)'En effet'

on p@) : sh(r) est croissante impaire de classe C2'et

,gnlg" (r)] : sgnlsh(")] : sgn(r)

p' o g-t (r) : ch[arg sh (")] : lF * t

l^t^^ llr,.t- 't
lr "r l\../- f-.-L, , ' y/ L.zrl

is JV+ I est une fonction paire convexe, donc 
=k 

> 0 une constante tel

+ I > k'lzl, Par suite

ll.

lIr.

pa

Ia

I l,n' " r-'1 (r)l :
liTII t/t\-

t/r'+71- k'
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q 'e' o e--' est lipsr:hitzienne. Enfirr, soit :r0 tel clue

lrop' @o)l: clp" (rotr

c ) rs ) 0, alors

K,: clp" @dl

lemme suivant nous fournit I'exestence et I'unicit6 de la solution de I'EDS

dML: o (t. M1) dB1

II.16 Sous (H1), auec La fonctr,on o dEf,nie pLus ttaut

est localement li,pshi,tzienne en r uniform1ment dans les compacts conte-

cro'issance lzn\azre de o en r un'iformEment dans les compacts contenant

I'EDS admet une soluti,on un'ique

II.17 Sous (H1), so'it (A,fi,, > 0) solutzon de

alor

rL
n,, : 

.lo 
o (s. M ") dB"

m,artzngaLe (Mt,t ) 0) esl telle que pour t ) 0

Ir,,l1t* p(B)

de d6montrer ce th6or6me, nous allons justifier le choix de I'expression

: IR1 x R -+ IR. et (M1,t > 0) solution de

Mr: l'' r (s, M") d.B
.l o

f

itr
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tla

i, Mt,

f (M) :

forrnule d'Ito, pour toute fonction / r6guli6re d support compact

nous avons

,lo' 
f' {r") ttNI" + i .[r' r" 

(M") d, \M, M) 
"

,lo' 
, ,r, M") f' (A,1") d,B, *; lr' r2 1r, IvI"1 f " (lvI") d"s

etd tre cot6 en utilisant Ia formule d'Ito, pour toute fonction / r6guli6re d,

sup compact appliqu6e it p (Bt), nous avons

*u f (M,)) : *u fu ft, M,) f " (M,)l

o e (Br) : 
lo v' @") f' o s (8") d,B"

.i .[, lf " o , (8") (e)' (8")

MI") I' (M") dB"f *iul.[r' r2 (s, M") f" (u") as)

+ p" (8") f' o g(4")] as

" e @") dB")f'
0

I rl
I I e'(8,)
LJO

tf

.tZ"l.lr' lf" " r(8") (p')' (8") + e" (8") f' o e(u")] ,'l

*uU op(8,)l:|alf' . v(8,)e" (8,) + f" o s(P,)(p')'(8,)l
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souhaitons obtenir

r-\\ ttt ^ ,^ r-\ 1 r -2 )
\r)) J o e\r) ffi"-, {-#} * : h l"f' o p(,) r",,1.", {-*';} 

*
dH

f"l("r2
* 

.lnf" 
o p(.r) (p')' (r) ffi", i-;

tvtr4- 91Ar)

est r6guli6re d support contpact, en

l'
/*\\ f// n,n(n\\r)) J o9\r) ffit"*p\- o J ",

le choix de o

02 (t,g (r)) :

int6grant par partie on obtient

: l6' o p (r)a (t.;)li;
t-

1[.,,
--= I f" , p (r) p' (:r) H (t,r) dr

\/'27Tt.JR.
lt(r2* .l*f" 

o s (r) (p')' (r) fi""o i. 
-;

t' | ( -'\: J-ffi""Pt-; jlf" "v@))

^ l{r'l' @) - p' (r) H (t,r) exp 
{ # }l

@')' (r) - p' (r) H (t.r) ", {*}

?

9t en remplaEant g par cp (z), on oura

(t,a) : (9' o s-')' (y) - p' o s-' @) H (t,p-' la))""' {g-'Il') }r2t)
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iui

monstration. Soit la fonction o

p (t, da) la loi de M1 et q (t, da)

-Planck et nous avons

q (t, da)

d6finie plus haut et M1 solution de I'EDS,

Ia loi de p (Br).Ms satisfait aux 6quations

*, u, dy) : ;# @' ft. v) p ft. av))

es distributions. De m6me, soit X1 : I (Bt) solution de

,,: 
.lo 

s' o s-' (x") dB" *: 
[r' e" o e-' (X")ds

6quation de Fokker- Planck et nous avons

:;l#((r'" p-' @))' q(t'dv)) - ft'" o p-' @) q(t'd'a )l

en soit6quations sont les m6mes' puisque nous avons choisi o pour qu'il

alors'un autre cot6 p (Bo) : Mo,

p (0, dA) : q (0. dy) : 6o @a)

t, d,g) et q (t, d,il satisfaient aux m6mes 6quation paraboliques avec les m6mes

initiales. par cons6queut

N[9 e(B)

forts et tr€s forts

ous d6finissons les notion de peacock fort et de peacock tr6s fort.

al1atoi,re int€grable. Alors, les proprr'4tEsII.18 ^9ozf U une uartable

sont €qu'iualentes :

30
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P

p
'2.

ur tout r€els C, Ellp2cyU) > 0.

toute fonction born\e et croissante h : R + IR+ :

Elh(u\ul > 0

Il.L9 Un processus i'nt6.grable (Xt, t > 0) est un peacock fort sz, pour

s < t et toute foncti'on bor1l'ienne bornEe cro'issante / : IR' -- IR. :

Elo6")6,*X")l >o (11)

11.20 1. La donn\e des marti,ngales unzdimenszonnelles sffit a de-

un peacock tandzs q.ue la d(.fini,ti,on d'un peacock fort fait i,nteruenir les

bzdi,mensi,onnelles.

ut peacock fort est un peacock. En effet, si, tl; e C

Elrl,6)l- El',!6,)l> EIO'(X")(Xr- X")l > 0

est u,n peacock fort tel tlue E(X'!) < @ pour tout t 2 0, alors .

ElX"(h - X")] ) 0, pou,r tout0 <' s 1t'

Si, X et Y sont deur processus ayant les m€mes martingales unidr,mensr'on-

nelles, alors i,l est possi.ble que X so'it un peacoclc fort et queY ne Ie soi,t

pas. Conszd,Erons par eremple (X,: tiF1,t > 0) et (Y: ft,t > 0), od

(Br,t ) 0) esl un rnouuelrlent brown'ien 'issu de 0. On rnontre, grd,ce ou

Lem,me ILIB, que (Xr,t ) 0) est un peacock fort, par contre, (Y,t >- 0)
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n'en est pas un pu,isque, pour tout o € IR et0 < s < t.

ult*f,,, # -3,, : 
Q-{;r[r1a.,""118"] 

< o

(C* fr < 4 et Ell p,r""*yB"] > 0 d,'aprd.s lemme(Il.1i). PIus

ralernent, pour toute marttngale non nulle (Mr,t ) 0) et toute fonc
bor1lienne strictement cro'issante a ; lR1 

- 
R+, ( #,t ) 0) n'est

'un peacock fort.

Pro tion II.21 Un processus gauss?,en centr6.e (Xr,t ) 0) esl un peacock fort
ets si,pourtous0{s<l:

Elx$") >_ Elx:l

'un processus gauss'ien centrE (Xr,t ) 0) est un peacock s,i et seuleme

t ---- EIX:I est une foncti,on cro,issante

et ) impli,que (13), en effet, si (1L) est u€.rifiEe, alors, pour tous0 ( s ( I

LIA; ,"Xr) S EIX?IL nlX?ll, ( d,apres t,inEgati,tE d,e cauchy schwar-tz) ce

ration.

(Xt,t ) 0) un peacock for-t gaussr,en centr|. En prenant Q(r) : ,
, nous auons :

ElX"(Xt- X,)] ) 0 pour tout 0( s ( /,

K(s,t) ) K(s,s) pour tout 0 ( s ( f.

')o

e',Ltratne ( 1s)



fi1ciproquement, s,i (lp) est uErifiEe, alors, pour tous 0 I
bpr€lzenne born6,e cro,issante d ; R _____. IR ;

q[d6")6, - x")l

s 1 t et toute fonction

appel1 peacock trEs fort
Irr, nou,s quons :

(r4)

It une

8106")@lX, / X"l_x")l
. K(s.t\(l("r) - 1)E(d6")X") > 0 d'apr6,s temme (II 18)

IL22 Toute marti,ngale est un peacock fort : En effet, sz (ML,t > 0)
mar-tzngale par T-apport d.,une f,ltratron (Fr,t ) 0), alors pour toute
bor6.ll'ienne born€e @ : IR. -+ IR :

onct,ion

E[Q@")(M - IuI")]: EIO(M")E[M, lF"] - M")i : 0

toute u.a i,ntEqrable et centrE X,le processus (Cr: tx,t > 0) est un
k fort.

D6fin

sx,

iogr II.23 (Jn processus rr.ttegrable (Xr,t > 0) est

laut 
ne N*. lozl 0{ t, < ... 1t," ( lrr+r et tout 6 €

El6(Xr,,..., Xr,,)(Xr."*, _ x,,,)] > 0

aa.

3.

II,24

ilr dEfini'r un peacock for-t, nous n'a,)ons uti,ri,s€ que res rrmrtingares bi,d,t_

znelles' Ma'is, pour d,Efi'ni'r un peacock tr6.s fort, nous fa,isons znteruenir
les marting ales fini,- d,i,mens,ionnelles.

Q rnarti,ngale est un peacock trEs fort.
blt't peacock tr,s fort est un peacock fort. Mai,s ra rb.czproque est Jausse. Nous

deur eremple

JJ



Soi,ent G1 et G2 deur u.a gauss'iennes xndependantes et centr\es telles

que : ElG2rl : EIGS] : I. so'ient a et p deur constantes qui' u€ri'fient

| +2a2 < g.On cons'iddre le uecteur gaussi.en dEf,ni par :

Xr: Gt - aGz, Xz: /Gt, X3: BGy l aG2.

Alors, (Xr,Xz,Xs) est un peacoc:k fort( d'apr€s la proposi,ti,on (11) qui,

ne u(rtfie ptas (l/) Ttui,sqtrc ;

Elxlxs - X)l: -a2ElG?l < O.

) D, m€me, si, G1 et G2 sont deur u.a symEtri,ques, i,denti,quement dis-

tri.bu1es et i,nd1pendantes telles que Elcll:7(z:\,2),alors, pour tout

lJ > 3, Ie uecteur(Xt, Xz, Xz) de,Jin,i, par :

Xt : Gr - Gz, Xz: ]Gr, Xs: BG1* Gz.

J4



En Iru,

f[11x,2"1(Xz - Xr)] : E[11c, .c,>"]((0 - 1)Gt + Gz)]

: (P - 1)El1{ c,-c">o1G1l + E[11c'- c,2o1G2)

: !0 - L) Ell p"-c,>qG z) + Elr g,-c,>ulGz)

en prenant G1 et G2

(3 - 2)Ell{G,z-G1>q1G2l +-8111lc,- c"t>4Gz)

\. a d'apr6s Ie lemme (II'18) puisque 3 > 2)

281111c,-c22"11G2] : 0

(X,.,X2,X3) est un peacock fort. Mais, (Xt,Xz,X3) n'est pas un peacock tr6s

irhme Ie montre l'in6galit6 ci-dessous :

ElxL(& - xr)l: -ElG?l < o

p[nnons quelques exemples de peacocks tr6s forts'

4,+1" II.25 Tout. Les peacocks fort de L'erentple (1l72)sati,sfont (11).
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