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Abstract
Dans ce mémoire on s'intéresse a la classe des processus croissants dans ordre
convexe (Peacock). Nous donnons en particulier plusieurs exemples construits a l'aide
du mouvement Brownien ou plus généralement des processus définis a I'aide d'une
intégrale stochastique.
Nous avons ensuite montré gue tout processus l-martingale est un processus

croissant dans ordre convexe. mais la réciproque est difficile & érabliv,
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Introduction

La tache d'un gestionnaire de portefeuille consiste a choisir la bonne combi-
n de titres en vue de maximiser le rendermient de linvestisseur, compte tenu
niveau de risque donné. La gestion de portefeuille est un processus continu et
nique. Les versions simples des problémes de portefeuille peuvent étre résolues
s techniques d’optimisation classiques, comme 'approche "moyenne-variance"
luite par le prix Nobel Harry Markowitz (1952). Celle-ci tient compte du rende-
moyern. de I'écart-type et de la corrélation des rendements des différents actifs
termine ainsi le portefeuille d’actifs minimisant les risques par rapport a un

de rendement donné.

Un autre critére probabiliste de décision est le critére de 'espérance de 1'uti-
e von-Neumann-Morgenstern (1944). 1l consiste a représenter les préférences
I'incertain par des fonctions d'utilité concaves et a préférer la décision qui a
rance de 'utiliteé du gain la plus elevée possible. Ce critere de 'espérance de

té, plus général que le critére d'espérance-variance, est trés utilisé en economie

de l'incertain et en finance du fait de sa simplicité.
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Il existe une autre approche en cconomie et en finance. utilisant la notion
e stochastique. pour comparer des variables aléatoires réelles représentant des
ou des pertes. La dominance stochastique g en eralise en e et la théorie de
té en evitant toute hypothése arbitraire concernant la forme de la fonction
té. Elle n'impose aucune spéciffication explicite des fonctions d'utilités des
5. Le concept de dominance stochastique permet de comparer des distributions
es de probabilité.

Le plan de ce mémoire est le suivant :

Dans le premier chapitre, nous rappelons des notions trés importantes en théo-

probabilité concernant les processus gaussiens. Nous donnons les principales

il




propriétés du mouvement Brownien et des martingales.Nous abordons ensuite la no-
tion d’'intégrale stochastique nous terminons ce chapitre par quelques rappels sur les

équations différentielles stochastiques.

Le deuxiéne chapitre est consacré aux processus croissants dans 'ordre convexe.
Nous |commencons par définir ces processus et nous montrons qu’on peut remplacer
les fonctions convexes citées dans la définition par une fonction convexe possédant de
bonnes propriétés et nous introduisons la notion de l-martingale et nous montrons
I"équiyalence entre les processus croissants dans 'ordre convexe et les T-martingale.
Nous pous appuyolnts ensuite sur la technique des EDS pour exhiber les 1-martingales

associées a des Peacocks particuliers.
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1. Le calcul stochastique

Le calcul stohastique est une extension du calcul différentiel et intégrale clas-

dans laquelle les processus a temps continus remplacant les fonctions, et les

martingales jouent le role des constantes. Il sert a la fois de construire de nouveaux

proce

deles

ssus, indispensables notamment pour les modeles financiers et certains mo-

de I’assurance, et a déterminer leurs propriétés.

Le but de ce chapitre est consacré de donner des définitions de base et des

résultats obtenus pour les utiliser aux prochains chapitres.

1.1

Deéfis
cess’
valet

(Rd.‘

Rem

sSous

Geénéralités sur les processus stochastiques

nition 1.1 (Processus Stochastiques) Soit T un ensemble. On appelle pro-

ws stochastique sur un espace de probabilité (0, F, p) indexé par T et a

rs dans R . une famille (X,)er dapplications mesurables de(Q2, F) dans

3(RY)) : pour tout t € T. X, soil une variable aléatoire.

arque 1.2 - Si T =N, on dit que le preessus a temps discret.
-SiT =R, ouT = [0,a],on dit que le processus a temps continu.

- Les fonctions t ~ Xy(w) sont appelées trajectoires du processus stochastique

nition 1.3 On appelle filtration (F )0 de (§2, F ), une famille croissante de

tribus de F e Fs C Fy C F. Vs <t




Rem

arque 1.4 Un espace de probabilité (), F,P) muni d'une filtration (F¢)ter

est satisfait les conditions habituelles si :

- Les

ensembles négligeables sont contenus dans Fo.

- La filtration est continue & droite i.e. F; = NyuyF s VE.

La famille croissante de sous tribus G, = (X, s < t) s’appelle la filtration

naturelle du processus stochastique X . Mais Gy ne contient pas nécessairement

les engenibles neégligeables (N), ¢’est pour cela on introduit la filtration naturelle

augm

il s’ag

entée de X' définie par £, = o(NUG,) Lorsque on parlera de filtration naturelle

ra toujours la filtration naturelle augimentée.On note aussi que F o, = o(UiFy).

Définiition 1.5 Un processus stochastique (X,)er est dit cadlag (continu a droite,

limité

limite

a gauche) si présque sirement, ses trajectoires sont contineus a droite avec

a gauche.

Définition 1.6 Un processus stochastique (X,)er est adapté par rapport & la filtra-

tion (F()i>0 siVt > 0, X; € Fy i.e. X, est F,—mesurable pour tout t.

Définjtion 1.7 Soient (X,);>0 et (Y3)i>0 deuz processus stochastiques définis sur

méme

espace (S, F, P)

(1) X est une modification (ow une version) de Y si : pour tout t > 0.les

variables X, et Y, sont égales

meéme

Brps tP(X=¥, )=1

(fi) X etY sont indistinguables si P — p.s.les trajectoires de X etY sont les
qie.

P(X, =YVt >0) = 1.

Deéfinition 1.8 Un processus stochastique (Xi)is0 est progressivement mesurable

par ragport & (F¢)io, si Lapplication (sw) — X (w) de[0,t] x Q dans R? est me-

surabl

g par rapport @ S([0,t]) @ F, et 3(RY),




Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On note
aussi [que si X est processus mesurable et adapté alors il possede une modification

progressivement mesurable.

Proposition 1.9 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont conti-
nues |a droite (ou a gauche), alors X est mesurable et progressivernent mesurables

sl est de plus adapté.

Définition 1.10 Un processus A = (A, t > 0) est un processus croissant si Ag = 0

et t —p A, est une fonction croissante i.e.
A(w) < Ay(w) Vi < s

Définition 1.11 Un processus V = (V;.t > 0) est dit a varation bornée sur [0,t] si

511})2: Wl,-x - V,,‘ < K

21
[

le sup étant pris sur les subdivisions O <ty <t} < t,... <t <t

Définition 1.12 Un processus V = (Vi.t > 0) est dit a variation finie sur [0,t] si

supZ: ‘\"VL,‘,] - val < o0
i

7

1.2 |Processus gaussien :

La loi normale est l'une des principales distributions de probabilité. Elle a
été introduite par le mathématicien Abraham de Moivre en 1733 qui l'utilisa afin
d’approcher des probabilités associées & des variables aléatoires binomiales possédant
un parametre n trés grand. Cette loi a été mise en évidence par Laplace et Gauss au
XIXd siecle et permet de modéliser de nombreuses études biométriques. Sa densité

de priobabilité dessine une courbe dite courbe en cloche ou courbe de Gauss.




Définition 1.13 Une variable X est gaussienne de loi N(m.a?) si elle a pour den-

Sité

. . 1 =(X — m)2
N{m, 0°)(z) = exp
) /o 2

o/ 27 20

On considére qu'une variable aléatoire constante suit une loi gaussienne de

variance nulle, ce qui corespond a une masse de Dirac 9, au point a est une probabilité

sur [ telle que

J

f(x)d,(dx) = f(a) est correspond & une variable aléatoire constante égal a a.

Deéfinition 1.14 Soit X = (X, Xy, ..., X,,) X est un vecteur aléatoire gaussienne s

toute

Deéfiy
Elo(.

Prop

s les combinaisons linéaires de ses composantes sont gaussiennes c¢’est a dire :
n
Yaq, as,...a, € R, E a; X, est une variable aléatoire gaussienne.

=l

nition 1.15 Une suite de variable aléatoire X, converge en loi vers X si E[¢(X,)] —

N)| quand n — oo pour toute fonction ¢ continue bornée.

osition 1.16 Soit X un vecteur gaussien :

S1Y est un vecteur gaussien alors :
- lot
X=Y<&

lon

Si E(X) =0 alors X est symétriqgue (X = —X)

Définition 1.17 Un processus gaussien est un processus (X,.t > 0) tel que (X, X4y, Xy, -

est u

1 vecteur aléatoire gaussien Yn > 1 et ty,ty....t,, € R, . Ceci revient & dire que




toute

combinaison linéaire finie de (X,.t > 0) est une variable aléatoire gaussienne

c'est a dire

Vn, Vil <i<n,Va; € R, Z a; Xy, est une v.a.r.gaussienne

Un processus gaussien est caractérisé par son espérence et sa covariance

Définition 118 Les variables aléatoires X, — X0 < s < t, sont appelées des

acecrg

(1) P

Deéfin

temp

1ssements du processus stochastique ( X;).

ocessus a accrotssement indépendants :

(X —X)LF=0(X, 0<r<s)v0<s<t

(17) Processus a accroissement stationnarites :

JX'I - )(5 ~ ;/YL,S = /Y(J.\V/O S S S t.

ition L.19 (Temps d’arrét) Unc variable aléatoire T € — [0, 00] est un

5 d’arrét si lévenement {T <t} € F, Vt,0<t < 0.

1.8 Mouvement Brownien

Défin

ition 1.20 On appelle Mouvement Brownien un processus stochastique (Bt)i>0

a valeprs réelles tel que :

(2) Comtinuité P — p.s : la fonction s — By(w) est une fonction continue.

(i7) Indépendance des accroissements : si 0 < s < t, B, — B, est indépendant de [, =

(B,
(iii) S

a celle

< s) et de loi gaussienne centrée de variance t — s.
tationnarité des accroissements : si 0 < s < t, la loi de B, — B, est identique

A de| By — By = By_s car By =0 p.s

D it qu'un mouvement brownien par rapport a r si By = .




Définition 1.21 Un mouvement brownien est dit standard si By = 0 P—p.s, E[B,] =

0etB[Bf]=t (ie.p=0et o=1).

Dans la suite si on parlera de mouvement brownien sans précision, il s’agira

d'un mouvement brownien standard

Prop
proce.

un ve

osition 1.22 Soit (By);>o un mouvement brounien standard, alors B, est un
sus gauwssien .o, pour tout noet tous 0 <ty < t; < ty..... < tn, (Byy,....By,) est

teur gaussien.

Théoréme 1.23 X est mouvement brownien standard si et seulement si X est un

proces

sus gaussien continu centré de fonction de covariance

pou( Xy, X)) = 8 A =min(s, 1.

Proppsition 1.24 Soit B un Movement Brownien Standard, on a :

I- poi
(B,
2- poi

3- Le

rtout T > 0,{Br — Br}tiso est un mouvement brownien indépendant de
uw<T)
b itout ¢ > 0, {('BJ2 },\f() cest un omowoement brounien :

processus défini par Xo =0 et X, = tB1 est un mouvement brownien ;
i/

psition 1.25 1- V¢, P —p.s,.B; n'est pas différentiable en aucun point t.

n’est pas 4 variation finie en aucun point t.

1.4 Martingales

Défin
(1) Po
(21) Po

ition 1.26 Un processus (M,);>o est dit martingale si :
i tout t > 0, M, est Fi— mesurable ;

ur tout t > 0 M, est intégrable i.c. F(

M) < oo

(i21) Rour tout ¥t > s> 0E(M, / F,) =M, p.s.




On définit de maniére similaire une sous-martingale si (iii) est remplacé par
E(My/ Fs) > M, P— p.s.Et sur-martingale si (iii) est remplacé par ( B(M, / F,) <
M) p.s, ¥Vt > s> 0.

Proposition 1.27 Le mouvement brownien standard (By,t > 0) est une martingale

par rqpport a sa filtration naturelle FP=glB, 0% s t).

Proppsition 1.28 soit (Bi)i>0 un mouvernent brownien. Les processus suivants sont
des martigales par rapport a [FE) -

(i) M= B?—1t
(ii) N} = eBi=%),
Théoréme 1.29 (de Lévy) Soit X, un processus stochastique & trajectoires conti-
nues, pdapté a la filtration (F,) et tel que :

(1) Xi|est une martingale par rapport (F:),

(i) (X7 —t) est une martingale par rapport & (F,),

alors X, est un mowvement brownien.

Théoréme 1.30 (d’arrét) Soit M,) est une martingale continue par rapport a(F,
9 P P {

et T\, T, deux temps d’arréts tels que 0 < Ti(w) <Th(w) < K < 00, Yw € ). Alors

E(Mr, / F1,) = My, p.s et donc E(Myz,) = E(Mg,)

En particulier, si0 < T(w) < K,Vw € Q. alors E(Mr) = E(M,).

Le théoreme est encore valide pour une sous -martingale et une sur-martingale(avec

les inégplites correspondantes).




Théoréme 1.31 (Inégalité de DOOB) Soit (M,) est une martingale par rapport

a (F ). continue, de caré intégrable et telle que My =0 P.p.s.alors :

M, ])
a) P(sup |[Ms] > )< *U—[—U Vi>0, A>0,

0<s<t A
b) E( sup M]f‘) < 4E(ME), vt >0
0<s<t

Thégréme 1.32 (Théoréme d’arrét de Doob) Si X est une martingale et si o

et 7 sont deux temps d’arrét bornés tels que o < 7, B[X, / Fol=Xs P=ps.

Théoréme 1.33 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Soit p €
10,00[. 1l existe deux constantes c, et C, telles que, pour toute martingale locale

continue X, nul en 0.

E[(X, X)&] < Efsup| X,”) < C,E[(X, X)&]

>0

Remarque 1.34 Fn particulier, si T > 0.

v ] ) v
c,Bl( X, X)7] < Elsup |X,)"] < CHB[(X, X)2].

0<t<T a

1.5 Qalcul d’Ité

t

L'objectif de ce paragraphe est de définir lintégrale (/ XsdBg,t €[0,T)), pour
0

un prgcessus (X;) vérifiant certaines propriétés techniques. Nous étendons ensuite

cette i]Htégrale au cas ol f3; est remplacé par un processus continu plus général appelé
procesgus d'Ito.Ceci n’est pas facile, car comme nous 1'avons cité précédemment les
trajectioires d’'un mouvement brownien ne sont pas a variation finie et donc I'intégrale
précédente n'est pas en aucun cas une 'intégrale de Lebesgue-Stieljes. Pour cela
. on procéde plusieurs étapes pour construire cette intégrale. L'idee générale est
{

dans une premiere étape de définir U'integrale | XydBs pour des processus X assez

0
simples (prévisibles élémentaires), puis d’étendre cette définition a des processus plus




généraux par un passage a la limie dans L2. Dans une troisieme ¢tape, nous étendons

Pintégrale a des processus encore plus généraux par un passage a la lilmite au sens

de lajconverge en probabilité.

plet,

Dans cette partie. nous nous donnons (§2. F.IP) un espace de probabilité com-

F 1 }1>0 Une filtration qui vérifiée les conditions habituelles et By et un {F,}i>o—mcuvement

brownien. Et les martingales sont toujours continues a droite limitées & gauche.

Deéfin

nalew

ot Xy

ition 1.35 (Processus d’Itd6) On appelle processus d'Ité, un processus X q

s réelles tel que :

t ¢
VO<t<T, . Xy+ /bsds + /US(,ZBS, P—-ps (1)
0 )

est Fo—mesurable, b et o sont deur processus progressivement mesurables

vérifiant les conditions

Le coe

ds < o0

t i t )
/ |bs|ds < oo et / o2
0 0

ficient b est le drift ou la dirwée, o est le coefficient de diffusion.

Théorgme 1.36 (Formule d’Itd) Soit f une fonction définie sur R4 x R de classe

C! par

ce qui !

rapport a t, de classe C* par rapport & x, & dérivées bornées on a

b

; | A, X )ds ,_1,,

» B N OAX+ [ ], 9

F(,X0) = 70, Xo) + / f ‘
0

‘on note

; . P ALX L @ X e 2)dr - AN DAY
df(t, X,) = [fiNIrelieXnefia,

(

) XXX+ 10 (0,X,)dl Xy
/th\l)dl*fi b 3 L (X I
J1




Prop

Cette
corres

tion fi

osition 1.37 La formule d’Ité montre que

([{AY],\’QHT) = \](Z‘)U"(_}(/w + A\3</)(/A\/1(7L> -+ UJ(?‘)(TQ(X)(H (4)

Vormule est conue sous le nom d ntégration par parties. La quantitié o, (t)oy(t)

pond aw crochet de X1, X3 noté (X, Xy) est défini comme le processus a vara-
t

ni (X, X,) = .é'crl(s)(fz(s)ds,

1.6 Equations Différentielles Stochastiques

Défin

Sforme

U SO

L

tielle ondinaire, de montrer que sous certaines

tion 1.38 Une équation différentielle stochastique est une équation de la
t‘ l.

Xy =z -+ /b(,sg Xs)ds + /0(5‘ X,)dB,, (5)
0 0

5 une forme

dX, = b(t. X,) dt + o(t, X,)dB, @

XY() = L

inconnu est le processus X. Lo probléme est, comme une équation différen-

s conditions sur les coefficients, 1’équa-

tion difféerentielle a une unique solution.

Définition 1.39 Soit b et o deux fonctions de Rt x R

On se

mouwvement brownien B sur cet espace. Une
t

continu

et l'égalité

a valeurs réelles données.

onne également un espace (Q, F. P) muni d’une filtration (F,) et un (Fy)

solution de (5) est un processus X

t
(F () -adapté tel que les intégrales [b(s, X,)ds et Jo(s, X;)dB, ont un sens

0 0
té
t E
X, =17 //)(fs. X, )ds + /(J(S\‘Xgr)dB&., (7)
0 0

est satisfaite pour tout t, P—p.s.

10




Théc

a) leg

réme 1.40 On suppose que

fonctions b et o sont continues.

b) Il gxiste N tel que pout tout t € 0.7.2eR. yeR :

—~ —

alors

cette .

) bt ) = bt y)| + |o(t. ) — ot Y| < Kle —y| (condition de Lipschitz)

) |b(t,z)]* + lo(t, z)] < K*(1 4+ |z|*) (condition de croissance)

(8)

) La condition initiale X, est indépendante de (B,.t > 0) et de carré intégrable,

| existe une unique solution de (7) @ trajectoires continues pourt < T. De plus
olution vérifie
2
E( sup |X,[? < o) (9)
0<t<T

[.6.1 Propriétés de Markov.  On note (XL*, s > t) la solution de (7) partant

de x A l'instant . soit

Sous 1

K o g /b('u,7 B AT /a(u, Xb*)dB,
'f 't

¢s conditions du théoréme d’existence, on peut montrer que

0,a

X0 = X5 gt

Ce qui| montre que la solution (7) est un processus de Markov par rapport a la

filtration 7, :

E(f(X0) [ Fi) = E(f(X,) ] X)) = é(s.t. X))

ou @(s.ft, Xy) = E(f(XE)). s > t. Ce résultat est extrémement important et permet

de cal

ctiler facilement des espérances conditionnelles. En particulier si

S S

TP = / b(X ) du + / a(X,*)dB,

‘ t t

11




On obtient un processus de Markov homogeéne

E(J(X) ) Fi) =E(f(X,) ) X)) = Ols. 6, X)) =¥(s - t, X))
6]

ou o(s, t,z) = B(f(X") = E(f(XT) et v(u, z) = E(f(X)=)

1.7 Fonction convere -

Définition 1.41 Soit [ une fonction réelle définie sur E. on note domaine de f par:
dom f={x € E; f(z) < +o0}

[ est gne fonction conveze si pour tout x,y € dom f et pour tout te [0,1]

UL =0+ 1y) <= t)f () + 1/(y)

Proposition 1.42 S Jest une fonction convexe, alors f est lypschitzienne sur tout

convere compact inclu dans dom f.

¥ % E . D) ’
Proposition 1.43 §; [ est une fonction de classe C=, alors f est convexe si et

seulemant si f" > ().
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Chapitre II

Les Peacock et Les Processus
1- Martingale




delap

pour |’

le

II. Les peacock et les processus 1 -martingale
S processus croissants dans | ordre convere (peacock)
Ous cotmencons par définir la notion de peacock. Le mot "peacock" provient

ononciation anglaise de Pabréviation P.C.0.C (du terme "Processus Croissant

Ordre Convexe"). Notons qu'en anglais, "peacock" signifie paon.

Définition 11.1 Spi XY deuz variables aléatoires réelles intégrables. On dit que X

domine

E(ly (.

on note

un peacock en utilisant cette définition, pour cela nous introduisons

Y pour Uordre conveze 81 pour toute fonction conveze ¥ : R — R tel gue

U)]) < oo et E(lv(Y)]) < 00 on a
E(X)) > E(y(Y))

cetle relation par

()
X =¥

Généralement, il n’est pas évident de montrer qu’'un processus(X; |t > 0)soit

S une nouvelle

classe de [fonction convexe notée ('

Définitign I11.2 O, note par C l'ensemble des Jonction ¥ conve

xre, positives, de

classeC? at tel quil ezistent a, o, b,V tels que :

1) v (2) 5 ax +b pour v assez grand,

T 02+ Y pour r qsses petit,

Proposition 11.3 §; v € C alors

L[| dst bornée.

2

‘L/‘l &

est a support compact,

13




3. Bk ky positives telle que v (@) = | ()] < ky + ky ||

Démonstration. Soit v € C. Donc ils existent m et m’ tel que

—a'v + b, si x €] — oo, m)
Y (z) =< o (x),siz € [m',m]|

ax + b, si x € [m, +oco]

st une fonction de classe C?, convexe, positive

ou © ¢
L. '] est bornée : En effet
s /
—a', 81 € |—o0,m]
/
v(z)=1q ¢'(2),size m’,m|
[ a,six € [m,+o0|
" est continue sur [m’, n donc
/ -
W@l< | sp @)
z€[m!,m|
Ainsi
P (1). <max | sup [|¢ (x),d,a]
z€[m' m|
2. ¢ est a support compact : Puisque 9 est convexe de classe C?

0, si x € |—c0,m]
(.'“(‘[') = 7:// (1) sir e ’,”/‘}”}

0, sz € [m, +o0]

Allors
priay = { # @ sel
0. s1 ailleurs

14




3. [S1 on pose ky = max (a/,a);k; > v (0) d'on la majoration

Y(x)= |y (z)] < ki + ko ||

On remarque qu'il est plus facile de travailler avec la classe C qui posséde
plusieurs propriétés que d’utiliser une fonction ¥ convexe quelconque. La proposition

suivante nous permet de passer a la classe (.

Proppsition I1.4 Soit X et Y deus variables aléatoires réelles mtégrables alors on
a l'équivalence entre :

(¢)

1. X >V

2. E(XN)=E(Y) et pour tout v € C,E[yv (X)] > E (v (Y)].

Démonstration. 1) Montrons que 1 = 2 Si X (26) Y = Vv convexe E [(¢ (X))] >
E[(v(Y))], appliquons I'inégalité une fois pour (z) = z et une fois pour v (z) =

—x, ol obtient alors:
E{X) 2 ElY) == EX)-E({)>0.

Et
E(-X)>2E(-Y)= E(X)-E(Y)<0.

Ainsi E(X)-E(Y)=0=E(X)=E (7). De plus pour toute fonction v convexe
E i (q)] > E [y (y)] Done, en particulier pour v+ € ' .D’'une autre part, pour un
e C.
Elly (X)) =E(X)] < b+ ks E[|X]] < co.

Et
Ell(YV)|=FE[w(Y)] <k + B E[|Y]] < oo.

15




2) Moutrons que 2 = 1 Soit 1 une fonction convexe quelconque, montrons que
E[¥ (X)) = E[¢ (Y)] .Nous voulons construire une sujte ¥, € C qui croit vers 1.

Soit ¥ une fonction convexe, positive et

Qn T + ,J)“‘ \1 T e }"'OO. ”‘)KI‘J
Fn (I) == "Q/) (L) 5 sl € [—71, —FJ'L}

anZ + by, si z € [n, +o0]

Pour g fixé et n assez grand |r| < n alors I, (¥) = (x)] — 0. De plus ¢, ainsi
définig est une suite de fonctions croissantes convexes continues par constriction mais
elle n'¢st pas de classe €2, pour régulariser nous procédons comme suit soit D, une
suite regularisante a support compact. On pose ¥, (z) = ¢ * p(z), alors

5 (o (=) +8)pW) dysixe ] oo, —n — 1]

n

Folzy) + [T e (y)p(n (2 —y) dy si e € | —n — w ]

v |(z) = ./'fll " (z - %) p(y)dysix e [~n + % n — ;ﬂ
e ‘
gn(2.9)+ [THU () p(n(z—y))dysizce]n— L n+ 1]
+1

/o (an (a: — %) + bn)p(y) dy six € [n + %, +oo[

1 v _ 1 ,
ou f,(z,y) = ./I’;” (o (x—y)+3,)p (ny)dyetg, (r,y) = ‘/‘C'L” (an (= y) + 8,) p (ny) dy.

Verifions que v, est convexe

U, 0z 4+ (1-8)y) = o=« pfx+(1-6)y).

= / 0+ (1-0)y—z2)p(n:z)dz.

(0(z=2)+(1—-0)(y—=2)p(nz)de.

I
}\.
i

A S

16




Mais, | puisque ¢, est convexe

Or 1,| est croissante car ¢, (z) et p, (z)sont croissantes par construction. De plus

Yoz +(1-6)y) = 9/4 -—:)p(nz)dwu—m/'iw<y~z)p<m>dz

n

= 9(/’71, (1) + (1 - 9) ) (g)

b

pour ¢ fixé et n assez grand |z| < n — %

Sty

|
- ‘ : U
']*1‘]'U( w ) =w@)] < nl]*”x,,/] <l <I //> ( (‘1)> p(y)dy

.
< / lim |y (1; - 2) —y(x)|ply)dy — 0.

1 n—-+4oo mn

(car v est continue).

est convexe quelconque, il existe a,b tels que la fonction (x) + az + b soit

positive.autrement dit, on peut toujours se ramener & une fonction positive convexe.,

Donc

alors :

§i nous montrons que : E (¢ (X) +aX +b) > E (v (Y) +aY + b), nous aurons
E (¥ (X)) > E(w(Y)), car par hypothése E (X) = E (Y). Soit ¢,, € C. Par

hypothese E [y, (X)] > E [, (Y)] par passage a la limite (en utilisant théoréme de

convergence monotone) nous aboutissons au résultat voulu. m

Exemple I1.5 Sowent XY deux v.a.r intégrables. Si E (Y / X) =0, alors le pro-

cessus (Xy = X +tY,t > 0) est un peacock.

IDémonstration.

17




. Montrons d’abord que E (X;) = E (X,)

E(X,) = E(X+tY)
= E(EX+1tY /X)),

= E(X)+E(tE(Y /X)) =E(X).
:O—/

= E(X,)=E(X).
= E(X,)=E(X,).

lontrons que Vt > 0 : E [|v (X,)|] < oo. Soit ¢ € C' :

IN

El (X)) < k+kB[X +t¥]

A

by + ko E [|X

|+ E[|tY]] < oo

3. Montrons que Vi € C: E (¢ (X,)) > E (¢ (X,)) . Soit ¥ € C':

*+o0

-
V() <a=> / Y (z)dp (w) < « / dp (w) = «

o =00
Alnsi on peut premutre éspérance et la dérivoe (par lebesgne)

OF (0 (X + 1Y)

= = E[Y¢' (X +1Y)]

X 4tY
= & [Y {w’ (X) + / " (u) du}}
X 1Y
= EYY'(X)|+E <Y / V" (u) du)

X 4tY
= E[E(YY'(X) / X)|+E <5 / W () du)

J X

X +tY

= EW(X)E(Y | X)]+ B(Y / W (u) du)

o
X HtY i
= E <Y / U () (/’H)
4% ,

18




comme " (u) > 0,

S1Y > 0=tV >0
N Y
= X+tY>X=Y / " (u) du >0
Jx

SiY < 0=tV <0
=% X+ £ X

X4ty S
= / Piwdug<0=Y / O (w) du > 0

X = e

Ainsi
OF (¥ (X +tY))
ot

>0

Donc Vs <t: E (Y (X)) > E (W (X))

Définition 11.6 (peacock) On appelle peacock un processus (X, t > 0) a valeurs

réelles intégrable, ie .
1Mt >0, E[|Xt]] < 00
2. |Pour toute fonction convexe v : R — R

teRL — E(X;)] € |—o00,+00] est croissante

Remarque 11.7 Un processus (X, t > 0) est croissant dans l'ordre convere si, pour

tout s < t

LA

(c)
Xs S Xt

Remarque I1.8 Pour prouver qu'un processus donée est un peacock, on peut se res-

treindre a la classe de fonction - K = {u est une fonction conveze de classe C* telle que " est & supp
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fonct
de fo

Prop,
pas d

classe

et de

En effet, toute fonction convexe peut s’écrire comme lenvloppe conveze des
ons affines qui lui sont inférieures, i.e.peut s’écrire comme une limite croissante
wctions de IV, et on obtient le résultat en passant a la limite. Remarquons que

- K, alors W est bornée.

osition 11.9 Soit (X,.t > 0) un processus intégrable tel que E (X ne dépende
e t. Alors, pour prouver que (X,,t > 0) est un peacock, on peut se limiter ¢ la

de fonction :

" e K; 6(0)=46(0)=0.

0 est décroissante sur |—oo, +00[, et croissante sur 10, +o0].

Fin effet, si ¢ € K, il suffit de poser :

0(z) = / (x — w) " (u) du
Jo

emarquer que ¢ satisfait les hypothéses précédement citées ainsi que :

Vi,y € R (r) = v (y) = 0" (0) (x —y) + 0 (x) - 8 (y).

2.2 Application :

Proposition I1.10 Soient ¢ - R, x R — R , b : Ry x R — R deus fonctions

boreliennes telles que les application o, - x — o (s.x) et by 2 — b (s,x) sotent loca-

lemen

["unig

§ liptischitziennes en x, uniformement sur les compacts en s. Soit (Xt >0)

e solution forte de I'EDS :

g

't
Xype=p / (s, X,)dB, + / b(s, X,)ds
Jo .

()
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1.|Si pour tout s > 0. by est croissante, alors (X; — F {XJ .t > 0) est un peacock.

215 v =0 et pour tout s > 0

(a) o est paire ou impaire.

(b) b, est impaire et sgn (bs (z)) = sgn (z).

Alors le processus (X, t > 0) est un peacock.

i« J

Démonstration. i) Soit ¢ € K. Posons h (t) = E[X;] =z + ]Ot Eb(s, Xs)]ds

et appliquons la formule d'Tto :

E(X,—h(t)] = v(@)+FE [/ U (X5 —h(s))(b(s, Xs) — A (s))ds}
Jo
+EE [/ W (X, — h(s)) o (s, X,)ds
2 Lo

En dérivant, on obtient :

%E[M&—h(r))} = B[ (X, h(1) (b8, X)) = H (1))]

+%E [@" (X, — k(1) o® (t, X)) - (10)

1 étant convexe, le second terme du membre de droite est positif, et nous allons

montrer que le premier I'est également. En effet, en notant byt linverse continu a

droite de by, on a :
E|(X, = k(1) (b(t,X,) =R ()] = (bt (0 () =D (1) B (t, Xs) = h' (1)) =0,

Ce qui achéve la preuve du point (i) .
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ii) Traitons le cas o, paire. On peut remarquer tout d’abord que pour tout

t >0, laloi de X, est symeétrique. En effet :

1 ot
-X; = - / o(s,Xs)dBs + / b(s, X,)ds
JO g

0
i

= '/O.ta(s,——Xs)d(—Bs)%-/ b(s,—X;)ds

J0

Et puisque (—Bs, s > 0) est un mouvement brownien standard issu de 0, par unicité

trajectorielle de la solution de cette EDS,

(X0t >0) 2 (=X, t>0).

En particulier, pour tout ¢t > 0, h(t) = E[X,] = 0 ne dépende pas de t, Soit donc
0 ¢ K'. (10)se réécrit alors :

%E [0(X:)] = E [0 (X:) (b(t, X)) + %E 6" (X) o (¢, X4)]

et il ne reste plus qu’a remarquer que pour tout t > 0 et tout z € R,

Le cas ¢ impaire se traite de la méme maniére. m

Exemple IL1.11 Si (X,.t > 0) est un processus de Ornstein-Uhlenbeck de paramétre

-t
Xt——-Bt—c/ Xgds.
Jo

Alors (X;,t > 0) est un peacock. Observons que (Xt > 0) reste un peacock pour
c >0, puisque :

I.d
X; = Bl—exp{« 2t}
2¢

est une fonction croissante.

et pour tout c € R*, ¢t — tfw
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2.8 |Les processus I-martingale :

sieurs

lov
‘X'Z =

Dans cette partie, nous allons exhiber des martingales (M, ¢t > 0) pour plu-
processus (X, t > 0) croissants dans l'ordre convexe telles que pour tout ¢ fixé

M,

Définition I1.12 Un processus (X;,t > 0) est un 1-martingale s’il eziste une mar-

tinga

e (M, t > 0) tel que pour tout t fizé

X, 2 M,

Définition I1.13 Soient X une v.a. et ¢ : R — R une fonction borélienne et conveze

telle que E [|¢ (X)]] < co. Alors :

Théag

cock

puisqg

réme I1.14 (kellerer) Un processus o valeures réelles (X, t > 0) est un pea-

1 et seulement si ¢’est une martingale

Démonstration. ¢) Pour v € k et s < ¢, par hypothése X & M,

E[y (X)) = B[ (M)
= E[E[ (M) / 1

> Ew (M) / f]] ( par inegalite de Jensen)

ne M, est une martingale
E(Xy)] =2 E[¥ (M)
> Ey(X,)]
g réciproque, nettement plus difficile a établir. m
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2.3.1 Méthode des EDS :  On note par :
~ I ={p:R — R de classe C', impaire, strictement croissante et ¢ (+00) = +0}
~ J={¢: R — R de classe C*, impaire, strictement croissante ¢ (+00) = 400 et sgny” () =

Lemme I1.15 Soit ¢ € I, alors (¢ (B;),t > 0) est un peacock.

Soit ¢ € I , comme (p(B;),t > 0) est un peacock, nous allons maintenant
voir gu prix de quelque hypothéses supplémentaires sur ¢ qu'il existe une martingale
(M,,t > 0) solution de t
My = / o (u,M,)dB,

J0

(pout une fonction obien choisie) tel que, pour tout t > 0 fixé on ourait

M, %2 (B

Hypothéses et notations :

1. Sait ¢ € J tel que, pour tout ¢ > 0

E(l¢ (B)]) < o0 et E (" (Bi)]) < oo.

2. S¢it H : R, x R — R_ une fonction définie par

T

,
11 y
H(u\:r)=/ ¢ (y)exp{—ﬁ}d@/-

=00
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Nous avons que H (u,z) ainsi défini vérifie 2 propriétés qui sont les suivantes

,L.

)
|H (u,z)] = l/x ¢’ (y) exp {—-2‘%} dy
f

2

I, __y_ :
o Wlew{ -2 Ly

IN

. |
£ /_:o " (y)| exp {—%} dy.
< E(l¢" (B)))

< 00.

Pour tout w > 0 et x € R nous avons

H(u,r) <0

SixeR_,

car ¢" (y) <0

Siz € R, sgny” (z) = sgn(z) = 0, ainsi

” " ( ) yz ay £ il /1 ( ) yz d =
¢ (y)exp —=— » d ¢ (y)exp{ —=— =
/s ¥ \y)exp ou Y > I ¥ y)exp ou Y
g yQ 400 y2
= / ¢ (y) exp{—Q—}dy > - / ¢" (y) exp {_'T”“} dy.
Jo u Jo 2u

En appliquant le changement de variable [z = —y]

’ 1" ( ) y2 dy = N //(,,)e y2 d
I @ (Y)exp ou Yy = _0090 2 ) eXp ou 2

Ainsi



3.5

it 0 : R, x R — R, une fonction définie par

2 , ~1\2 ¢,
o (z,y) = (¢ o) (y) = (¢ov™) W H (we™ W) exp{&—-——;u <~’)}.

puisque H (u,z) < 0 et ¢’ (z) > 0, alors o (u,z) > 0.
On note par (H1) les Hypothése que doit vérifier ¢

< |J

' 6 ! est lipschitzienne et ¢’ (0) > 0

iit. Pour tout ¢ > 1 il existe une constante I{,. telle que pour tout x & R

|z (2)] 2 clg"] = Ke.

On peut trouver des exemples de fonctions qui vérifient les hypothéses H1,

parmhi elles considérons ¢ (x) = sh (x) qui vérifie bien les hypothéses (H1). En effet,

la fo

©)

qu

nction o (z) = sh(x) est croissante impaire de classe C? et

sgn [¢" (z)] = sgn [sh (z)] = sgn (z)

De plus

Ainsi

mais V22 + 1 est une fonction paire convexe, donc 3k > 0 une constante tel

Va2 + 1> k' |z|, par suite

| —

241
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Dot ' o o ! est lipschitzienne. Enfin, soit zq tel que

‘1‘090/ (zo)| = C|<P” (w0)]

avec ¢ > xg > 0, alors

K, = c|¢" (xo)]

Le lemme suivant nous fournit I'exestence et I'unicité de la solution de ’'EDS

d]\’[f =0 (t A]j) (ZBI

Lemime 11.16 Sous (H1), avec la fonction o définie plus haut

- o est localement lipshitzienne en x uniformément dans les compacts conte-

nant u

~ La croissance linéaire de o en x uniformément dans les comnpacts contenant

U

alors ’EDS admet une solution unique

Thépréme I1.17 Sous (H1), soit (M;,t > 0) solution de

alor:

de o

ol
M, = / o (s, M) dB,
Jo
la martingale (M,,t > 0) est telle que pourt > 0

M, 2 o (By)

Avant de démontrer ce théoréme, nous allons justifier le choix de I'expression

L Soit 7: Ry x R — R et (M, ¢t > 0) solution de
't

M, = / T (s, M,)dB
Jo
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En utilisant la formule d’Ito, pour toute fonction [ réguliére a support compact

appliquée a M;, nous avons

) ot / / 1/t , /
f(M) = /O f (Ms)dMﬁi/0 (M) d (M, M),

/ 1 y "
_ / (s, M,) f (M,,)dBSJré-/ 72 (s, M) f" (M,) ds
J0

/0

Ains

g

Elf (M) =E {/{ 7 (s, M,) f’ (Mg,)dBi +%E Mt 72 (s, My) f" (M) ds
() 3

0

Don

o _ 1 2 1/
EEE [f (M,)] = -2-E (72 (t. My) [ (M)

et dJun autre coté en utilisant la formule d'Tto, pour toute fonction f réguliére a

support compact appliquée a ¢ (B;), nous avons

fop(@) = /0 & (B.) f' o (By) dB,

+5 [ [ ow B (B)+ o (B op(B)] ds
/0

Ains

el

t
[ ow(B)] = E[ [ o850 0B,
0

*‘;‘E {/ [f”osa<Bs><«p’>2<Bs>+so” (B) f'op(B.)
JO -

a

Dong¢

gZE {f o P (Bt)l = %E {f/ o (Bz) ‘P” (Bt) + f” o (Bt) ('90/)2 <Bt)}
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Comipe nous souhaitons obtenir
lot
M, = ¢ (By)

On doit avoir,

: R : 5
‘/R ™ (t, 0 (z)) f' oo (z) ﬁ exp {—%} dr = —i—_ '/]R frop(z) " (z)exp {—%-}/d:p

\V2nt 1
dH
1 [ a2
o "op(x) (@) (z) - exp § —— ¢ da
[£rop@) (@) (@) mew )~
puisque [ est réguliére & support compact, en intégrant par partie on obtient
/‘ Tt ¢ (z)) fop(z) ——exp {_1_2} ds = ——= [ 0w (z) H (t,2)]2%
Jr | V2t 2t V2mE et

0

1 I ;
— /F 1o () ¢ (2) H (t,5) da

. ;'L"2
+ [ 1o e @) (2) e {E}d

_ ./W_%;exp{—m 0 ()]

D’ou le choix de o

et en remplagant y par ¢ (z), on oura

2 (ty) = (¢ op™) (y) —¢ o () H(t, o' (y)) exp {
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Démonstration. Soit la fonction o définie plus haut et M, solution de I'EDS,

on note par p (t, dy) laloi de M; et g (¢, dy) laloi de ¢ (By). M; satisfait aux équations

de Fi

au s

X s

Mai

ains

Ain

o1l

S
B

Hker-Planck et nous avons
0 (t,dy) L& (o (t,y)p (t.dy))
== = ——— (0" (t,y)p
5P (b W) =557 y)p(t.dy

sns des distributions. De méme, soit X; = ¢ (5;) solution de

B
1
/_::.
gl
QL
w

ot 1 "t
Xt:/ s@’w'l(Xs)stJr—/ oy
J0 2.0

atisfait aux équation de Fokker- Planck et nous avons

)

9 1 . B !
54 (hdy) =3 {a—yg ((90’ o™t (y))ZQ(t,dw) - —¢" o™ (y) q(t,dy)

dy

5 ces équations sont les mémes, puisque nous avons choisi ¢ pour qu'il en soit

I. D'un autre coté ¢ (By) = My, alors

p(0,dy) = q(0.dy) = do (dy)

5ip (t,dy) et g (t, dy) satisfaient aux mémes équation paraboliques avec les mémes

dition initiales, par conséqguent

M, 2 o (B)

Peacocks forts et trés forts :

Nous définissons les notion de peacock fort et de peacock trés fort.

Lemme 11.18 Soit U une variable aléatoire intégrable. Alors, les propriétés su-

vantes sont équivalentes




IS

| Pour tout réels C, E[l{y>cyU] > 0.

Pour toute fonction bornée et croissante h : R — R

E[RUU] =0

E[U] > 0.

Définition I1.19 Un processus intégrable (X, t > 0) est un peacock fort si, pour

tous

Ren

0 < s <t ettoute fonction borélienne bornée croissante ¢ : R—R:
Elo(X ) (X, — X,)] =20 (11)

warque I1.20 1. La donnée des martingales unidimensionnelles suffit a dé-
finir un peacock tandis que la définition d’un peacock fort fait intervenir les

martingale bidimensionnelles.

Tout peacock fort est un peacock. En effet, si v € C.
E[p(X)] = E[(Xs)] 2 B[ (Xa)(Xy — X,)] 2 0
Si (X,) est un peacock fort tel que E(X?) < oo pour tout t > 0, alors :
E[Xs(X; — X,)] 20, pour tout 0 < s < t.

Si X etY sont deuz processus ayant les mémes martingales unidimension-
nelles, alors il est possible que X soit un peacock fort et que Y ne le soit
pas. Considérons par exemple (X; = T&Bl.f 2> ) et (¥, = %,2‘ > 0), ou
(B, t > 0) est un mouvement brownien issu de 0. On montre, grace ou

Lemme I1.18, que (X;,t > Q) est un peacock fort, par contre, (Y, t > 0)

31




n’en est pas un puisque, pour tout a € R et 0 < s < ¢.

B, B, 1 1
E|1, s, - - )| =(=——)E1 By <0
[ {%>a}<t§ ! )] (t% Sii‘) [ {B.>as1} } <

| 1 ) \ 7 212
(Car T < e E“{B,@as%}BSJ > 0 d’aprés lemme(11.18). Plus géné-
ralement, pour toute martingale non nulle (M, t > 0) et toute fonction
borélienne strictement croissante o : R, — R4, ( ﬂf—,t > 0) n'est pas

un peacock fort.

Proposition I1.21 Un processus gaussien centrée (Xi.t > 0) est un peacock fort si

et seulement si, pour tous 0 < s < t :

E[X,X,] > E[X?] (12)

Notoms qu’un processus gaussien centré (Xi,t > 0) est un peacock si et seulement
(13)

st ;
| est une fonction croissante

l‘,—>E[Xt2

et qug (12) implique (13), en effet, si (12) est vérifice, alors, pour tous 0 < s <t :

EX| < EX.X,)] < E[Xf]%E[Xf]% ( d’aprés Uinégalité de cauchy schwartz) ce qui eatraine (13)

Démonstration.
Soit (X, t > 0) un peacock fort gaussien centré. En prenant ¢(x) = z dans

11), nous avons :

ElX (X, — X,)] = 0 pour tout 0 < s < t,

K(s,t) > K(s,s) pour tout 0 < s < t.
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2.| Réciproquement, si (12) est vérifice, alors, pour tous 0 < s < t et toute fonction

borélienne bornée croissante Pp:R—R:

Elo(X)(X: - X.)] = Bl6(X.)(E[X, / X,] - Xs)]

- ([A(/((SS% - I)E(¢(X3)XS) > 0 d’aprés lemme (11.18)

Exemple I1.22 Toute martingale est un peacock fort : En effet, si (M, t > 0)
est une martingale par rapport a une filtration (F,, t > 0). alors pour toute

fonction boréllienne bornée ¢ - R — R -
Blo(M,)(M, - M,)] = Elp(M,)E[M, / F,) - M) =0

Pour toute v.a intégrable et centré X, le processus (Cy, = tX,t > 0) est un

)

peacock fort,

Définition 11.23 processus integrable (X,.t > 0) est appelé peacock trés fort

s, pour tout ne N*. tout =€t = tatr et tout ¢ € I,,, nous quons -
E[(D(Xll*"'f)(tuxXtuH _Xlu” 2 0 (14)

Remarque 11.24

1. Pour définir un peacock fort, nous n'avons utilisé que les martingales bidi-
mentionnelles. Mais, pour définir un peacock trés Jort, nous faisons intervenir

toutes les martingales fini-dimensionnelles.
2. Une martingale est un peacock trés fort.

3. Tout peacock trés Jort est un peacock fort. Mais la réciproque est fausse. Nous

dannons deuz exemple.
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(a) Soient Gy et Gy deuzx v.a gaussiennes indépendantes et centrées telles
que : E[GY = E[G2] = 1. soient o et  deux constantes qui vérifient

1+ 2a? < 3.0n considére le vecteur gaussien défini par :
X1 =G, — aGy, Xy =G, X3 =G+ aG).

Alors, (X, X5, X3) est un peacock fort( d’aprés la proposition (11) qui

ne vérifie pas (14) puisque :
E[X1(X3 — Xy)] = —a*E[G?] < 0.

(b) De méme, si G, et Gy sont deux v.a symétriques, identiquement dis-
tribuées et indépendantes telles que E[G?] = 1(i = 1,2),alors, pour tout

3 > 3, le vecteur( Xy, Xa, X3) défini par :
X1 =G1 — Gy, X3 =pG1, X3=PG1+Ga.

est un peacock fort pour lequel la condition (1) n’ est pas vérifiée.

Démonstration. Pour le point b comme G| et 7y sont indépendantes et

centré, nous avons :

Ell{x,50)(X3 — X2)] = E[1{36,2a)G2] = 0
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En noutre,

Ellgx,5a(Xo — X1)] = Ell{ci-c2a((3 - 1)G1 + Gy)]
= (Lf - 1>E[1{G17G920}G1] + E[l{(;]'—GQZH}G"Z}

= (8- 1)E[l{c;-c120)G2] +E[l{¢1-6220) G2

en prenant G et Gy

= (3 -2)E[lie-c12aGo] +E[l(i61-ca12a) G2

(> a d’aprés le lemme (I1.18) puisque 5 > 2)

Vv

2E[1{‘G17c;22a|}02] =0

Donc (X1, X2, X3) est un peacock fort. Mais, (X1, X5, X3) n’est pas un peacock trés

fort comme le montre I'inégalité ci-dessous :
E[X1(Xs = X)) = —E[G]] <0
Nous donnons quelques exemples de peacocks trés forts.

Exemple 11.25 Tout les peacocks fort de ['cxemple (11.22 )satisfont (14).



M
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