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Intnroduction

Depfis toujours, 'Homme a voulu prédire I'avenir, que ce soit pour prendre
de meilldures décisions ou simplement pour satisfaire sa curiosité. Les pre-
Imidres téntatives étaient basées sur 'astrologie ou autres superstitions. Tou-
tefois, cgs méthodes de prédiction ne peuvent pas étre considérées comme
rigoure\Ies aux yeux de la science. Heureusement, la. science a énormément

évolué ¢

1 cours des derniéres décennies; les méthodes de prévision qui en

découlert ne font pas exception.

Une

méthode de prévision trés populaire est basée sur P'étude rigoureuse

de série$ chronologiques. Cette approche permet de prédire, par exemple,
de nompreux phénoménes naturels et financiers. Une série chronologique
est constituée de valeurs observées a des intervalles de temps réguliers. Par
exempld les débits annuels sur un cours d’eau ou encore les valeurs men-
suelles de titres boursiers sont des séries chronologiques.

A la|base, 'étude formelle des séries chronologiques consiste & trouver un

modele

mathématique qui explique le mieux possible les données observées.

A partif de ce modele, il est possible de faire de la prévision. Cependant, la
justesse| des prévisions dépend fortement de la qualité du modele choisi. Il
est dong primordial de trouver des modéles qui refletent le mieux possible la
réalité 4fin de minimiser les erreurs de prévision.

L’oHjet. de ce mémoire est de fournir les outils et méthodes nécessaires a

Pétude

e la dynamique des séries temporelles économiques et financieres.

i




CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Notre travail est compsé de trois chapitre, le premier chapitre commence
bar une présentation détaillée et progressive des bases de I'économétrie des si-
ies temporelles, en rappelant d’abord différents concepts de séries chronolo-
biques (fonction autocovariance, d’autocorrélation, stationnarité,...),
buis en dérivant les processus de type ARM A (Autorégressifs et moyenne
imobile), Le deuxi¢me chapitre consacré aux modelles ARCH et GARCH
Autoregressive conditionnelement hétéroscédastique), et dans le troi-
sieme chapitre on va introduire un outils essentiel de prévision "lissage ex-
lponentiel” et on va terminé avec une annexe sur quelques commandes et
quelques exemples simulés avec le logiciel statistique "R".

v







Chapitre 1

Processus stochastique et
stationnarité

L’anglyse des séries temporelles est trés différente de I'analyse statistique
habituelle car 'ordre des observations revét une importance primordiale. Une
série tethporelle est définie comme une suite d’observations indexées par le
temps. (Jn peut prendre comme exemple en économie ou en finance une série :

de prix,

dans les

1.1

1.1.1

Une
(X1, ---

les cas |
longueny

série te

de taux d’intérét, etc. Mais on peut trouver bien d’autres exemples
autres disciplines.

Notions de base

Séries chronologiques (temporelles)

érie temporelle (ou encore une série chronologique) est une suite finie
| X,,) de données indexé par le temps. L’indice temps peut étre selon
b minute, ’heure, le jour, 'année etc... . Le nombre n est appelé la
- de la série. Il est la plupart du temps bien utile de représenter la

rporelle sur un graphe construit de la maniére suivant : en abscisse

le temp#, en ordonnée la valeur de l'observation a chaque instant. Pour des

questio

droite. |

s de lisibilité, les points ainsi obtenus sont reliés par des segments de
Le graphe apparait donc comme une ligne brisée.

1




CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUE ET STATIONNARIT E

1.1.2 Meéthode graphique

La représentation graphique de la chronique permet de détecter la pré-
Lence d'une tendance, d'un cycle, d’'une saisonnalité ot d'une modification
He structure (rupture).

Aussi, ’étude de la fonction d’autocorrélation (corrélogramme) qui consiste
b analyser le corrélogramme simple permet de détecter si :

» Des pics marquants apparaissent aux retards S, 29, 39..., ce qui fait
penser de la présence d'une saisonnalité de période S.

»La fonction d’autocorrélation ne décroit pas d’une maniére rapide vers
7610, ce qui fait croire & la présence d’une tendance.

Exemple 1 : Taille de la population d’algerie de 2008 & 2014 (Figure 1).

3.9e+07

pop.algerie
3.6e+07
i 3

T T

2010 2012 2014

3.3e+07
|

Time

Figure (1)




1.1. NOTIONS DE BASE

Exemple 2 : Nombre des morts accidentelles aux Guelma-Algerie de
1995 a 2013 (Figure 2).

1:1:3

La ml
complexi

nombre MAG
10 15 20 25 30 35 40
) e

1905 2000 2005 2010

Time

Figure (2)

Séries financiées

pdélisation des séries financiéres est un probléme complexe. Cette
té n’est pas seulement due a la grande variété des séries utilisées

(prix d’aption, taux d’intérét, taux de change, etc...), & Pimportance de la

fréquence d’observation (seconde, minute, heure, jour, etc) ou & la disponi-
bilité d’échantillons de trés grande taille. Elle tient surtout a Pexistence de
régularités statistiques "faits stylisés" communes 4 un trés grand nombre de
séries fingqnciéres et difficiles & reproduire artificiellement a partir des modéles
stochastifjues.

Les prircipales propriétés des séries financiéres

certain
prix d’un

o Iy =

Les i:ﬁie:s de prix d’actif et de rendements présentent généralement un

ombre de propriétés similaires suivant leur périodicité. Soit p; le
actif & la date ¢ et r; le logarithme du rendement correspondant :

1y = log(p:) — log(ps—1) = log(1 + Ry) (1.1)

f’P_t*Ptﬁl\

) désigne la variation relative des prix.
b, /




CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUE ET STATIONNARITE

Propriété 1.1 : (Stationnarité)

Les processus stochastiques p; associés aux prix d’actif sont généralement
non stationnaires au sens de la stationnarité du second ordre, tandis que
les processus associés aux rendements sont compatibles avec la propriété ce
stationnarité au second ordre.

Propriété 1.2 : (Saisonnalité)
Les returns présentent de nombreux phénomeénes de saisonnalité (effels
week end, effet janvier etc...).

Propriété 1.3 : (Autocorrélations des carrés des variations de
prix)

La série 72 associéeaux carrés des rendements associée au carré des rende-
ments présente généralement de fortes autocorrélations tandis que les auto-
corrélations de la série r; sont souvent trés faibles (hypothése de bruit blanc).

1.1.4 Processus bruit blanc

Plus simple processus stationnaire en analyse des séries temporelles est
nppelé processus bruit blanc {e;, t € Z} qui est une séquence de variables
hléatoires non corrélées de moyenne nulle et de variance constante o2

Définition 1.1.1  : (g;)4ez est un bruit blanc fort si :

> (&¢)icz est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes ot
identiquement distribuées (i.i.d).
»VteZ: E(ey) =0 et B(e2) = o2

Définition 1.1.2 : (g)icz est un bruit blanc faible si :

» (&t)icz est une suite de variables aléatoires réelles identiqguement dis-
fribuées,

» V(t,s) € Z% t # 5 : Cov(er,es) = 0,

>Vt Z:E(e) =0 et B(e?) = o2

4




1.1. NOTIONS DE BAS

Exemple 3 : Simulation d’un processus bruit blanc dans la (Figure 3).

bruit.blanc

Figure (3)

1.1.5 |Théoréme de Wold

Un propcessus stochastique non paramétrique se définit a partir de la distri-
jointe des observations ou de ses premiers moments. Un processus
stochastique paramétrique se définit au contraire a partir d’un mécanisme de
génération qui est indexé par des parametres. Il est possible de caractériser ce
mécanisme de maniére trés générale au moyen du théoréme de Wold(1954).
Ce théordme montre que tout processus stationnaire peut étre représenté de
maniere Unique par la somme de deux composantes indépendantes, une com-
posante r¢guliere parfaitement prévisible parfois appelée déterministe et une
composante stochastique.

Théoréme 1.1.1 : Soit (Y;) un processus stationnaire au seconde ordre,
alors (Y;)|peut s'écrire :

o0

Yi=cyp+ Z{%Q_i (1.2\}
i=0

ot £, et up bruit blanc

1.1.6 Opérateurs

Opérateurs retard
L’opérateur retard est un opérateur linéaire noté B, tel que

BXt = Xt.—l (13)

5




CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUE ET STATIONNARITE

Propriétes 1.4

» B'X; = X, _;, j € Z en particulier on a B°X, = X,
PSiX;=C;Vt€Z avecCER: B’ X, =B C=CVjecZ
» B B X, )=B"H X, = Xiij, Vi,j €L

b B X, = X, VEi€Z

» (B'+ BI)X; =X, + X, Vi,jeL

Opérateur de différence

On note V l'opérateur différence :

VX; = Xg - «Xt—-l (14)
Puissances de B et de V :
Bk;{g = J-Xv{_;'c (1.51')

VX, = V(Y E) =X — Kos) =X — 23Xy + Xy g, wbe.., (1.6)

Propriété 1.5

Si my est un polynome d’ordre k, V*m, est une constante. On note V*
Vopérateur :

ViXe =X — X1 (1.7)

Si X; a une composante saisonniére de période d :
VaXi =Xy — X g= (my + 8.+ Yy) — (my—a+ si_a + Y a) (1.8)
=my—mygq+Y; —Y; 4
1.2 Processus aléatoires

1.2.1 Processus stochastique

éfinition 1.2.1 : Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Un processus sto-
hastique X est une famille de variables aléatoires réelles (Xi)teo, 00 O C
est appelé lespace des temps. Si © C Z,le processus est dit a temps dicret.
1 © est un intervalle de R, le processus est dit a temps continu.

marque 1.2.1 : La loi du processus (X,),ez est caractérisée par les lois
e toutes les sous-familles finies Xy,,..., X, , n € N*,t;,....t, € Z.

Une série chronologique est Uobservation aT instants d’un processus sto-
fastique.

o




1.2. PROCESSUS ALEATOIRES

1.2.2 | Processus linéaire

Définition 1.2.2 : (X,)icz et un processus linéaire (vesp.linéaire général) de
moyenng (1 s’ peut étre écrit sous la forme :

Xe=pu+ Z Bieei, (19)

=00

0t &, esl) un bruit blanc fort (resp, faible) de variance o2 et ot la suite des
coefficients 6; est supposée tel que :

)62 < 400 (1.10)
.g ‘
I=—00

1.2.3 |Processus stationnaires

La ndtion de stationnarité joue un role central dans la théorie des proces-
sus aléatgires, et particuliérement en analyse des séries chronologiques. Dans
plusieurs| problémes du monde réel, on rencontre des processus aléatoires qui
évoluent [dans un état d’équilibre statistique, dans le sens oil les propriétés
probabilistes et statistiques des processus ne changent pas dans le temps, de
tels procgssus sont dits stationnaires. On commence par donner la définition
essus stationnaire au sens strict, et ensuite celle de la stationnarité

du secondl -ordre:

ssus strictement stationnaire (stationnarité forte)
Grossjérement, un processus aléatoire est dit strictement stationnaire si
sa loi de|probabilité est invariante par translation dans le temps. Mathé-
matiqueient, le concept de stationnarité stricte est donné par la définition
suivante

Définition 1.2.3 : Le processus (X;) est dit strictement stationnaire si
les vecteyrs (X, ..., Xi)' el (X1sn, ..y Xksn)' ont méme loi jointe, pour tout
entier k ¢t tout entier relatif h. La stationnarité de ces deux moments peut
donc étrd suffisante pour expliquer la stationnarité du processus. Pour cette
raison, of a besoin d'un concept de stationnarité moins fort et qui peut étre
rencontrd dans la pratique.




CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUE ET STATIONNARITE

Processus faiblement stationnaire (du second ordre)
Considérons un processus stochastique de second d’ordre { X, € Z}.

Définition 1.2.4 : Un processus X; est stationnaire au second ordre si -
> Vi € Z, B{X;) = m (de moyenne constante).
»VteZ B(X?) <
» Cov(X¢, Xpip) =7(h) VEhEZ

[Remarque 1.2.2 : La fonction v(h) est dite fonction d'autocovariance du
processus.

1 »La fonction d’autocovariance d’un processus faiblement stationnaire
dépend seulement de la différence des instants

2 »Dans la classe des processus du second ordre, il est clair que la sta-
fionnarité stricte implique la stationnarité faible (la réciproque n'est pas vraie,
sauf pour les processus dits Gaussiens).

3 » Un processus{X;, t € Z} est dit Gaussien si toute sous-famille finie
flu processus constitue un vecteur Gaussien.

1.2.4 Fonctions d’autocovariance et d’autocorrélatiorn.

Dans un processus (X;)iez, la variable aléatoire au temps ¢ dépend géné-
ralement, d'une certaine fagon, des observations précédentes X,, s < t. Une
maniere de comprendre les liens d’interdépendance entre les termes d’une
felle série consiste & considérer les fonctions d’autocovariances et &’ autocor-
rélations. Ces fonctions mesurent, respectivement, la covariance et la corré-
lation entre les termes d’une séries chronologique.

Définition 1.2.5 : Fonction d’autocoveriance
Soit (X;)iez un processus stationnaire. On appelle fonction d’autocova-
riance la fonction v définie de Z dans R par :

Vh,t € Z,v(h) = Cov(X;, Xiip). (1.11)

Le graphe de cetle fonction est appelé variogramme.




1.2. PROCESSUS ALEATOIRES

Propriétés 1.6
La fanction d’autocovariance d'un processus stationnaire vérifie

» Vh
» V1

€ Z, y(—h) = v(h) : elle est paire;
& N, V(Gg) © R%. V(l‘,,) = ZN, Z?:l Z?:i 4(Lia;;“{(2§-g - tj) > 0: elle est

de type positif;
» v(0) = Var(Xy);

» |y

h)| <~(0), VA

Estimation de la fonction d’autocovariance

Pour
que si (X

finie, un

construire un estimateur de la fonction d’autocovariance, rappelons

1, Y1), ..., (X7, Yr)sont des observations bivariées (i.i.d). De variance

estimateur de la covariance entre X et Y est donné par :

T
LS - X )5 -7 ‘
=1

On estime donc naturellement la fonction d’autocovariance par :

Il est apj
Prop
» (]
» Sou

1 T—|h]
F(k) = 7 Y (X = X)(Xerpu — X) (1.13)

t=l

pelé 'autocovariance empirique.

riétés 1.7 : On peut montrer que

1) est un estimateur biaisé de y(h).

s certaines conditions, on peut montrer que 5(h) est asymptotique-

ment non biaisé.

»5i
général A
quadratig

Définiti

Soit
lation la

Le gri

Xi)tez un processus stationnaire gaussien et si la série de terme
(h) est absolument convergente, alors 7(h) converge en moyenne
que vers (h).

on 1.2.6 : Fonction d’autocorrélation

Xi)tez un processus stationnaive. On appelle fonction d’autocorré-
fonction p définie de Z dans R par : Vh € Z,
v(h) ,
p(h) = — (1.14)
7(0)

whe de cette fonction est appelé corrélogramme.

9




CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUE ET STATIONNARITE

Propriétés 1.8

La fonction d’autocorrélation d'un processus stationnaire vérifie

» Vh € Z,p(—h) = p(h) elle est paire

» p(0)=1

> |p(h)| < 1, Vh.

Estimation de la fonction d’autocorrélation

On estime ensuite naturellement la fonction d’autocorrélation a partir de
lautocovariance empirique de la facon suivante :

() _ ZE" (%= X) (Xem = X)
7(0) YL (% - 3())

Il est appelé I'autocorrélation empirique.
Propriétés 1.9

» 5(h) est de type positif.
PVheZ,-1<HMh) <1

F(h) = (1.15)

1.2.5 La fonction d’autocorrélation partielle

Soit (X;):ez un processus stationnaire. Définissons tout d’abord la régres-
sion affine de X; sur (X;_y, ..., X; ) notée X Ona

3
}(g = X;h + Rt,h. == )\th + E AS,]?I.X}__:.; + R't,h (11(1)
§=1
b 12, p, est une variable aléatoire non corrélée avec X;_i. ..., X;_,. La fonction
d'autocorrélation partielle 7 est définie par

Vh € Z,7(h) = Anp (1.17)

le graphe de cette fonction est appelé corrélogramme partiel.
Propriétés 1.10 : L'autocorrélation partielle d’ordre h 7(h) représente
le coefficient de corrélation linéaire entre

ple résidu X; — X7 _1de la régression de X; par X;_j.q,..., Xy

et

p»le résidu X;_;, — Xf“_h}h_lde la régression de X; 5, par Xy pi1,..., X;_1.

10




1.3. CLASSE DES MODELE ARMA

1.3 |Classe des modéle ARMA

1.3.1

Le processus auto-régressifs AR(p)

Le modéle que présent le processus auto-régressif, construits a partir de

I'idée que

Pobservation au temps  s’explique linéairement par les observations

précédentes.

Définition 1.8.1 : On dit que (X;) est un processus autorégressif (Auto-
Hegressipe) d’ordre p (centré) s'il s'éerit :

ot by, 6

Yt & Z, g = Xy — ‘}é}Xt—l N @pXt——p (118)

o?.0n notera parfois :

Posons @

- @, sont des réels fiwés et (e)icp est un bruit blanc de variance
P
er=»  ¢iXis. (1.19)
=0
(B)y=1-¢,B—---—¢,B", on peut écrire :

1 »En prenant I'espérance de et en utilisant la stationnarité du processus,

B

on obtient que l'espérance p du processus vérifie pu(1 — Y Y, ¢;) = 0. donc

lorsque 1

n’est pas racine de @, on a nécessairement p = 0

2 »Cpnsidérerons que des processus AR(p) centrés. Un processus AR(p)
non centté serait défini par :

Ao
'»m_\
¥
[N}
[t

R

P
Xo=p+e+ Z P X

=1

it




CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUE ET STATIONNARITE

Exemple 4 : Le processus Y1 = 0,1X,_; + 0,8X;_3 et un AR(3) la
réalisation de taille 7' = 200 de cette serie a la (Figure 4)

o
© o)
.
o o
< o
o
v
E‘) ~i
T T T
50 100 150 200
Time
Figure (4)
ACF of AR(3) processus

ACF
G0 02 04 08 08 10




1.3. CLASSE DES MODELE ARMA

PACF of AR{3} processus

Partial ACF

Figure (6)

1.3.2 |Le processus en moyennes mobiles M/ A(g)

Ces processus forment une classe flexible de modéles pour de nombreux
phénomenes observés. Ils sont construits a partir de l'idée que Pobservation
au temps|t s'explique linéairement par les observations d’un bruit blanc; ils
sont dond définis par la relation

Yt & Z; th =& + 915{.1 +---4+ Qqéft_q (1.22)

on 0,603,160, sont des réel fixés et (¢t)eez est un bruit blanc de variance

ol

Définition 1.8.2 : On appelle moyenne mobile (Mowving Average) d’ordre
q un procgssus de la forme :

Vi € Zj )(t =&+ 5183@_1 + 4 Qqéfz;_.q (123)

ot les £, gour t —q < j <t sont des bruits blancs centrés de variance o, On
notera parfois

q
Xi=Y bie. (1.24)
7=0
en imposapl 0y = 1,donc O(B) =I - ,B — - .. — 0,B%,0n peut écrire :
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CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUE ET STATIONNARITE

Remarque 1.3.1 : Notons immédiatement que

1 » Un processus a moyenne mobile est défini de maniére explicite.

2 » Un processus & moyenne mobile est défini de manieére explicite.

3 » Un processus a moyenne mobile est automatiquement ceniré et sia-
tionnaire.

4 » Un processus 4 moyenne mobile est par définition purement innovant

et causal. Mais attention son bruit blanc innovant n'est pas nécessairement
égal a €.

Exemple 5 : Le processus X = 6+4¢,_1+0, 7e,_3 est un processus M A(3)
de moyenne ;1 = 6. la réalisation de taille 7' = 100 de cette série est présentse
a la (Figure 7).

MA
2 0 2 4 6 8

6 -4
2L

50 100 180 200

Time

Figure (7)

ACF of MA(3) processus

ACF
00 02 04 06 08 10

Lag
Figure (8)
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1.3. CLASSE DES MODELE ARM A

1.3.3

PACF of MA(3} processus
i g
QI
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o '
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i
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Figure (9)

Les processus ARM A stationnaires linéares

Les modéles ARM A permettent de représenter un grand nombre de pro-
cessus aléatoires stationnaires. Et cette classe plus générale de modéles définit
des progessus sous la forme d’une récurrence auto-régressive avec un second

membre)

Définit

de type moyenne mobile.

ion 1.3.3 : On dit gu’un processus (X;)icz est un processus ARM A
(=

(AutoRegressive Moving Average) d’ordre (p,q), noté ARMA(p,q), si :
» (X;)iez est stationnaire.

il

6, £ 0t

On utily)

ot (B
» Un
est un

eziste ¢ = (¢pq, ..., ) € RP avec ¢, # 0 et § = (64,...,0,) € R? avec
el que pour tout t € Z,

P q
Xi—Y ¢Xei=eg+ Y =0bieri. (1.26)
i=1 j=1

se généralement la notation suivante :
(B)X; = O(B)z, (1.27)

=1—30 9B et O(B) =1+3 L, 0:B;.
procesus AR(p) est un processus ARMA(p,0) ; un procesus MA(q)
rocessus ARMA(O,q).




CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUE ET STATIONNARITE

» La stationnarité d'un ARMA(p, q) est assurée lorsque toutes les racines
du polynome A(z) =1—d;2—...— ¢p2P sont de module strictement supéricur
a 1. Ce polynome forme avec B(z) = 1+ 612+ ... + 0,27 les deuz polynomes
caractéristiques du processus. On supposera également que les polynomes A
et B n'ont pas de racine commune, afin de s'assurer qu’il n'y a pas de repré-
sentation plus courte.

Exemple 6 : Le processus Z = 0,572, +0,2Z;_y +&; — 0, 5¢4_; est un
processus ARMA(2,1) est ca réalisation présenté dans la (Figure 10)

ARMA

Time

Figure (10)

ACF of ARMA{2 1) processus

ACF
00 02 04 08 08 10

Figure (11)

16



1.4. EXTENSION DES MODELES ARM A

1.4

L’obj

PACF of ARMA(2,1) processus
o T
s 7!
!
& = —i |
%
T a1 i
- T
o 2 'i"‘i xi H‘, B
o A =
< ||
G |

5 10 15 20

Lag

Figure (12)

Extension des modéles ARM A

ectif de cette extension est de tenir compte des effets (tendance,

saisonnalité) dans la modélisation de la chronique, sans avoir recours aux

méthodes

1.4.1

S exposées ci-dessus (pour rendre la série stationnaire).

Processus autorégressif moyenne mobile intégré
d’ordre ARIMA(p,d, q)

Ce squt des modeles ARM A intégrés notés ARIMA. Tls sont issus des
séries stationnaires par I'application du filtre aux différences et cecl, bien

entendu

Définiti
rendu std
différenc
d ou I(d);

dans le cas des processus DS détectés par le test de chky—Fuller

bn 1.4.1 ¢ Un processus intégré est un processus qui peut élre
tionnaire par différenciation. Si un processus stochastique doit étre
¢ d fois pour atteindre la stationnarité, il est dit étre mntégré d’ordre
les processus stationnaires sont I(0).

Remargue 1.4.1 : Les modéles intégrés sont treés présents dans les séries
économiques et financiéres, notamment les séries d'indices bo ursiers, d’indice
de produgtion, d’indice de priz.

Définition 1.4.2 : Pour d enth tel que d > 1, le processus X, est un

ARIMA

p,d,q) si le processus Yy = (1—B)? X, est un processus ARMA(p,q)

17




CHAPITRE 1. PROCESSUS ST OCHASTIQUE ET STATIONNARITE

de moyenne nulle. On dit qussi que le processus ARIM Alp,d,q) est un pro-
cessus ARM A(p, q) de moyenne nulle "intégre” d fois. X, satisfait donc une
équation de la forme :

®*(B)X, = ®(B)(1 - B)'X, = ©(B)Z, (1.28)

® el © sont des polynomes de degrés respectifs p et q, et B est opérateur
retard :

B*X, =X, , (1.29)
b(z)=1=ghz—.,, - $p2*
O(2) =1— 012~ ... — 27

Remarque 1.4.2 11 »Si VX, est un ARM A(p.q) de moyenne non nulle
W, alors :
- .
Xi=pu—+X, (1.30)
d
ot X, est un ARIMA(p,d, q).
2 »les modeles intégrés sont trés présents dans les séries économiques vt
financiéres, notamment les séries d'indices boursiers, d’indice de production,
d’indice de priz.

Exemple 7 : Simulation d’un processuss ARIMA(1,1,0) est ca réalisa-
fion présenté dans la (Figure 13)

ARIMA




1.4. EXTENSION DES MODELES ARM A

1.4.2

ACF of ARIMA processus

ACF
00 02 04 06 08 10

R TR T T )

Figure (14)

PACF of ARIMA processus

Partial ACF
00 02 04 08 08 10

Figure (15)

Modéles saisonniers mixtes SARIMA

Les thodeles SARIM A (S pour Seasonal) permettent de rendre compte

des vari
elles-mé

Ces
générale
souvent
mieux s’

tions saisonniéres dans la série considérée, ces variations pouvant
es présenter un caractére aléatoire.
nt des extensions des modeéles ARM A et ARIM A. Tls représentent
rent des séries marquées par une saisonnalité comme c’est le plus
e cas pour des séries économiques voire financiéres. Ces séries peuvent
pjuster par des modéles saisonniers.

Définition 1.4.3 : Le processus X, est appelé SARIM A(p,d, q)x (P, D, Q)s

st le pro

tessus différentié :

= (1-B)Y1-B)PX, (1.31)

b3
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CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUE ET STATIONNARITE

est un processus ARMA tel que :
®(B)D,(B°)Y; = O(B)O,(B*)z (1.32)
® et © sont des polynomes de degrés respectifs p et g :

@(.z):1~g61~—...——¢pzp
O(z) =1—012—...—§,27

D, el ©; sont des polyndmes de degrés respectifs P et Q@ :

@3(2} == 1 = @S,:{‘:’ = e T (ﬁs’.pzp
Os(2) =1—0512—...— b5.029

Exepmle 8 : La simulation de processus SARIMA(1, 1, 1) x (1,1,1)1
est présenté dans la (Figure 16)

120

i
-
i
.
]
.
HI
24
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L‘: H T T =

0 100 200 300 400

Time
Figure (16)
ACF of SARIMA processus

ACF
00 02 04 06 08 10

Figure (17)
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1.4. EXTENSION DES MODELES ARM A

Reman
lzonnai
dastiqy
soin, te
résiduel]
Néanmyq

PACF of SARIMA processus

10

Partial ACF

00 02 04 08 08

Figure (18)

que 1.4.3 : Les séries précédemment étudiées étaient supposées sta-
'es ou non-stationnaires mais étaient dans tous les cas “homoscé-
te” ¢’est-a-dire avaient une variance constante dans le temps. St be-
ndances et saisonnalités étaient supprimées pour obtenir une série
le stationnaire ou du moins une série & accroissements stationnaires.
yins, toutes les séries résiduelles obtenues de la sorte ne sont pas

nécessagrement stationnaires. Il peut arriver que la variance d’un processus
varie ay cours du temps. Les modéles de type ARIM A qui supposent un com-
portemdnt “homoscédastique” (variance constante), ne sont pas adaptés &
ce type de série. Nous présentons dans 2™ chapitre des modéles adaptés a ce

type de

série les processus ARCH (Auto Regressive Conditionally He-

teroscedastic) introduits pas Engle(1982), ainsi que leur généralisation,
les procpssus GARCH. Ces modéles permettent de prendre en compte une

varialio

n de la variance au cours du temps (el, plus largement, des moments

d’ordres| supérieurs ou égaux & deux). Dans la théorie des processus ARMA,

la varia

nce d'une série est (entre autres) déterminée par la variance du pro-

cessus des innovations. Pour simplifier, considérons le bruit blanc gaussien

ol £ ~

r

X, =g (1.33)

N(0,02). La variance de ce processus est la variance du processus des

innovatdons (£;), c¢'est-a-dire o2. Nous souhaitons & présent tenir compte d’'un
éventuel changement au cours du temps de la variance, provenant de 1’évolu-
tion passée du processus (variance instantanée). C'est ce que permettent les

modéles

ARCH, dont l'idée est de déterminer la distribution de =, condition-

nellement & toutes les valeurs passées Xy 1, Xi_o, ...
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Chapitre 2

Processus conditionnellemnet
hétéroscédastique

L’approche ARCH/GARCH a été proposée pour prendre en compte des
ariances conditionnelles dépendant du temps. Le principe général consiste
donc & remettre en cause la propriété d’homoscédasticité que l'on retient
généralement dans le cadre du modele linéaire. La spécification hétérosci-
dastique conditionnelle ou ARCH a été initiée par Engle (1982) Pour ca-
ractériser la dynamique des seconds moments conditionnels que l'on retrouve
dans la Plupart des séries financiéres. Elle a été par la suite généralisée per
Bollerslev (1986) avec ce qu'on a appelé 'hétéroscédastique conditionnelle
putorégressive généralisée ou GARCH c’est le modéle le plus populaire lors-
(qu'il s’agit d’estimer les variances conditionnelles. Les modeéles GARCH ne
se contentent pas seulement d’estimer des variances qui évoluent dans le
temps, mais incorporent également les caractéristiques observés sur les séries
financiéres.

Ergodicité : On dit que un processus aléatoire est ergodique au premier
prdre si :

&
Yo = % / X (u)du TT-‘?. E[X (t)] (2.1)
0
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2.1. PROCESSUS ARCH(P)

Remargque 2.0.4 :1 » Convergence en moyenne quadratique

2 w Lien)

ro_ g - .
Yr = Xt)]=m (2.2)
=
lim E[(Y7 — m)?] =0

T—o0

entre ergodicité est sationnarité

Ergogdicité = Sationnarité

Satid

2.1

Les 4

nnarité = Ergodicité

Processus ARCH (p)

conomistes utilisent fréquemment des modeles estimés & aide des

séries temporelles ot la variabilité des résidus est relativement faible pendant
un certajn nombre des périodes successives, puis beaucoup plus grande pour

un certaj

n nombre d’autres périodes et ainsi de suite, et ce généralement sans

aucune raison apparente, ce phénomeéne est particulidrement fréquent et vi-
sible aver les séries boursiéres, des taux des changes étrangers, ou d’autre prix
déterminés, sur les marchés financiérs, ou la volatilité semble généralement
varier d4ns le temps. Récemment, d’importants approfondissements ont vu
le jour dans la littérature pour modéliser ce phénoméne. L’article novateur

d’Engle

(1992), expose pour la premiére fois le concept d’hétéroscédasti-

cité conditionnelle autorégressive, on ARCH. L’idée fondamentale est que la

variance
périodes
de base,

Définiti
sl défir

ott (z,) est un bruit blanc gaussien, centré, de variance 0%, soit e, ~ N(0, 0?).
Ceci peut aussi s’écrire :

de I'aléa au temps t dépend de 'importance des aléas au carré des
passés, cependant il existe plusieurs facons de modéliser cette idée
la littérature correspondante est foisonnante.

n 2.1.1 : On dit que le proccessus (X;) est un processus ARCH (p)
. par une équation de la forme :

P
X = v/ e ot hy = g + Eain_i (2.3)

=1

P
X2 =g |00+ Z&in'_i (2.4

i=1
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CHAPITRE 2. PROCESSUS CONDITIONNELLEMNET
HETEROSCEDASTIQUE

ce n'est plus le processus (X;) que U'on cherche o modéliser, mais le processus
e

(X7)

Propriétes 2.1

( 4 E(Xg) ={}
| E()(t/Fg_l) == O

p Var (__){5) = -

P
5 SIZ a; <1
=1
=3 °
S
> Var(Xy/F_1) = ag + X2 4+ apX?

t—p
» Cov(X;, Xy ) =0VYh >0
( > Cov(Xy, Xyin/Fr_y)

Remarque 2.1.1 : Un processus ARCH est conditionnellement hétérosce-
dastique (car la variance conditionnelle varie dans le temps) mais incondi-
tionnellement homoscédastique (la variance non conditionnelle est invarianie
dans le temps)

2.1.1 Processus ARCH(1)

Le processus (X;) est un processus ARCH(1) si :

bl (€¢) est un bruit blanc gaussien &, ~ N(0, ¢2). On notera généralemment
hvt = g + CX}X&_}e‘t donc Xt = k;;fg‘; (26)
Dans le cas oi (/) est un bruit blanc fort, alors (g,) peut étre vu comme
e différence de martingale. Pour que le processus (X;) soit stationnaire an
seconde ordre, la variance marginale de (X;) soit étre constante. Or

I’r(}‘:t) = Qg -+ Q}V(.Xt._l} (27)
¢’est-a-dire que I'on doit avoir

a; < 1, et done V(Xy) = ap/(1 — ay) (2.8)
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2.2. PROCESSUS GARCH(P,Q)

2.2 |Processus GARCH(p,q)

sjeurs variantes du modeéle ARCH ont été proposées. Une variante
ierement utile est le modele ARCH généralisé ou GARCH suggéré

Définit
Jini par

n 2.2.1 : Un processus GARCH (p,q) [généralisée ARCH)| est dé-

P q
e < W P ¢ . A
X, = eshy 0t b2 = ag + E o XE ¢+ _;_ ;3jlz§_j et g, ~ N(0,0%)  (2.9)
i=1 =1
on peut poter toul d’abord que, sous cette forme, les coefficients p et g ne
sont pas|analogues a ceuz des modéles ARMA en particulier, q correspond
au caracfére autorégressif du processus (h?) alors :

P q
E(Xe/Xe-1) =0 et B(X?/Xem) = hf = a0+ Y X2, + Y B;h%; (2.10)
=1 =1
Propriété 2.2 : Si le processus GARC H (p, g) est stationnaire au second
ordre, alprs nécessairement

P g
i+ Bi<1 (2.11)
i=1 =1

et dans de cas o1, la variance de(X;) est :
Qg
v q

1 g=4.

gl

V(X)) = (2.12)

Dans le das ot (2.11) est saturée, i.e.

P q
dai+d p;=1 (2.13)
i=1

=1
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CHAPITRE 2. PROCESSUS CONDITIONNELLEMNET
HETEROSCEDASTIQUE

On dira alors que le processus GARC'H (p, q) est intégreé, et on parlera de pro-
cessus IGARCH (p, g). Cette dénomination peut se justifier par 'existance
d’une racine unité dans la composante autorégressive de (2.3).

Remarque 2.2.1 : Un processus GARCH(p,0) est un ARC'H (p)
Propriétés 2.3

» E(X,)=0

> B(X,/F_,)=0

> Cov(X, Xop) =0n =0VR >0
| 2 CO’E?(X;(._ ‘X%.;.]Lflﬂ_l) =1

Définition 2.2.2 : (Processus GARCH(p, q) fort) : Soit ¢, une suite de
variables i.5.d de loi normal. Ont dit que (X,) est un processus GARCH (p,q)
au sens fort s’il vérifie

Xg = hgr’fg
P e .14
2 _ Ny Y2 3 12 L
}?‘T — &0 + z’_“&ixxt__i ”'*" 21]"33}3!_3 ( )
i=1 =

ot les oy et 5}- sont des constantes positives et ag est une constante stricte-
ment positive Il est clair qu'un processus GARCH fort tel que 02 est mesu-
rable par rapport & la tribu (o,,) est un processus GARCH au sens définition
(2.9). La réciproque n'est cependant pas vraie.

2.3 Etude de la stationnarité

Modeéle GARCH(1,1)
Dans le cas ot p =g = 1 le modéle (2.14) ’écrit
JY—L = h'igt !
: - - 2.15
{ b = ap+aXt,+phl, (2.15)

avec ag > 0, a > 0, > 0.0n pose a(z) = az? +
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2.3. ETUDE DE LA STATIONNARITE

Théoréme 2.3.1 : (Stationnarité au sens stricte du modéle GARCH(1, 1)
Si
—o0 < v = Elog(as?) < 0, (2.16)

la série
00

{1 + Z(I.(Eg__l) i (i(&}_i)} agn (217)
i==1 .

converge presque sirement et le processus (X,) définie par X, = \/hig, est
Punique| solution strictement stationnaire du modele (2.15). Cette solution
est non gnticipative el ergodique.

Siy B0 etag >0, il neriste pas de solution strictement stationnaire.

Théoréme 2.8.2 :(Stationnarité au seconde ordre du GARCH(1,1))
Suppgsons ag > 0.
»Siq+ 3 > 1, il n'existe pas de solution GARCH(1,1) non anticipative
naire au seconde ordre.
+ 6 < 1, le processus (X,) est stationnaire au seconde ordre. Plus
précisément, (Xy) est un bruit blanc. De plus, il weriste pas d’aulre solution
stationndire au seconde ordre et non anticipative.

e 2.3.3 : (Stationnarité stricte du modéle GARCH(p,q))
Une condgition nécessaire et suffisante d’existence d’un processus GARC'H (p, q)
strictement stationnaire, solution du modéle (2.9) est que

v <0 (2.18)

oty est lg plus grand exposant de Lyapounov de la suite {As, t € Z}. Lorsquelle
eziste, la [solution strictement stationnaire est unique, non anticipative et er-
godique.

Théoréme 2.3.4 : (Stationnarité au 2nd ordre du modéle GARCH(p,q))

S'il exfste un processus GARCH (p,q), au sens de la définition (2.9), sta-
teonnaire |aw second-ordre et non anticipatif, et si ag > 0, alors la relation
(2.11) verifie




CHAPITRE 2. PROCESSUS CONDITIONNELLEMNET
HETEROSCEDASTIQUE

2.4 Les processus ARMA — GARCH

Weiss (1984) eut I'idée d’appliquer la théorie des modeéles GARCH ainx
erreurs d’une régression linéaire ou & un processus d’innovation d’un modele
ARMA. Dans le premier cas, le modéle consiste considérer un modéle de
régression linéaire avec erreurs GARCH -

Y, =aX; +¢ (2.13)

avec g ~» GARCH(p,q). Ce modéle est appelé modéle de régression avec
erreurs GARC'H .Dans le deuxiéme cas, le modéle consiste en un processnus
ARMA avec un processus d’innovations GARCH -

#(B)X, = ©(B)s, (2.19)

avec g, ~~ GARCH (p, q). Ce modéle est appelé modeéle ARMA — GARCH.

2.5 Identification

L’analyse de la structure de corrélations du carré des observations d’un
processus GARCH(p,q) permet de déceler 'ordre du modéle. Nous allons
considérer dans cette section le probléme plus général du choix de 'ordre d’un
modcle ARMA — GARCH ct nous verrons commoent dévclopper des tests
pour les identifier. Nous savons que 'outil de base permettant d’identificr
l'ordre d’'un modeéle ARM A est la fonction d’antocorrélation ou d’autocorré-
Jation partielle des observations X;. Supposons donc qu'un modéle ARM A
pit été identifié pour X; et que ses paramétres sont estimés. Nous pouvons
donc écrire formellement :

®(B)X, = O(B)e (2.20)

La présence d’un modele GARCH dans les résidus peut étre la cause d'une
mauvaise identification des paramétres si on n'en tient pas compte pour mo-
Héliser le processus d’innovations. En conséquence, le développement de mé-
Liodes pour tester si une composante GARCH est présente ot non dans 1o
brocessus d’innovations est trés important.

Une méthode pour identifier une telle dépendance non linéaire des résidus
gonsiste & utiliser & nouveau le test portmanteau sur le carré des résidus

Fe R S N WP R W
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2.6. MODELES AVEC ERREURS ARC'H

el. La i
suivantq

brocédure pour tester s'il réside des corrélations sur e? est alors la
» : Caleul de la moyenne de ¢? :
1
/7: — —v 2 1
T = T / Cy <221}
i=1

Calcul de la fonction d’autocorrélation empirique de ef

T—h , — o
. B () (2-7)
/\e —— N
pr(h) = = — (2.22)
Z:I (e? - ‘V’E,b)

Calcul de la statistique du test portmanteau

K
Qr() = (35 (h))? (2.23)

Sous I'hypothese nulle selon laquelle les €2 sont non corrélés, cette statistique
est distribuée asymptotiquement selon une loi de y%
En cgs de rejet de 'hypothése nulle, il faudra donc envisager d’ajuster un

modele

(G)ARCH au processus des innovations. Pour terminer, signalons

que d’aupres tests d’hétéroscédasticité du modeles peuvent étre mis en place.

Par exe

mple, Engle (1982) a présenté un test dont 'hypothése nulle est

une varignce conditionnelle constante de £, contre Ualternative de variance
conditionnelle ARCH (q). Une discussion de ces tests peut étre trouvée dans
Mills (1999).

2.6

Modéles avec erreurs ARCH

Nous|allons considérons un processus (X;) dont la dynamique est régie
par un processus de type AR(1) :

X;=pXi1+ & (2.24)
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2.7. ESTIMATION DES PARAMETRES PAR MAXIMUM DE
VRAISEMBLANCE

2.6.2

Erreur ARCH (p)

On gonsidére ici un modele plus général, sur le processus (Y;), de la forme
= AKXy + £ ot || < 1 et &, satisfait = = hs x n, avec (n,) bruit blanc et

ol (X3)

est un vecteur multivarié (modele de régression classique : variables

exogeénes), ou composé de retards de V; (modele ARMA)

hf‘ =ap+ alef_l + cegesf_g + ...«czpsf.f_p = iy - A(L)af (2.32)

en posant
A(L)=a1L+osLl? + ... + r, LF (2.33)

Nous allons tester ici I'hypothése Hy : 0 = ap = ... = a, = 0, contre

Phypothgse alternative o il existe ¢ tel que a; # 0. La procédure pour tester

cette abgence d’effet ARCH est fondée soit sur un test de Fisher, soit sur
un test LM du multiplicateur de Lagrange. La mise en place de ces tests se
fait de 14 facon suivante,

»calgul des résidus/erreurs du modales de régression : £;

o~
=

»cal¢ul du carré des erreurs 2

B3 p

| 5 » . s . s ~3 g ~
fixé, on effectue la régression linéaire de 22 sur son passé 22 .. 2
> 1 P tra€p
»
~2 ~2 .
g =og+ E i€, (2.34)
i=1

»calqul de la statistique LM, LM = nR? ol n est le nombre d’obser-
vations Wtilisées lors de la régression, et R2le coefficient de la régression. Si
LM > x*(p), on rejette Hy : Perreur est alors modélisée par un processus

ARCH ()

2.7

Estimation des parameétres par maximum
de vraisemblance

Pour pomprendre cette approche, nous allons tout d’abord considérer le

cas plus
posante
et enfin
ARMA

gimple d’un processus ARCH pur pour X, sans régression ni com-
ARMA. Nous étudierons ensuite le cas des processus GARCH,
des modéles de régression avec erreurs GARCH et les modéles

-+ GARCH

Rappel : La fonction du maximum de vraisemblance
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CHAPITRE 2. PROCESSUS CONDITIONNELLEMNET
HETEROSCEDASTIQUE

Définition 2.7.1 : Soit X une variable aléatoire & valeur dans (5, a) de loi
Py.On note f(x;0) la densité de P, et f(z1,...,2,:0) la densité empirique
correspondante. On appelle vraisemblance du parameétre 6 Uapplication © —
R* définie par :

V8 € O = L(xy, .., 2; 0) = [ [ f(2:.6) (2.35)

2.7.1 Estimation des paramétres ARCH

L’estimation des paramétres de modéles ARCH se base sur la maximisa-
tion de la fonction de vraisemblance. Par hypotheése, X, est conditionnelle-
ment gaussien. La vraisemblance associée a X; conditionnellement au passé
F,_; est donc :

L(z/F,_1; ) (2.36)

1
- ()
V27l 2:‘ :
et dépend du vecteur de parameétres a = (ap, ..., &))" & travers o;. La foncticn
de vraisemblance de (zq, ..., )/ conditionnelle & Fy est par conséquent

'
L(zy, ...,2r;0) = HL(.;z:t/F},;; ) (2.37)

t=1

L’estimateur est alors défini comme le vectewr ap = (ap, T, ..., 0, T)! qui
maximise le logarithme de cette fonction de vraisemblance :

ar = arg maz log L{xy, ..., z1; @) (2.38)

2.7.2 Estimation des paramétres GARCH

Remarquons que 'estimation par maximum de vraisemblance d'un mo-
dele ARMA est rendue plus difficile que celle d’'un processus autorégressif
pur, puisque le processus d’innovations n'est pas directement observé. Le
méme phénomeéne survient lorsqu'on tente de maximiser la vraisemblance
d’un processus GARCH. En effet, la vraisemblance associée a X, condition-
nellement au passé F;_y s'écrit :

}

-

1
)
N 5 202 ?
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2.8. PREDICTION

mais cefte fois, la variance o2 dépend des valeurs passées de la variance
conditionnelle 67 _,, ..., 02 .Ces valeurs n’étant pas observées en pratique, la
maximigation directe de la vraisemblance est rendue impossible,

En pratique, on estime successivement les valeurs de h2, ..., hi | avant de
calculer |la vraisemblance. Ainsi, pour un vecteur o = (0, ..., a3, 33, ..., B0}t

) N - 1 %ps M~ Hy
fix¢ de parametres, on calcule récursivement
N v q
2 0 2 307 ¢
W= a9+ Y alX2 Y a2 (2.40)

i=1 =1

avec la gonvention X; = 0 et 02 si i < 0. On remplace donc Ia fonction de
vraisemblance par

s 1 —x?
L(z/Fi_1;0% = — exp(—==) (2.41
, T ( e (2.41)
et la fongtion de vraisemblance totale est :
T
L(zy, ..., zr; 0% = HL(:I:t/Eé_I; o) (2.42)
t=1

Cette fonction de vraisemblance peut étre calculée pour différentes valeurs
du vectetir a° et sa maximisation livre Pestimateur de maximum de vraisem-
blance.

2.8 rédiction

Une application importante de la théorie des modeéles ARCH consiste 3
évaluer lg précision de prévision des valeurs futures d’une série chrouologique.
Dans le ¢as d’un processus ARM A, nous pouvons voir que la variance des
prévisions dépend de ’horizon de prédiction et de la variance inconditionnelle
de la série. En particulier, cette variance est indpendante du comportement
local de la volatilité du processus a 'instant oti on s’appréte a calculer les
intervallegs de prévision. Par contre, en ajustant un modéle GARCH , nous al-
lons voir pomment il est possible d’utiliser cette volatilité locale pour mesurer
les intervplles de prévision. Partons du processus ARM A(r, s)

H(B)X: = O(B)z (243)

33




CHAPITRE 2. PROCESSUS CONDITIONNELLEMNET
HETEROSCEDASTIQUE

ot ®(B) =1-¢B—..¢B et O(B) =1—6;B — ... — 0,B° et £ est un
processus GARCH (p, q).

_ Supposons que I'on observe cette série jusqu’au temps ¢. Toute prévision
X:(h) & I'instant ¢ + h reproduisant la structure de la série cst de la forme

3

Xy gig == Z G Xeini + Z Oictih—j + Erun (2.44)

=1 j=1

le prédicteur optimal X}(h) cst donné par

Xi(h) = B(Xpn|F) = Z 6 B(Xpopi|Fy) + Z 0,B(erny|Fy)  (2.45)

i=1 j=1

puisque E(e;.4|F;) = 0. A cause des diverses propriétés que nous avons dé-
crites sur la moyenne conditionnelle des processus GARCH, on peut effec-
tucr dans cette dernidre relation quelques simplifications. Lessenticl est que,
jusqu’a présent, la prévision est formellement identique & celle développée
dans les chapitres consacrés aux processus linéaires. En d’autres termes, a ce
niveau, la présence d'un modele (G)ARC H au niveau du processus d’innova-
tions ne modifie pas la procédure de prévision.Calculons & présent Verreur ce
prévision dans le but de déterminer les intervalles de prévision. En considé-
rant que les paramétres ¢; sont compatibles avec hypothése d’inversibilité
du processus, le modeéle (2.43) peut se réécrire sous la forme d’un processus
M A(c0), et on peut done écrire :

Xin = Z’}"«zgi%»h—% (2.46)
i=0
pit 7, est le coefficient du terme z dans le développement de ¢ (2)0(z).

in utilisant cette représentation pour calculer le prédicteur optimal, on peut
crire :

OO
i=h
et on en déduit 'erreur de prévision :
h—1
ﬁ't(h) = ;Y:H,h - X{(h) = ‘Z '}“.;;Et-%-h-i (248)
i=0
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La précision de la prévision peut a présent étre mesurée par la variance de
e:(h) conditionnellement & I'information F, disponible a I'instant ¢ :

h—1
Var(e(h)|F) = Y " iB(e?u-i| F) (2.49)

=0
Nous pqguvons & présent voir la grande différence entre la prévision avec
ou sans |effet ARCH dans le processus d’innovation : si un effet ARCH
est présent, alors E(e?,,_;|F;) dépend en général de t, donc du point de
référence & partir duquel la prévision est effectuée.A I'inverse, dans le cas
d’un mog‘elehomoscédastique dans lequel E(e2 ' h—ilFt) = 02, la variance de
la prévisjon des erreurs ne dépend pas de 'ensemble d’informations contenues
dans F;.

Remarque 2.8.1 : Pour calculer Uerreur de prévision (2.48) en pratique,
nous poupons utiliser une procédure itérative basée sur l'observation swivante -
en utiisant la forme ARM A(maz(p,q),q) d'un processus GARCH (p,q), on

peut écripe :

max(p,q) q
2 — Q V2 o ; % ¢
Etln = Qo + E (o + Bi)eg s — Z BiMlesn—j + Nepn (2.50)
i=1 j=1

Remarque 2.8.2 : L’espérance conditionnelle par rapport a F; de cette re-
lation permet d’obtenir E(c?,,|F,) en fonctionde E(cl, | F) pouri > 0.







Chapitre 3

Meéthode de prévision

3.1 Lissage Exponentiel

La prévision & court terme a connu des développements importants du-
rant les derniéres années ; elle constitue la base de Paction. La prise de déci-
$ion repose en effet toujours sur des prévisions. Cest ainsi qu’une entreprisi
¢ommerciale s’intéresse aux prévisions des ventes futures pour faire face 4
lp demande, gérer sa production ainsi que ses stocks, mals aussi orienter sa
politique commerciale (prix, produits et marketing). De méme, on essaie de
révoir les rendements d’un investissement, la pénétration d’un marché ou
leffet de la modération salariale sur Vemploi.

fowd ey

Les développements de la pratique statistique ont permis de disposer d'un.
ertain nombre d'outils de calcul, les méthodes de lissage exponentiel font
objet de ce mémoire, ces méthodes datent du début des années soixante
IHOLT en 1957 e¢ BROWN en 1962). Ils justifient amplement lours

utilisations.

o

P e

Aprés avoir fait un lissage exponentiel simple qui ne peut étre utilisé
ep présence d’une tendance ou d'une saisonnalité, nous passons au lissage
dpuble et & la méthode de HOLT, ces derniers peuvent convenir pour des
s¢ries présentant une tendance. Le lissage de WINTERS intervient dans
las cas ou la tendance et la composante saisonniére sont juxtaposées soit de
njaniére additive soit de maniére multiplicative.
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3.2. PRINCIPE DE BASE

3.2

Principe de base

La méthode de lissage exponentiel repose sur 'idée suivante : les informa-
tions coptenues dans une série chronologique ont d’autant plus d’importance
quelles [sont plus récentes. Pour effectuer une prévision, il faut affecter aux

&

mnforma

ions un poids d’autant plus faible qu’elles proviennent d’époques

plus élojgnées.

3.2.1

Lissage exponentiel simple

Cette¢ méthode ne doit atre employée que sur une série qui ne présente ni
tendance ni De composante saisonniére.

En prenant en compte toute I’histoire de la chronique de sorte que plus
nous noys €loignons de la prévision moins influence des observations cor-

respondd
exponent

ntes est importante. Cette décroissance de Dinfluence est de type
lel ce qui justifie Pappellation. dispose d’une série X, ., X7 et on

désire predire Xr.n(h > 1). Dénotons la prévision par YT( h).

Définitig
ponentiel

on 3.2.1 : La valeur XT(h} Journie par la méthode du lissage ex-
stmple avec la constante de lissage B(0 < f < 1) est
geg
Xr(h)=(1-8) Y 8,Xr (3.1)
=0

Xr(h) est une moyenne des observations passées ot le poids de chagque ob-
servation| décroit de fagon exponentielle avec la distance. Notons que Xr(h)
ne dépend pas de h :

Xrg‘(h) = _}EVT 1[32:)

Remargye 3.2.1 : Xf(h) ne dépend pas de h, prévision constante.

» 3 ptroche de 1 : prévision "rigide”, peu sensible qux Jluctuations aléa-
totres qui|sont lissées,

» 3 groche de 0 : prévision "souple”, influencée par les observations

récentes.

Proposition 3.2.1 : 8i (X;) est constante alors Xr(h) ~ C. Car

T—1
(1-B)) Br=1-pT =1 (3.3)
k=0

pour T “grand”.
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Proposition 3.2.2 : Interprétation selon les moindres carrés

Xr(h N )
ZI_—%?)’“) ~ Xp(h) (3.4)

minimise : o
=—4

Fla) =" B;(Xi—j — a)? (3.5)
7=0

meilleure approximation de (X}) par une constante an "voisinage" de t = 7.
Formule d’actualisation

Xr = (1-B) X 8 Xr,
= {— B+ -8 Alr,

duk==]
= (1-B)Xr +(1-B)BY ot B* Xr_1on

= (1-8)Xr+8Xr_,

Formule d’actualisation treés simple, algorithme peu cotiteux.
On retrouve

» 3 proche de 1 — prévision rigide

» /3 proche de 0 — prévision souple

» [ déterminé empiriquement : souvent £=070up8=08.

(3.€)

$.2.2  Lissage exponentiel double (Brown 62)

Les formules précédentes permettent de calculer une prévision pour des
éries chronologiques stationnaires sans tendance, nons pouvons définir ur.
Issage exponentiel double qui est utilisé en cas de série présentant une ten-
dgance.

Amélioration : Prévision linéaire par

n

[

Xr(h) = ég + brh (3.7)
r et by déterminés de maniére & minimiser D<p<1):

Fa,b) = i) B (Xoox — Xp(—k))?

(=

= Sioe B(Xr—s —a — bE)? (88)
meilleur approximation linéaire au voisinage de t = 7.
Formules d’actualisation :
Xr(h) = ép + brh (3.9)
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Proposjtion 3.2.3 : Solution du probléme

A

ar ef by sont donnés par les formules d’actualisation

{ by = -y + byy + (1 - B2)(Xr — Xy (1))
by = bT——l +(1 -3 Xp — Xpy (1))

Autrement &crit : (Manipulations algébriques simples)
ar = f3 (U'T-l +broy) + (1 - ,;’5'2)XT"

18,
bT" 1+ 48

(CZT ("’T— ;

145

P ap |moyenne pondérée entre AT (1) et Xp
» by movenne pondérée entre X (0) — A 1(0) et b .
»Les|poids dépendent de S dans les deux équations.

3.2.3 |Généralisation : lissage de Holt (1960)

Prévision linéaire :
XT(}Z) == &T + f)Th

Mais Jes formules d’actualisation sont ici "découplées”
{ aT = afGr_; + f)T..}) + (1 - c})KT
Z)T = ((.51 — (lj_ 1) T (1 T l‘J)b]__l

501t :
. { T——CLX'I 1(1)"!‘(1*‘ XT
br = B(X7(0) — Xr_1(0)) + (1 — B)br_,

avec 0 < @, # << 1 — Plus flexible, mais deux constantes & choisir.

3.2.4 Méthode de Winters (1960)

Prévisjon par tendance linéaire et terme saisonnier de période 7 :

}g'[(}l) = ar + Z;Th + S’wa’z—w

(horizon R < 7)
On a gncore des formules d’actualisation pour tout ¢
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CHAPITRE 3. METHODE DE PREVISION

»Une pour @ (moyenne, parameétre o),

» Une pour b, (pente, paramétre /3),

» Une pour S, (saisonnalité, parameétre ~ ¥
Modele de Winters multiplicatif :

XT(IE) = (ar + brh)Sr.p_, (3.16)

Exemple 9 : La méthode de lissage de Holt & Winter sur la série
data(co2)

Holt-Winters filtering
o
[ B
=4
@ < #
| i
g ° i
2 1t i
o 7 sty
g 1
& ”u},{iv"ﬁrv; 1
|

1960 1970 1980 1980 2000

Time

Figure (19)

8.3 Critique des méthodes de lissage expo-
nentiel

L’avantage des méthodes vues dans ce chapitre pour la prévision, est de
purnir une prévision "bon marché" (peu cotiteuse en moyens). Les inconvé-
lients les plus flagrants sont de deux ordres. Tout d’abord, rien ne garantit
optimalité de la méthode sur une série de donnée : les méthodes de lissage:
xponentiel sont parfois loin d’étre les mieux adaptées (encore faut-il s’en
percevoir). D’autre part, clles sont incapables de fournir des intervalles de
révision, c’est-a-dire un intervalle contenant la prévision avec une proba-
ilite donnée. Et pour cause, aucun cadre probabiliste n’a été défini pour
¢ moment. Pour pallier ces insuffisances, on est amené 3 réaliser des prévi-
ons au moyen de modéles probabilistes. Il est a noter que les méthodes de
lissage exponentiel correspondent (a Pexception de la version multiplicative
de Holt-Winters) a des modeles probabilistes particuliers. On peut donc

Tt Q0 (D bt pmd peds

[—
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voir les
tant de
d’applic

méthodes probabilistes comme des techniques plus générales permet-
justifier Pemploi des méthodes élémentaires et d’en élargir le champ
ption.
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Chapitre 4

Annexes

4.1 Annexe A : C’est quoi le R?

R est un logiciel de statistique dédie a I'analyse des données et a leur
visualisation. Il contient une collection d’outils pour la statistique, un en-
vironnement graphique et un langage de programmation orienté objet. La
plupart des entités créées en R sont permanentes. Ces entités sont les objets
"données, résultats, fonctions", et sont stockées dans le répertoire. RData
créé par défaut. Le résultat d’une procédure statistique peut étre ainsi réuti-
lisé lors de différentes sessions. Il est donc important de créer un répertoire
pour chaque projet statistique effectué en R.

On ouvre une session de R par la commande :

$R
Pour cloturer une session, utiliser :
>q()

L’historique d'une session est conservé dans le fichier. Rhistory.
R posséde une documentation en ligne accessible par :
>help.start()

4.1.1 Quelques commandes

acf( ) : Estimation de la fonction d’auto-corrélation
arima( ) : Montage ARIM A - modeles

arima.sim( ) : Simulation des processus ARIMA

pacf( ) : Estimation de la fonction d’autocorrelation partiel
plot( ) : Commande graphique
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ts( ) : Création 'objet des séries temporelles

()

: Commande vectorielle

type="1" : Le type de graphe qui sera dessiné, "p" : points, "1" : lignes.
xlim=, ylim=: Fixe les limites inférieures et supérieures des axes,

4.2
4.2.1

>br

Annexe B : Applications

Simulation d’un bruit blanc

uit.blanc=ts(rnorm(100),frequency=1,start=c(1),end==c(100))

>plot(bruit.blanc,type="1",col="red") page (5)

4.2.2

Simulaton des processus

Exemple 1 : Population d’algérie (2008-2014) (page 2)

Année Population
2008 33220302
2009 36383302
2010 37062820
2011 37762962
2012 38441705
2013 39188045
2014 39897487
>y=c(33220302, 36383302, 37062820, 37762962, 38441705, 39188045,
39897487)
>y
[1] 33220302 36383302 37062820 37762962 38441705 39188045
39897487
>pap.algerie=ts(y,start=c(2008),end=c(2014))
>pap.algerie
Time Series :
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Start = 2008
End = 2014
Frequency = 1

[1] 33220302 36383302 37062820 37762962 38441705 39188045

39897487

>plot(pop.algerie,col="red")

Exemple 2 : Nombre des morts accidentelles en Guelma-Algérie (1995-

2013) (page 3)

Année | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003
N.des | 24 11 23 11 18 08 29 27 21
morts

2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
21 19 24 31 22 31 20 24 39 16

>z=c(24,11,23,11,18,08,29,27,21,21,19,24,31,22,31,20,24,39,16)

>7

[1] 24 11 23 11 18 8 29 27 21 21 19 24 31 22 31 20 24 39 16

>nombre.MAG=ts(z,start=c(1995) ,end=c(2013))

>nombre. MAG
Time Series :
Start = 1995
End = 2013
Frequency = 1

[1] 24 11 23 11 18 8 29 27 21 21 19 24 31 22 31 20 24 39 16

>plot(nombre. MAG,col="red")

4.2.3 Exemples des processus AR, MA, ARMA, ARIMA,

SARIMA

Exemple 4 : Simulation d’un processus AR(3) page (12, 13)
>AR=arima.sim(200,model=list (ar=c(0.1,0,0.8)))
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>plot(AR,type="1",col="red",ylim=c(-6,8) ,xlim=c(10,200))

Exemple 5 : Simulation d’un processus M A(3) page (14, 15)

>MA=arima.sim(200,model=list(ma=c(1,0,0.7)))

>plpt(MA,type="1",col="red" ,ylim=c(-8,8) ,xlim=c(10,200))

Exemple 6 : Simulation d'un processus ARMA(2, 1) page(16, 17)

>ARMA=arima.sim(200,model= hst(ar-_c(ﬂ 5,0.2) ,ma-_c(l 0.5)))

>plpt(ARMA, type="1",col="red",ylim=c(-6,5),xlim=c(10,200))

Exemple 7 : Simulation d'un processus ARIM A(1,1,0) page(18, 19)

>ARIMA <-arima.sim(list (order=c(1,1,0),ar=0.7) ,n=400)

>plot(ARIMA,col="red")

Exemple 8 : Simulation d'un processus SARIMA(1,1,1) x (0,0,0)1
page (20, 21)

>arfma(x,order=c(1,1,1),seasonal=list (order=c(1,1,1),period =12))

>plpt(arima,col="red")

Exemple 9 : La méthode de lissage de Holt & Winter sur la série
data(co2) page (40)

>data(co2)

>mi=Holt Winters(co2)

>p=predict(m,50,prediction.interval=TRUE)

>plot(m,p)

4.2.4 | Les fonction d’auto-corrélation (ACF) est les fonc-
tions d’auto-corrélations partiels (PACF)

>acf(AR,main="ACF of AR(3) processus")

>pacf( AR,main="PACF of AR(3) processus")
>acf(MA,main="ACF of MA(3) processus")

>pacf(MA ,main="PACF of MA(3) processus")
>acf(ARMA,main="ACF of ARMA(2,1) processus")
>pacf(ARMA,main="PACF of ARMA(2,1) processus")
>acf(ARIMA,main="ACF of ARIMA processus'")

>pacf( ARIMA ;main="PACF of ARIMA processus")
>acf(arima,main="ACF of SARIMA processus")
>pagcf(arima,main="PACF of SARIMA processus")
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