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Introduction

Les équat;
Cependar
grossierer
Les causes
modélisat]

de bruit d

ons différentielles servent a décrire des phénomenes physiques trés variés.
t, dans de nombreuses situations les phénomenes observés ne suivent que
nent les trajectoires des équations qui semblent devoir leur correspondre.
possibles d"un tel comportement peuvent étre variées : erreur de

on, fluctuation au cours du temps des parametres de I"équation, présence

observation, ... . Dans ces situations, les approches probabilistes trouvent

naturellenfent leur place et il peut alors étre intéressant d’incorporer des termes

aléatoires

précédent

dans les équations différentielles afin de prendre en compte les incertitudes

5. Cependant, I'introduction de ces termes aléatoires conduit a une

intégration des équations qui ne correspond pas, en général, a une adaptation

irnmédiat

de la théorie classique des équations différentielles.

A. MAHMO
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TABLE DES MATIERES

De maniere similaire aux équations différentielles ordinaires ot la résolution
numeérique passe par une discrétisation du temps et un schéma d’approximation
concernhnt lintervalle de temps elémentaire sur lequel I'intégration est faite, il est
nécessafre de procéder de maniere similaire avec les équations différentielles
stochasfiiques, a quelques différences pres : (i) pour une équation ordinaire, la
trajectoire étant déterministe (en tout cas pour les exemples simples a une particule,
oscillatdur harmonique ou anharmonique), on peut controler avec la solution exacte
la qualifé de I'approximation. Avec un processus de Wiener (ou mouvement
Browni¢n), nous avons vu que deux trajectoires sont tres différentes, cette différence:
s’accroibsant avec le temps. Si par contre, on cherche a résoudre un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck, on sait que le systéme évolue vers une distribution
stationtjaire que la variance des trajectoires est finie... (ii) Les schémas
d‘apprgximation des méthodes de résolution des équatioins différentielles sont basis
sur le chlcul différentiel usuel. Dans le cas des équations différentielles stochastiques,
ces schémas reposent sur le calcul différentiel stochastique de nature assez différente.
L'objectif de notre mémoire est d'introduire le calcul d'Itd qui permet d’aborder les
équatidns différentielles stochastiques. On commencera par quelques rappels et

compldments de théorie des probabilités (chapitre I) qui seront utiles pour cela.

Apres

et calcdl d'Itd (chapitre II), on verra (chapitre IIT) comment il peut étre mis en oeuvre

pour lq résolution des équations différentielles stochastiques (EDS). Comme pour les

équati

exacte

approfimations numériques des trajectoires des EDS et on donnera quelques

exemples sur ces méthodes applquées en finance.

q

voir présenté quelques résultats importants relatifs aux intégrale stochastique

dns différentielles classiques, on ne sait pas en général intégrer de maniere

les EDS. Aussi, on présentera quelques techniques permettant d’obtenir des

4. MAHMOUDI et S. CHABBI Master: Probabilités et applications Univ.Guelma (Juin 2014




Chapitre 1

Rappels et compléments de
probabilités

1.1 |Geénéralités sur les processus a temps continu

Les prdcessus aléatoires décrivent I’évolution d’une grandeur aléatoire en fonction

s (ou de I'espace). Il existe de nombreuses applications des processus

ifes notamment en physique statistique (par exemple le ferromagnétisme, les
ibns de phases, etc), en biologie (évolution, génetique et génétique des
populaftions), médecine (croissance de tumeurs, épidémie), et bien entendu les
sciences de l'ingénieur. Dans ce dernier domaine, les applications principales sont
pour I’ L dministration des réseaux, de l'internet, de la télécommunication et bien
entendlu dans les domaines économiques et financiers.

1/étudé des processus aléatoires s'insére dans la théorie des probabilités dont elle
constitlie I'un des objectifs les plus profonds. Elle souleve des problemes
mathématiques intéressants et souvent tres compliqués. Dans cette section, nous
prése\lans les définitions et les propriétés des processus stochastiques a temps

continf.

2. MAHMOUDI et S. CHABBI Master: Probabilités et applications  Univ.Guelma (Juin 2014




11 Géndralités sur les processus a temps continu 6

1.1.1 [Regularité des trajectoires

coritinu

Commer]cons tout d’abord par préciser ce que 1’on entend par processus a temps

DEFINITION 1.1.1 On appelle processus stochastique a temps continu et a valeurs dans un

espace E |nuni d’une tribu B, une famille X = (X (t))ter, de variables aléatoires définies sur

un espacd de probabilité (Q, F P) et a valeurs dans (E, B).

REMARQUE 1.1.1 1. Dans la pratique l'indice t représente le temps.

2. Ln prdcessus peut aussi étre vu comme une fonction aléatoire, i.e., & chaque w € Qon

associe laffonction de R, dans E, t — X (t,w), appelée trajectoire du processus.

3. Un processus peut éire considéré comme ure application de R, x ) dans E, nous

supposerpns toujours que cette application est mesurable lorsque I'on munit Ry x Qdela

tribu Br| ® F et E de la tribu B.

4. En cofsidérera aussi des processus indexés par un intervalle de temps [0, T borné.

C’est ur] enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires mesurables,

continugs, dérivables ou encore plus régulieres.

DEFINITION 1.1.2 Un processus X = (X (t))er, réel est dit stochastiquement continu (ou

continu

limP (|§(s) = X ()] 2 ) =0

e probabilité) si P — liE}%X(s) = X(t), s,t Ry, i.e., VEER et c> 0,ona

De la définition précédente, on peut déduire facilement les propriétés suivantes.

Soient X = (X (t))ier, et Y = (Y (t))ser, deux processus réels continus en

Pr

Ui

opri

és

p:|:obabi:ité, alors

. Le frocessus (X (t) + Y (t))ser, est continu en probabilité.

. Le ffrocessus (—X (t)):er, est continu en probabilité.

. Le fjrocessus (X (t) = Y())ter, estcontinuen probabilité.

. Le frocessus (| X (t)|):er, est continu en probabilité.

.Le

rocessus (X (¢)Y (t))ter, est continu en probabilité.

4.

MAH
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1.1 Généralités sur les processus a temps continu f

DEFINITION 1.1.3 Deux processus X et Y, sont dits équivalents s'ils ont méme loi (égalité

de toutes

processud X si pour toutt € R, P(X(t) = Y (t)) = 1. On parle encore d’équivalence au sens

fort. Deuj processus X et Y sont dit indistinguables si P(X (t) = Y (¢),Vt € R)= L
11 est faclle de voir que pour deux processus stochastiques XetY:
PROPOLITION 1.1.1 indistinguable = équivalence forte = équivalence.

L’équivdlence forte définit une relation d’équivalence pour les processus

stochastjques et deux processus fortement équivalent sont équivalents pour cette

relation

Souven{ lorsqu’on considére un processus stochastique (X (t))ier,, on en cherche une

version

THEORI

a,b,c>

Alors il

En fait,

1.1.2

Commé dans le cas discret, on introduit la notion de filtration

Soit (Q,

croissamte de sous tribus de F. La tribu F(t) représente I'information dont on dispose

a l'instd

F(t)—rhesurable pour tout ¢.

REMARQUE 1.1.2 Dans la suite, les filtrations que I'on considérera, auront la propriété

suivante

o po e qle . Pl £ . .
Jes lois finidimensionnelles). On écrira X =Y. On dira que Y est une version du

Y (t))ser, dont les trajectoires ont de bonnes propriétés de régularité.

:ME 1.1.1 (Kolmogorov) Soit X = (X (t))ier, un processus tel qu’il existe

0 vérifiant pour tout s,t:
E{|X(t) - X(s)|"} < clt = s/ (1.1)
byiste une version continue XdeX.

les trajectoires de X ont mémes y—holdériennes pour tout vy < b

Temps d’arrét et martingales

F,P) un espace de probabilité, une filtration (F(t))i>0 est une famille

nt . On dit qu'un processus (X (t))e>o est adapté a (F(t))ezo, si X (¢) est

Vt : F(t) contient N : l'ensemble des parties P’ — négligeables (H)

A MAAMOUDI et §. CHABBI Master: Probabilités et applications Univ.Guelma (Juin 2014)




1.1 Géngralités sur les processus a temps continu 8

ceci nous|permet d’affirmer quesi X =Y p.setsiY est F (t)—mesurable alors X est

F(t)—mdsurable.

On peut|construire une filtration a partir d'un processus (X (t))ter, en posant

FX(t) =|o(X(s), s < t). Cette filtration ne vérifie pas en général 'hypothése H

précédenmte. Cependant, si on remplace F (t) par la tribu complitée, i.e., par

Fe(t) =

FX(t), N') on obtient une filtration vérifiant I'hypothese H. On appelle cette

filtration la filtration naturelle du processus (X (t))¢=0. On convient donc, lorsque on

parle delfiltration pour un processus (X (¢)):cr, sans aucune précision, il s’agit de sa

filtratior] natrelle.

La notioh de temps d’arrét est aussi utile. Un temps d’arrét modélise un temps

aléatoird qui depend de I'historique d"un processus (X (t))ser, -

DEFINITION 1.1.4 Soient($), F,P) un espace de probabilité et (F(t))ier, une filtration.

Une varikble aléatoire T définie sur Q valeurs dans R, est appelée un temps d’arrét par

rapport A la filtration (F(t))ier, siVt € Ry : {1 < t} € F(t). Intuitivement, F(t) contient

tous les

dvenements qui ne dépendent que de I'histoire du processus jusqu’au temps t. Un

temps d'grrét est dit fini siP(1 = co) = 0. On définit ainsi, la tribu JF (1) comme étant la
tribu des|événements antérieurs a v : F() = {A € F(oo) : AN [r =1t] € F(t), Vt > 0} oi
f(OO) =0 (UtZOF(t)) i o

Propriétés

Soient sfet T deux temps d’arréts

1. Si T =+ k (constant) alors est un temps d’arrét, de méme

sAt4inf{s,7}, sV T =sup{s,7}, T Aaola € [0,+oo[ sont aussi des temps

d’arréts.

2. SiA

= F(s)alors AN {s < 7} € F(7).

3. Sis € Talors F(s) C F(1).

4. F(s
5. F(s

t) = FI8)VF(T):
7) =0 {F(s),F(r)}.Si A€ F(sAt)alors AN {s< 1} e F(r)

4. MAHMOUDI et S. CHABBI Master: Probabilités et applications  Univ.Guelma (Juin 2014)




1.2 Exen

nples de processus i

Les marfingales en temps continu est un outil fondamental pour la théorie des

équation

celle du

s différentielles stochastiques. La définition suivante est une extension de

femps discret.

DEFINITION 1.1.5 Soit (2, F,P) un espace de probabilité muni d'une filtration (F(t))er..,

M = (M|
(M(t), A
1. Une m|
2. Une sy

3. Une so

Propriét
1. Une m

constante

(t))ier, une famille adaptée de variables aléatoires intégrables. Alors la famille
(¢))ier, est appelée

artingale, si pour tout s < t, E(M(t) | F(s)) = M(s), p.s.

rmartingale, si pour tout s <t, E(M(t) | F(s)) < M(s), p.s.
usmartingale, si pour tout s < t, E(M(t) | F(s)) > M(s), p.s.

£S
artingale (M (t), F(t))ier, est constante en moyenne i.e., t — E {M(t)} est

une surmatingale est croissante en moyenne et une sousmartingale est décroissante

en moyenpe.

2.5i (M
que (M|

t), F(t))ier, est une martingale et o est une fonction convexe (resp. concave) telle

t)) soit intégrable, alors (o(M(t)))eo est une sousmartingale (resp.

surmatriggale).

3.51(M

est une 1

1.2 ]

Laloid’

finidime

t), F(t))ier, estune martingale, 7 un temps d’arrét, alors (M, (t), F(t))icr.

hartingale, ol le processus (M- (t))¢>o est défini par M, (t) = M(t A 7).

' xemples de processus

in processus aléatoire est caractérisée par la donnée des lois

nsionnelles. En fait, on parle de la loi du processus (X (t)):cr, lorsque l'on

connait ka loi conjointe du vecteur (X (t1), ..., X (t,)) pour toute suite finie croissante

de temp

de répar

ou par 13

5 {t; <ty < ... < t,}. Cette loi est entierement déterminée soit par la fonctior.

tHtion finidimensionnelle

Fls,... 5.3 (81, o ) =P (X (1) <21, o X(tn) < zp)

fonction caractéristique

4. MAHMOUDI et S. CHABBI Master: Probabilités et applications  Univ.Guelma (Juin 2014)




1.2 Exemples de processus 10

Cltrtn) ULy ooy Un) = E {exp {z ZuiX(ti)}}
i=1

Ce type He définitions est peu pratique a manipuler. Nous y ferons parfois référence

de manigre implicite afin de conserver la fluidité de notre discussion.

1.2.1

DEFINIT

Processus & accroissements indépendants

ION 1.2.1 Un processus réel (X (t)):er, est dit processus i accroissements

indépendgnts (PAI ), si
a) X(0) ¥ 0 p.s (on se raméne a ce cas en considérant le processus (X (t) — X (0))¢er,)-

b) Vs < #, X(t) — X(s) est indépendant de la tribu F*(s).

Si de plus
¢) l'accro

(PAIS).

1.2.2

DEFINIT

tout n €

ssement X (t) — X (s) a la méme loi que X (t — s), le PAI est dit PAI stationnaire

Processus gaussiens

1ON 1.2.2 Un processus réel X = (X (t))ier, est appelé processus gaussien si pour

et pour tout (t1,ts, ...,ts) € R%, le vecteur (X (t1), X (t2), ..., X (tn))’ est gaussien.

Autremdnt dit (X (t)).er, est gaussien si toute combinaison linéaire 3 ; a; X (¢;) suit

une loi g

aussienne (pour toutn € N, t,%,,...,t, € R} etay,...,a, €R.

A. MAHNM
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1.2 Exemyples de processus 11

Il est con

hu que la loi diun vecteur gaussien (X (t1), X (t2), ..., X (t,))" est connue (via

sa fonctign caractéristique) par le vecteur moyenne(E {X ()}, ...,E{X(t,)}) etla

matrice de covariance (Cov(X(t;), X(¢;)),1 < 4,5 < n). On comprend dés lors que

toute la |

bi d'un processus gaussien est connue dés qu’on se donne la fonction

moyennd u(t) = E{X(¢)} et 'opérateur de covariance K(s;t) = Cov(X(s), X(t)). En

effet, la II'L finidimensionnelle de (X (¢1), X (t2), ..., X (t,))’ est alors la loi normale de

dimensi

v, N (H_ K) avec p_ = ((t), .., ulta)) €t K = (K (ti, ;))1<ijn- Les

fonctiong u et K définissent donc toutes les lois finidimensionnelles du processus et

donc aus

1.2.3

Le mouvi

au cours

51 sa loi.
Mouvement brownien réel

ment brownien (MB) est associé a I'analyse de mouvements qui évoluent

du temps cle maniére désordonnée qu’il semble difficile de prévoir leur

évolutior], méme dans un intervalle de temps trés court. Il joue un réle central dans la

théorie di

bs processus stochastiques, notamment parce que dans de nombreux

problemgs théoriques ou appliqués, le mouvement brownien ou les diffusions (qui

lui sont associées) fournissent des modeles simples sur lesquels de nombreux calculs

peuvent

btre faits.

Un botaIste anglais, Robert Brown décrit en 1827 le mouvement de fines particules

organiq

s en suspension dans un gaz ou un fluide. Au 19°™¢ siécle, aprés lui,

plusieurd physiciens reconnaissent que ce mouvement est trés irrégulier et ne semble

pas adméttre de tangente. On ne pourrait donc pas parler de sa vitesse, ni a fortiori

lui appliquer les lois de la mécanique! Il constitue un bon exemple de processus

gaussien

DEFINIT
(MB) (ou

Do

ON 1.2.3 Un processus réel B = (B(t))ier, est appelé movuvement brownien

encore processus de Wiener) sil satisfait les conditions suivantes

LB(0) =0 pas.

2. (B(1)):
3.5i0 <

LR, est un processus a accroissements indépendants.

5 < t, B(t) — B(s) ~ B(t — s) ou encore la loi N'(0,t — s).

4. MAHMOUDI et S. CHABBI Master: Probabilités et applications  Univ.Guelma (Juin 2014,




1.2 Exemples de processus 12

PROPOSITION 1.2.1 Si B = (B(t))ier, est un MB standard, alors

1. [Propriété différentielle] { B(t + s) — B(t) },5, est un MB standard pour tout s > 0,
indépendgnt de o(B(u),u < t).

2. [Propriété d'échelle] Pour tout ¢ > 0, {cB(t/c?)},», est un MB standard.

3. [Symétrie] (—B(t)):er, est un MB standard.

4. [Procedsus gaussien] Un MB est gaussien de moyenne nulle et de fonction de covariance
Cou(B(t), B(s)) = E(B(t)B(s)) =t As.

5. [Renvdrsement du temps] Le processus (B(t)).er, défini par B(t) =tB(1 [t)d¢es0y €st un
MB standard.

PROPOSITION 1.2.2 ((MB comme martingales]) Si (B(t)):er. est un MB standard,

alors

L (B(t),F®(t)),cq, est une martingale.
2. (B*(t)|~t, FZ(t)),cn, est une martingale.
3. (exp {aBt — 5’;t} ,FR (t)) est une martingale.

tER L

A MAHWOUDI et S. CHABBI Master: Probabilités et applications - Univ.Guelma (Juin 2014)




Chaypitre .2

Intégrale stochastique et calcul d’lto

Dans tofite cette partie B = (B(t))icr, est un MB standard défini sur un espace de

probabilité (2, F,P). Cette espace de probabilité est de plus équipé de la filtration

naturell

e (FE(t))e0-

La consfruction de l'intégrale stochastique (ou de It6) se construit de fagon semblable

a celle de l'intégrale classique de Riemann-Stiltjes. L'intégrale est tout d’abord définie

sur une

est éten

classe de processus étagés (ou élémentaires) notée £([0,7 1 x Q) et ensuite elle

{ue 4 une classe plus large par approximation.

2.1 [L’intégrale stochastique sur £([0,T] x ©2)
Un prodessus X = (X(t)):z0 est appelé processus étagé s'il existe une suite de réels
0=ty dt < ..<t,="T,etune suite de variables aléatoires (X;)o<;<n telles que X;
soit 7B (t;)—mesurable, appartienne a L*([0, T]) et X (t) = X; pour tout? € [t5,tj41ls
soit X (f) = Z?;ll Xl t5,,1(). On définit alors l'intégrale stochastique sur
£([0,T] < Q) par :
T n—1
[ x®aB® =3 X% (B ) - B ) @.1)
=1
A MAHMOUDI et 5. CHABBI Master: Probabilités et applications  Univ.Guelma (Juin 2014)




2.1 L'infégrale stochastique sur £([0,T] x ) 14

REMARQ

J

2.1.1

Sur 'ens

1. [Linéa

et frég

2. Pour 0
3. Le pro

4. Le pro

5.5i f;
Var(fot.
6.0Onap

7. Le pro
8. Pour t

REMARQ
est une is
carré inté

leur norm

YUE 2.1.1 Lorsque t € [0, T on définit naturellement
t n—1
X (t)dB(t) = / X (t)TogdB (t) = ZX’“ (B (tks1 At) — B (te A1)
k=1

Propriétés de 'intégrale stochastique sur £([0,T] x Q)

emble £([0, T] x Q) I'intégrale stochastique satisfait les propriétés suivantes
rité] : [(aX(s) + BY (s))dB(s) = a [, X(s)dB(s) + B [, Y (s)dB(s) pour tout
ls.

<s<u<t<T:['X()dBW)=['X(v)dB)+ [l X(v)dB(v).

cessus ( fo (s)dB(s )>te[0,T] est (FB(t))iepo,rj—adapté.

cessus ( fo X"(s)dB(s))tE[0 - est a trajectoires continues.

)

E[X ()] dt < oo pour toutt < T, alors E [fot X(s)dB(s)} =0et

x.'(s)dB(s)]\ = ['E{X?(s)} ds (lisométrie de Itd).

ourtout0 <s<t<T,

]E[ (:tX(u)dB(u)lfB(s)] = 0,

E {( /0 | .X(u)dB(u)>2 | }'B(s)} _E [ /0 " X2(u)du | .F'B(s)] |

Ccessus ( fot X(s)dB(s), FB (t)) o est une martingale continue de L*([0,T7)
N tel0,
putt < T
[(/ X (s)dB( s)) (/ ¥ (s)dB(s )] / E {X(s)Y(s)} ds.
YUE 2.1.2 L'isométrie de Itd, traduit le fait que liapplication X — fo X (s)dB(s)

bmétrie de ([0, T) x Q) sur I'espace des martingales sur [0, T, continues et de
crable (espace que I'on notera dorénavant M?([0, T1), ces espaces étant munis de

e naturelle.
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2.2 Extension a L? 15

2.2

On peut
de proce

le cas de

On défirfit 1

’ensemipl

fxtension a L2

prolonger la définition de l'intégrale sur £([0, 7] x ) a une classe plus large
ssus. On perd le caracteére gaussien de l'intégrale, ce qui est déja le cas pour
processus étage.

es processus caglad de carré intégrable (appartenant a IL?) comme

le des processus  adaptés continus a gauche limités a droite et

FB(t)—qdaptés tels que

IX]> =E {/w X2(s)ds} < +00.

Evidemgnt, les processus étagés appartiennent a #. On dit que la suite

X=X
£([0,T]

de H un
On peut

des prog

X ¢ AB

limite da

variance

REMAR(

[y X(s5)dB

d’arrét, I¢

2.2.1

Dans L2

.(£))ns0 converge vers X dans L2 si | X — X,||° — 0 quand n — +oo (ie.,
Q) est dense dans L?). L'application X — ||X |* définit une norme qui fait
espace «:onz1plet.
définir [° X (s)dB(s) pour tous les processus X de H : on approche X par
pssus étagés, soit X (t) = hm Xn(t) o Xp(t) = Zk(" X(”)]I[t t.1((t) avec
(t;) et la limite étant au sens de L2. L'intégrale [;° X (¢)dB(t) est alors la
ns L2 des sommes Y X" (B(t;41) — B(t;)) dont I'éspérance est 0 et de
E{ /5" X2(t)dt} .

DUE 2.2.1 Notons que fot X(s)dB(s) = [5° X(s)Ljou(s)dB(s). 5i X est étagé
(s) = S0 Xi(B(tjz1 At) — B(tj At)). Plus genemlement si T est un temps

processus Iy ,((t) est adapté et on définit

/ X (s)dB(s / X (), r(s)dB(s)

Propriétés de 'intégrale stochastique sur L2

l'intégrale stochastique satisfait les propriétés suivantes

1. [Linégirité] : X — [5 X (s) dB(s) est linéaire.

2. Pour

3. Lepr

) <s<u<t:[ X()dBw)= ['X(v)dB(v)+ [, X(v)dB(v).
hCessus ( J5 X(s)dB(s )>t>0 est(fB( ))io—adapté.
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2.3 Caldcl de Itd ' 16

4. Lepr

5. SiE
Var
6. Ona

2 ‘r—’“-\

7. Lepr
8. Pour

2.3

bcessus ( fc X(s dB(s)) est a trajectoires continues.
>0

o X2(t)dt } < oo pour tout ¢t > 0, alors E [fo (s)dB(s )} = (et
[* X (s)dB(s) ) = [TE{X?(s)} ds ('isométrie de It0).

pour tout 0 < s <,

E { /(f) " X(u)dBw) | ]-"B(s)] = T,

E [( g tX(u)dB(u)>2 | .7-"3(5)] _E [ /0  X2(u)du | }”B(s)] |

hcessus ( fO X (s)dB(s), FB (t)) . est une martingale continue de L2.

toutt > 0,0on a

]EK /:X(s)dB(s)) ( /0 tY(s)dB(s))] / E {X(s)Y(s)} ds.

Calucl de Ito

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales

stochast
d'Tto". L

est de cl

ques. On appelle ce calcul "calcul d’Itd" et 'outil essentiel en est la "formule
2 formule d'Tté donne, en particulier, la facon de différencier t — f(B(t)) si J

hsse C'2)([0, T7). L'exemple suivant prouve que le prolongement naif du

calcul différentiel usuel est voué & 1'échec. Supposons que 1'on veille "différencier”

t— B(t
en0,enlf

brownieh

type B(t)

et l’exprime'r en fonction de "dB(t)". Pour une fonction f différentiable nulle
=3 fo f(s)f'(s)ds =2 f(f f(s)df(s). Dans les cas du mouvement

et de I'inf "eg‘rale stochastique, on ne peut avoir une telle formule du méme

=2 fo s)dB(s). En effet, d'apres ce qui précede fo B(s)dB(s) est une

martinggle (car fo B2 .s)d(s) < +o0) nulle en 0. Si elle était égale & B%(t), elle serait

une man

DEFINIT
sur [0, T]

tingale positive nulle en 0, mais elle ne peut étre positive que si elle est nulle.

10N 2.3.1 Un processus d'Itd est un processus X = (X (t))o<e<r adapté et continu

de la forme

X(t):=X(O)+/0 a(s)ds+/0 b(s)dB(s).
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Ot a =

On adopt,

2.3.1

1. La diff

1(t))e>0, b= (b(t)):>0 deux processus de L?([0, T]) et X (0) est FZ(0)—mesurable.

era souvent la notation différentielle stochastique suivante
dX (t)=a(t)dt+b(t)dB(t).

Exemples

érentielle stochastique de (B(t));>o est donnée par dB?(t) = 2B(t)dB(t).

2. La diffgrentielle stochastique du processus (tB(t)):>o est donnée par

d(tB(t))
3. Pour t(

= B(t)dt + tdB(t).
put n > 2 et tout un mouvement brownien (B(¢));>o on a

(n—-1)

d(B™(t)) = nB™L(t)dB(t) + ~ —B"2(t)dt.

4. Pour t¢ut polynome P, on peut vérifier que

5.8 f €

d(P(B(t))) = P'(B())dB(t) + %P"(B(t))dt.

Y2

%(R), alors on a

2.3.2 |La formule de It6

La formjie de Itd permet de déterminer de maniere générale 1'effet d’'un changement

de varia

DEFINITI

et f une fa

f

es sur une différentielle stochastique. Elle prend la forme suivante
ON 2.3.2 ([formule de It6]) Si X = (X (¢)):>0 est un processus d’Ito :

X(t):X(O)+/0 a(s)ds+/0 b(s)dB (s),

nction de classe C?(R) alors on a

X(0) = FXO)+ [ XX +5 [ X)X X))

A, MAHM|
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2.3 Caldcl de Ito 18

oL, par d

Ffinition (X, X) (t) = f 2(s)d(s), et

/f (X (s)) dX (s /f (s)ds+/Otf’(X(s))b(s)dB(s).

De mémd, si (t,z) — f(t,z) est une fonction deux fois différentiables en x et deux fois

différentifibles en t, ces dérivées étant continues en (¢, ), on a

Exemple

fex® = FoxO)+ [ £eXE)ds+ [ L X @)X

1

+§A " (5, X ())d (X, X) (s).

Traitong|le cas ou f(z) = 2? et X (t) = B(t), donc a(t) = O et b(t) = 1, et

B2 (t)=

Comme

PROPOSY
Y=(Y

Alors

avec la ¢

THEOR

réel posi

D [ B(s)dB(s) + 1 [i 2ds d’ott BY(t) — t = 2 Jy B(s)dB(s).

E { fot B2(s)afs} < +o0, on retrouve le fait que B2( ) — t est une martingale.

ITION 2.3.1 ([Formule d’intégration par parties]) Soient X = (X (t)):>o et

t))i>0 deux processus de It :

Xty = X(O)—|~/O a(s)ds+/0 b(s)dB(s),

Fit) = Y(O)—|—/0ta'(s)ds+/Otb'(s)dB(s)
XY () = XO)Y(0) + / X(s)dY (s) + / Y (8)dX(s) + (X, Y) ()
pnvention (X,Y) (t) = fo s)b'(s)ds.

EME 2.3.1 Soient u et o2 deux nombres réels, B = (B(t)):»o0 un MB, T un nombre

if. 1 existe un processus de Ito unique S = (S (t))r>t>0 Vérifiant

S(t)y=81(0)+ /tS(s) (uds + cdB (s)) .

Ce procepsus est donné par

S(t)———m(O)exp{<u——;)t+aB(t)}
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1. Lorsque p = 0, le processus S est une martingale (Voir chapitre 1), ce type de

procepsus porte le nom de martingale exponentielle.

2. Soit @ un ouvert de R et X = (X (t))r>¢>0 un processus de Ité qui vérifie
vt <7T:X(t) € ©.Sideplus f est une fonction réelle de classe C?(©) on peut

justifipr rigoureusement I’extension de la formule de Itd dans ce cas

Ce résultat permet de justifier en particulier, I’application de la formule de [td pour

les procgssus positifs et les fonctions log.

FEX®) = O + [ FXEaX @) +5 [ 1K

Aa. OUDI et S. CHABBI Master: Probabilités et applications
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Chapitre 3
gration numérique des EDS

Onvav
nurnérid
converg
commer]

dans les

Milstein.

bir que 1'on peut adapter les méthodes d’intégration des EDO pour le calcul
ue des EDS mais que l'ordre des méthodes (c’est a dire leur vitesse de

brice) pour un méme type d’approche est plus faible que pour les EDO. On
cera par considérer la méthode d’Euler dont on comparera le comportemert

cas déterministe et stochastique. On s'intéressera ensuite a la méthode de

3.1 |[Rappels sur les équations différentielles

Une équ

stochastiques

ation différentielle stochastique peut étre interprétée comme une équation

ordinaife perturbuée par un bruit blanc dont l'intensité a(t, X (¢)) dépend du temps *

etdela
dX(t) o
MB. Da

bosition X (t)) : La diffrentielle de X (t) s’écrit cependant sous la forme :
a(t, X (t))dt + b(t, X (t))dB(t) ott a et b deux fonctions données et B(t) est ur

s ce chapitre, nous voulons exposer la représentation de I'équation

différenkielle stochastique et les conditions assurant 1'existence et I'unicité de

solutiorgs.

w
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DEFINTYION 3.1.1 Soient B = (B(t))t € [0, T] un MB défini sur I'espace de probabilité

(Q,F,P
définies s

différenti

on X est
1. X, est
2.b(t, X
3.X(t)e

REMAR(
une équa

w € Q:d

aléatoire.

3.1.1

muni de la filtration (F2(t))ier., a(t, ©), b(t, x) deux fonctions réelles, mesurables
ur [0, 7] x R et (X (t))sepo,r) un processus. Alors X (t) est une solution de I'équation

plle stochastique suivante

[ dX(t) a(t, X (t))dt + b(t, X (t))dB(t) " 1
| X(0) = Xo ps (L)

une variable aléatoire, si
FB(0)—mesurable.
1), la(t, X (8))|F € CO([0,T)).

bt différentinble vérifiant (3 :1) et on peut écrire
t t
X(t) = X(0) +/ a(s, X (s))ds +/ b(s, X (s))dB(s), t €]0; 7).
0 0

DUE 3.1.1 Si b(t, X (t)) = 0dans (3.1) alors X (t) = X(0) + jot a(s, X (s))ds est
ion différentielle stochastique ordinaire car pour tout

(t, X (t,w) : [0;T] x R — R est une fonction réelle mais X (0) est une variable

L’existence et ’unicité de la solution des équations
différentielles stochastiques

Théoréle d’existence et d’unicité Si les conditions suivantes sont satisfaites

1. Con

ou k* esf

2. Pour

tion de Lipschitz locale : Pour tout ¢ € [0,T] et tout (z,y) € R x R

la(t, z) — a(t,y)| + [b(t, ) — b(t, y)| < K™ |z —y|

une constante positive.

foutt € (0,7 ettoutz € R

lat, z)| < ML+ z]), (bt 2)] < B(1+|z])

(ol1 ), B pont deux constantes positives).

3. E(|X

;2) < Q.
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3,1 Rappels sur les équations différentielles stochastiques 22

4. Xges

indépendant de F5(t).

alors, il ¢xiste une solution unique (X (t))tcp,r) de (3,1) telle que :

~ (X (t))}ejo,r) est continu p.s.

~ (X&) ke, € C([0,T7).

REMARQUE 3.1.2 Si (X:1(t))eeforr), (X2(t))tepo,r) sont deux solutions de I'équation (3.1)

alors

IP’( sup | X1 (t) — Xa(t)| = o) T,

0<t<T

DEFINITION 3.1.2 1. Une solution (X (t))iepo,r) de I'équation (3.1) est dite forte sur I'espace

de probalfilité (Q, F,P) relativement au mouvement brownien (B(t))¢>0 avec la condition

initiale X

(X (®))ee

2. Une sd

(Q,F,P

des fonct

[(0) = X, st elle est indépendante du mouvement brownien B = (B (t))ezo0 et st

1) est 4 trajectoire p.s. continue et F B adaptée.

lution (X (t))iepo,) de I'équation (3.1) est dite faible sur un espace de probabilité
relativement au mouvement brownien si (X (t)):cpo,r] est continue et F B adaptée et

ons a(t, ) et b(t,x) de L et de L? respectivement.

THEOREME 3.1.1 Soient a et b deux fonctions mesurables sur R telles que

alors pouy

(X(2))e

tel que (.

3.1.2

Exempl
le sys

adme

|la(z) — a(y)| + |b(z) — b(y)| < klz—y| pourtoutk >0, z,y € R

r tout X (0) € L*(Q, F(0), P) indépendant de F(t), il existe une solution unique
0,T] de

dX(t) = a(X(t))dt+b(X(t))dB(t)

X(0) = X
X (t))scio,) €t p.s. continu et (X (¢))eep,1) € Cc([0,TY).

Exemples

2 1 On suppose que : a = 0 et b(t, X (t)) = g(¢)X(t) dans I'equation (3.1) alors,
feme s'écrit sous la forme ‘

dX(t) = g(t)X(t)dB(t)
{0 - %

t une solution donnée par

X{#) = Xy emp { /0 ' 4(5)dB(s) - : /0 t gz(s)ds} .

Il
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Preuve.

ety(t)
Xody(t)

En utilis

Exempl

une ir
X (t) 4
Exempl

On ca

d(In(

ie., X
accroi

MB

avec 4

Posons

X(t) = [ o()aB(o) - 3 [ s*(a)as
exp {X(t)} = f(X(¢)), alors X (t) = Xoy(t), on peut montrer que
= g(t) X (¢)dB(t) car

TXY) = _71g2(t)dt + g()dB(®)

ant la formule de Itd, on trouve

dy(t)

(S 600 exp (X0 + 0 exp (X} )
+9(t) exp {X ()} dB(t)dy(t)

y(t)g(t)dB(t).

2 Le mouvement brownien arithmétique

dX(t) = adt+bdB(t)
{X(O) = Xo

tégration directe du systeme d’équation conduit
F Xo = d(t o= »t()) + bB(t)
» 3 Le mouvement brownien géométrique

dX(t) = aX(t)dt+bX(t)dB(t)
{X(O) —

cule la différentielle stochastique d(In(X (¢))) par la formule d’Ito, soit

(1)) = (a — 3b%) dt + bdB(t). En faisant une intégration directe, on trouve
In(X(£)) = In(Xo) + (a - %zﬂ) (t — to) + bB(t)

(t) = Xoexp { (a — 3b?) (t — to) + bB(t) } . Ce processus est caractérisé par des

ssements indépendants et multiplicatifs, et définit comme une fonction de

X (t) = Xoexp { (a ~ %bQ) (t—to) + bB(t)} , t>0

((0) = Xo, Xo € R, etb > 0 et aest une constante.

A. MAH
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3.2 Intégration numérique des EDS parla méthode d’Euler 24

Exemplq 4 Le processus de Oinstein-Uhlenbeck (OU)

On co

{dX(t) = (a—bX(t))dt+ cdB(t)
X0) = Xo

wsidere le facteur ¢ = exp {bt}, alors

d(X{)) = o(bX (1) + dX(£)) = d(at + cdB(t)) d'oit

lSl:B

3.2.1

On s’int|

En géné

recourin

X)) = %exp {bto} + Xoexp {—b(t —to)} + c/t exp {—b(t — s)} dB(s).

to

[ntégration numérique des EDS par la méthode
A’Euler

Schéma d’Euler

sresse au shéma d’Euler appliqué a l'intégration numérique de I'EDS

dX (1) = a(X (£))dt + b(X (£))dB(t), X(0)=Xo=z €R". (3.1)

a1, 1a solution de (3.1) n’a pas une forme aussi simple et 'on est obligé de

4 une approximation de X qui correspond & une discrétisation en temps de

l’équatign (3.1).

Onsed

bnne une subdivision de [0, T

= (to, ...,tk, ,tn) avec tp = kT/n

On notdra A"t = T/n et A"Bjy1 = B (tg41) — B (tx). Lidée de la discrétisation d’Euler

est trés

ce quic

[ %

1%

simple. Pour toutk =1,...,n,ona:

X(h) = X () + / " o (X(s))ds + / " b(X(s))dB(s)

te—1 tp—1

X (tk—l) +a (X (tk—l)) A"t + b (X (tk-—l)) Aan]c

12

bnduit a la construction du schéma

I (tk) = :‘Zn (tk—l) +a (Yn (tk—l)) A"t + b (Yn (tkAl)) Aan, k= 1, S
(32)

4 MAHMOUDI et S. CHABBI Master: Probabilités et applications  Univ.Guelma (Juin 201 1)




3.3 Inté

gration numérique des EDS par la méthode de Milstein 25

Clest l’étuivalent stochastique du schéma d'Euler utilisé pour les équations

différen
La simu

AmBy ~

On intrdduit maintenant un schéma d’Euler "continu" de ce schéma discret

X" (t) 5

ce cue 1

3.2.2
On don

THEOR

De plus

3.3

3.3.1

Dans 13

ielles ordinaires.
ation de X, se raméne a la simulation des accroissements de B, ou

\V(0, A™tI,) pour touti = 1,...,n.

X () +a (X7 () (¢ — te) +b (X" (t)) (B () = B(ts)), pourt € [te-1, il
on peut réécrire sous forme intégrale

X () = Xo + /0 "o (X () ds + /0 " (X" (1)) dB (5). (3.9)

Ordre du schéma d’Euler

e les résultats de convergence connus pour le schéma d’Euler
LME 3.2.1 (Convergence forte). Sous I'hypothese du théoreme 3.1.1, pour tout p > 1

E |sup |7ﬂ' () — X (¢)|

t<T np

pour tous o < 1/2, presque sirement

lim n®sup |7(_n (t) - X ()| =0.

N0 =T

Intégration numérique des EDS par la méthode
de Milstein

Schéma de Milstein
présentation du schéma d’Euler, on a utilisé l’approximation

[ 43X (5))dB (5) ~ (X (1)) (B (8) = B (t1-1)

Jtg-1
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2h

mais on

on se plgce en dimension 1 et on suppose que b = 0. Alors, pour s € (tx—1,tx]

On utilis

on en dé
tr
lk_

Le termg

[
par rapport au terme de diffusion, il n’est pas nécessaire de le corriger. Pour d = 1, on
obtient flonc le schéma d’approximation suivant :
) = Xo
Xrt) = Xt(f-1)+a (X" (tk_l)) A™M + b(X™ (tg-1)) (B (tx) — B (tp-1))
V(X (teo))B(X (k1)) [(B (t) = B (te-1))" = A™], k=1,..,n.
(3.4)
Le schéa défini par (3.4) est connu sous le nom de schéma de Milshtein.
En dim¢énsion d quelconque, le méme raisonnement conduit a consider le shéma
suivant|:
el () b
Folty) = X (tee1)+a (Xn (tk_1)> A"t 4+ B(X™ (t-1)) (B (te) — B (tx-1))
14, (Vbibt) (X7 (b)) fi (B () = B ())dB' (5), k=1,.m
(3.5)

Avec q

des rés

hurait pa utiliser une approximation d’ordre supérieur. Pour fixer les idées,

b(X (s))

e maintenant la formule d’Itd appliquée a (B (s) — B (tx-1))?, on obtient

duit que

X (tpr) + / " (X (£))dB (8)

tp—1

3 )
b(X (te-1) + (X (tr-1)) (B (s) = B (ts-1)))

utilisons une formule de Taylor a l'ordre 1

b(X (tr-1)) +b'(X (te-1))b(X (te-1)) (B (s) = B (tx-1))

~

(7

(B(s) - B (ts1))? =2 / " (B(s) - B (te_1))dB(s) + | as

te—1 tr—1

b(X (s))dB (s) ~ b(X (tk-1)) (B (t) — B (tk-1))

1
-y
+2

de dérive a ayant une contribution inférieure dans l'erreur d’approximation

(X (bro1))B(X (tr)) [(B (8) = B (t5-1))” = A™]

elques hypotheses sur la régularité des coefficients b et a, ont peut annoncer

ltats quant & la convergence forte du schéma.
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3.3.2 |Ordre du schéma de Milstein

TH]Z:ORjME 3.3.1 (Convergence forte). Supposons que b et a sont deux fonctions

continfiment dérivables de dérivées 1°7¢ et 9nde hornées, alors
vp>1, maxE ||X" (¢ x @] <&
P21 k| [X 60 - X @[] <5

X" (t) — X (t)| = 0.

De plus, fpour tous a < 1, presque sfirement lim n®max
n—00 k<n

3.4 |Applications en Finance
3.4.1 | Schéma d’Euler

Exemple 1 On se place dans le modele de Black-Scholes :

{dX ) = 7X(t)dt+oX ()dB(t),
Xo = z€eR

otiT b 0eto > 0. Si on considére une subdivision de pas h = I, le schéma d'Euler

de ladiffusion X (t) s’écrit
Y =0 X' (k+Dh)=X" (kR){1+7h+o(B((k+ 1)h) — B (kh))}.

Pour cdtte diffusion, on préférera en fait résoudre 'EDS et simuler directement
(X (t1)].... X (tn))- En effet cette dernidre simulation n’engendre pas d’erreur de
discrétisation contrairement a 1'utilisation des schémas.

Exemple 2 On considere un processus d’Ornstein Uhlenbeck

{dX (t) = cX(t)dt+odB(),
Xo = z€eR

oit ¢ > D et o > 0. Ecrire le schéma d'Euler en temps continu X" (t) de X () sur une
discrétifation de pas h = L. Calculer la loi de X" (t) — X (¢t) pour t fixé et montrer que
EX' ¢ -X0)| =0n).

Solutién. Le schéma d’Euler X™ (kh) du processus X (t) s'écrit

X" ((k+1)h) = X" (kh) (1 +ch) + (B ((k + 1)h) — B (kh))
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Ainsi i
X" (kh)=(1+ch)fz+o 2(1 + ch)*=Y(B (ih) — B ((i — 1)h)).

3=1
Pour t € [kh, (k + 1)h), la version en temps continu du schéma d’Euler s'écrit
X" @) 4 (1+ct—kh)(1+ch)z+a(B(t) - B(kh))

+ ) (L4t — kh))(1 + ch)*~*(B (ih) — B((i = 1)h)).

i=1
On sait qlie X (t) s'écrit
t
X(t)=ze+o0 / e“t=dB,.
0

On peut donc calculer la différence [X (t) — X (t)| pour t € [kh, (k + 1)h].

X" [6) - X (®)] < z|@Q+clt—kh)(1+ch)* —e| +

t
o / (1 + c(t — kR))(1 + ch)* Miicuciricny — e dB,
J0

d’oti en prenant l'espérance du carré

lE[Y"()—X(t)]2 < 2x2](1+c(t-—kh))(1+ch)k—eCt12+

t
202/ (1 + ¢t — kR))(L + ch)* Mcucivi<ey — ec(twu))z du
0

Remarqyons que (1 + c(t — kh))(1 + ch) ¥ cuciri<ry peut se réécrire
(1+c(tt [£]h)(1+ ch)[7*1. De plus [£%] = 5% + c ot € < 1. Un développement

limité ay premier ordre permet de trouve

=

(L+cft - L%Jh))(1+ch)f£7w—“1 = (1+ O(h))etTE+IE+O02)
= 0 (1 4 O(R)).

On monfre ainsi que E | X" (¢) — X (t) |2 = O(h?).

3.4.2 |Schéma de Milstein

Exempld 3 Dans le modele de Black-Scholes en dimension 1, définie par

{ dX () = X (t)(rdt+o0dB(t)),
Xo = z€R
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Le schiéma de Milstein s’écrit

{an(O) = X

() = X" (tr-1) {1+ (T —0%/2) A" + 0 (B (t) — B (ts-1)) + 50% (B (t) — &

A, MAHMOUDI et S. CHABBI Master: Probabilités et applications
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Conclusion

Commd pour les EDO classiques, on ne sait pas en général intégrer de maniere exacte

les EDS| les méthodes numériques (Euler, Milstein) permettent d’obtenir des

approximations numériques des trajectoires des EDS. Appliquées a la finance, ces
raéthods permettent de calculer les prix des divers actifs financiers, qu’on ne peut

pas expliciter de facon analytique.
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Chapitre 4
Annexe

4.1 Modéle de Black et Scholes
4.1.1 | Définition du modéle

Pour pojuvoir calculer ou estimer le prix des options, il faut évidemment construire
un modple pour le prix de V'actif (S;)icr, - Les prix des divers actifs sur un marché

sont ded processus aléatoires définis sur 'espace de probabilité filtré

(2 F, (F)oca, o P)

ol (F) Js, estla filtration naturelle d’'un mouvement brownien (Bt)te]lhr standard
(sous P
On peu{ dans un premier temps imaginer que le prix (St)sepo,r) d'un actif satisfait une
équatiop du type

dS; = pdt + odB;.

Mais, la|solution de cette équation différentielle stochastique prend des valeurs
négatives, ce qui n’est pas cohérent pour modéliser un prix! Par ailleurs, o qui
représefite la variance des accroissements est constante alors qu’en pratique on

observe que, lorsque le prix d'un actif augmente, la variabilité augmente également.
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4,1 Modele de Black et Scholes 32

Le moddle de Black et Scholes suppose que le logarithme de S; satisfait I'E.D.S

dlog(S;) = adt + odB;.

En appliguant la formule d'Ito a la fonction exponentielle, on constate que

dSt = St(ﬂdt + O'dBt), (4])

ol p = d + 0%/2. Ainsi, le prix (S;),_, est un brownien géométrique donné par
+

REMAR

movvemn

2
Ss = €xXp K — %) t+ aBt} = explat + 0 By].

DUE 4.1.1 La filtration engendrée par (St)ten+ est en fait la filtration naturelle du

nt brownien (By),_, - Par ailleurs, (S;), , est bien un processus de Markov.
' + +

®/

On note| ? la valeur en ¢ d’un actif sans risque (capitalisation a la banque) avec

rendem

Sio=0
général

historiq|

avec (W

te[0,7

La prob

nt 7. Alors,
dS? = 78)dt.

| un raisonnement d’arbitrage permet de montrer que p = 7. Dans le cas
a priori o # 0), il existe une probabilité Q équivalente a la probabilité

1e P (probabilité qui nous a permis de modéliser le prix de l'actif risqué) sous
dSt — St(,udt -+ O'th)
)icr, est un mouvement brownien standard sous Q. Ainsi, pour tout

o2
S; = exp [(7’— 7) t—l—oW{l .

abilité Q est appelée probabilité risque-neutre ou mesure martingale. Le

théorenje de Girsanov permet sa construction ainsi que celle de (W) ier, - .

PROPO

Alors, (

SITION 4.1.1 Pour tout t € [0, T, notons

_ — )2
Ltzexp (—'u TBt— (,U T) )

o o?

¢)icpo.1] €St une matingale par rapport a la filtration (Ft)tepo,r), 1-€ que
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4.1 Modeéle de Black et Scholes 33

(i) pour tput t, L, est Fy-mesurable intégrable,
(ii) et pO]T’ tout s < t, E(Ly|Fs) = M.

Par ailleyrs, sous la probabilité Q de densité Ly par rapport & P, le processus W' défini par

Vt € [0,T], Wy = B, + #j:—lt

est un mbuvement brownien standard.

REMARPUE 4.1.2 Les filtrations engendrées par (By)iecjo.r), (W) tepo,) 0t (St)eepo,r) sont les

mémes.
REMARQUE 4.1.3 Notons que

AW, = B, + “——dt
et donc que S vérifie bien I'E.D.S. suivante

dS; = Sy(rdt + ocdWy).

PROPO$ITION 4.1.2 Sous la probabilité risque-neutre Q définie par la proposition 5.2.1, le
prix actialisé S défini par
Vt € [0, T], §t = Ste_”

est une (F)seo,rj-martingale.
REMARIQUE 4.1.4 W et Q sont tels que

dgt = gtUth.
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