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diff6renttielles servent a ddcrire des ph6nomEnes physiques trds vari6s.

t, dans de nombreuses situations les phdnomEnes observ6s ne suivent que

les trajectoires des 6quations qui semblent devoir leur correspondre.

possibles d'un tel comportement peuvent 6tre vari6es : erreur de

mod6li.sa fluctuation au cours du temps des paramdtres de l'6quation, p.r6sence

de bruiit ,.. . Dans ces sifuations,les approches probabilistes trouvent

leur place et il peut alors €tre int6ressant d'incorporer des terrnLes

a.[6atoirres ans les 6quations diff6rentielles afin de prendre en compte les incertitudes

pr6c6dren cependarrt,l'introduction de ces termes aldatoires conduit a une

int6gra

imm6dia

des 6quations qui ne correspond pas, en g6n6ral, a une adaptation

de la th6orir: classique des 6quations diffdrentielles.

A.wALMl I et S. Cl{Atstsl Master: tkobabi[itis et app[icotions Univ.Guelma (Juin 2014)
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TA,BI,E ES M/iTIERES

similair:e aux €quations diff6rentielles ordinaires oir la resolution

passePal.unediscr6tisationdutempsetunsch6mad,alpproximLation

t f intervalle de temps el6mentaire sur lequel f int6gration est faite' il est

de procdder de manibre similaire avec les dquations diff(lrentielles

ues,aquelquesdiffdrencesprds:(i)pourune€quationordinaire'la

6tant dete:rministe (en tout cas Pour les exemples simples a une particule'

laq

r harmonique ou anharmonique), on peut controler averc la soiutircn exacte:

de l'appro:<imation. Avec un Processus de Wiener (ou rnouvement

d'

ces

F'ou.r

exacte

exe.m

nur

conce

n(rcessa

stocha

Br:ovrn ), nous avons vu que deux trajectoires sont trds diff6rerrtes, cette diff6renct'r

s' avec le temps. Si par contre, on cherche d r6soudre un processus

d'o in-Uhl:nbe,:k, on sait que le systbme evolue vers une distribution

sta ire que la variance des trajectoires est finie... (ii) Les sch6mas

ximation ders methodes de r6solution des 6quatioins diffdrentielles tottl fasrrls

sur l.e tcul differenLtiel usuel. Dans le cas des dquations diff6ren.tielles stochastiquers,

reposent sur le calcul diff6rentiel stochastique de natrure assez diff6renle'

L'ob,jec if de notre rrr6moire est d'introduire le calcul d'ItO qui Permet d'aborder les

6quati diff6:rentir:11es stochastiques' On commencera par queJlques rapprsls sf

c() d.e thdorie des probabilit6s (chapitre I) qui seront urtiles pout: cela.

Aprds voir prtlsent6 quelques r6sultats importants relatifs aux int6grale stochastiq

et d,It6 (chapitre II), on verra (chapitre III) comment il peruli 6tre mis en oeu\

r6solution des 6quations differentielles stochastiques (EDS)' Comnre pour l'r:s

diff6rentielles classiques, on ne sait Pas en g6n&al integrer de rnanidre

EDS. Aussi, on presentera quelques techniques permerttant d'obtenir des

aPp tions num6riques des trajectoires des EDS et on donntel'a quelques

sur ces m6thodes applqu6es en finance'

I et S. Ch{AEEI Master: grobabifitds et app[icotions Univ.Guelma, (Juin 2014



Cftapitre tr

Frla pels et comPl6ments de

F)ro bililt6s

G6n6ralit6s sur les processus d, temps continu

a.l6atoires d6crivent 1'6volution d'une grandeur aldatoire en fonction

(ou de l,espace). Il existe de nombreuses applications <les processus

notarnme:nt en physique statistique (par exemple le fe:rromagn6lisme,les

de phasers, etc), en biologie (6volution, g6n6tique et g6ru6tique cles

), mr6de,cine (croissance de tumeurs, 6pid6mie), et bierr entendu les

de f ing6nieur. Dans ce dernier domaine,les applicatiorrs principales sont

Frour 1' istration des r6seaux, de l'internet, de la t6l6commpnication et bien

dans les domaines 6conomiques et financiers'

Li des processus al6atoires s'insdre dans la th6orie des probabilit6s dont elle

consti l'un <les objectifs les plus profonds. Elle souldve des probldmes

tiquers intdressants et souvent trds compliquds. Dans cette sectiolt/ nous

les d6finitions et les propri6t6s des processus stochar;tiques d temps

Les

du

a.l6i

1.1

en

OUDit etS. CT{JlRtsI Master : lPro 6 abitit& et app ficatioru Un.iv.Guelma (Juin 2014



DilnN N 1.1.1 on appelle processus stochastique h tenrys continu et h aaleurti dnns un

espace E uni d,r,me tribu B, une famille x : (x (r))r.o* de ttariables al1atoires al'tf'nies su'

de probafuilitd (Q, t,P) et d ualeuts dans (8, B) '

1.X..1

Comme

corrtinu

un

ass;ocie

tribu

4. En

DEnNt

continu

it6s siur lers rocessus i tem continu

it,6 des trajectoires

torrt d,;ibord par pr6ciser ce que l'on entend par processus d telmps

(.s) :1.1r;l ': .) 
: o'

(rf (:t) + y(r))r€R* est continu en probabilit6'

(--jK (t))r.o* est continu en probabilit6'

rocessus (lf rit) - Y(t)),.o* est continu en probabilit6'

rocessus (lX (t)l)r.m* est continu en probabilit6'

Rrrtvran E 1,.1,..1 1-. l)ans la pratique l'indice t repr1sente Ie temps'

2. tlJn uspt?l'|taltssiatreaucommeunefonctionallatoire,i,e,,dt:haqueu€{lon

ion deR.* dans E, t *-+ X(t,a), appel€e trajectoire du processus'

3. Un peutAtreconsidtrbcommeuneapplicationdeJR'axfldansE'nous

toujours que cette application est mesurable lorsque I'on munit Ra x Q de Ia

8 t et E de la tribu B.

ausst! des processus index*s par un interaalle de tempt; l0'Tl bonft'

C'est renjeu que d,e savoir si un processus admet des trajectoires mesurables,

Corflti d6rivabler; ou encore plus r6gulibres'

oN 1.1..2 l)lnprocessus x : (X (t))r.m* r6el est dit stochastiquement rontinu (ctu

probalitilit|)'slIP- l$xttl : x(t)' s'f € IRa' i'e''Yt € nR" ef e > 0'ona

ltuntr (
s-tu

De la prr3c6d,ente, on peut d6duire facilement les propri6t6s suivantes.

Soient : (X (t))r€m* et Y : (y (t))t€n* deux Processus r6els continus en

pr:obab it6, alors

Propri

L. Le

i,l. Le

l]. Le

,,1. Le

li. Le s (,f (t)Y(t)),.u* est continu en probabilit6'

I et S'. Ct{Atstsl tu{aster: :Probabititds et opp[icatinns Uni.v.Guehna (Juin 201 4



1.1 G6n alit6s ttur lls i temps continu

DfirIN ON tr.1,.3 l)t:ux processus X et Y , sont dits ,quiaatents s'ils ont mAme loi (€galitd

de toutes lois ftnidintensionnelles), O, 6*ira X LV. On dira queY est une aet'sion du

-Xsipourt'or'ttt€R',P(X(t):y(f)):r'onpnrleencored'€quittalenceausensi

fort. Deu orocessus.x etY sontditindistinguablessiP(x(t) :Y(t),Vt e 1R.) :1.

11 crst f le de vcrir qure Pour deux processus stochastiques X etY :

roN 1.L.1L indistinguable + €quiaalence forte + Equiaalen.ce.Pnlop

v€|rs10n

Tnfon

arbrc )

afi

Lriq forte definit une relation d'6quivalence Pour les processus

S ues et deru processus fortement equivalent sont 6quiveLlents pou:r cette

re.[ation

llorsqu,,cn considdre un processus stochastique (X(t))r.nr, on en cherche une

Iz(t))rern* rlont les trajectoires ont de bonnes propri6t6s ile r6gularit6'

e 1.1.1" (Ktlmogoroa) Soit y : (X(t))tew* un processus tel qu'il existte

atrifiant p'ot:u tout s,t :

Al.ors iI

Ern fait,

Eilx(t) - X(")1") < clt - slb+l

xiste une rserr;ion continue X Ae X .

L,L.2 Temps d'arr0t et martingales

C dans le car; rjiscrbt, on introduit la notion de filtration

S,cit (f) ,lP) un e$Pace de probabilit6, une filtration (F('))t>o est Lxne famille

de scrus tribus de t.La tribu F(t) rcprlsente f information dont on dispose

t. On dit<1u'un Processus (X(t)),>o est adapt6 a (f(t))t>o' si X(t) est

J',(t)- ble po'ur tout t.

Ni,EMA eUE 1.11.2 Dtans la suite,les filtrations que l'on consid1rera, auront Ia propri1td

tlt : J:(t) contient N : I'ensemble des partiesP - ndgligeables

(1. r)

trajectolres de i ont m6mes 7-h6ld6riennes pour tout "y < :

s',wiua

I et Ji. Ch{A\1BEI Master: grobabifitds et appfbatioru Univ.Guelma (Juin 20) 4



r(t)-

On peu urre filtration a partir d'un processus (X(t))t€R+ en posarrt

tx (t1 : (X(r), s .( t). Cette filtration ne v6rifie Pas en g6n6ral l'hypothbse H

pr6c6d . Cep,enclant, si on remplace 7(t) par la tribu complit6e, i'e', par

T"(t): tx (t),,\f) orn obtient une filtration vdrifiant l'hypothdse Id. on ap;relle cette

la filtratiorn naturelle du processus (X(t))12o.On convient donc,lorrsque on

cect nous

filtrati

rapport

tous les

Soient

1. Siz

sAt

d'

2. SiA

3. Sis

4. T(s

5. "r(s

it6s sut l,es processus i temps ggntilg

a!'aflirmer que si X : Y p.s et siY est F(t)-mesurable alors X est

r detx ternps d'arr€ts

k (constarrt) alors est un temps d'arr6t, de m6me

inf {s,r}, s Y r: sup{s, r}, t Aaoira e [0,*oo[sontaussidestremPS

jr(s) alors An {s < r} € t(").
r alors .Ft.s) c f ?).
t):t(s)oT(r).
r): o{f(i'), t(r)}. Si.4 e F(sAt) alors'4n {s <r} € f(')'

parle tratio:n pour un Processus (X(t))r.n* sans aucune pr6cision, il s'a.git de sa

filtrati

La noti de temps dl'arr6t est aussi utile. Un temps d'arr6t mod6lise un tennps

al6atoi qui depend de l'historique d'un processus (X(r))t.o*'

DEnNI roN 1.1..4 Soient(Q,7,P) un espace de probabilite et @(t))tew* une fill:ration'

Une allalioire "r d1ftnie sur Q valeurs dansRa est appelle un temps d'arrAti par

trafiltration (F(t)),.o* siYt e Ra : {r < t} e F(t).lntuitiaement, T(t) contient

ts qui ne ddpendent que de l'histoire du processus jusqu'au temps t' Un

temps d' rrat est dit iftttisl iP(r - oo) : 0. on d€finit ainsi,la tribu t(r) comme ('itant la

tribu ts antdrieurs d r : 7(r) : {A e f(a) : A n lr : tl <. 7(t), \/t > 0} oi;:

r(*) o (v,;s.T(t)) c .F.

I etS, C'l{AtsBI Master: grobabi[itis et appfications Univ'Guelma liJuin 2011)



DEnN

les de

les en temps continu est un outil fondamental pour la th6orie <les

diff6rentielles stochastiques. La d6finition suivante est une extensiion de

celle du ps diso:et.

oN 1.1,,5 ilo'it (Q, F,P) un espace de probabilitd muni d'une Jiltration ("F(t))tew+,

l))r.m* unet famille adapt1e de uariables al1atoires int1grables. Alors la famille

/))r.m* est appel4e

mgale', sip,our tout s ( f, E (M(t) | 
jr(r)) : M(s), p.s.

rtingale, sipour tout s < ,, E (M(t) | 
jr(r)) < M(s), p.s.

martingatie, sipour tout s < ,, E (M(t) | 
jr(")) > M(s), p.s.

1-. Une rtingale' (hI (t),F(r))r.o* est constante en moyenne i.e., t -+ E {M (t)} est

une surmati,ngale est croissante en moyenne et une sousmartingale est ddcroissanteconstan

en

2. Si (M ), F(t))r.n* est une martingale et g est une fonction conaexe (resp. cancaoe) telle

que 9( t)) soit',inteigrable, alors (9(M (t)))r>o est une sousmartingale (resp.

surmatri

), F(t))r.o* est une martingale, r un temps d'arr6t, alors (M,(t),r(r)),.re*

.= M(t A'r).rtingaLle, o,it le processus (M"(t))126 est d6fini par M"(t)

L.2 em.ples de processus

La loi d' n processus al6atoire est caract6ris6e par la donn6e des lois

finid lesr. .En fait, on parle de la loi du processus (X(t))r.m* lorsque l'on

connait loi corrjointe du vecteur (X(tt), ...,X(t")) pour toute su.ite finie croissante

{tt < t,

de iition finidi mensionnelle

M:(
(M(t),

L. Une

2. Une

3. Une

3. Si (M

est une

de tem

F61,..,t*) (*r, "',rn) : P (X('1) 1 rL, "', X(t") < rn)

fonction caract6ristiqueou par

I etS.,CIr{AEEI Pro 6 abifitbs et app ficatiors Univ.Guelma (,Iuin 2014 )
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p(t7,...,t,o) (,ur, ...,un) : u 
{*o {, t " ",r,, } }
r (" I: / .*p i z f uprl dn Fft,,...,,.) (rr,...,rn) .

"/R' I?J )

d6finitions est peu pratique d manipuler. Nous y ferons parfois r'6f6rence

implicite afin de conserver la fluidit6 de notre discussion.

.Procerssrurs d, accroissements ind6pendants

oN 1.2,1 'Uin 
processus r6el (X(t))rem* esf dit processus d accroissements

inde ts (PA.t ), si

a) x(o)

b)Vs <

0 p.s (on rie ramEne d ce cas en considdrant Ie processus (X(t).* X(0)),.n*).

X(t) - X(sr) est inddpendant de Ia tribu 7x (s).

Si de pI

c) I' X(t) - X(s) a la mAme loi que X(t - s),le PAI est dit PAI stationnaire

Ce type

de

1.2.L

DfrrNr

(PAt'.

L.2.2

DErrN

Au

lProcessus gaussiens

oN 1.2.2 lJn processus r1el X : (X(t))r.n * est appel| processus gaussiien si pou',r

tout n e etpour tout (fi,t2,...,tn) € R?, Ieaecteur (X(rt), X(tr),...,X(t"))' est gaussier,t.

t dit (X(t))rem* €st gaussien si toute combinaison lin6aire \iraa,Y(t;) suit

une loi ussienne (,pour tout n € N, f1, t2,...,tn e IR] et ay,...,4,, € iR..

'AUDI 
etS. C,{Atstsl Master: Probabifitds et app[icatiors Univ.Guelma ,("luin 2014 ]



ples de

ll est u que la kli diun vecteur gaussien (X(tt), X(tr), ..., X(t"))' est conrrue (via

sa fonc caracll6ristique) par le vecteur moyenne(lE {X(tt)} , ...,18 {X(t")},r'et la

covarjianr:e: (Cou(X(t),X(t)),L 4 i,i < n). On comprend d6s lors que

id'un processus gaussien est connue d6s qu'on se donne la fonction

tt(t) : rE {X(r)} et l'op6rateur de covariance K(s;t) : Cou(X(s), x(t)). En

effet, la jifinidirnerrsionnelle de (X(t1), X(tr),...,X(t"))'est alors la loi norrnale de

n, N (U,*") avec LL : (p'(t),..., tr(t^))' et Kn: ((K(tr,ti))11a,i..=n.Les

11l

matrice

toute la

L.2.3

Le mou

1. B (o)

2. (B(t)

di

foncti pt et K d6finissent donc toutes les lois finidimensionnelles du proc'essus et

,donc a i sa loi.

ouvement brownien r6el

brovvnien (MB) estassocid i l'analyse de mouvements qui dvoluent

,au cours u temps cle manidre d6sordonn6e qu'il semble difficile de pr6voir leur

,6voluti m6me daru; un intervalle de temps trEs court. Il joue un r61e central dans ler

th6orie processurs stochastiques, notamment parce que dans de nombreutx

th6oriqur:s ou appliqu6s, le mouvement brownien ou les diffusions (qui

lui sont i6es) fournissent des moddles simples sur lesquels de nombreux calculs

peuvent tre faitsi.

Un anglaisi, Robert Brown d6crit en7827le mouvement de fines particules

en susp€nsion dans un gaz ou un fluide. Au 194-" siEcle, apr6s lui,

plusieu physiciensi reconnaissent que ce mouvement est tr6s irr6gulier et ne semble

pas ad de tangente. On ne pourrait donc pas parler de sa viltesse, ni a fortiori

les .loisr cle la m6canique ! I1 constitue un bon exemple de processustui ap

igauss

DETIN oN L.2.3 Llrt processus r€el B : (B(t))ten * est appell mouaement brownien

(MB) (ou core procesr;us deWiener) s'il satisfnit les conditions suiaantes

o p.s.

R+ esf un prlcessus d accroissements ind€pendants.

<t, B(t) - B(") .-+ B(t - s) ouencorelaloiN(O,t - t).,3.5i0<

I et S. Ch,(AEtsI Master: Probabifttls et app[ications Univ.Guelma (juin 2014,



roN 1.2.

de o(B(

tel (-B(t)

, B(s)) :

(t)),.o*

LtB(t)
a,-*t

PRo

1.. t

2. IP

s.t

4.t

s.t

MB

P

Cou(B(

Si B : (B(t))r.n* est un MB standard, alors

I {B(t + s) - B(t)}rro est un MB standard pour tout s > 0,

),u <t).
Pour tout c ) 0, {cB(tlc2)}rro est un MB standard.

16s* €sf un MB standard.

Un MB est gaussien de moyenne nulle et de fonction de coaariance

(r(t)a(s)) :*As.

I Le processus (E(il)rrw* d1finipar E1t7 - tB(Llt)6&>0\ est un

(tMB comme martingalesl) Si (B(t))r.n* est un MB standard,

une martingale.

, est une martingale.

, F (r)),.** est une martingale.

alors

1. (B(r),

2. (82(t

'' 
(""o

I to{aster: erobabititls et appfirations Univ.Guelma (Juin 2014)



lntd rale stochastique et calcul d'lto

Dans te cette partie B : (B(t))r€R+ est un MB standard d6fini s'ur un esprace de

probabi (0, Jt,lF). Cette espace de probabilit6 est de plus 6quip6 de la filliration

natu (F" (t))r>r"

La tion de 1'llnt6grale stochastique (ou de ItO) se construill 'de fagon semblable

d celle l,int6grale,classique de Riemann-Stiltjes. L int6grale est tout d'ab<lrd d6finiie

de prc,cessus 6tag6s (ou 6l6mentaires) not6e t([0,7] x 0) et ensuite ellt:sur une

Chqoitre )i,Z

(2.1)

est ue i une classe plus large Par approximation.

2.L 'int6gnale stochastique sur t(10, T] x O)

Un y : (,Y(t))r>o est appel6 processus 6tag6 s'il existe une suite de r6els

0:fo h 1 ... < t:n: ?, et une suite de variables al6atoires (Xi)ryig tellers que X1

soit .FB 3)-mesurable, appartibnne a 12([0,7]) et X(t) : X7 pour tout I e lti,tia-rl'

soit X(

r([0,7]

:LT:,i )!ilp,,t,*,1(t). On d6finit alors l'int6grale stochastique sur

O)par:

n-L

x (t) dB (r) : t xi @ (ri*') - B (t))
'i=1t;

.OADI 
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t(P,I'l x O) l'intdgrale stochastique satisfait les propri6t6s suivantes

it6l: fi@x(s) + 0Y (s))dB(s) : * I: x(s)dB(s) + P I:Y(s)dB(s) pour tourl

2.Pour ( s ( u<t1r,Ix(u)d,B(u): fi x(u)d,B(u)+ fixp1aa1u1.

Ql, f'lou(r)),.r,r, est (rB(t))re1o,r1 -adapt6.

2.L.L

Sur 1'

1. [i
aet0

3. Le

4.Le

5.sif

le stochiastique sur t([0, 
"] 

x fl)

uE 2.1,1 Lorsque t € [0, T] on ddfinit naturellement

tout0{s<t1'.T,

t rT n-l
x (t) d"B (D : I x Q)np,t1d,B (t) :Lrr(B (t**t^ r) - B (tk 

^t)) 
.

Jo k:r

lPropri6t;6,s de I'int6grale stochastique sur t(10,7] x CI)

ressus ( f! xttlaat"l\ est d traiectoires continues.\" ' / t€lo,rl

lx(t)rl tl,t .:. ,x pour tout t I T, alors iE lll xttlaa(s) | : o et

(s)dB(s)) == /,j E {X2(s)} ds (f isom6trie de ItO).
" ) rvv* (l:

6.Ona

- 
fl;' 

x@)d,n(ul tr"(,)]

t 
[(/ 

x(u)d,B(u,))' tt't,l]

:0,

: 
"ll,' 

x2(u)dul .r"(,)]

7.Lep (li, o ou('), j" (t)),.10,,1 est une martingale continue de .t'z(10,7])

lutt<I

- 
[(/'.x:(s)dB(s)) (/'v(s)dB(s))f : l,' E{x(s))'(s)}ds

8. Pour

Rprunn vn2tl,.2 L'isom1trie de It6, traduitlefait queliapplication X '+ [; X(,s)dB(s)

est une i rie de t'(10,"] x CI) sur I'espace des martingales sur l0,Tl, continues et de

carr| in (espa,ce que l' on notera dor€nauant M' ([0, Tl) , ces espaces 6tant munis de

naturelle.leur
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on a IL2

2.2 t--:--.''ll2XtenSIOrn a Ir

On peu rolonger la d6finition de f int6grale sur €(l},fl x fl) d une classe plus largcr

dep . On pr:rd le caractbre gaussien de l'int6grale, ce qui erit d6ja le cas Pour

le cas processus 6tag€.

On d6 it les proce:st;us cdgldd de carr6 int6grable (appartenant a IL2) comme

I'ensem l.e des processus H adapt1s continus d gauche limit6s d d.roite et

ru (t)- tels que

lxlt' : r{/""x'?(s)a,} ( *oo

Evi t, les procerssus 6tag6s appartiennent d H. On dit que la suite

Y -(1lt, 
- \ (t)),>o corl\/erge vers X dans IL2 si llx - X,ll'-+ 0 quan.dln -+ +oc (i.e.,

0) est dense dans IL2). L application X -+ llxll'? definit ture norme qui faitr([0, r]
de'|7 conrplet.

On peu ir ,ff;:(s)dB(s) pour tous les processus X de 71: on approche X par

6tag€rs, soitX(t) : lil! X.(t) on X,(t) :Dfg) fr@)Jlp'rn*,1(t) avecdes

rtot E

limite

(ti) et la lirnite 6tant au sens de IL2. L int6grale ff X(t)dt3(t) est alors la

rE {ff x2t:,t)dt} .

Rnuen 2.2."1. llo'tons que fi x@)as(r) : Jo X(s)[1s.r1(s)dB(s). Si X est 6tag€

fi x('
d'arr1t,

(") : II=i' Xu1B1t,*t A r) - B(tj At)). Plus gdndralement si r est un temps

[,2 des siommes Dfg) y{d(B(tpt) - B(tr)) dont l'6sp6:rance est 0 et de

processus n1o 
"1(t) 

est adapt| et on ddJinit

lo'n', t4oB(s) : /' "1ryor,,1(s)dB(s)

.Propridrbds de I'int6grale stochastique sur IL,22.2.1

Dans lL2 'int6grale stochastique satisfait les propri6t6s suivantes

1.I iirit6l : X -+ I; X(s)d,B(s) estlindaire.

2. Pour ( s ( u <!- 1';i [! x1u1aa@) : I! x(u)dB(u) + fix@)aB'(").
(;,'r1r;ar1";) est(FB(t)),20-adapt6.Yu "/t>o3. Le
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4. Le

5. SiE

toutO1=s(t,

- il' x(u)dB(u) | r"(r)] :
t 

f 
(,lf' x(u)d,B(u))'tt"r,l] :

LeP (lr',:r{iaa(s), rB(t)),ro 
"rt 

une martingale contirnue de ll2

:essus (fl' ,utt)ou(")),-o est d trajectoires continues.

-l 
x'p1ait,l,< oo pour touu ) 0, alors E ifi x(')as(")] == 0 et

X(s)dB(s)) : I:E {X'z(s)} ds (f isom6trie de ItO).

tf ) 0,rfrld

- 
[(/'x(s)dB(s))

Vo, (

6. Ona

7.

8.

0,

"ll,' 
X2(u)d,ul r"(,)]

(1,', uro"(,)) ) 
: 

I,' 
E {x(s)n(s)} ds

2.3 alucl de ItO

Nous al maintenant introduire un calcul diff6rentiel sur ces int6grales

stoc uLes. On ap'pelle ce calcul "calcul d'It6" et l'outil essentiel en est la "formule

Pour

d'It6".

est de

calcul

t -+ B(t

en 0, en

bro et de l'int615.rale stochastique, on ne peut avoir une tellerlformule du mOme

type 82 ) :2 I: B(s)rtB(s). En effet, d'aprds ce qui pr6cdde [] B{,s)d'B(s) est une

(car f; ll2(s)d(s) < *oo) nulle en 0. Si elle 6tait 6gale d t32(t), elle serait

positi'r'e nulle en 0, mais elle ne peut Otre positive que si ellelest nullc.

DETINI oN 2.3.1 Un processus d'ItO est un prlcessus X : (X (t))o< t.<r adapt1 et contintt

formule c['].td donne, en particulier, la faEon de diff6renr:ier f -+ /(iB(t)) si ;t'

6tz)([0, il"J). L exemple suivant prouve que le prolong;erment naiLf du

rentiel usuel est vou6 d l'6chec. Supposons que l'on veille "diff6rencier"

et l'exprinrerr en fonction de "dB(t)". Pour une {onction / diff6rentiiable nulle:

(t) : Z Ii' J'G)f'(t)dt -- Z fi f @af(s). Dans les cas du m.uvemenLt

,Ce la forme

^: 
(t) :x (o) + L' .,rn o, * I, b g) d,B (s) .

sur 10,
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Oir a: t))r>6, 6 == (b(l))t2s deuxprocessus den-2(l},Tl) et X(0) est FB(O)-mesurable.

On souvent Ia notation diffuentielle stochastique suiaante

dx (t) -- a (t) dt + b (t) dB (t) .

2.3.1 Exempleis

L. La di ielle stochastique de (82(t))r>o est donn6e par dB2(t) :zB(t)dB(t).

2. La di tielle stochastique du processus (tB(t)),>6 €st donnde par

d(tB(t)) B(t)dt +tctB(t).

3. Pour

La for de ItO perrrnet de ddterminer de manidre g6n6rale l'effet d'un changement

5.Si/€

"2.3.2

rle

et f une

n ) 2 et tout un mouvement brownien (B(t))11 on a

d(.8" (t)) : nB'-L (t) dB (t) + ry B'-2 (D dt "

polyndrnre P, on peut v6rifier que

d(p(B(t))) : p'(B(t))dB(t) + |e" 1ap71at.

(lR), alors on a

d(f (B (t))) : f 
t (B (t)) dB (t) + )f 

,, 
tu t )) or.

formule de Itd

)( (t) :x (o) * [' o(s)ds + [' uG) dB (s) ,Jo Jo

de classe C'(R) alors on a

(r)) : / ()r (0)) * 
I,' ,' 

(x (r)) d,x (s) *; l, f,' (x(s)) d (x, x) (")

sur une diffdrentielle stochastique. Elle prend la forme suivante

DErrN N 2.3.2 ([:fo,rmule de It6]) Si X : (X(r))r>o est un processus d'lt6 :
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2.3 Cal de Itd

Alors

si (t,r) -+ J,(t,r) est unefonction deuxfois dffirentiables en r et deuxfois

en t, ces d1riates 6tnnt continues en (t, r) , on a

(x,x) (t) : [:bz(s)d(s), et

[o' f' lx(s)r) dx (4 : lol' (x (")) a (s) d's n 
ln' f' 

(x (")) b (s) dB (s) .

(t,x (t)) : f (o,x(o))+ 
lo' 

,itr,x (r)) a, + lo f',(r,x(s))dx (s)

*i l, f'l,G,x (,)) d,\x,x) (s).

))rro deux Processus de lti :

x(t) : x(o) + 
fo' 

o4)a, + lo' 
u1r)aa1r1,

Y(t) : v(o) + 
lo' 

o'G)a, + 
fo' 

u'G7an1r1

x(t)y(t): x(0)v(0, . 
l:x(s)dr(s) 

+ 
fo' 

vt )ax(s) + (X, v) (t)

,s (t; : s (o) + 
Ir' 

t u, Qt'ds + od'B (s)) '

us est donn6 par

s (r) : r (o) exp 
{ (, - +) t+ dB (,)} .

Exempl

Trai le cas ou /(r) : 12 et X(t) : B(t), donc a(t) :0 et b(t) : 1, et

82(t1 : fi a61an1') + I fizasd'ot B2(t) - t - z f! a$)aa$).

{fi urrtlr,r} . +-, on retrouve le fait que B2(t) - t est une martingale.

ITIoN 2.3.:1 ([Formule d'intdgration par partiesll Soient y : (X(t))t>o et

aaec la tion (,Y.Y) (t): fiu1s1u'1s1as.

Ts6on wtE 2.3.1 Sioient p, et o2 deux nombres rdels, B : (B(t))t>o tttt MB, T un nombre'

rEel if, lI existe un processus de ltl unique S : (S(t))r2t2o adrifiant
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2.3 Cal cl de ItO

2" Soit

vf<
j

F:0,1p processus ,S est une martingale (Voir chapitre 1), ce type de

porte le nom de martingale exponentielle.

un ouverf de IR. et; : (X(t))r>r>o un processus de ItO qui v6rifie

: X(t) € Q , Si de plus / est une fonction r6elle de classe gtzt(O) on peut

rigoureqrcment l'extension de la formule de Itd dans ce cas

f (x(t)),= /(x(0)) + [' f,{xts))dx(s) *!, [' f,,(x(s))b2(s)ds.Jo . Jo

t permet de justifier en particulier, l'application de la formule de ItO pour

positi]fs et les fonctions log.
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Cftapitra.:1

lnrt6 ration num6rique des EDS

que l'on preut adapter les m6thodes d'int6gration des EDO pour le calcul

des EDS mais que l'ordre des mdthodes (c'est a dire leur vitesse de

) pour u.n meme type d'approche est plus faible que Pour les EDO' On

ra par consid6rer la m6thode d'Euler dont on comParera le comportement

s d6terministe et stochastique. On s'int6ressera ensuite a la m6thode de

On va

n

danLs

Milstei

3.1 ppels sur les dquations diff6rentielles
tochastiques

Une6q diff6rentielle stochastique peut 0tre interpr6t6e comme une 6quation

ordina perturbu6er par un bruit blanc dont f intensit6 a(t, X(r)) d6pend du temps I

et ile la tion x(1,)) : La diffrentielle de X(t) s'6crit cependant sous la forme :

dx(t) a(t, x(t))d,t + b(t, x(t))dB(t) ot a et b deux fonctions dorunees et B(t) est urt

MB. ce chapitre, nous voulons exPoser la repr6sentation de 1'6quatiorr

stochastique et les conditions assurant l'existence et l',unicit6 <le

solu
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sur les dquations diffdrentielles

Dftrttrlt oN 3.L.1" Soient B : (B(t))t € [0, T]un MB d|fini sur I'espace deprolbabilitd

(O, 'F,lP muni de Iafiltration (t" (t))rron, a(t,r),b(t,r) deuxfonctions r€elles, mesurables

d€finies [0, ?] x R. et (X(t)) rcp,4 un processus. Alors X(t) est une solution de l'dquatioin

oil )h une aariable al1atoire, si

B (0)-mesurable,

)), lo(t, X(r))lt . 6rit)([0, 
"]).

3. x'(t) dffirentiabl.e adrifiant (i :1) et on peut 1crire

1t ft
x(t) : x(0) + 

Jn 
o(t,x(s))ds * 

Jo 
u(',x(s))dB(s), i e l0;zl.

st o chasti q,we suia ant e

f ax1t7 : a(t, x(t))dt + b(t, x(t))dB(t)
I x(o) : xs p.s

(3.1)

Rnuen uE 3.1.1 S"ih(t, X(t)) -- 0 dans (3.L) ators X(t) : X(0) + Ii o(t, X(s))ds est

une 6qua ion dffirentielle stochastique ordinaire car pour tout

C.,f€0: (t,X(t,a..') : [0;"] x R + IR.esf unefonctionrtellemais X(0) estuneaariable

al€attoire,

3.1.1 L'existence et I'unicitd de la solution des dquations
diffdrenti elles stochastiques

e d'existence et d'unicitd Si les conditions suivantes sont satisfaitels

tion de Li'pschitz locale : Pour tout t € [0, 7] et tout (r,A) e IR x IR.

lcr(t,r) - a(t,a)l + lb(t,r) - b(t,a)l < k. lt - al

1. X's est

2. b(,t, x

oti l;* es

2. F'our

(ot) ), B

') .*.

une constttn.te positive.

t e [0,111 et tout r € ]R.

la(t,r)l < )(1 + l"l),

deux cro:nstantes positives).

lb(t,r)l<P(L+l"l)

3' E(l
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4. )h

alors, il

- (ir(r)
- (,r(r)

REI[AR

alors

initti,ale

(x(r)),

2.Itlne

Tn,Eon

ls sur les uations diff6rentielles stochastiques

ind6pendant de f"(t).
xiste une solution unique (X(t))r.to,r1 de (3,1) telle que :

to,"l est ccntinu P.s.

to,q € C(10'4).

uE g.1..2 -Sl (X1(t))r€ p,4, (X2(t))r.10,t1 sont deux solutions de l'1quation (3'1)

n ( s,rp lx,(t) - xr(t)l: o) : t.
\0<r<? /

DErirN IoN 3.1,.2 L LIne solutian (X(r))r.to,rt de I'1quation (3.L) est dite forte sur I'espac'e

de itift (Q, F, .lP) relatiaement &u mouoement brownien (B(t))>, aaec Ia condition

(0) : X0 si. elle est independante du mouaement brownien B : (B(t))t2o et si

v est d tra,iectoire p.s. continue et tB adaptte,

tion (X(t))tep,r1 de I'lquation (3.1) est dite faible sur un espace de probabilitd

(0, F, relatiaemelt au mouztement brownien si (X(t))r.to,tl est continue et TB adaptle et

des a(t,r) rtt b(t,,r) de Lr et de L2 respectiaement.

3.1|1, S;oient a et b deux fonctions mesurables sur R telles que

alors

lo(r)-o,(3r)l + lb(*)- O(s)l < klr-al pourtoutk>0, r,3/€lR

tout x(0) €t L2(Q,r(0), P) independant de 7(t), il existe une solution unique

nde
I dx(t) : a(x(t)) dt + b (x(r)) dB(t)

\x(o) : Xo,

(t)),.to,rt est p.s. continu et (X(t))rc10,4 e C([0, f]).

(x(t)),.

tel que (

3.1.2 Exemples

1 on suppose que: o : 0 et b(t,,x(t)) : g(t)x(t) dans l'equation (3.1) alorr;,Exermp

kl s'6crilL sous la forme

une solutii.o.n donn6e Par

I dx(t) : s(t)x(t)dB(t)
Ix(o) : xo,

x(t):xoexp {1,' nAVu(,) -; l,' tt'lo'}
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uations diff drentielles stochasti

et s(t) exp {X(t)} == f (X(t)), alors X(t) : Xsy(t), on peut montrer que

Xsai,y(t) s(t)X(t)dll(t) car

dx (t) : -* n' Q) at + s(t) d'B (t)

la formule d.e It6, or, trorriu

/-1 1 ^ -\
dry\) := (7tnfrll'exp ix(t)) + ;(s(t))'exp {x(t)} ) 

dt

+g(t) exp ix(t)) dB(t)dY(t)

:= s(t)s(t)dB(t).

2 Le mouvement brownien arithm6tique

x(t) : 
fo' t!)aa(') -i fo' n't,)d,

):(t) :Xo exp 
{ (, - 

tu) U- ro) + u"A)}, r ) o

(0) : Xo' Xo e lR, et b > 0 et o est une constante.

Exempl

On la diff6rentielle stochastique d(ln(X(t))) par la formule d'It6, soit

(r))) : @ - ib') dt + bdB(t). En faisant une int6gration directe, on trouve

une

^:(t)

d(ln(

I ax1t1 : adt * bdB(t)

I x(o) : xs

ation d.irecte du systbme d'6quation conduit

xo * a(t -- to) * bB(t).

3 Le mouvement brownien g6om€trique

I dx(t) : ax(t)dt +bx(t)dB(t)
I x(o) : xo

rn(x(r)) : rn(Xo) + (cl - ;r) U- ro) + bB(t)

t) : Xo exp { (a - +b') (, - ,0) + bB(r)i . Ce processus est caract6ris6 par des1.8.t

accl

I\{BB

irrd6pendants et multiplicatifs, et d6finit comme une fonction de
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3.2.L

On s'in

ation nurn ue des EDS r la m6thode d'Euler

4 Le processus de Oinstein-Uhlenbeck (OU)

{ dx(t) : (a - bx(t)) dt + cdB(t)

I xto) : Xs

On iddre le facteur d : exp {bt}, alors

dt:,.(x( )) : o(bx(t) + dx(t)) : Q@t + cdB(t)) d'on

X(t) :f,,,*n {brg} + Xo exp {-b(t- to)} * 
" I',exp i-b(i - s)} dB(s)'

t6gration num6rique des EDS par la m6thode

'Euler

Schdma d'Euler

resse au sh6ma d'Euler appliqu6 d f int6gration numerique de I'EDS

dx(t) : a(x(t))d't +b(x(t))dB(t), x(0) : Xo : r € R'd' (3'1)

3.tl

al,la solution de (3.1) n'a pas une forme aussi simple et l'on est oblig6 de

une approximation de X qui correspond d une discr6tisation en'temps de

L'€9,. (3.1).

On se une subdivision de [0,7]

On no

rn : (to, ...,tn, ...,tn) avec t* : kT ln.

L't: Tln et L"Br,+r: B (tn+) - B (tx). Lid6e de la discr6tisation d'Eul'r:r

est trds ple. Pour tout k : 1, ..., rr, on a :

ce rlui it d la construction du sch6ma

x(tn) : x(t*-)+ ['r a(x(s)) ar+ [r b(x(s)) d'B(s)
J ru_, J rr-,

p x (tn) + a(x(r*-r)) L"t +b(x (tk-l)) L"Bn

(0) : Xo

(t*) : X*(t*-r)+a(T (r*-,)) Lt + b (T (tr*r)) L Bn, k : !, ...,nir.r),f
t
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e des EDS ar la m6thode de Milstein

C'est l' valent sto,chastique du schdma d'Euler utilis6 pour les dquations

diffrSren llles ordir.a:ires.

tion de x',, s,3 rambne i la simulation des accroissements de B, ot)La siimu

allk -

3.:3.L

Dans

(0, LtId).pour tout 'i: L,...,n.

On uit maintr:na'nt un sch6ma d'Euler "continu" de ce sch6ma discret

x" (t) '.x" (tr) + u (1((r*)) (t - tn) + b w (til) (B (t) - B(r*)), pour t € [tp-1,t',]

ce que I

3.21.2 Ordre Clu sch6ma d'Euler

On

Tsfon

De plus tous a: .< L12, presque sfirement

3.3

#g""?lp lX" (t) - x (t)l : o'

Integrar,tion num6rique des EDS par la m6thode

de Milstein

Sch6mzr, dle Milstein

pr6sentation du sch6ma d'Euler, on a utilis6l'approximation

rln
,l 

" 
uV (s))dB (s) - b(X (t*-')) (B (tr.) - B (tr-'))

Jtr-.,

peut r6(rcrire sous forme int6grale

T (t): xo * Ir' '(tr (t,)) ds * 
Io' 

u(X" (t")) d'B (s) '

les resultats de convergence connus pour le sch6ma d'Euler

E 3,2.1 (canaergence forte) . sous I'hypothdse du th^orDme 3 .'1 .1 , pour tout p >- I

n,[r,rplT@-x(t)f'l <1
It<T' ' J-']/
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m.aiis on

numddquedesEDSP"@

urait pO uti.lir;er une approximation d'ordre sup6rieur. Pour fixer les id6es,

onseP en dimernsion 1 et on suPPose que b : 0. Alors, Pour s e (tp-1,tpl

lf"\
b(x (s)) : o 

[x 
1tr-r) * J,n_,b(x 

(t))dB (t) 
)

N b(x (tk-) + b(x (f*-')) (B (r) - B (tn-')))

utilisons une formule de Thylor i l'ordre 1

ru b(X (tk-)) +b'(X (tk-L))b(X (tr-')) (B (t) - B (tn-r))

orn

mainteru:rnt la formule d'Ito appliqu6e a (B (s) - B (tn-t))2, on otrtient

ftn ftr"
(B(') -B(tk))2:2 I (B(') -B(tr-'))dB(s)+| ds;

J r*-, J t* .,

uit queen o(

r b(x (s))dB (s) N b(x (tk-r)) @ (to) - B (tn-'))

Le term

Par raP

obtient

(x"
lx"
I

l.

L,e schd

Ein dim

suivanl

(x"
)x"
'l

l

r$ec q

der; r6s

de d6rive a ayantune contribution inf6rieure dans l'erreur d'approximation

au terrnel rle diffusion, il n'est pas n6cessaire de le corriger. Pour d : 1, o'n

le schr3rna d'approximation suivant :

:Xo

+Lra6(tr-,))b(x (rr-,)) l(s (t*) - B (tn))" '- L"t)

: l:." (t:e-r) + a (x" (t*-,)) Lt + u(rt" 1t*-ry (B (tr) - B (rr-r))

++b'(x 1t*-,;;)1x ftr-r)i [(s (t*) - B (t*-r))' - l tf , k'= r,"',,?' 
,,(3,1)

ddfini par ti3.4) est connu sous le nom de sch6ma de Milshtein.

o) : ::o

tk) : i;" (tn-t) + a (x" (t*-']) a\ + b(x" (tk-r)1 (B (tr) - B (t*-'))

+-1,t l:,,vbib'') (t" (tr-')) I:-,(Bt (s) - Eti (t1,))dBt (s) , k : 1, "',n"
(3.5)

ion d quelcrollgu€r le m€me raisonnement conduit d consider le sh6ma

lques hypothbses sur la r6gularit6 des coefficients b et o, ont peut.annoncer

quaill A.[a convergence forte du sch6ma'
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ications en Fiinance

Ordre du sch6ma de Milstein

n 3.3.1 (tloflaergence fofie). supposons que b et a sont deux fonctions

Dte plus, tous a <: r, presque sarement)\,nomaxlrt" U*l - X (tn)l : o'

3.3.2

Tntion

conlinh

3i.'L

3.4t.1

Eixem

or)r

cle la

Pour

t d€riaabll,es tle dtriades Le" et 2"d" borndes, alors

v'p > 1, Ep f lX" i,-l - x (tr) l"l = #

pplications en Finance

Schdma d'Euler

0 et o > 0. S:ion considbre une subdivision de pas n: T,le schdrna d'Eultlr

usion )1. (t'\ s'6crit

(0) : 0, -.N^ ((k+ 1) h) :T (kh) {1 + rh * o(B ((k + 1)h) - B (kh))} '

diffusion, on pr6f6rera en fait resoudre I'EDS et simuler directernent

I On se place dans le modDle de Black-Scholes :

I ax 1t1

\ xt : r€lR'

I ax 1t1 : cX (t) dt + odB (t) ,

I Xt : r€lR'

et o ) 0. Iicrire Ie schhma d'Euler en temps continuT (t) de X (t) sut une

tion de par; lz : f,. Catcuter laloi deT (t) - X (t) pour t Jix6 et montrer que

) - x(t)l'== o(h')'

Le schlrnn tl'Euler X" (kh) du processus X (t) s'€crit

X" ((k+ 1) h) :T &h) (r + ch) * o(B ((k + 1)h) -- B (kh))

(x (tr) ..., X (t,)).En. effet cette dernidre simulation n'engendre pas d'erreur de

tion contrairrement h l'utilisation des sch6mas'

2 On considdre un processus d'Ornstein Uhlenbeck

rlil c)

'dirtcrEt

W,,IT

Soluti
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Alnsi

Pctur t €

x" (t)

On sait

O:n 1>eut

lT

d'oil en

Renrarq

(r + c(t

ltunit6

3,4.2

E:re:mp

ons en Finance

lr

Y g'n1: (1 + ch)kx + o I(r + ch)k-i(a U,h) - B ((i,- 1)h))
1,: t

h, (k + L),h|1, l.a version en temps continu du sch1ma d'Euler s'€crit

(1 + c(t - kh))(L * ch)kr + o(B (t) - B (kh))
k

+ " f{r -r c(t - kh))(L + ch)k-i(a u,h) - B ((i,- 1)h)).
i:l

X (t) s'€trit 
,,

x (t): re"t + o 
J, 

e"Q-")d&,,.

r) -x(r)l s; r l(t + c(t - kh))(L* ch)k - ""1+lrt ., I

" | | O * c(t - kh))(r * ch)(n-t'11{i<u<i+1<k) - e"G-") d,B,l
lJo' I

nt l'esp6rance du carr6

rD lx" ( ) - x (t)l' s; zr2l(t-r c(t - kh))(l* ch)k - u*l' +

zo' [ ((r + c(t - kh))(l -l ch)&-d11{i<ucr;*r<,b} - uc(t-u))2 4u
Jo

que (1 1"c(t - kh))(l -t ch)&-tl1{i<u<i+L<kl peut se r66crire

LiJh)X1 Fctilt#).Deplus |-?]: ff+e oire < 1.und6veloppement

premier ordre permet de trouve

calculler ta diff6rence lX" (t) - X (t)l pour t e lkh, (k + 1)hl.

(1 + c(t - ff,snlltt + ch)t#1 : (t + O(h))"c(ft+e)(ch+o(h2))

: ,c(t-u)11+ o(h)).

ainsi que E lX" (t) - X (t)l' : O(h'),

Sch6ma de Milstein

3 Dans le modble de Black-Scholes en dimension 1, d6finie par

I dx (t) : x (t) (rdt + odB (t)) ,

t xo : ze R
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o)

tn)

Le

{ (r*-') {t + (r - o' 12) Lry + o (B (tp) - B (tn-)) + io' (B (tn) --
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0o clusiion

pour les ElDo classiques, on ne sait pas en g6n6ral int6grer de maniere exacte

les m6thotles num6riques (Euler, Milstein) permettent d'obtenir des

ions nuLmeriques des trajectoires des EDS. Appliqu6es d la finance, ces

permettr;:nt d.e calculer les prix des divers actifs financiers, qu'on ne peut

de farEon analYtique.
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An

4.:L

4.7.L

(sorrs

On peu

Mais,

n6E;afi

Porr voir calcu,ler ou estimer le prix des options, il faut 6videmment construire

un pour le prix de l'actif (Sr)r.n*.Les prix des divers actifs sur un march6

sont processus al6atoires d6finis sur l'espace de probabilitd filtr6

(n,t, (F,),.**,F)

n* €st la filltration naturelle d'un mouvement brownien (Br),.o* standard

dans un p:remier temps imaginer que le prix (51)1610,11 d'un actif satisfait une

du type

dfl: p,dt * odB1.

ot (a),

solution d,e cette 6quation diffdrentielle stochastique prend des valeurs

Cftapitre',4

od6ler, de Black et Scholes

D6finition du moddle

ce qui n''est pas coh6rent pour moddliser un prix ! Par ailleurs, o qui

te la variamce des accroissements est constante alors qu'en pratique on

que,lorsqrre le prix d'un actif augmente,la variabilit6 augmente dgalement

rep
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de Blar::k et Scholes

de Blacl,c et Scholes suppose que le logarithme de St satisfait I'E.D.S

dlog(^9r):ad't*odBr.

uant la fo:rmule d'ItO a la fonction exponentielle, on constate que

dst : St(ptdt * odB), (4.1)

+ o2 f 2.Ai.nsi, le prix (Sr),.*- est un brownien g6om6trique donn6 par

,et : exp t(, - +), +,8,f: exp[,t * oBl.

Ruvran UE 4.7.1 L.,a filtration engendrle par (Sr),.o- est en fait la filtration naturelle du

brownien (Br),.o* . Par ailleuts, (Sr),.n* est bien un processus de Markoa'

,9r0 la valeuir en f d'un actif sans risque (capitalisation d la banque) avec

t r. Alors,,

g1n6raI

dsl : rSlat'

un raisoru:rement d'arbitrage permet de montrer que F: r. Dans le cas

a priori o ,1}),il existe une probabilite Q equivalente d la probabilit6

F (probabilit€ qui nous a permis de mod6liser le prix de l'actif risqu6) souLs

avec (

r€[0,

dS1: S/P'dt * odW)

est un mouvement brownien standard sous Q. Ainsi, pour tout

oir p, :

Sio':

Pnopo

ilit6 Q est appel6e probabilit6 risque-neutre ou mesure martingale' Le

de Girsarnov permet sa construction ainsi que celle de (\4lt)ren*'

^er:exptt- ?r+,w,)

rrroN 4.1,,1 Pour tout t e [0, ?], notons

trt : exP ( -'-' u' - 
(P --t)') 

'-v^Y\ o 02 )

t)re [o,r] est une matingale par rapport d la filtration (tt)teq,rf i'e queAlors, (

I etS, CT{AERI Master: Qrobabifitl"s et appficatinru Univ.Guelma (Juin 2014)



Par ail , sous Ia Ttrobabilit€ Q de densit| L7 par rapport dP,le processus w ddfini par

vt e [0, 7), wr: Bt *' -"rt " - o

brownien standard.

(i) pour

(ii) et

Rntvren

mArqes.

et donc

est une

Ruvre

de Bla,r:k et Scholes

.t t, Ll est!. tt-mesurable int1grable,

tout s q t'.', E(Lltr) : Mr.

4.1.2 ll...es filtrations engendr1es par (B)rcpn, (Wr)rrp,4 ou (S)r.p,r1sont le's

't)tep,r1-Trtnrtingale.

E 4.1.4 lW et Qsont tels que

dgr: Stodwt,

Rnpre uE 4.1.3 )',lotons que

dwt: dBt* a:Jm

S a2rifie bien |'E.D.S. suiaante

dst: St(rdt * odWl).

ITI9N 4.1;2 Sous la probabilitd risque-neutre Q ddJinie par la proposition 5.2.1,le

is€ S ddfiti par

vt e [0, T], Sr: Ste-',t

Pnrc

pritc,
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