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Introdu

- Historique
La th6o,rie de

que le calcrnl classi
remontent ril la 1

les fcrndem,:nts de
pr6sent6le rsyrnbole
il a annonc6 dans
implicite que n ), I'

tCette lettre de I
le premier incident
le faib que ItH
une fractio:n (
foruni des mntribu
lieu clu 204* sidcle.

N.II, Abel f1823-1

H. Elolmgren (1

penrCant, certte
deprris seulement un
sp6cialis6es,, Pour la
a organis6 La

catir:ns A, I'
Pour la prermidre

JI, Sipanier, qui ont
aprts une coll
dl6velk:ppe €rn paral
syst,brnes dSmamiq
qrd r3rroluenb au

lll

qalcul fra.ctionnaire
ivation fractionnaire est un sujet p:resque aussi ancien

ftel que nous le connaissons aujou.rd'hui, ces origines
siBcle, l'6poque or) Newton et Leilbniz ont d6velopp6

difi6rerrtiel et intdgral. En particulier, Leibnlz a
pour d6silgner la n*" d6riv6e d'une foncticn /. Quand
Iettre A I'H6pital (apparemmerrt avec I'hypol;hdse

a| 61$:pondu :

rQue sig:nie # "i =1/)?
tal, 6crite en 1695, est aujourd'hui admise comme

ce que nous appelons la d6rivation fractionnaire, et
a demand(r sp6cifiquement pour n : L/2, c'est-d,-dire
rationnel) . Il y a beaucoup math.6maticiens qui ont

importiantes au caclul fractionnaire jusqu'au mi-
inplut :P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822),

), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847),

),...,D.\r. Widder (1941), M. Riesz (19a9). Ce-
peut 6tre consid6r6e comme un sujet nouveau aussi,

plus de brente ann6es elle a 6t6 objet de conf6rences
remidr confSrence, le m6rite est attribu6 d B. Ross qui

ponf6rence sur les calculs fractionnaires et ses appli-
dq New [Iaven en juin 1974, et il a 6dit6 les d6bats.

ie l-. mdrite est attribud d K.B. Oldham et
i6 un livre consacr6 au calcul frerctionnaire en 1974

communr). commenc6 en 1968. Une autre th6orie se

de la d6rivation fractionnaire telle est la th6orie des
qui a pour but I'6tude des systdmes physiques, . . . ,

du temps. lDlle a son origine dans les tralraux dtHenri



CHAPITHE A. INT]TODUC1TION

Foincar6 (1854*1912), a la 19i* sidcle, sur lle probldme des tnois corps.

Foincrar6 a propos6, a,u lieu de s'int6resser d une solution particulidre du

systdme, d'utiliser des arguments topologiques et g6om6triques,..., pour d6-

terminer les propri6t6s de I'ensemble de toutes lles solutions.

- Historiclue de cal,cul stochastique
Le calcul st,ochastiqr:e est une branche des miathdmatiques,qui fonctionne

sur leri processus stochaustiques. Il permet une th6orie coh6rent'e de I'in.t6gra-

tion d, d6finir trrour les int6grales de processus stochastiques paLI rapport aux

procerisus stochastiques. I.[est utilis6 pour mod6liser des systdures clui stl com-

portent de faqon al6atoire., Le processus stochastique la plus collnue d, la,quelle

le calcul stochastiquer est appliqu6 est le processus de "Wienr:r (nomm6 en

I'lronnLeur de l\orbert 'Wiener), 
Qui est utilis6 pour mod6liiiser le mouve-

ment brownierr comnre ddcrit par Louis Bach,elier en 1900 et par A.lbert
Einstein en 1905 et d'autres processus de diffusion physique dans I'r:space

des paurticules soumises d, des forces al6atoires. D'epuis les am6es 1970, .[e pro-'

cessus de Wiener a largement appliqu6e en marbh6matiques financidrer; et de

I'iiconomie de moddliserr l'6volution dans le temps des prix desi acl;ions et les

teurix d'int6rdt des obligations. Les principales siaveurs de calcul st;ocha,stique

sont l,e calcul d'Itd et son variat,ionnelle rapport du ca,lcul de Malliavin'
Four des raisc,ns tecirn.iques l'int6grale Ito est le plus utile pour les r:lasses

g6n6ra,les de processus.
* Dans ce m6moi.re contient trois chapitres :

Tc,ut d'abord, au chapitrel, nous fourniss,ons des d6finitions et espace

fcrndamental, lemmes e,b th6ordme et des notations n6cessaires d'dtablir dans

les deux chapitres suivante .

A1 chapit,re2, nous examiner le conirolabilit6 approxima,tive pour une

classe d'6quation diff6rerntielle stochastique fractionnaire non-local de la, forme

I

"Dlr(t) : Ar(t:)-t Bu4+ [f(s,r(s,t) d,s*o(t,r(r;)) n#'.trt
6

r(0) *o(r) : n6

oi 0 < q ,( 1";" Df d6signe I'op6rateur de d6riLv6 fractionnai.re de Caputo
d,ordne q, ,$ (.'l prend ses valeurs dans I'espace de Hilbert X; A erst le g6n6-

rateur infinit6simal cl'un semi-groupe compact des op6rateurs lin.6airr:s uni-

fr:rrm€ment born6s {a (q,t}- 0}, la fonction de contrdle u, (f) est <1onn6e

dans .Lfl ([Cf, O] , L/) ,qui est un espace de fonctions de contrdi: a<lmissible,[/

lV



est un espa,ce de Hilbert, B est un op6rateur lindaire bo,rn6e de U dans X,
f : J' x X --+ X et o : J x X -, Lg sont des fonctions approprides, 16 est
1ls--rnesura,bles X-valeurs de variable al6atoire ind6pend.antes de tu. et nous
allonrs examiner la cont.rolabilit6 et la contunuit6, I'existr,ence et l'unicit6 du
s<itrt.ion mild et donnons un exemple.

Et chapitre3, nous allons e:caminer I'existence et I'unicit6 de solutions
$roJrenne ciarr6s presqurg asymptotiquement automorphe de 1'6quation sto-
cha;stique firactionnaire sous la fc,rme suivante

dfr (t) -- f (t,, (t))] : i{;{A [r (s) - f t.s,r (s))] d,s d,t e)
0 r \u-rl

lrs (t, !) (t)) dwr (t) , t > 0,

/^\ dWzfr\U) : uo-T,

Oi I < a z-2, A: D(A) c L"(P,H) - L'(P',fI) est un op6ra-
teur lindaile dens6ment d6fini dle type sectoriel sur un espace de Hilbert
L' (F', H) ,\;ML (t) et W2 (t) sont deux mouvement brownien standard d, une
dime:rsion d6finie sur l'espace de probabilite filtre (fr,T-,P,n), Oi.F, :
o {W1(u) -" Wt (o) ; u,u < t} , et uo est un ,Fs-adapt6, I1-estim6 variable
al6at<rire ind6pr:ndant die la processus de 'Wiener W1. On supose f et g
sont; des fonctions apprppri6s ser,ont pr6cis6es ult6rieurement. L'int6grale de
c<nrrcrlution dans (1) est compris dans I'int6grale fractionnaire cle Riemann-
Liouville. Nous remarfluons qu<l I'ordre peut 6tre fracti,onn6e complexe de
poirrt de vue des mathdrnatiquesr pures et il est beaucoup d'int6r€t dans le
d6velrppen:rent de I'anq,lyse th6c,rique et la m6thode num6rique aux 6qua-
tions fractionnaires, patr,ce qu'ils r:nt rr6cemment av6r6e pr6cieuse dans divers
dornaines de la science 6rt g6nie.

Le concr:pt de fonctlon est prrasque asymptotiquement automorphes tout
cl'abo,rd intloduit par NtGu6r6kata. Depuis lors ces fonctions sont devenues
un Spand irrt6r6t pour plusieurs :nathdmaticiens et beau<nup de d6veloppe-
rnen,ts et applicatieng 6q:quise.
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C:hapitre :1

Espace dd baxie

1.l- Espace rir6tr lque
D6ftnition 1.1-.1 On o,ppelle d,ristance Eur un ensemble E tout applicat'ion
d,e .E x E --i lR+ fg

d (r,U): 0 ssi r +' A '

d(*,v): d,(u,r) Vr' g € 'E (svm6trique) .

d(*,A) I d(r, z) + $(z,y) Vt:, y, z e E (l'in6galit6 triangulaire) .

D6finitiort L.L.2 So'it (E,d) un, espace mdtri,que une su'ite d'e uueh,y dans

E ent une ,su'ite de poi,flts (r",)n,.n* contenne dans E , et so,tisfaisant Ie cr'it4re

u,uchg :
Vr t q,f,n{ e N/Vp, q > ltr, d,(ro,n) < e.

D6ftnitiorr 1.L.3 Un Bspace rn€trique E est di,t complet si, tout sui,te de u,u'
chg est co'naerge dans ,fi .

D6finition L,L.A Une parti,e R' d'un espace m€tri,que l9 est compact s'i et

seulement s'i I'une des p,sserti,a,ns cequ'iualentes suiuantes u*ri'fi€e :

Crit6re de Berel-[ebesge irvec des ouverts : De tout recouwement de

K par des ouverts on peut errtraire un sous recouvrem(:nt fini cela signifie
que' si K C- U*.ilt &v4,c Ui des ouverts , alors il existe r:ne pa,rtie finieJ de

I tq K CUa.arUi..

Critdre de Borel-!,ebesque avec des ferm6s : Si o;a=1, Fi)I{: fi pour
des f,erm6s .E; alors il efiste umLe partie finie J de .I tq f)rr=tK : Q '



CHAPI'.?RE 1. ESPACE DE BASE

CriLt6re de lBalzarro--Weicntrasse : De tou1, suite d'6ldments de It . On
perut extraire urne sous-eruite qui converge vers un 6ldment de l( .

D6ftnition L|.L,6 On a,ppelle ouuert d'un espaut m1tri,que (X, d) toute partie
O d,e X qui, es,t non a'i,de est u4rifie Nr € O, lr > 0, B (n,r) <- O.

D6ffnition L,'L.6 On a,ppelle ferm€. toute parti,e de X dans le compl4men-
taire est ouuer,,t.

D6finition L.'.L.T (In:,e part'ie A d,e X est d,i,te d,ense dans X si A: X.

1.2 Espace rdre Banach

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel norm6 complet, .

L.2.L lp@,galiti3 de Hiilder :

Soient (E,if,rn) un espace mesur6 et p,Q €]1,+oo[ tels que **i: r.
So,ient f e ElRl:,,E,T,nc) et g € Lfu(E,T,nz). Alors, f g e Lk@,T,m) el

ll/ gll, < ll/ll, llgll-.

Le m6me rGsultat est wai avec Lp.Lq et Lraa lieu de fp.Ls.L|.

L.2.2 Th4ordme de convergence domin6 de Lebesg;ue :

Soit (,9,7,rn) un esllace mesur6, et soit (.f,",)r,rrntr* suite d'applica,tions
mesurable fn: s --+ JR oii C, on suppose que l

1/ la suite (f;*\ converge p.p vem une f<mction mesurable / :s -" lR

on C (d6fini* p.p); -
2/ il existe une fonctbion intdgrable g i s --+ lF[ positive telle que l'on ait

la conclition de domination :

lf.l3 s p.p Vn ) ,t.

Alc,rs, les fq'nction f" et f sont int6grables et :

If a*: m If.a^
de m6me:

Jl*{lf"- fldm:o'



t.B. ESP.Aca s6paannrn

1-.:3 Espace s(lparralble

Est un espace topQl.ogique contenant un sous-ensemble d6nombrable et
dense, c'es1;-d,-dire si I'q:n peut tr,ouver une suite dont l'adh6rence est 6gale d
l'espace topologique topt entier.

Tout espace m6tris4ble s6parable est un espace A base d6nombrable et a
don.c au plrrs la puissan,:e du conLtinu. Sont de ce type la plupart des espaces

usuels. Uner base d6nor'{brable est une propri6t6 beaucoup plus forte, et bien
plus int6rerlsante, qu'es1t; s6para,b,[e.

L*L Espace dle Hilbert
D6:Enitior:r L.4.L Produi,t scatl,aire

Soit 11 un espace yectoriel rrorm6, on appelle produ:it sealaire 0 , toute
application

{E x hl -* K, (r,U')'-, (r',g,)}, v6rifiant
(z) Vr e= H, \r,r) 10,
(i,i,)Vr,a e H,V) e K, (g_f .\a,z) : lr,g) + ) (A,rJ ,

(i,i,i)Vr,A € H, \y,q): \r,y',| (La conjugu6 de (r,y)),
(i,u) l(r,r) == 0l a==+ [r : 0r] .

Un espa,ce 1{ mr:ni rl'un produit scalaire est appel6 espace pr6hilbertien
(r6el ou cornplexe) . Si <fim (f1) < oo , on dit que .If est un espace euclidien (si

k : IR) ori sri f1 est un eqlpace pr6h.ilbertien, il est norm6 parr r --+ ll"ll : (*,*) .

D6lfinitiont L.4.2 Espq,ce d,e lIi,lbert H

Un espirce de Hilbeft est run espace pr6hilbertien complet .

D6lfinitionr 1.4.3 Systpimes orth:,onorm€

S,rit E un espace gr6hilbe,rtien. Soit (u,,) une famil.le finie (0 < n) or)

irrfirnie (n e= N ou n € fiL) de vecteurs de E. on dit que (u',) est un systdme

ortlronorm(! dans .E si qn a, pour tout p, q: (up,un) : 
{ I ]| it'f

D6lftnitionr L,4.4 L' o4hogona,Ii,ti€



CIIAPIIIRE 1. ESPACE DE BASE

i). 
O^l dira [ue tl est orthogonal d o si et seu]ement si (u, u) : g,

ii) si r esf un sous-ensemble de fr on dira qu'un 6l6ment u de ri est
onthogonale d lF s'il est orthogonal d tous ses 6l6ments :

yu€F, (u,u) :6.
ii) On app$lle orth.ogonal de ,F L,ensemble not6 Fa

F- : {u e H. lu,u) :0 \y'u € F}.

L.5 Espf,ce jtr'

Dans la pa{tie suivarrte, on note par f} un overt de Rd.

Ddftnition L.f.L soi,,t f et g d,eur foncti,ortrs rri,€srrrables. on dii que f et
g tiont €.lates lresque ptzrtout si, {r e a, /f (*} # g (r) } est un ensemble
nEgti,geable.

Espace ,t(f))
La relation " f : g pptt est, une relation d'dquivalence sur l1(fl). on

peut

_ donc considfrer I'esperce quotient, qui est I'ens;ernble des classes d,6quiva-
lenr:e.

D6ftnition 1.q.2 ,1(o) est le guot'ient d,e Er(t,t) par Ia relation d,,6qui,aa-
lenu,

rr6galit{ presque partout dans f,}r'
Autrement {it , par: la,

,t (q-r) : {,f d6finie sur f} A, un ense,mble n6gligable pr6s;

t"lf (")14"

Espace ,'(f))

.. P: m6me qu{ pour rl('f2), on quotiente c2(ct) p,ar la relation d,6quivalence
rr6galit6 presqu! partout dans O"

Autrement dit.

,1(CI) =: {/ d6finie sur O d un errsemble ndgligeable pr6s

U"lt (")l'ad)',' < +*].



1.6. ESPACE L>E PROBABJJ.N:E

Espace U({l)

.L'espacr: vectoriel l" (O) est le quotient de Ce(f,l) pa,rr la relation d'6qui

'ualence 
trdgalit6 presqui partout dans f,)rr Autrement dit, on a

{,0 (q : {d6finie sur O d, un ensemble ndgligeable pr6s,

,/^ -,,,tt,\I/P
telJle que (J, tf @)l ar )

Espace I* (0)

On dit qu'une fonclion / est essentiellement born6e siur {-} si il existe un
r6el positif M telle que

[ ({r e sr; l/ (")l ) M}) : 0

D6ifr:nition L,5,3 L* {fl) est le quoti,ent de Le(Q) par Ia retati,an d'Quiua'
lenee

t'tlgalit6 presque pa{tout rr

.Autrement dit,

'* 
(fi) : 

lt"+i1::;;i,3:JiHffi're 
n6grigeabre pr6s ;

La norme d6finie p{,r

ll/llr-t'r : inf{M > 0;({r e fi; l/ (")l >* M)') - 0}'

1-.6 Espace de prolbabilit6

D6finition L.6,I Tbiblu

Soit f) un ensemblei une famille non vide f de sous ernsemble de Q s'ap-

pelle une tribu (ot a-{lg6bre) si :

1) fi e ,F;
2) Pour tout A € Fl, on d" A e f;
3) Pour tout famill4 {4,},.sd'6l6ments de f , on a LlPrAn e f .
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ESPACE DE BASE

D6finition L.6.2 tlne ,fi,ttrati,on (F)26est une su'i,te cro'issante d,e sous tri'bus

det F.

Si (Fr)r>o pst une filtration de (f),F,p) alors(f),4(4)t>6,p) est appel6

espace de pro$abilite filtr6.

D6ffnition t)O,8 Mesttre d,e probabi'lit6'

une mesuie sur un 1,ribu f est une application p,: f --+ [0, *] telle que :

1) p(d):0,
2i a*addif it6 : pour: tout famille {/,},.* d'iil6ments de f, disjoints deux

d deux ttFArA"): Illt P(A.),
si de plus l, (n) : 1, p est une mesure de pr,obabilit6, et on notra .F.

Ddffnition tl6,+ Espar,ce probobili,s4

Si f est 1*" ttibn sur f) , (fl, 1r) est appel6 espace mesurable et les

6ldment de f sonts dits mesurable .

Si p est ,r{te m"tur" , (Q, f ,p) est appel6 un espac mesur6 '

Si P est uire probabilit6, (f,2, f , P) est une espace probabilis6 '
Si ft est dne filtration, (O, f ,fr, P) est une espace de probabilit6 filtre

1,.,7 Serinigrorrpes

L.7.L

D6finition
T',0 <t <
d'opErateur

uniformement contimre d top6rateurs

brorn6e

7,L Soi,t X est un espace d,e Banach. Le param4tre d'e famille
, d,'opdrcr,teur li'n4ai,re bom,€e de -Y dans X est un semxgroups

born4e sur X si, :

(i) f (0) * t, (t est; l'op6rateur identit6 sur X) '

iltl r'1i+] 
") 

: r (qr (s) pour tout l, s ) 0 (propri6t6 de semigroups)'

i*'"**igtbupe d'op6rateur lin6aire born6e, 1l (t) , est uniformement conti-

nue

I'if tlt (t) - r;; : st.
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7.?'. SEMIGROUPES

L'op6rateur lin6nai{e ,4 d6finie par

D(A): 
{" 

e x:lim ry"*i*,'}
e1,

'r (t) n - r d,+T (t) rAr:!-a.]L- lr:o pourr€D{A)tLo t dt

est le gin6rateur inf,nitesimal de semigroupe T (t) , D,(A) est Ie domaine
de A. Cet section d6vpu6 d'6tu.dier le semigroupe uniiormement continue
d'op(lrateurs lin6aires Sorn6s. D'apr6s la d6finition, il est clair que si T (t)
serrrigrouper uniformempnt contirLue d'op6rateur lin6air born6e alors

l':lllt'(')-"(t)ll :o

'Ih6nrdme L.T.L L'op4rateur li,n4ai,re A est un g|n4rateur i,nfini,tesi'mal d,u

sem,'igroupe uniformemp,nt mnti,tcue si et seulement si, tl est l'op€rateu,r li,-

ln4a'irv borrt4e .

1,.1'.2 Semigroupe fortement continue dtop6rateurs li-
n6aires born6s

Dans cet section X est un espace de Banach.

D€ftnitiortL.Y.2 Le $emi,groupe T (t). 0 < t < a; d,'op6ratew lin4ai,re

born| sur X est un lenl,i,groupe fortement continue d,'op€rateur I'info,'i,re born€

si

Tfft trl n == x Pour tout r € X.

Le semigroup" f{*p*"nt continue d'op6rateur lin6aire born6 sur X est

apprell6e le semigroupe de class (76 or) simplement Cs-sennigroupe.

L.7.3 campact

D6ffnitiorr 1.7.3 (t) est Cs-serni,groupe est not€ cam,pact pour t ) ts si'

'poatr tout t ) to )
cannltactpourt>0.

T (t) est cnmpact . T (t) est not| campact si, i'l est
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L,ES APERATEURS

de Riemann-Liouville

La d6riv6e fr ire au sense de Riemann-Liouville de la fonction

/ d'ordre tJ < a <

rf(r): *:_6* | taw- s)-"ds

oi / est une continue sur I'intervalle [4, b] '

lL.9 Les

Soient Hl et dpux espaces de banach.

D6finition 1.9.1 it A: D(A) C Hr a Hz' A est dit born€ si i't edste

une constante C 0 telle que llAull < Cll"ll Vu € Hr

rx

or) / est une continue sur I'intervalle [o, b] .

Dr'er:iv6e fract de Carputo

La d6riv6e

Ilt6ftnition 1.9.2
non born| s'i,l esi's

(x).

:1..L0

lD6finition 1.10.

On dit que a
En d'autres

ire de rCaputo d'ordre r ) 0 de / e 11 est :

n-I

DT:DTU(r)-trkYrtllo;
Ic:O

d,i't A: D(A) c Ht 
- 

H2 On dt't que A est un opdrateur

ltne suii) @^) c D(A) tq: llu'llr, : ! et llAu"lln,'-'-'

r€me du point fixe de Banach

$oi,t g: ,I --+ R une foncti,on contin'ue su'r I '

lnn point fixe de g lorsque 9(a) : a'

l"r, iu, points fixes de g sont les solutions, lorsqu'elles

,a.xistent de I'
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CHAPYTRE 1. ESPACE DE BASE

D6finrition 1.10.2 apytli,ctt'tion contractante

Sc,it A une application de V da'ns I/ ' On ctit queA est contract'ante s'il

e:riste un r6el u strictemernt inf6rieur d' 1 tel que

Vu,w €V : llA(u) - A(')ll, < oll" - ?'ll"

T]h6or6me 1.10.1 Soi'ent E un Banach et f : E --. E une appli'cation K

c'ontractante Alors :

la fonction / admet un point fixe t sur E (c'est-d-dire llt e E, .f (t) :
t, f est la limite de toute zuite (ur) de B d€finie pal tl6 € E et LIn+t :

1; 1U^).Contractante (c'est-d-dire lipschtzienne avec I{ < L)'

lL.LL AnalYse stochastique

11.L1..t Processius stochastiques

D6fi:nition 1.11.1 Soi,tT un sous-en^semble n'on uid'e d"eR'

l.In processus stochastique (X1!.7 dans nR'd (d 2 1) est une farnille de

rrariables al6atoire d, valeurs dans Rd index6e p'ar ? '
lJour u € f,l fix6, t:, -+ Xt(w) est appel6e trajectoire'

lD6ffnition l',LL.z Soit (Xx) un proressus et ('.Ft) une fittratio'n de ({)' F'p)'

C)n dit que X : (,Ki)t2o est adapt6 d la fih;ration (4)t>o si

Vt > 0, X1 est F1- mesurable'

Definition 1.11.3 o'n proenssus (xr) est appel€ un pracessus d' traSiecto'ires

continues (ad si,rnpler,nent processus contirru) si'

P ({w € 0 : t --+ X1(w) est cont'i'nu}) : 1

D6finition L.LL,  Lln proe'essus X : (Xr)r.r est un processus gaussien s'i

toutes ses lois d'e d,i'm'ension finie sont gaussi'ennes 'i'e'

Vn ) 1, Vtr <t2 < "',tn €7', (X'r'"''X'^) est un vecteur

gaussien.

10
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CHAPITHE 1. ESPACE DE BASE

L,t]-.z Soit B: (Br)tzo un nxouuen"Lent broumien d€fi'ni'e nn

y,n espacn de (S1,4 P) alors

(-B) : (-Bt)t2o est encore un mouvement brownien'

Soit .\ >
zment d' (nhelle (scaling ).
0, l" pro*rrrr, -b^ : (Bi)r>o avec B| : (11))B):, est encore

brownien.

t)
Le
b)

Pour s )
alors B

il)€finition

1. On di

2. Sip

1) s'it

2) si

[.11.3
Soit Bt

relle , et a

lx,l < z,vt ) 0, alors

X:(

tE de Markou simPle.

' 
posons F" ": o(Bu,u S s) et B["): B.t+" - B"'

I ("i)rt.o est un mouvement br<xrnien ind6pendant de F''

.LL.8 Soi,t y : (Xt)t2s un pro@lsur stochostique

que X =' (Xt)r>o est uniform6ment int6grable si :

lim srrp t Vlld'P: g
a++oo ,=ott"rr>*)

l,on dit que X : (Xt)t2o est born6 dans 'Lp si :

suPE[lXtle] ': *',>o

1.11.3 Soi,t X: (Xr)t2o un procnssw stochastique :

une variable al6atoire r6el positive et int€grable Z telle que

K)t2sest uniform6ment int6grable'

t'T: (X.1)t2o est born6 dans -Lp ,(P > 1), alors X: (X;)1>oest

int69rable.

t int6grale stochastique

mouvement brorrnien sur (f),11P), (Ft)12o sa fitration natu-

adapt6 d f on suPPose rr v6rifie:

lT \tl lo?asf ccrc.

\"0 /

12
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r. 1 r. ANALySE sTOclrAsTlQUE

ue de o par rapport A, ,B1 et la variable al6a-

N

" 
: lim Io,,"-, (B^- B*-t)'

N-cpu

tr I
El\H,B)'?rl: ulln'lasl

L"I
ci dessus est appell6e L'isometrie dtllto'

d,les €,gali'tds su'iuantes :

E\(H,B\) : o,

stochastique :

+ K), B)r: c\H,B)r+ \K,BJI, Ps

et isomdtrie :

E \H,B) :

E (\H, B))2 :

0,

,u,?0,)

13



fOhapitre 2

(Cont rdlabilit 6 apprrcximat ive
rCt6quations fractionnaire
rdtevolut ion stochaslbiqlue

|2.L Introdur:tion

Ije but de ce chapitre est d'examiner la controlabilit6 approximative pour

,une ,classe d'6quation diff6rentielle stochastique fractionnaire non-local de la

.[orm.e

t

'nlr (t) : Ar (t) * Bu (t) + I f (ir, r (s)) .ds (2'1'1)

+o (t,. UD 
gY#\, 

"-'
r(0)+ s(r):*o (2.1.2)

crri 0 ( q < l;"Df d6signe l'op6rateur de d6liv6 fractionnaire de Ca-

puto d'o:rdi" q, *(.) p,"na ses valeurs dans l'espar:e de Hilbefi X; A est le

|6n6rateu'r innnit6siniat d'un semi-groupe compacl; des op6rateurs lin6aires

uniform6rnent born6s {a (r) J > a} , la fonction de controle u (f) est; donn6e

Jr", if ([0, bj , t/) ,qu;'est un espace de fonctions rie contrdle admissible, U

est un ;il*" de Hiitrert, B est un op6rateur lin6euire bornde de U dans X,

f : J x jf -* X et o- : J x X -- Lg sont des fonr:tions appropri6ers, o6 est

Ias-mesurables X-valeurs de variable al6ato:ire in,cependantes de ur.

t4



2,2, PRELIMIAIAIRES

2,,:Z Pr6liminaires
Dlans cette section, nous fournissons des d6finitions, lemmts e* des nota-

rbi6ns n6cesrsaire,s d'6tablir nos r6sultats principaux. Partout dans ce chapitre,

;nouLs utilisons les notations suivtrntes. Soit (fl,la, P) IJn espa,:e de probabi

ifit,6 c,omplet es1; 6quip6 d'une filtration normale l6t € J : [0, b] v6rifier des

,:o.nditions normale (c'est -d,-dirr:, continue d droite et I's cortient tous les

r3nselnbles de P-nul).
Nous considl6rons les trois €sprssss s6parables r6els X, E et {'"1, et le proces-

sus (?r-wiiener sur (0,la,P) avec l'op6rateur covariance born6 Q1 tel que

trtQll < m. On suppose qu'il existe un systdme orthononn6 complet {e,r}n>.r
da,rrs E uner suitbe de :nombre r6elsr non-n6gatifs {.\"} tel que Q1r;r, : An6.ntrl'=

L,2,..., et une suite {9r},r- ,de nnouvements brownien inrl6per:Ldents tel que

(n(t).e): I t/x,\e..e) 5*(t) ' e e E,t e [l], bl== J

e.b f, : ffl, et r, "-oi] 
*i*ma d'alg6bre engendree par {'lu (s) : 0 < s < 

'J 
'

^/1 \
Soit l,!i - Lz (tli BtX ) I'e,space de tout Ies op6rer,teurs de Hilbert-

f
schrrnidt cle QiE d X avec le produit scalaire \rlr,n} L9r: 1t [tpQ1zr.] ' Soit

1,'t (I'6,X) I'espace de Banach dertous les f6-mesurable rle var:iable al6atoite

carr6s int6grables alec des valeurs dans I'espace de Hilbert X'
Soit E (.) d6signr: I'esp6rancer de I'espace de Banach rle torrs les rrariables

alSiat;oires r:arr(s int(lgrables par rapport d, la mesure P.

soit c ([0, b] ; L2 '(l,x)) I'espace de Banach des applications continues de

[0, ,b] dans 
"tr2 

(i,t,X)' satisfaisant supr€r E llr (t) ll'? ( oo. Soil; fI2 ([0, b] ; X)
nn sous-esltace fermii de c ([0, 4; L' (T, X)) contient les .x-vr,leuf pro(tsssus

rnesrrrables et f1-adapter r e C'([0, b] ; L2 (t.,X)) muni 'Ce 
la norme

il-ll
lle llHz -'

D€rfiinitiorn 2.'p.L L'integrale fr,nct'ionnaire d'ord,re B auec la limi,te i,nf4ri,eure

de 0 pour une fonct"ion f est d€,fi'nie cornnl,e

(wtll'(')lli)

tI f fGl=or. r>o.bt>oIe f (t): t (Bt/' [ _ ,ff'o' " 2/ w, t

15



CHA1TTRE e. CONItR)LABILITE APPROXIIT{:1TIyE D'EQU AIIONS
FRA CTTOIVIVA rRE D', EV Cltr U"[ON S',r O CHAS].rQUE

d, cond,i,tiort, Que la dra"ite est ponctuelle d,^finie sur [0, x), od T (.) est Ia

foncti,on d,e gpmma.

D6ffnitiont 2.2.2 La tl€ri,u€e d'ordre B de Rietmann-Lioutti'Ile aue* la Ii'-
m,i,te i,nf1rieute de zdro pour une foncti,on f : ll.,m) '* R' peul €tre 6crit

t
LDpl 

U) : #A# [ /-fuol,,,, > o, n-r < p <r.
r |. -o \- -/

f)6finition 2,2.9 ta ,C€ri,u6e de Caputo d'ordre B pour une foncti,on f :

[], *) -+ lR pput €tre €cri't cornn'Le

./ "-] +x \
"DFf (t):L Dts l, f ttl -Ihf'r' (0) l, t > 0,n,- 1< B <n.

\ ffio' /
Remarque 1.2.L (a) si' f (t) , C'[0, oo) alors

t

"Dp f fil : rd^!##,_' d,s : In-ef'(s),t > o,

0 < n-l<0<rt'

(b) La d\riu€1 de Ca,pztto d,'un ennstants est @'ale a z4'ro.

Lerrrfrl€ 2.2.L Soi,t G : [0, b] x A --+ L$ une ap;plicati,on fortement mesurable

telle que
b
r
I n llc (r) ll1, dt < 'n
l 

|| \'||12

o:,Iars lli ll' 'f_
e ll I c (s) d'u (s)ll < rc I E llG (s)ll'", ds

ll/ ll d ''
llour tous 0 < t < b etp) 2 ott L6 estla constante i,m,pliquantp etli.

Maintenapt, nous prr6sentons Ia solution mild du probldme, (2.1.1)--(2.L.2)

16



(2.1.2) si, pour chaque u e

l' (4uati,on dnt4grale su

r(t) : T(t)(no-s
t

+l (t -')n-
0

tels que

t) : je, trl e gqo) dfl
o

oo

t) : qf ?tn@)Q (ts?)d0
0

Q (t) est C6-serni, produi,t par I'opErateur li,nCai,rv A sur X, tn est une

D6finition 2.2,4 Un
lutian mffid, de (2.1.1)

fonc$i,on d,e densi,tE de

Lemme 2i2.2 les

mts, c-d-il,pour r, e X
etlls(tr) r-S(t')rll

On pme les onditi
- i) Four tout t

c'est-d-dire a e

- ii) Les fonctions
ils existent des
Kz)0telsque

ll/ (t, t) * f (t,y)
llo(t,t)-c(t,y)

positives N > 0, N > {}, .L >' 0, Kr > 0 et

tfsl
r)) + / (r - s;c-ts(r - s) lBu(') + I f ft,r(r))arl ds

oLol

S (t - s) o (s, r (s)) du (s),

2,2, PRINLIMINAIP"ES

processus stochastique fr e H2([A;bj,X) est une so-

Ii ([0, b] , U) , iI satisfait

it€ est d€,fi,ni,e sur (0; x) , Eui est €n@) > 0, 0

ateurs {f (t)}r-o et {S (t)}r-osont fortement conti,-

0 ( tr < tr ( b, nous auons ll7 (t2) r --T (r1) rll -- 6

A comme h --+ tz .

suivanbes aux donn6es du probl6me :

0, S (t) e* T (t) sont des op€rateurs lin6aire born6s,

f
e (0,oo) et I t"@)dO

J
0

ll" ( rll < M ll,ll ,lls(t)"ll < qffi1 rr"rr

: J x X --+ X et o : J x X ---, Llv6rifie les conditions,

' < ff ll* * sll', ll/ (r,")ll' < Lr (t + ll"ll')
'fr,=.: 

,t,t" 
- a)li, ll1tf,-")[?e:!.0,: lllLll];

k lr, ll" - yll' , llg (r, ")ll' < N, (L + ll"ll') .llg(t,q)*s(t,s)

t7



cIrA.prrRE 2, ]}NTRALABILTTE AppRo.KIMATrvE D,EquAltroNs
FR"AC"IONAIA IITE D' EV AI U?ION ST O C H AS T'IQW

- iii) Le sysl;dme stochastique lin6aire est approximativement contr:dlable
sur [0, b] .

Pour chaquer 0 ( t < b, I'op6rateur rr (tI *,ng)-' * 0 au sens de la
tcpologie d'op6rateur frrrte quand a - 0*, tel que

b

vA : / (b * s;zta-tr s(o - s) BB*S*(b - s) rts
o

est; le contrdllabilit6 de Gramian, ici B* d6signe I'adjoint de B et S. (r)
I'adjoi.nt de S (t). Observez que le systdme de commande d6terministr: frac-
ticnnaire lindaire

Df r (t)t : Ar (t) + (Bu) (t) , t e [0, b] , t:,2.2.3)

u(0) : ro-s(r)
correspondant d (2.L.L)-(2.L2) est approxjrnativement contrdlable sur

[0,b] si et seqlement siL l'op6rateur a(al + U'3)-' --+ 0 fortement quand
a -t 0+. La cqntrdlabilitd approximative pour ler systdme lin6aire de co,ntrdle
frractinnaire d6tr:rminisl;e {2,2.3) est une g6n6raulisation naturelle d'approxi-
mation de contrdlabilitri de systdme de contr6le lindaire du premier ordre.

Ddfinition 2,2,,5 Le s'ystime (2.1.1)-(2.1.2) est approri,matieument contr6-
lable sur [0, b] sr; ft 1o; == il' (CI, t, X) od

n('b) : {r(6) : r (b,,u) : u e L!-r([g,b]), t/],
ici L2, ([0, e] , [/) , esl; le sous espace ferm6 de Ifl ([0, b] x fl;[/) , co,ntient

to,ut f'1-adapt6r:, [/ -vzr,leurs de pocessus stochentique.
Le lemme suir,ant est n6cessaire pour d6finir Ia fonction de contr6l:.

Lemrine 2,2,3 Pour n'importe quel fi6 e L2 (fo, X) , i,I er'iste

$ t LN (Q; L'' (0,b; L\)) tel que rtu : Eia * j O At d,w (s) .

0

Maintenant pour torut a ) 0 et, ft6 e L'(Tr,,(), nous ddfinissons la fonc-
tion de contrdle dans la forme ci-dessous

U" (t,n): B* (b - qa-t S. (b - t)
r r ,_ 1

l(cr+,r,3)-' (Eio-T(b)(rs -g(r))) + J'@r + -r,3)-'d(") d,u,(s)l
L' o I

-B* (b- r)'r-rs. (r,- ,.5 j @t+ vB)-'(a - r;e-rs(b - ", (jt ft,u(l)ar)

-8. (b_ t)(t-rs.(b* t1i @t1v|,)-'(b- s;c-rs(b- s)a(s, r(r))d,w(s',1.
0



Lernme p,z.+ n
e Hz , ntluo auons

p llu" (t,r)
I

l

I

', ntt -b llu"
'

;

Prernve. abord,
dtabli d' fagon sim

Fi^"(")tt'd")

u)' m* lbnr + tl i,ll" (") - s (s) ll2 ds

2,2. PRELIMINAIRES

un r€el lirt constante posi,ti,ae telle que pou,r tout r, g

- y (t)lf as (2.2.4)u* (t,y)n' < ffi n tt,' t l

t,r)ll' < (2.2.5)

:fournirons la preuve de l'in6galit1 (2.2.4) peut 6tre
ire. Soit n , A ( f/2 d/apr6s l'indgalitd d'Hiilder, le

M
*'

lemrlre ( )etl' sur les donn6es, on obtient :

El {t,r) - u" ( ,e)ll'<
(b - 17t-t

B"(b-t)
+3.o

+3,E
B.(b-t)

lBll2lqze-z

Bl!2 1n1zu-z

Elln(s)-s

lla;1'161a-'
La de l'in6gali

,, (#r)' K.lrllall' (b)"-' (o#)'
(2.2.5) est similaire d, dle de (2.2.4) et,

u" 
ll

3
aE

3
&

3a
4r
Q4-

Itr
&

a
_a

s

+

s

+

5
on

I,I

Bll21o1zo-z (.ffit)' K1E lln(t) - s (t)ll'

' (0"-'(# u)' mb lbff + tlirll" (r) - y (s)ll2 ds.

s) ll2 ds.

#* toar+
par cons€-

Ll.

(b - r) {ot 
r*,I,3)-' 

T (b)Is(" (r)) - g (y(r))llJ'
t .,-, llt,s. (b - t) I (aJ + rrr|)-t (o - ";a-t 

s (b - ") llo-ll
l' (r,* (r)) trr - j f ?,y (l) ar] as llorll
's* (b - t) i (aI +,I,3)-t (b - r)n-'s(u - r) 

ll

[o (s,r (")) - o (s,y (s))]au (s) ll

" 
("fu)' K1E llr (t) - v (t)ll'

quenl, om$e I
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C:HAPITRE 2, CONI'ROLABNITE APPRAXIMATIVE D'E}UATIONS
FR/{CTIONAIA IRE D' EV OLU:IION S"OCI{AS T'I?UE

2.3 R6sultatsi de contr6ltabiilit6s
Ma,intenant, nous pr6sentons le r6sultat principale de cette chapitre. Dans

cette section' nous forrnulons et prouvons des conditions pour la conri)llabi-
lit6 approximative du s'ystdme de contrdle dynamique fractionnaire stochas-
tique ('2.1.1)-(2.1.2), en utilisant I'application cle contraction principaler, par-
ticulidrement nous 6tabllissons la contrdllabilit6 approximative de syst6me de
contrdle stochastique fractionnaire non-lin6aire (2.1.1)-tZ.I.z) conformriment
aux suppositions que ler systdme lin6aire correspondans esi approrimative-
mr:nt contrdlable, pour tout a > O.On d6finie l,op6rateur Fo : H2 --- Hz
par

F"r (t) : (2.3.6)

Maintenant' nous exposions et prouvons le lemrme suivant, qui sera trtilis6
da;ns la' preuve du r6sultat principal.

Lemm.e 2.3.L Pour tortt r e H2, p.(*)(t) est continue sur fo,bl au sens
d,ains L2.
Preuu,e. soit 0 < f1 < t'z 1 b. Alors pour tout r 

"ft,rer 
tel que $ € Hz, d ltartir-

r (t) (rs - g (r)) + I Q -')o-' s(t * s)
0

fr I
I I f ?, u (r)) dr + Bu-,1s, r) | ds
Lol

t
+l & - ")n-t,S 

(* - ") 
o {s,r(s))dtu (s) .

0

de I'€Etati,on (2.3.6), nous aaons
E ll(F"r) (tr) - (F.:r) (t,)ll' <

r
nlu ue (til- r(r,)) (,o - g(,))1, + i s llnr,,l -t. tt ll^c^'-'

le prem,ier tertne
+ u',ll']

E llg (t,) - r (rr)) t(ro - s (")) ll'
s lll"oli' + K2 (L + ll"ll')l x E llr (tr) - r (tr)ll'

pout" la conti,nui,t€. forte de:f (t) , le prem,ier term,e tend, uers z6ro quand,
tz -- h -+ 0 Ensuite, iI sui.t d,e I'i,nEgali,tE d,L{6ld,er et les hypothCs,e d,u
thilorAme su'iuant
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z.s. RESwrArs DE coNrRAnn+gnrcas

(t,) -il(
I'll

3E ,r (r))_) ,,ll'

f (,,*,,11*) ,"ff'

il'

"ll

,, *) *ll'

(^s (,2 - s) - s (rr - s)) (it ,

^-' - (rr- ")n-r) 
S (t, -r, (/

'' s(r,-", (/r s,,1"11u,)

, - s) - ti (tr -,)) (// g.r(r

((t, -r)o-' - 1r, - ,yr-';'ar)

k)),.11 ,")

,)' i'lli, r,' (')) *ll"'

+3

.(

+

De plus,
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(IHAPITRE P, CONI'ROLABILITE APPRO.KIMKffVE D'E8T]A1:IONS
FR,4.C"IONIfA IRE D' EV O,I U?ION

ll" * ll2
o'llT(r,) - n(,,)ll s

ll rr ll2
n 

ll/ 
(tl -')o-' (s' (t, - s) * s (rr - s)) Bu,o (s,')o'll

ll tr
+- tu 

llt 
(t, -r)n-' - (t, - ")o-') 

s (t"'- s) Buo(r, 
") 

d"ll'

+ 3E llf (tz - ,1u-ts (r, - s) Buo(", 
") 

d"llll" ll

s tfri nll(s (t, - s) - s (r, - s)) Btl* tis;r)ll2 ds
-0

t/ tt 12 /h ' 
tr-s)q-t)'a")*n3 (rffd) llBll' ' (f ((,, - s)o-' - ( /

D'oti I'uti,llisati,on Ie lemme (2.2.1) et le suppositi'ons sur Ie thfurAme nous

arriuons
ll" ' ll2

Ir lln (t') - [I (t')lllls s llll,r ll"
:= 3E ll/ (t1 - s;c-t (S (r' - s) - s (t' - r)) o (s,r (s)) au (s)ll

llo ll -
il r: ll'

+3Elli ((t, -")o-'- (t' -")o-') x ^9(t2 - s)o(s,r(s))0,(')ll

ii " ll'
+ 3E ll/ (t, - ')n-' 

S (t, - s) o (s, r (s)) au (s)ll
llt' ll

:: lL"#iE ll(s (rz - s) - s (t, - ")) o (s, r (s)) ll2 ds
-o

/tt o \ /h ^ \.
4-3Lo (J (,,, - ")n-'- (t, -')n-')'d's)x: (l ttt (r,- s)o(s,r 1s;)ll'zdsr|

134WF ("{k)' iE lls (t2- s) o (,s, r (s))llz ds.

D'ori, I'utflIisati,on de la mnti,nui,t€ fort d,e S (t) et te th€oreme d,e conaer-

gence domi,n6, de Lebe,sgue, norw concluons qu,e le cOtE. d'roi't au-d,essus d,e

I'inEgali,t€s tetpd, uers 26rc quand, t2-t1 -+ 0 ai'nsi' nous mncluons que F" (r) (t)
erst continue d, droi,t dans l},bl .

Un argumBnt si,miJaire montre qu'i'I est auss'i continue d, gauche dan"s l},b].

(it u""(,;")1'



2,3, RESULTATS DE CoryITnanuanrrns

la preuue d,e ce lernme. I

us .montro4s I'exista:nce d'un point fixe d'opdrateur Fi en utili-
rti.n de contraction principal.Tout d'abord, :nous montrons que

h-*(h'2) c l1z. Soit n € H2. De (11.3.G), on obtient

t' 2,&.L Supposons les, hypothdses (i,) et (i,i) sont satisfai,tes. Alors,
I(2.L.L)-(2.L.2) admet une solution mild, sur [o,b].

Preuve.
sant I'

E lltr,rll

En rrtilisarlt les hypothdses (r) et (i,i) et le lemme (2.2.4 ) et les calculs stan-
dard.s,, on olrtient :

E llr (t)[*o - g(")]ll' < M2lll"oll, + k2 (t + llrll')l (2.3.8)

(2.3.e)

< 4[*p. Ellr (t)lr, - s(")]ll'* _s1g. i r ttnf (r)llrl (2.s.7)o<r<b o<t1ti.' :t

elh
3

srrPo<t<b 
o\ru lltlf' 

(r) ll'
/ tr 12

< 3 (#fo ) t#N + ffiLr""l (1+ ll4l',j,)
/ tr \2 .r^

n3 (#b)- ffiilail' #(t + bil,il",)

P'ar cons,6quent (2.3.8) et (2.3.9) impliquent ensemble que E llF*rllL, <
oc' l)'aprds le lernme (2.3.1), For <l r?2. Ainsi, pour chaque cr ) 0, i'op6ruf*rr.
4" de ry'2 d',ns luim€me. Ensuite,, nous utilisons le th6ordme du point fixe
de Banach pour prouven que fi iadmet un point fixe uniqrue dans Fr2. Nous
,affirnxrns que il existe ugr n natu:rel tel que F! est une contraction de H2.
.Pour la voir, soit fr,U € Hz et nous avons

,u ll(F*t:) (r) - (r"s) (r)ll' < 4EL llrr (r) _ rf (f)ll,
.< 4kLM2 E llr (t) - y {ilr

f t 12

'4 f 
(.iFD)" #l"n'ffi + (.ffi)' ffix. (#t)' #+t'"f

tv 11i (t1 - s ft)ll' r

:< 4hM2E ll" (r) - y (t)ll' *, (offi)'
[*+ ttutt' #i * ffiw + ffiir,"] E llr (t) - a Q)1' .
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C ONTROL ABILITE APPROXIMATIVE D' EQU ATIONS
FRA C"IO]VJVA IRE D' EV OT.U?ION ST O CHASTIAUE

nt un rful 7 (a) constante positive tel que

E ll( ) (r) - (F"y) (4ll' < t @) E ll" (r) - y tt)ll" (2.3.10)

tout t € ..I et pour tout r, g e Hz. Pour tout nombre entier naturel
il r6sulte I'it6ration successive d'in6galit6 ci-dessus par prenant le

premum sur [0, b] ,

tout 0
(2.3.11)

) (r) - @Iv) (t)11", 
= ry il* - vllL. (2.3.11)

0 fix6, ponr n suffisamment grand, tb#)l < 1. Il r6sulte

deI swf ,g eto qu'ileri,steD>0 telry,e

(")) ll' + llg (r*(r)) ll' + llo (s, r* (s)) ll' < b (2.3.12)

FI est un application de contraction, de telle sorte que le
incipe de ion assure que l'op6rateur fi admet une solution unique
qui est un int fixe dans .[/2, qui est une solution mild de (2.1.1) et

.1.2). r

2 2 Suppttsons que les hypothCses (i,) et {i,i,i,) u\rifier. En autre,
et'ion
alors systdme (2.1.1) et (2.1.2) est approrimatiaement untr\Iable

Ies f , g et o sont uni,forrn4ment borntus et {S (d) : t > 0} esi

[0, b].

Soi,t 
.

oest un poi,nt fiae d,e Fo. En uti,liaant Ie th,*ortrne d,e Fubini
t peut €tre faci,lement au Eue

a (aI + v)-t (E*u - T (b) fns- g (r)l)

(aI +v:)-t (b - "1e-r 
s (b - ") d/ (r,ro(r)) d,r)d,s

(aI +,!:)-' 
[{u - ';o-'s 

(b - s) a (s, r* (s)) - a (')] d,w (s) .

(b) : rt6

*a

ll/ (',

ur tout (s,u
{/ (r, r"(s)
{/(r),g(r)

€ [0, b] >: Q. Alors, i,l ya une sous suite encore not|
,9 (ro (")) , o (s, r" (s))) qui conuerge fai,blernent uers,
o (s)] du,ns X x L\.De l'€quation ci,-d,essus, noas airans



I

I
I

io -,)'-'ll' @I +*:)-'ll )'
', (Jr (n,*o(r))trr - ir ol*)il^, )
ll" tr.+- v3)-',s (b - E j r ot *ll*)'

:o(b) - 16112

: 
ll* 1"r + ,tl

,ll" 1*r + ol

ff,r-")o-
(
ltl
\ . ll't'-
(i ru - "l*
(i tu - "r*

io -")*' ll
e part, por h
r V|)-1 -- o

* 
':)-'ll <

We et Ia cor
* 0+. Cela t
"(P.1.2). r
2+3.L Pour t

nous consid{
,e de Ia forrn

2.;1. RESUmAT:S DE conITRoT LABILTTES

+8

+8

:,i,,11" 
@I +',PB)-' (E,o - r 1u],,,yll'

-ll 
ll"(b) (g(r"(,)) -g("))ll'

-'ll'lr 
(b) g (,)il'

ll" 1*r 1 v3)-'a f"tll,, a")

+8

D'au

ll, 1"r * *:)-'ll lls (b - s) (o (s, 
"* 

(")) -.,1"yy11;. a")

(ar + vil)-',s (b - "l " (")lll,,0,.

tthCse (ii,i,), pour tous 0 < , I b I'ophrateur
a (aI 'ortement, 

quand, rr --+ 0+ et en autre
I. A,insi,, d,'aprd,s le thfurCme d,e unuergene, d,omin1ell"r

quand, a
de (2.1.1)

exemple
pr€c(fi,ent,

"Dl* (

r (t,0)
r(o,z

orb

*1 _ B2e(t,z)
tP) - -T
= c (t,1) :
* ns(z),

0,0<g<

,tE d,e S (t) i,mpti,que que E ll**{e) - f6ll2 _+ 0
: la possi,bi,l'it1 d,e la contr\labilit| approri,rnatiue

let resultat th€ori,que Etabl,i, d,ans Ie thLorEme
ce qu,i suit un systdme fmeti,onnaire d,e contrille

t
tt(t, z) + I i G,r (s, z)) d"s * 6 (t,r (t, rD W,0

te[0,b],
e [o' 1] ' 

(2.8.1s)
; ,;t(t) est un mouvement brovrnien d, deux faces ei

sur I'espace de probabilit6 filtr6 ({^1, f,p) . pour
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'HAP 
rr RE 2' "{rTff;#ffi ;i'J.;ir

,6crire le systdme ci-dessus dans la lt'T" abstraite *:^(?'t 
t) ' soit X : E :

rJ : L2[0,11. ouo"l'i'"ou]"i"* A ' r'f,filii"- l''ta'rl p* Au : ''r" avo-

L ao*"i* 
{w € x.,:, r,), r,l, sont absolumenl; continue' u" € x el

D{A): L(o):o.r(t):0}

,4a : f-n'(r,'n)u)n) LJ e D (A) 
'

n=l

ori u.r,, (r) : tfrsin (ns) ,TL : 1'2' "''est l'ensemo*^*:*nal dr: vecteur

propre de A'1' 
"t-t 

\o#" *'*" que A engenLdre un semi-groupe a:nalybique

iornPt"t {S (t) , ' 
> 0} Dans X et

S (t) ur : i '-n" 
(''urn) ur"' llS (t)ll 3 e-'

rL: !

pour tout t > 0' Su:r tout' l'op6rateur '4*e* 
donn6e par

Aiw: i *(r, u'tn)un
n:L

Avec le domaine

n ( nL\ : {a €x, i n(u,an)un}'
"\-- / ' ,r--l

Lt

D6finir r (t) (z) : n (t, a ,lt (s,n (s, z)) d's: 
Jf 

(t' r (s' z\) d's 
'

o (t,r(t,r)) :6 (t,r(t,z)) et s (r(t)) (') : fr:u*t"tu)' D6finir I'op#
ft:1

rateur lin6aire born6e B:U -+ X par Bu(l;)(4: tt(t,'),012lit'u eU"r'

D'autre part, il peut 6tre facilement vu que le systdme d6terministe cle

contrdle fractionnaire lin6aire correspondant d, (2'3.13) est cl'erliron contr(l

lable sur [0,1] . Par cons6quent, avec les chLoix ci-dessus, le systdrne (2'3'13)

peut 6tre C"rii" de la forme abstraite (2.1.L) -(2'L'2) et toutes les cor:ditions du

th6ore** (2.3.2) sont remplies. Ainsi d'aprds le theordme (2.3.2)' le systdnre

fractionnaire de controle stochastique (2.3'1-3) est controlable aproximatirre

sr:r [0,1] .

Remarqiue 2,3,L La th€ori,e et t'appli'cati,ttn d,'equati,ans d,ffiren',Li'elles d' ne-

trtrd, forment une parti,e importante ilu dSlnarni,E re non ti'n4aire modernes'
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2.Jt. RESULTATS DE co.nl-R Anndanrcus

AnL cours d,es d"erni,cres ann€es l'1quations d,i,ff€renti,eues foncti,onnelles ont
uttli,s€es pourTnod1li,ser res processus d,ans d,i,ers d,oma,ines *els qae la popu_
Iati,an dynamique et I'6.cologi,e, l,a physi,olog,ie et d,u mEd,,ecine, d,e l,&nnomie
et les autre sciences naturelres. cepend,anrt, d,ans res d,o,,maines appr,iqu€.s, resystiimes d4termi,nistes ne paraii.ennent pas d, capturer l,,essence d,es fl,uctua_t'i'on"* du s'i"tuati,on rfuIl'e, et ,it fa;ut plutlt ewsi,sager les moddles rles prornssus
stoch,asti'qu,es. Dans ta plupart d,es rnoddles d,e d,onnFns et d,es par*mitres ,ini_
t'iatn: sont soum'is d, des perturbo,ti,ons al€.ato,ires,or) les slyst}mes dynarniques
elles*m€.me;s repr€sentent d,es pr.ocessus stochastiques. ciela cond,ui,t d, l,era_
rne'n d,e retard d'€quati,ons d,i.ff6'renti,eWes stochasii,que. Ai,ns,i, d,ans les pro_
blimes concrets, d'es mod,cles stochasti,ques (rl)ec d,es retards sont ,i,mpor.tants.
Cependant, pour les mei,lleurs d, notre conna,issance, aluuun rEsultat eristent
enco!"e sur le contr\labili,t€, approsiynati,ue pour les 1quatiow d,iff1rentielles d,reta,rd stocthastique fracti,onnai,res. Apres auoir effectuE ,quelques hypothises
appn,tpd4es, en ut'il'isant les 'id,6es et les techniques d,arc cette ehapitre, onpeut €tabli,r'les r1sultats de contr1tab,ili,t€ pour une classe d,equati,ins iffi_
renfielles d, retard stochasti,que fractionna,ires.
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Chapitre I
Comporterrrr€rit asynnptotique
des solutions dt6quations
stochastiques
int 691<l- frarct ionnaire, abst rait es

3.1 fntroduction

ce chapitre est concern6 avec l,existence et l,,nicit6 de solution moy,ennecar:r6 presque asymptotiquement automorphe d'ilquation stochastique frac_tionnaire sous la forme suivante

d,[r (t) - f (t," (r))j : jg A[r (s) _ f ls,r {s))} d,s d,t

+g (t,r(t))d,w1(t), u, 
-"0,' 

L ' r \-7- \"'ti 
(8.1.1)

r (o) : uo#,

Ot 1. < a I 2, A , 2(,4) c Lr(p,f/) * Lr(p,fI) est un op6ra_teur lin6aire dens6menl 
.d6fini de type sectorier sur un espace de Hilbertt2(te,!r),wt(t) et w2(1;) sont durli *o,rr"ments browniens standards dune dimension d6finie sur I'espace de probabilit6 filtr6 (O, F,p,n), Oi.f., 

_ ,= 
,l,W1(u) -Wr(o)-; u,u S f], et z6 est un .Fs_adapt6, l1_estim6 va_riable al(iatoire ind6pendant du processus de wien"" ntr. on suppose J, et



3,2'. PRrtLII,{INAIRES

I sont des fo:rctions appropri6s seront pr6cis6es ult6rieurement. L'int6grale
de convo.lutic,n dans (3.1.1) est compris dans I'int6grale fractionnaire de
Riemann'Liiouville. Nous remarquons que I'ordre peut €tre fractionrr6e
cc'mple>re de point de vue des math6matiques pures et il est beaucoup d'int6-
rdt dans Le d6veloppement de I'analyse th6orique et du m6thode nurn6rique
au 6quatiorx; fractionnaires, parce qu'ils ont r6cemm.ent av6r6.e pr6cieuse
dar,n.s divers domaines du scienc,e et g6nie.

Le concept de fonction est presque asymptotiquement automorphes tout
d'abord irrttoduit par NtGu6rdkata. Depuis lors ces forrctions sont devenues
un grand idt6ret pour plusieurrr math6maticiens et beaucoup de d6veloppe-
mrants et rapplications acquise.

3.:e llrdliminaires
.Dans ,celtte section, nous irrtroduisons quelques d6linitions de base, les

no'tations, et les faits pr6liminaires qui seront utilis6es clans la suite.
'Iout tr,u long de cette chapitre, {H,ll.ll, (.,.)) repr6sente un espace d.e

Hilbert r6'el s6parable. (f,), f , P',1 d6signe un espace de probabilitG cornplet, et
L'(P,iI) repr6sente I'espace der tous les .F/-valeurs r rm,riables alGatoires tel
que

E ll*ll" : / ll"ll' dp < oo.
o

Nc*,ons quLe -L'r (P, H) est un espace de Hilbert 6quip6 d.,e la norme

(3.2.2)

(3.2.4)

il*tl
lltull2'- , pour chaque :x € L2 (F', H) . (3.2.3)

on note co (R*' L' (P,H)) la collection de tous processusi stochastiques conti-
nue d6limiit4* p de iR+ dans L'(P,fI) telle que liml*1""Ellp(t)ll'=,0. De
rn€rnre, Co (R+ x L2 (P, H) ; L' (P, H)) repr6sente I'espa,ce continue de pro-
cess,us stor:hpstique ,f ' 

R+ x Lz (P, H) - L, (p,f{) tel que

,I*, E ll/ (t, r;11'? : s

rrn.ifirrm6rne{rt pour r € /(,ot I^{ c L2 (P, H) est tout s,cus-ensemble born6.
J)e plus, I\h (t') ,Wz (t) sont des mouvement brownien unidimensionnel. d6fini
sul l'espacre de probabilit6 filtrt! (fi,F,P,f), oi

jtrt: o {lvl (u) *Wt(r) +W2(u) -W,(u);u,u 1t) .

(J tt,tt' or)r
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CHAPITRE 3, COMPOR:TEMETI? A.gY.4,fP TOTISUE DES
s o Lryyf):t s D' E au,t rror,,s ii o C ; ;H;;A;;,rx r n Gno - p n AgreMvqrn E ;; ;; RTnTs

3.?.1 Op6rateur.s lin6aires sectorielles
pnL op6rateur lin6ai::e ferm6 .4 est dit sectoriere du type de c.; et l,angle

5"ililr::lt:h: 1ir7/2, M > 0,f, ' . R reue qr" 
"u."**i"te r6solr^,nt en

w * So,: {, *) : .\ e C, largli_f)f < Oi
et

ll(r-c)-'ll sM,/l)-rl ,Af w*sa.
?9fttlq" 3'2.L soi't -A un opErateur .fermE et [inEai,re auec r,e d,or,na,ineD l:,4) d1fi,nie sur un espoce d,e Banach x . Nou, olrputo,nr-i re gin€rateur d,,unoptir!,teur de soluti,on s'il er,iste a.r e lR et une iiV""U"* frrtement cont,inue
*' Bu --. t (X) ter que: {}* : Re{.\f>,} c i@} ut"i"_,(}* * A)_L r :
f,u-^ft" 

(t)rdt, Re()) ).e, n € x. Dans ce m,$,s_(.) *r appel6el,op€ra_

!1'v: Ia solut'ion g€n€r,e par A. Nous notons que si, A est secto*ie*,e d,utype {'ea auec0<0 f "(t-*,/2), pui,s A estrtz gEn,rateur d,,unopErateurde tla solution propos1e ptzr

S"(t) : : (1 /hri,) fe^tS"-t(). _ A)-r dA, * > 0,

ott, ,y psti un chemi,n approprie si,tu€, d, I,e:rtErieur d,u secteur w -f Se. R&:ern_rne,'t, il est prouu, que si' A est un op€rateur d,e t,trpe sectorier d,e w < a po*cer-tai'lt's M > 0 et 0 I 0 < n (L - a/2), alors i,r e*i,sde un c ). 0 constantetel roruf.

lirr,(4lt ,#ffi,,>0. (3.2.5)

3'2"4 Moyenne-q'adratique de process's presque asymp
totiquement; automorphm, -

Nlo]rs rappelons quelques faits de base pour un processus pre'que asymp-totiqu$ment automorphes qui seront utilisees dans la suite.
Ddft:nifti<rn 3.2.2 rJn procnssus stochastique r: rR --+ Lr(p,H) est d,ite sto_chastidr!,ement continue sr,

!]*E ll" (t) - r (s)ll2 : s
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DQfiinit'iotz 19.,2.9 [rn processus stochastique stochasti.quement continue r:

- R' --+ 1,2 (f',11) est dite moyenne carrde presque automorprre si, pour
r:haqrue suit;e de nombres r"$*{Sl1!r..a, il existe une sous suite {S*}r.* et un
llrocessus stQchastique y : IR --+ t\2 (p,fl) telle que

lim E llr (t + t") - y (t)ll' : 0, (3.2.2)

lim s lly (t - s") - r (t)ll2 : 0.

erst v(lrifier pQun chaque t e lR. Le collection de tous les moyenne carr6s de
pt",:,r:Aubophastiques presque automorphes r : lR. --+ L2' (p,H) est d6sign6
p>ar AIA(R;ri (P, /1)).

D6finition 3,.2.4 Une foncti,on,f , R x L2(p,H) - .,L2(p,H),tt,r) -J'(t,a,) , qas'i est conjo'intement continue, est dit moyen carr€ presque o,u-
trormorphe s'i f {t,r) est une rnoLten earr| presque automorytrze d,ans t € R
u,n'if'orm€men[ pour tous x € k , ad k est une part'ie bortr,6e d,e Lz {p, H)(i'est-d-d,'ire, frou,r chaque su'ite d,e nombres rcets {st*}*.s, ,iI eriste une sous-
s'uite {Sn}nr=p ct u,ne fonction / : R x L, (p, H) - L, (i, H) tette que

rim E llf f, * sn,r) -/(r,r)ll : o,

rirn .Ellf O - sn,r) - f (t,dll : o

pour chaque t e lR et chaque r e k. On note pw AA(IR; tr, (p, H); L2 (p, H))
I'ensetnble de Votttes les foncti,ons.

Lr.rnrle 3.2'X (AA (lR; 12 (p, H)r), ll.ll*) est un espace de Banach Equi,pi, par
la nor',me

llrll." :: 
::'# ll" 

(r) li, : ::H 
(" ll" (r) ll') * ,

(3.2.s)

(3"2.e)

pawr t e ,41 (lR; L2 (p, H)).

f,,rrm:rne 3.2.2 Soi,t f : lR. x Lr(p,H) - Lr(p,H),tt,,r) -* f (t,r) est
ur, m\oyenne cg,rree presque mtoraorplte, et supposons q,e / (r,.) est u,ni,_
fo',rm1r'aent aotpti,nue sur chaque sous-en^senxple bom6 rc i rtfr, a1 

"o6o,mEmp.ntt pourl, € iR; c'est-d,-di,re ltour tous e ) 0, i,l eri,sttz d > 0 iel su-e r.
y t=k etEllr'.EIl'<0 i,m,pli,quen,t queEllf (t,")_ f (t,s,)llr'<r;;;;;";;
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CHAPITRE 3. COMPOH|EME,IIT ASYMP YATIQUE, DES
s )LUaIIONS D' EQtf ,|TION S S:rA, CHASTI:QUES

€ R, -Alors pour tout rnoaenne quad,rati,que d,e procestus presque autonzorphe

: $ - L' (P, H), te processus stochasti,que F : IR. _- i, tfi, U) tlanny par
(.) ': / (.,, (.)) est u,n rnoAenne carcEe presque automorphrz.

IN T E G RO -FRA C,NOAII{A JRE ABSTR, qIT E S

dlinition 3.2.5 Un jorocessus stochastique atntinu,e,f ,lR+ -- L2t!"p,H)t di,ite moyenne carr€'e presque asym,ptoti,quenzent auiamorphe s,i ell'e peut
tre dl,Ecompos€e comrne f : g + lL, oti g e AA(IR+; *(p,H)) et L e
b(R-F; L,(P,H)). Notons par AAA(fiR+;t2(fiAI la'coil):tion d,e toutes
,s rTt')yennes co,rc^es a"e proeessu,s pr.esque asym,ptotiqztem,ent autTmorphes
: nR+ ---+ L2 (P, H).

t6fin:ition 3,2,6 Une fonction,f , jR+ x L2(P,H) - Lt(]r,H),(t,r) -li',t,r)t, qui, est conjoint'ewLent continue, est cli.t ncoyin, carcee'Trresque a'grnp-
t'iquement autornorphe s'i eile pe*t €tre d,Ecornpos*e ,.o* ,i y : g + i, it
€ A,4 (R; tr, (p, H) ; L2 (p, H)) et h e Co(R+ ); L, (p, n) ; iz 1e,"u11.'ao_

ptzr AAA (lR* ,. Lt (p, H) ; L, (p, H)), l, ensemble d.e to,us, ces .fonctions.

3.2.3 Si f , h, et f2 sont tous moyennes rnrv4s de processus sto-
alors :pres que asgmptot'iquement automorptt es,

) h + /2 est un moyen ca*6 presque asympt.tiquement automorphr::
1I) )/ est un moyen carr6e presque asymptotiquernent a*trmorphe pour

tout scalaire );
II) Il existe une constante M > 0 tel o"u 

iJily 
E llf (qlf < M.

ne 3.2,4 Supposorzs qry f =-AAA(R*;/,2 {p,H)} aclmet la d,Ecompo_
J' : s * h,:! _gj A/ (ry L, {p, H)) et h e Cs(m+.;z li,p, u11. .Alors:reRlcTTO;,€RTT '

llraire 3,2.L La d,€,,compos,it,ion d,,un wloyen carr€ de pro(:Essus presEue
t'iquement autorr,t orphe est unique.

rn:me 3.2.5 A,Aa 1m+. L, (p, H)) est un espa!,ce d,e Banach, quant ,iI est
tip4 tle Ia norme

ll/lleaa6*,r,2p,Hq::;Ifiii lle (t)ll, + 
i#t liu (r)lll

f : g +h €,4,4A(,R+; L"(P,H)) auec s € AA(R;tr2 G,,H)) et h €
(lR+;tr, (p, H)) .

(3.:].10)
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3, 3, RESTIILTAI?S PRIATC-JPAtrES

2,6 AAA(R+;tr' (p, HD est un espace de Ba:,nach auec Ia nornl,e

lUli- ,: 
;11 ll,r (r)il, +,:.;y(E ll/ (,)ll .,); (3.2.11)

Irenn:me
uni,Ji

J'orn"ttime
80uEt-ense

fleIr[Oe

[0, +,r) -r({}) :4
tiqlue

,:T S"rj f e Ae(tR.x tr2 (p,H);Lr(p,H)) et soi,t f (t,r) estznt c:ontinue dans tou.te sous ensLmbte'born*.e k c -L2 (p)fr:, unl_
::.:""::^::P-_ !yyt-11,r) est uni,form1ment continue dans tout

f (t, r)
ntErnent
t,4l[1'nR+,

maintenant la solution mild de concept suiwmte (g.I.1).

D6ft:niitio 13.2.'7 Soi,t So(t) est t:tn op,.rateur d,e solution int,grable su,r

L:Z (P,

bornd k c .L2 (p,hry u'ni,form€,m"nt p,ourt r€ lR.

,r),:,s* 
(t) l"r# - f (a,"r#)l + f (t, r (t))

S.,(t:- s)g(s, r(s))d,W1(s), , > 0.
(3.2.12)

ultats princi.pales
sr:ction, nous 6tablissrcns l'existence de moyeru]e carr6s de soru_

i1i,:I1oj:1i-oi:T"1, lutolornhes du probld_" (3. r. r) . p,,,,,
c'eleu, nous besoin des rdsultats techniques ,,rirrunt..lbut d' , :nous listons les h;rpothdses de base.

(Hl ) L,
n1 >0e't0

il.t3 soi,t f e AAA(JR+ x. L, (p, H); L, (p, H)) et supposon^s gueu,ni,fttrm*ment conti,nu,e d,ans'toute'born| k c trz tp,H) uni.for_

l{i, F,fl. 
' si' u (t) € AAA(rR+; tr' (P, H)l ,1tio'}i ,i.li .

) avec g6n6rateur ,4. Un plocessus stochastiqu e fs_acJ.apL€ r :

;?'(:',!) est appet6 une solution mitd du p'ohrtAme (S.1.1) sipI t:st fs-mesurable et r (t) satisfait l'6quation int6grale stocrras-rondante :

I)anrs

ti,orr mild

rateur,4 est un op6rateur sectoriel de type cu < 0 pour certains0 < r (L - a/2), et ensuite il existe d , O te,[ que

lls* (4 tt < yffi, t ) a, (3.3.13)



CHAPITRE J. COIVnOKTEMEDT" Asytdp TOTITUE DESt o 
",y#f# o, n ru t+r r o* s s r o C n i7iiq"i n srw r p c no - p n Ac,IrqSBSg ;; ;; ;"yn?s

f:ll):"1'op6rareur solution engendrd par A.
J.1? 3 ronction {,:!!o1u1;1iie H'1 ; trz (p, H)):tron continue et dEcroissant e L r : [0. _

cNue r > 0 et pour r';, ; il;llt Z',, [Ui,f] ; [0' +m)
et il existe une
telle que, pour

(3.3.14)

(3.3.16)

(3.3.17)

E llf (t,r) _ f (t,y)ll, < Lr t) E ll* _ yll,

[t] llp"crion s ,=,!A!(lR+ x Lt (p, H);Lr (p, H)) et il existe une;ron continue et non d6croissant. ," , i0.
{re r 2 0 er pour tous .E ll"ll, < ,, E .lui{:?, 

* to,*oo) tene que pour

tous I e lR+.

rrtoustelR+.
(tlt4) Nous avons

E llg (t, r) _ g (t, y)ll, < Ln ?) E ll* _ vll, (3.3.15)

*?' la-;q - ##+ - w' ";tii#'#^* 
- 

^"J'(t* @+ilruty*ffiffun,

ll,s" (t)ll' < ,1, (t) Vr > o, rj11,/ (r) : o,

" (t) est l'op6rateur solution engendr6 par A.

3.3,L Supposons que I'hypothese (Hl) est uirifi,er et soit

e AAA (lR* x L, (p, H); L2 (p, H)). Si F, esr ta foncrion d.finie par
t

F (t):: I,s"(t _ s)/ (s)d,W1(s), , > 0,

F e A (R*;tr, (p, H)).

(3.3.18)



_l

I

I

(}l)

et

lPreuve. uis
jf:gt or)L g €

]v (t)

r{ (t)

I)'abord,
suite arbi
sous-suite {
g

v6rifier pour
pour cha,que

m6m,e disbrib

tim Ells(t+s")_s(q!12

iimEils(t-s.)_s(qllz
: o, (3.3.20)

:0

3. 3, RESWTA.TS, PRIITCIPATES

' frIK.ffI' r!, f,fJ; :?; (il,r5! ill,gii*:; *"
t:: Is*(t-s)o(s) t

- . , d,tvr (4 + 
/s" 

(r _ 
") 

h (s)t dtar, e1 (8.8.19)

f a /, O:= 
_J 

r"(r-s)s(s)ctw1(")_ j&(f _")g(") d,wt(s)
t -oo

*/"" (r - ") h(s) trWl(s)

c(t)+H(t),

t
G (t) : j*s"(r * 

") s (s) d,w1(s)

0

-f S, (r - ") s (s) at,W1 (") + /s* (r _ 
") 

h (s) d,W1(S)
o

s rnontrons que G (t),€ AA(IR;I, (r,ID^S<rit {sr,}*N uner: rles nombres r6els. A.lors n I gl(it,'i- 
\y, H)), il erciste une_,lrrr,ryde {s/r},en tel que pour un certain processus stochastique

rusr f € R. Maintenanrb, soit^ fu, @) * Wt (a +_ s,") _ Wt (sn)ri .R. Notez que W, est aussi un mouvement b:rownien et d Iaiorr que Wt. En autre, si on suppose

t
I

G (t) : J t" (z - 
") s (s) d,W1(s) 

,
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CHAPIT.RE 3, COMPORTEAIEAT? ASYMP TOTI}UE DEStoly#!!:^opq*19?^rssro-CnaJnqT,*
rw rn cna - p aAc'ryqiungna a*A;E;;

d'apr6s un changement de variables o : s_ s. r on obtient

tll*aasn)-aoll 
(3.8.21)

ll t+".: 
"ll I s*U+ sn- s)s(s)d,w1u, - js*(, - s)g(,) o*,G)llll-t

II i 
-oo rl

:= ,il 
l^s- (r - o) [g (o1 s,") - g (")] dw, @)ll'r|-* 

ll

, clonc l'utilisation der la propri6t6 isom6triqr:e d,int6grare stochastiqueto, on a les estimations suivantes

"ll*A*,,,)-d(,)ll
/tns, ( | lis, (r - o)[g(o * s,)-e1"1111r.ra)
Lt.t

t

(3.3.22)

('

t

:Sa llg (t-r s*) - i U)lf I -Llrl

M
77
\0

C
:lwl - o)*

rem ,,- \- , _rlr o 1")il J FTlal;ry.4s

\ --- 
"'t'ef4 ::'#E llg (t +'") - s (t)ll'

par (3.8.20), on obtienl; oue j$ ,ll, tr 1 ",) 
__ C (r)ll : 0 pour chaque

: i:::i:j:::::'r"'::: :::l::mon'1rer 
n.':"s u 

lle u- s,.) - G e)il
0 pour chaque t e tR. ,Ainsi, nous concluo,ns eTl.g"d? li fn, r, (p, H))' 

'll
ite, nous montrons que ff (.) e Co (R+; trr fp, a.fi il"J;;t; Co (tR+; L2 (p, H))



I

3, 3, RES'rLTATS PffNCIPAIES

&, (, - s) h (s) d,W1(s) + I! s"(r _ 
") 

h (s) d,w,1 (") ll'
- f* s, (r.,_ ,l i Al d,wr (s) 

ll

's,,p,.p* E llh (t)ll' 
{:'@1ft;yas + J (c M)2 ,, [o* 6f''yd,rlrpr€R E lls (t)ll' [f uL' ,

'sltp1Ep+ E llh (t)ll' If [+l#Eras + J (c M)z € ,ff 6qjpyas$up'cR s llg (t)ll'.ff 6ffia'
, (rop,*o* a lln 61f' r' 6t**rtlrt" * s'p,.o ,s lls (t)llr) .

t:U,jlf:T".,l,asserriorr puisque e est arbitraine. Rapp".r::"t -t:JF (,t) == 6i 1
Yus-Fl{ (t) pour tous t ) 0, ,ro.r" obt"rrons F (t) e AAA{R;,F1a ,41

b tr:1min6s. a

ly' t")' est int6grable sur [0, *), pour tout a > 0 suffisamment:iste une constante ? > O'je t.fru 
"""tu que EllniJiF! , *F lwl s")2) d,s { epour. tous s } ?- Alors, pour rous t ) 2?, nous

<le voire que, par desrarguments similaires d, ceux de la preuve
1), .nous avons le r6sultat suivant.

e,t L/ (1"

petit, il
Jf $ttt
obtenons

.La preuvo
Il est

du lemme(

Lennme i3

f <=.A.A

i2 supposons que l, hy;pothEse (HS) est u1rifi,€ et so,it

(R*;tr' (P, H)). Si .F est la fonction d6finie pa,r

r>0,

,dlors F .4.4,4 (lR+; L2 (p, H)) .

, nous sommes pr6ts d,6tablir nos r6sultats principals.
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(t) : | ^S., 
(f - s) / (s) d,W1(s) ,J

0

(3.3.24)



CHA?IT,RE 3, COMn1RTEI|IEN? ASyMp ]:aTIQuE DESt O",YXPX o' n nqilT?nrs srccna J iia1i nr*rscno_rnec:gq{i{4rnsABiT"":rr?s

n()oreme 3'3'L supp'oEons que (H1)-(Hl) sont uiri,fi,E. Abrs il er,iste e >te,t, que pour chaque

""ry! € B, (0, L2 (p, H,)) ,

e:rrlte une solut'ion mi,ld m,oyen carr| uni
"n'&!,,,(.,;,:#F)d,up'robtente(s.1.ti,"TrEi,Yf #::X:{"i':'f ,:#Wf :

dt

vei. Nous d6finissons un op6rateur non lin6aire l, par

(3.3.25)

(3.3.26)

soil

fait

=. {" € ,4,4,4 (lR+; Lt (p, H)) : r (0) : uo*, gff, n ll* (t)ll'( r, f ) 0)

f:;)[? :,f ; t' Ilzff i,',5' TYJ 
+ r ('i'r ('*)) +

rc'ro, nous monrrons qyI l4AA(m*;11(plfit))) c AAA(JIR+;tr2 (p, H)) .

:1,:1",T:.:# j"@l;:I:'^:\;111T':;"j'o'"*rui j"a.,rr"r')r*,i?
t, rlous en d6duisons que yr est bien d6fini 

"t *orrtir.rru_ D;ilrJ ):i#="t";116, nous pouvons choisire un sous-ens"*!1.- bor,ne.e w i" *ir,Fl) tel que

J,J,_t:^:T',,::1,"::51 ir_r6surte 
a" 1nz1_1u3) quel*".du.o f (t,*)(c r) sont uniform6m,ent continue sur le sous-r*nser*br* o"r.i""T l#dl

::l:trl,lt 1,:,O*.En autre, de Lemmes (g.2.8) * 1r.r.tj.r on tenantqrt'a (H1), il s'ensuit que yr e AAA(Ri;tti!, Ai. vr"i*"nanr par
), il existe une constar:Lte r ) 0 tel que

@ - ffi - @r1/ J:;tl#!dit -^"t (t * RW) M1+ le_!l#@r4

[l "( '\ < 1' Nous affirrnont que l'affirmation es,t 
'alable 

pou.' s : .lr enso)t ,uoM e B, (0; L, (p,ai;. nen,rJ-t,"rp*"*

rrir; l) est un sous-esp€we ferm6 de AAA(IR+;12(p,fJ)t . Dr plus
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<3

<6
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qure Y,D f

6(c

Ensuite,

:s6(
-t6L

r,.lJ
:< 6(

' 
6(C.

3. 3. RESWT4TTS pRItfCrpALES

It. Si r € D et I € JR+, nous avons que

") 
(t)ll

;1,,*9]::rlique 
que tt.ll(yr)(411, s r pour rous f > 0, ;":#j

(3.3.27)

. Ensuite, pour compl6ter la ir""*, """" a"** "Y(.) est crxtraction d" , dJ;;: il"(3:r?li'lT*"ilffi T;J**' 
n""

que

ffi_Er:ffitue!_.\r)o

)tt * I-l-'/" (t - t/*) nLn ?), _ ,*asin(r/a) ' '\' '

(3.3"28)

6; (C

l\ul;rernent

!,!W/*)n
asinQr/a)

(3.3.2e)

;llrt 
(4 ["o# - f (0,""#)]ll'3 sa ilf U,,(,))ll,

ItrJ,; 
S" (t - s) g (s, z (s)) oW, @ll

t,',:u 
)' J:,1,", "Yll' ̂ : 

)q 
ll r (o, u:, ry1 n1

llf Q,;ftD- /i,lol * i'(r,'o),lll" 
o' "

(Ii ttt" (r - ') s (s,r1,;1y11, as)
,,\,rAr+6 (cMf uttt to,i"#)il,
(,r)', * 6 suprcnq+ E llf r('t,o)ll, + a (A'wy
,tl , 12
l,ireir,=o' )- t, (r) ra',s *,t (n rt=il' , iln(s, 0) ll, dsl
t Al\2 l* L R l/1 rr,r\2 ^, lg1 !,:: ?,Qur Mt,* 611ft)r * 6Mr
'Jul ,' .\!-L/a)^ lI t_oe;rnvt/a) ,-rr,)r*Mol

6Ly Q)

39

Ln {r) + 6^(cM}2 < 1 (3.3.30)
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CHAPITRE g, CAMaORTEME?TT ASyMp TOTI}UE DESt o t 
YSt:# o' n n Yf I? Y s s r o c n i3i6u *rvr E c no- paAcTro^r{4rn E ;; ;; ;"Yfiffi

toute 0, A g D et f ) 0, nous avons :

o ll(Yr) (t) - (vy) t:,t)ll,
S 2E,ll I ft, r (t)) - f (t,, y(D) ll,

lr!-llfi t"(t - ") [g (",*(")) - s (,,yf"lltr:rry,(4ll'
:i 2Lr (r) supren+ E llr (t) - y (t)ll,

\'..Yyf# ("tt=r)' * ulltg(s,r(,)) * sG,a(s))ll,ds
11 zLy 

-(r) l]Lren* n llr (tj - a U)ll,+ffffii LIv)* of,=u* E llr (t) - y (t)ll,
:= fzr, Q) 1 2(cu)'kw*t,, 

?)l x s'p,€R+ E llr (t) _ 
U (t)il, .

Ainsi, nous obtenons :

llY* _ ur11*

: 
'1,il1 

(E ll(yr) (t) * (vil (t)ll\'t,

(3.3.31)

(3.3.32)

s'lte de (3'3'30) q"l. y est une application contractant de D. Donc,

f ::::r.1.", 
d'applicationl clntra*#", de Banach, nous attirons une:rluLsion qu'il existe un point fixe unique r (.) pour y Dans _D. Il est clair

;'j":trfl T:y,"l 
carr6 p'rssque as5rmptotiquemerri automorphes cre solutiond de (3.1.1). La preuver est termin6e. l 

vsuv'rvr'rr'Du*s.,ruLlon

:::T:*r,:i1Tl :',r 
p-y. d l,aide des 6tapes simitaire d ceues du tadu r6sultat pr6c6dent, arors on donne res dritails.

L^
Ll'.

un
8U1

iorcrne 3.3.2 Supposons que (H1), !H3) sont u€ri.f€.s. Si, L7 $) : L7 et
n 

":;; 
!,' ## "':M 

= 
",3',t: : Ic 

u 1; 1- ; t r " 3 * i i"l 
" i t " sin (n I a) <ai,ors pour a# € L2 (p,H\ tt i*i,t"'""" ),nruJn"'*:;;';:;:;"Hu'

rcrej' presrue asymptoti,quement automorphe * (.,ua#) du problcme (3.1.1)
[0, -) de telle sorte r (a,o"W) : uo%..- 

\-' *u dt / ww Pt

ror.me 3'3'3 supposa'ns gue res hypoth€ses &rq, {Hs) et (Hs) u,rif6s.
lry")r:, :&"t-tZV)j,!n 1o"T 

toii , > o ei r,1 +'rotloit, '. Lf 2 Atorstout u,IX2 e i, 1i', H) ," i e*iste 
""" itirir;h;;;rX;::;;1u"":*""
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Donc

Ce ,qui

preswe

[0,,x1)

.Prernve.

(

]D'

rn6nre

Or,r

eEg,
borrrL6,

r(t) e k
f (t,r\ et
k urri
et; sn
E.nsuite,

dans lui
AA,4 (R+;
avons

ll t'z) (t) - (yd @ll,

3. 3. RESWT}TTS PRIITCIPAIES

eVr'nptoti,Wement autotnorph:.., (.,"o#) du pry6[[p*e (5.1.1) sursorte que x (o,uoff) : uodt#z.'' 
" dt

l'op6rateur linGaire }/ d6finie par
' 
):! [? i ! :tu,,,Y.T,, o{,!,ui, ffi } + f (t,n(t))

>0. (3.3.33)

, nous montrons que y associer A,4,4 (R+. L, (p,fI)) vers lui
t x e AAA(IR+;tr, (p,.H)) parrir des propri6t6s de{S,* {f]}rro,.f
;f,*:: :;:,:i.:"j .fl"; ou1i * J",,,,""e. Depuis r (r) estpouvons choisir un s,ous_ensemble born6_ n ;;; ti;r;i#i o*
;* ji:1j....T,-, 

11 
*."lte de conditions (H2)_ (rr3j;; i* ;.,*(1, r) sont uniformennent continue ,* ,';'il;?#;r:t;:H

':;Lff:'r: l,?S.,,'-T: j:l':: Les remmel (e.r,s) et 6i.e.z;compte de (Hb), il s,ensuir que yr . aaliml,r\i,"ijl
=K];T,,:l^:. :::^::",."l.""action g: #4aR 

nt $ii,-nll:ne. Notez que nous a\/ons d6jd prouv6 f4;iny)rftri'riff,l'(P,H)), de plus r, lit € eie-6*;i2'1p,H).,1 et , ) o, nous

E

f

sl
+2
<I

(3.3.34)

isupr€R+ E lln (t) - y (t)ll, 
"ff <[ (s) d,s

.1 
'r 2Ln llllirl s'pr.e + E llr-(t) - y (t)ll,

l'a - Yyll* : 
;tt (s llT*) 0 _ (vy) (t)ll',)'/, (B.B.Br)

que Y est une contr:action sur ,44A (lR+; L, (p,.EI)), par lerns contractantes de Banach, ), admert un point flxe

, 
,,ll.f .(t, 

n (t)) _ f (t, u (r)) ll,

[lJil 
s" (r - ') [g (r, * (r)) - s (s,y($))] dr4l1 (s) ll,

,,r supl6p+ E lln (t) * y t:,il1]2 rl

4r(t -- sl nllg (s,r(s)) - s_(s,s(s))llrds
;,s'lrpl6nq+ E llr (t) _ y (t)ll,

principe d'

4L



4

ti,quement automorphe de sorut'ion mitd, pour re syst€,rne stochastique
i.el partielle d'a'rdre fracti,onnel su,iaantet :

&L"9,f) - {=, 
a(t)a1(* - s)u(",€)a"] :

t ) ({e, . ,).1" A,€) - "f* a Q) a1 1, -i "; 
u (s, {) ds]

+ ./:." a (t) a2 (t -- 
") 

z (", €) d,sd,W (t) , ' (3.3.36)

u(t,0):u(t,z-):0, t>0,
u(0,{): ro(f), { € I: [0,rr],

il' at' €' AAA(R+;]R) ,'at'a2: lR* --+ rR sonf fonc'tions cnntinues, et u > 0 est
ne constante fi,re .

Sioit fI : L2(I0,zr]) lveclanorme ll.il ut A:,D(,4) r H _+ H l,op6rareur
nipar Ar:tr"-,ur,rlomaine D(A): {r e hl :r,i e H, *(0):;(r) :0}

cHApII',RE 3. COM?1RTEMbNT ASYMPTaTTQUE DES
SOLU:TIONS D'EQU ATIANS STOCHASTIQUES

IN"EGR O-FRA C 

"IONAIA 
JRE ABS?RA IT E S

que r (t) € AAA(]Ft+;trz (p, H)).Il est crair que r est un moye' carr6jque asyrnptotiquement automorphe de solution mild de (g.1.1). L. pr*,r-r*
alors termin6. I

3,3,L Dans cette section, nous appli,qlor',s les r€sultats obtenus
tent d'enquAfur sur l,wistence d,e moyenne caw.€ si,gni,fi,er p,re*que

I[ est bien connu quer Ar : c' est le g6n6raterure infinit6sirnal d,un semi-
upe analytique {,9 (r)}r>o sur .I1. En autre, ,4 sectorielle du type eu :

tr .1 0.

Dans la suite, nous supposons

L7: ( oo, (3.3.37)

r- < oo.

ntenant, on peut d6finir les fonctions 
"f, 

g , jR+ x L2 {p, H) - Lz (p, H}

ibil." 
Uto'(-")t' 

o,': 
,)'''

il,il". [i ro, (-,)r'*) "'
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3. 3. RESULI.{"S P€II\TCIPAIES

(3.3.38)

qul
(3.1.1).
scldtziien

-Lo res

Le

ti.on mild

Concl

naue non-
contrt)labil
presque
fractionnai

o

f (t, n) (€) : 
" ft) | ar (-s) n (s, {) d,s,

_T

g(t,r)(€) : 
"(r) / az(-s)r(s,{)ds,

rtu-1. . i',,1"1--,Jr-'h(t) : / _gL '\''| / T@th(s)ds'
o

de transformer le :I*:T" (A.g.g6) dans unL syst6me abstraitailleurs, il n'est pas diffic'e d" "J;;;, g sonLt continues et Lip-
.tltr_t: 

variable seco:nde avec les 
"i*iunt"* rle Lipschit z Ls et,

tat suivant est une cons6quence du th6ordme (,3.3.2).

?:! 
n So-":t:t.lyd!:r.": pr6cLd,entes, (S.s.s6t) ad,met une soru_'LEueB r e AAA (lR+; tr, (p, H)) po,,r Ly et Ln 

-"ont 
o*""r-p"tit"r.

.:::^,,.,,.3::i: m€nnoire nous avons 6tudi6s la conrrdlabilit6
l:ur un: classe d'6quation diff6rentiete stochastique fraction-
l?:::-*t6,.1'existence.er I'unicirc O- la solution mitd er la). Et etuaics l,existen,:e et l,unicit6 d" J;;;ffiff.#:'Trr;

Lpt;otiquement automorphe de l,6quation stochastique int6gro_
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