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Introduction

— Historique de calcul fractionnaire

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien
que le calcul classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines
remontent & la 17°™ siécle, I’époque ot Newton et Leibniz ont développé
les fondements de calcul différentiel et intégral. En particulier, Leibniz a
présenté le symbole %;ni pour désigner la n®™ dérivée d’une fonction f. Quand
il a annoncé dans une lettre & 'Hopital (apparemment avec 1’hypothése

implicite que n ), ’'Hépital a répondu :

Que signie i;:,{ sin=1/27

Cette lettre de I’'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme
le premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et
le fait que I"'Hoépital a demandé spécifiquement pour n = 1/2, c’est-a-dire
une fraction (nombre rationnel) . Il y a beaucoup mathématiciens qui ont
fourni des contributions importantes au caclul fractionnaire jusqu’au mi-
lieu du 20°™ siecle, inclut :P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822),
N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847),
H. Holmgren (1865-67),...,D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949). Ce-
pendant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi,
depuis seulement un peu plus de trente années elle a été objet de conférences
spécialisées. Pour la premiér conférence, le mérite est attribué a B. Ross qui
a organisé la premiére conférence sur les calculs fractionnaires et ses appli-
cations a 'université de New Haven en juin 1974, et il a édité les débats.
Pour la premiere monographie le mérite est attribué a K.B. Oldham et
J. Spanier, qui ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974
aprés une collaboration commune, commencé en 1968. Une autre théorie se
développe en paralléle de la dérivation fractionnaire telle est la théorie des
systémes dynamiques, qui a pour but ’étude des systémes physiques, . . . ,
qui évoluent au cours du temps. Elle a son origine dans les travaux d’Henri
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Poincaré (1854-1912), & la 19°™ siécle, sur le probléeme des trois corps.
Poincaré a proposé, au lieu de s'intéresser & une solution particuliere du
systéme, d’utiliser des arguments topologiques et géométriques,..., pour dé-
terminer les propriétés de 'ensemble de toutes les solutions.

— Historique de calcul stochastique

Le calcul stochastique est une branche des mathématiques qui fonctionne
sur les processus stochastiques. Il permet une théorie cohérente de I'intégra-
tion & définir pour les intégrales de processus stochastiques par rapport aux
processus stochastiques. Il est utilisé pour modéliser des systémes qui se com-
portent de facon aléatoire. Le processus stochastique la plus connue & laquelle
le calcul stochastique est appliqué est le processus de Wiener (nommé en
I'honneur de Norbert Wiener), qui est utilisé pour modéliser le mouve-
ment brownien comme décrit par Louis Bachelier en 1900 et par Albert
Einstein en 1905 et d’autres processus de diffusion physique dans ’espace
des particules soumises a des forces aléatoires. Depuis les années 1970, le pro-
cessus de Wiener a largement appliquée en mathématiques financiéres et de
’économie de modéliser I’évolution dans le terps des prix des actions et les
taux d’intérét des obligations. Les principales saveurs de calcul stochastique
sont le calcul d’Itd et son variationnelle rapport du calcul de Malliavin.
Pour des raisons techniques l'intégrale It est le plus utile pour les classes
générales de processus.

— Dans ce mémoire contient trois chapitres :

Tout d’abord, au chapitrel, nous fournissons des définitions et espace
fondamental, lemmes et théoréme et des notations nécessaires d’établir dans
les deux chapitres suivante .

Au chapitre2, nous examiner le controlabilité approximative pour une
classe d’équation différentielle stochastique fractionnaire non-local de la forme

dw ()

¢
“1ta(E) Az (t) + Bu(t) + /f (s,z(3))ds+ o (t,z(t)) —— JteJ
0

I

dt
z(0)+g(z) = o

ol 0 < g < 1;¢D} désigne V'opérateur de dérivé fractionnaire de Caputo
d’ordre ¢,  (.) prend ses valeurs dans I’espace de Hilbert X ; A est le géne-
rateur infinitésimal d’un semi-groupe compact des opérateurs linéaires uni-
formément bornés {Q (t),t > 0}, la fonction de controle u(t) est donnée
dans L2 ([0,b],U) ,qui est un espace de fonctions de controle admissible,U/

iv



est un espace de Hilbert, B est un opérateur linéaire bornée de U dans X,
f:IXxX - Xeto:Jx X — LI sont des fonctions appropriées, zo est
['y—mesurables X —valeurs de variable aléatoire indépendantes de w. et nous
allons examiner la controlabilité et la contunuité, l'existence et 'unicité du
solution mild et donnons un exemple.

Et chapitre3, nous allons examiner I'existence et I'unicité de solutions
moyenne carrés presque asymptotiquement automorphe de 1'équation sto-
chastique fractionnaire sous la forme suivante

L P I )
dle(t) = 1 (6,2 ()] = fI‘a~1) [w(s) =/ (s, ()] ds dt (1)

0
+g(t,x (t))dWi(t), t > 0,

z(0) = wug il

dt ’

Oul<a<2 A:D(A) c L*(P,H) — L*(P,H) est un opéra-
teur linéaire densément défini de type sectoriel sur un espace de Hilbert
L*(P,H), Wi (t) et Wy (t) sont deux mouvement brownien standard & une
dimension définie sur ’espace de probabilité filtré (Q, F, P,F;), Ou F =
o {Wi (u) — Wi (v); u,v <t}, et ug est un Fo-adapté, H-estimé variable
aléatoire indépendant de la processus de Wiener W;. On supose f et g
sont des fonctions appropriés seront précisées ultérieurement. L’intégrale de
convolution dans (1) est compris dans I'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville. Nous remarquons que l'ordre peut étre fractionnée complexe de
point de vue des mathématiques pures et il est beaucoup d’intérét dans le
développement de l'analyse théorique et la méthode numérique aux équa-
tions fractionnaires, parce qu’ils ont récemment avérée précieuse dans divers
domaines de la science et génie.

Le concept de fonction est presque asymptotiquement automorphes tout
d’abord introduit par IN’Guérékata. Depuis lors ces fonctions sont devenues
un grand intérét pour plusieurs mathématiciens et beaucoup de développe-
ments et applications acquise.
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Chapitre 1

Espace de base

1.1 Espace métrique

Définition 1.1.1 On appelle distance sur un ensemble I toul application
de Ex E —R" tg

d{z,y) =0 ssi z=y.
d(z,y) =d(y,z) Yz, y € E (symétrique) .
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) Va,y, z € E ('inégalité triangulaire) .

Définition 1.1.2 Soit (E,d) un espace métrique une suite de cauchy dans
E est une suite de points (), contenne dans E , et satisfaisant le critére
cauchy :

Ve > 0,3dN € N/Vp, ¢ > N, d(zp,2,) < €.

Définition 1.1.3 Un espace métrique E est dit complet si tout suite de cau-
chy est converge dans E .

Définition 1.1.4 Une partie K d’un espace métrique F est compact si et
seulement si l'une des assertions cequivalentes suivantes vérifiée :

Critére de Berel-Lebesge avec des ouverts : De tout recouvrement de
K par des ouverts on peut extraire un sous recouvrement fini cela signifie
que si K C UserU;, avec U; des ouverts , alors il existe une partie finieJ de
1 tq K C UieJljz'.

Critére de Borel-Lebesque avec des fermés : Si Njer, F; N K = ¢ pour
des fermés F; alors il existe une partie finie J de I tq Mjcs K = ¢ .

1



CHAPITRE 1. ESPACE DE BASE

Critére de Balzano—Weicntrasse : De tout suite d’éléments de K . On
peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de K .

Définition 1.1.5 On appelle ouvert d’un espace métrique (X, d) toute partie
O de X qui est non vide est vérifie Nz € O, Ir > 0, B (z,r) C O.

Définition 1.1.6 On appelle fermé toute partie de X dans le complémen-
taire est ouvert.

Définition 1.1.7 Une partie A de X est dite dense dans X si A = X.

1.2 Espace de Banach

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet .

1.2.1 Inégalité de Holder :

Soient (&,T,m) un espace mesuré et p,q €]1,+oo[ tels que %’ s Zl) = 1.
Soient f € L5 (E,T,m) et g € L& (E,T,m). Alors, f g € Ly (E,T,m) et

1F glly < 111, llgll,

Le méme résultat est vrai avec L?, L7 et L'au lieu de £P, L%, L.

1.2.2 Théoréme de convergence dominé de Lebesgue :

Soit (S,T,m) un espace mesuré, et soit (f,),,une suite d’applications
mesurable f, : s — R oi C, on suppose que : -
1/ la suite (fy), -, converge p.p vers une fonction mesurable f : s — R
ol C (définie p.p) ;
2/ il existe une fonction intégrable g : s — R, positive telle que l'on ait
la condition de domination :
[fal<gpp VYn2>1

Alors, les fonction f, et f sont intégrables et :
[fdm = lim [ fndm
s n—oeo s

de méme :
lim [|f,— fldm=0.



1.3. ESPACE SEPARABLE

1.3 Espace séparable

Est un espace topologique contenant un sous-ensemble dénombrable et
dense, c¢’est-a-dire si 'on peut trouver une suite dont 'adhérence est égale &
I’espace topologique tout entier.

Tout espace métrisable séparable est un espace a base dénombrable et a
donc au plus la puissance du continu. Sont de ce type la plupart des espaces
usuels. Une base dénombrable est une propriété beaucoup plus forte, et bien
plus intéressante, qu’est séparable.

1.4 Espace de Hilbert
Définition 1.4.1 Produit scalaire

Soit H un espace vectoriel normé, on appelle produit scalaire () , toute
application

{Hx H— K, (z,y) — (z,y)}, vérifiant

(t) Vo € H, (z,z) > 0,

(i) Vz,y € HVX € K, (z + >\y, 2) ={(z,y) + Xy, 2),

(i11) Va,y € H, (y,2) = {z,y) (La conjugué de (z,y)),

(i) [(e.) = 0] < [ = 0],

Un espace H muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien
(réel ou complexe) . Si dim (H) < oo, on dit que H est un espace euclidien (si
k = R) oti si H est un espace préhilbertien, il est normé par z — ||z|| = (z,z) .

Deéfinition 1.4.2 FEspace de Hilbert H

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet .
Définition 1.4.3 Systémes orthonormé

Soit E un espace préhilbertien. Soit (u,) une famille finie (0 <n) on
infinie (n € N ou n € Z) de vecteurs de E. on dit que (u,) est un systéme

1 8l p=gq

orthonormé dans E si on a, pour tout p,q : (uy, ug) = D 8 phg

Deéfinition 1.4.4 L’orthogonalité
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i) On dira que u est orthogonal & v si et seulement si fu,v) =1,
ii) Si I est un sous-ensemble de H on dira qu’'un élément u de H est
orthogonale & F s'il est orthogonal & tous ses éléments :

Vo e F, (u,v)=0.
ii) On appelle orthogonal de F' L’ensemble noté F-+
Ft={ueH (uv)=0 Vv e F}.

1.5 Espace L?

Dans la partie suivante, on note par {2 un overt de RY.

Définition 1.5.1 Soit f et g deuz fonctions mesurables. On dit que f et
g sonl égales presque partout si {x € Q, /f(z)# g(x) } est un ensemble
négligeable.

Espace L'(Q)

La relation "f = g  pp" est une relation d’équivalence sur £1(0). On
peut

donc considérer 'espace quotient, qui est I'ensemble des classes d’équiva-
lence.

Définition 1.5.2 L'(Q)) est le quotient de LX) par la relation d’équiva-
lence

"égalité presque partout dans )"
Autrement dit , par la

L' () = {f définie sur Q & un ensemble négligable prés ;
fﬂ [f(z)|dz < +oo}.

Espace L2 (1)

De méme que pour L(£2), on quotiente £2 (£2) par la relation d’équivalence
"égalité presque partout dans Q"
Autrement dit,

L*(Q) = {f définie sur Q & un ensemble négligeable prés

(Jalf @Pd2)"* < +o0}.



1.6. ESPACE DE PROBABILITE

Espace LF(Q2)

L’espace vectoriel L () est le quotient de L£P(€2) par la relation d’équi-
valence "égalité presque partout dans 2" Autrement dit, on a

L?(f2) = {définie sur Q) & un ensemble négligeable prés,
1/p
telle que (/fQ |f (:c)|Pd:c) < +oo}.
\

Espace L* (Q)

On dit qu’'une fonction f est essentiellement bornée sur 2 si il existe un
réel positif M telle que

p{z e |f(2)l 2 M}) =0

Définition 1.5.3 L (Q) est le quotient de LP(Y) par la relation d’équiva-
lence

"égalité presque partout"
Autrement dit,

L () = {f deéfinie sur Q2 & un ensemble négligeable prés;

f est essentiellement bornée}

La norme définie par

1l ooy = mE{M 2 0;({z € ;| (2)| = M}) =0}

1.6 Espace de probabilité

Définition 1.6.1 Tribu

Soit € un ensemble, une famille non vide F de sous ensemble de (2 s’ap-
pelle une tribu (ot o—algébre) si :

1) Q e F;

2) Pour tout A € F, on & A° € F;

3) Pour tout famille {A4,}, yd’éléments de F, on a Up2 A, € F.

5



CHAPITRE 1. ESPACE DE BASE

Définition 1.6.2 Une filtration (Fy)i>oest une suite croissante de sous tribus
de F.

Si (F))iso est une filtration de (€2, F,p) alors(, F\ (Ft)ezo,p) est appelé
espace de probabilité filtré.

Définition 1.6.83 Mesure de probabilité

Une mesure sur un tribu F est une application p : F — [0, oc] telle que :

1) p(g) =0,

2) o—addivité : pour tout famille {A,}, .y d’éléments de F, disjoints deux
a dewe s (U2, An) = S22 1 (An)

si de plus p () = 1, p est une mesure de probabilité, et on notra P.

Définition 1.6.4 FEspace probobilisé

Si F est une tribu sur  , (2, F) est appelé espace mesurable et les
élément de F sonts dits mesurable .

Si p est une mesure, (2, F, 1) est appelé un espace mesuré .

Si P est une probabilité, (Q2, F, P) est une espace probabilisé .

Si F; est une filtration, (9, F,F;, P) est une espace de probabilité filtré

1.7 Semigroupes

1.7.1 Semigroupe uniformement continue d’opérateurs
linéaire bornée
Définition 1.7.1 Soit X est un espace de Banach. Le paramétre de famille

T, 0 < t < oo, d’opérateur linéaire bornée de X dans X est un semigroups
d’opérateur linéaire bornée sur X si:

(i) T (0) = I, (I est l'opérateur identité sur X).

(i3) T (t +s) =T (t) T (s) pour tout ¢,5 >0 (propriété de semigroups).

Le semigroupe d’opérateur linéaire bornée, 1’ (t) , est uniformement conti-
nue

lizn ||T (t) - 1| =0.

6
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L’opérateur linénaire A définie par
T(t)x —
D{A)= {3: € X :lim i e exists}
tlo t

et
T(t)x — drT (¢
Ar = lim ( )x r == ( ) v it:O pour o € D (A)
1o t dt

est le générateur infinitesimal de semigroupe 7' (t), D (A) est le domaine
de A. Cet section dévoué d’étudier le semigroupe uniformement continue
d’opérateurs linéaires bornés. D’aprés la définition, il est clair que si 7' (1)
semigroupe uniformement continue d’opérateur linéair bornée alors
lim ||T(s) =T (t)| =0
5=t
Théoréme 1.7.1 L’opérateur linéaire A est un générateur infinitesimal du

semigroupe uniformement continue si et seulement si A est l'opérateur li-
néaire bornée .

1.7.2 Semigroupe fortement continue d’opérateurs li-
néaires bornés

Dans cet section X est un espace de Banach.

Définition 1.7.2 Le semigroupe T (t). 0 < t < oo; d’opérateur linéaire
borné sur X est un semigroupe fortement continue d’opérateur linéaire borné

1tilr(r)1T ()z==x pourtout z€X.

Le semigroupe fortement continue d’opérateur linéaire borné sur X est

appellée le semigroupe de class Cy ou simplement Cy-serigroupe.

1.7.3 Semigroupe campact

Définition 1.7.3 T (1) est Co—semigroupe est noté campact pour t > lo st
pour tout t > tq > 0, T (t) est campact . T (t) est noté campact si i est
campact pourt > 0.



1.9. LES OPERATEURS

Dérivée fractionnaire de Riemann—Liouville

La dérivée fractionnaire au sense de Riemann—Liouville de la fonction
f dordre 0 < a < lest:

DEIO = e | SOV 9

ou f est une fonction continue sur I'intervalle [a, b] .

Dérivée fractionnaire de Caputo
La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre r > 0 de f € L' est :

n—1

k
DL = Di(f() ~ Y /™)

k=0

ou f est une fonction continue sur V'intervalle [a, ] .

1.9 Les opérateurs
Soient H; et Hy deux espaces de banach.

Définition 1.9.1 Soit A : D(A) C Hi — Ha. A est dit borné si il existe
une constante C > 0 telle que ||Aul| < Cllu||  Vu € Hj.

Définition 1.9.2 Soit A : D(A) ¢ Hy — Ha On dit que A est un opérateur
non borné s’il existe une suite (u,) C D(A) tq : lunllm, =1 et Aug|lg, —
00.

1.10 Théoréme du point fixe de Banach

Définition 1.10.1 Soit g : I — R une fonction continue sur L.

On dit que « est un point fixe de g lorsque g(a) = a.
En d’autres termes, les points fixes de g sont les solutions, lorsqu’elles
existent de Pequation g(o) = .
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Définition 1.10.2 application contractante

Soit A une application de V dans V' . On dit queA est contractante s’il
existe un réel o strictement inférieur & 1 tel que

Yu,w €V : ||A(u) — A(v)||lo < aflu— W[y

Théoréme 1.10.1 Soient E un Banach et [ : E — E une application K
contractante Alors :

la fonction f admet un point fixe ¢ sur £ (cest-a-dire ANt € B, f () =
t, t est la limite de toute suite (Uy,) de E définie par up € Eet Uy =
f (Uy) .Contractante (c’est-a-dire lipschtzienne avec K < 1).

1.11 Analyse stochastique
1.11.1 Processus stochastiques
Définition 1.11.1 Soit T un sous-ensemble non vide de R.

Un processus stochastique (Xt)ter dans R? (d > 1) est une famille de
variables aléatoire & valeurs dans R? indexée par T .
Pour w € ) fixé, t — X;(w) est appelée trajectoire.

Définition 1.11.2 Soit (Xi) un processus et (F,) une filtration de (2, F, p).
On dit que X = (X¢)#»0 est adapté a la filtration (Fy)e>o si
Vi > 0,X; est F;—mesurable.

Définition 1.11.8 Un processus (X;) est appelé un processus a trajectoires
continues (ot simplement processus continy ) 51

p ({w e Q:t— Xe(w) est continu}) = 1

Définition 1.11.4 Un processus X = (Xi)ier est un processus gaussien si
toutes ses lois de dimension finie sont gaussiennes BB

Vn>1, Vi <ta< .,ln €T, (X4, ..., Xt,) est un vecteur

gaussien.

10
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Proposition 1.11.2 Soit B = (Bt)i>0 un mouvement brownien définie sur
un espace de probabilité (€2, F, P) alors

a) Symétrie.
Le processus (—B) = (= Bi)i>0 est encore un mouvement brownien.
b) Changement d’échelle (scaling).
Soit A > 0, le processus B* = (B})i0 avec B} = (1/X\)Bj2, est encore
un mouvement brownien .
c) Propriété de Markov simple.
Pour s > 0, posons Fs := 0(By,u < 5) et B't(s) = Byys — Bs.

alors B = (B$)s0 est un mouvement brownien indépendant de Fi.

Définition 1.11.8 Soit X = (X¢)e>0 un processus stochastique

1. On dit que X = (Xi)s>0 est uniformément intégrable si :

lim sup / | X¢|dp =0

a—+00 >0

(|1 X¢|>0)
2. Sip> l,ondit que X = (X;)t>0 est borné dans LP si:

supE[| X¢["] < oo.

>0
Proposition 1.11.3 Soit X = (X1)e>0 un processus stochastique :

1) 97l existe une variable aléatoire réel positive et intégrable Z telle que
|X;| < Z,Vt > 0, alors
X = (X3)i>oest uniformément intégrable.
2) Si soit X = (X¢)i»o est borné dans L? ,(p > 1), alors X = (X¢)e>oest
uniformément intégrable.

1.11.3 D’intégrale stochastique

Soit B, un mouvement brownien sur (€2, F, P), (F:)i>0 sa fitration natu-
relle , et o processus adapté a F on suppose o vérifie:

T

E /aﬁds < 0o.
0

12
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Alors, l'intégrale stochastique de o par rapport & By et la variable aléa-

toire :

T N
f 0,dBs = A}i_l}gcz:lan_l (By— Buea) -
0 W=

Proposition 1.11.4 On a les égalités suivantes :

E[<H7 B)] =

0,
T
E[(H,B)7] = E / H2ds
0

La seconde égalité ci dessus est appellée L’isometrie d’Tto.

Propriétés de l'intégrale stochastique :
1. Linéarité :

((CH+K)7B>t:C<H7B>t+<K7B>t7 ps

2. Espérance nulle et isométrie :

E(H,B) =

0,
] E((H,B))" = E /H,?ds).

13




Chapitre 2

Controlabilité approximative
d’équations fractionnaire
d’evolution stochastique

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’examiner la controlabilité approximative pour
une classe d’équation différentielle stochastique fractionnaire non-local de la
forme

°Dir(t) = Az(t)+ Bu(l)+ ftf (s,z(s)) .ds (2.1.1)
to(t, (1) d—w&-t(f-’ e
z(0)+g(r) = o (2L3)

o 0 < q < 1;¢D] désigne l'opérateur de dérivé fractionnaire de Ca-
puto d’ordre g, z (.) prend ses valeurs dans l'espace de Hilbert X ; A est le
générateur infinitésimal d’'un semi-groupe compact des opérateurs linéaires
uniformément bornés {Q (t),t > 0} , la fonction de controle u (t) est donnée
dans L2 ([0,0],U) ,qui est un espace de fonctions de controle admissible, U
est un espace de Hilbert, B est un opérateur linéaire bornée de U dans X,
f:IJxX—>Xeto:JxX = LY sont des fonctions appropriées, To est
[,—mesurables X —valeurs de variable aléatoire indépendantes de w.
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2.2 Préliminaires

Dans cette section, nous fournissons des définitions, lemmes et des nota-
tions nécessaires d’établir nos résultats principaux. Partout dans ce chapitre,
nous utilisons les notations suivantes. Soit (€2, T, P) Un espace de probabi-
lité complet est équipé d’une filtration normale I't,t € J = [0,b] vérifier des
conditions normale (c’est -a-dire, continue & droite et I'g contient tous les
ensembles de P-nul).

Nous considérons les trois espaces séparables réels X, E et U, et le proces-
sus (Q;—wiener sur (£),T';, P) avec 'opérateur covariance borné @1 tel que
tr@); < oo. On suppose qu'il existe un systéme orthonormé complet (-~
dans E une suite de nombre réels non-négatifs {\,} tel que @1, = Anén, n=
1,2, ..., et une suite {3,,}, ;de mouvements brownien indéperidents tel que

(w(t).e Z\/_ ene) B, (t). e E;te [0,b] = J

et Ty, = I'?, et T'; est le sigma d’algébre engendrée par {w (s) : 0 < s < t}.
Soit L§ = Lo (Ql E; X ) I'espace de tout les opérateurs de Hilbert—

schimidt de Q%E 4 X avec le produit scalaire (v, 7) L§ = tr [Q17*]. Soit
L* (T, X) 'espace de Banach de tous les T',—mesurable de variable aléatoite
carrés intégrables avec des valeurs dans l'espace de Hilbert X.

Soit E (.) désigne I'espérance de l'espace de Banach de tous les variables
aléatoires carrés intégrables par rapport a la mesure P.

Soit C ([0,8]; L? (T, X)) l'espace de Banach des applications continues de
[0,b] dans L? (T, X) satisfaisant sup,.; E ||z (¢ > < oo. Soit Hy ([0,0];X)
un sous-espace fermé de C ([0, 6] ; L (T, X)) contient les X —valeur processus
mesurables et [',—adapter z ¢ C ([0,8]; L* (T', X)) muni de la norme

1

ey = (s B I @) )

Définition 2.2.1 L intégrale fractionnaire d’ordre 3 avec la limile inférieure
de 0 pour une fonction f est définie comme

IPf ()= ] 1) ds, t>0,8>0
0 S)
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a condition que la droite est ponctuelle définie sur [0,00), ot I'(.) est la
fonction de gamma.

Définition 2.2.2 La dérivée d’ordre 3 de Riemann—Liouville avec la li-
mite inférieure de zéro pour une fonction f : [0,00) — R peut étre écrit

L@ [ f(s)

LpBf(t) = e
D f(t) - I‘(n __ /3) dtno (t . S)ﬁ+1~n

ds, t>0,n—-1<fg<1l.

Définition 2.2.3 La dérivée de Caputo d’ordre i pour une fonction f :
[0,00) — R peut étre écrit comme

n—1
‘DFf{t) =" DF (f (t) — Z%ﬂ’ﬂ (o)) , t>0n—1<B<n
k=0
Remarque 2.2.1 (a) si f (t) € C™[0,00) alors
t
cnB - 1 fn (S) _ n—8smn ~
DAflt) = F("”ﬁ)o/(t—s)ﬁﬂ_"ds_j 8.t >4,

0 < n—-1<fB<n
(b) la dérivée de Caputo d’un constants est égale a zéro.

Lemme 2.2.1 Soit G : [0,b] x Q@ — L3 une application fortement mesurable
telle que

b
/ B|G ()] dt < 0

alors
2 t

t
E /G (s)dw (s)|| < Lng ”G(")pr;g ds
0 0
Pour tous 0 <t < b et p>2 ot Lg est la constante impliquant p et b.

Maintenant, nous présentons la solution mild du probléme, (2.1.1)-(2.1.2)
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Définition 2.2.4 Un processus stochastique = € Hy ([0,0],X) est une so-
lution mild de (2.1.1)-(2.1.2) si pour chaque u e L2 ([0,b],U), il satisfait

’équation intégrale suwante :

8

z(t) = T(t)(xo—g(t))+ Oft(it —~8) 18 (t—s) [Bu (s) + Jf (1,2 (7)) d’r] ds

+f(t—8)" S (t—s)o(s,z(s) dw(s),

0

tels que
T() = [£(6)Q (1) ds
4]

gt} = qf@ﬁq (0) Q (t%6) db
0

Q (t) est Co-semi groupe produit par l'opérateur linéaire A sur X, €, est une

fonction de densité de probabilité est définie sur (0;00), qui est §,(0) 20, 6

€ (0,00) et /fq (0)do = 1.
0

Lemme 2.2.2 les opérateurs {T (t)}, o et {S(t)}, osont fortement conti-
nus, c-a-d pour x € X et 0 < t; < ty < b, nous avons ||T (ts) x — T (t1) || — 0
et ||S (to) z — S (t1) z|| = 0 comme t; — t; .

On pose les conditions suivantes aux données du probléme :
— 1) Pour tout ¢t 2 0,5 (t) et T (t) sont des opérateurs linéaire bornés,
c’est-a-dire € X,

IT @) 2l < Mz ]IS () 2] < —M—— el

— ii) Les fonctions f : Jx X — X et 0 : Jx X — L§ vérifie les conditions,
ils existent des constantes positives N > 0, N > 0, L> 0, Ki >0et
Ky > 0 tels que :

1f (8 %) = f (£, 9) H‘ <Nle—yl®, If o)l <N (1+ Hl’!])
lo (t,2) = o (t,9)llzg < Llle —yl*, llo (t,2)7e < L (L +1l=I1)
lg (t,2) =g &I < Kallz —yl*, llg @t o) < Az (1 + llzll” )~
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— iii) Le systéme stochastique linéaire est approximativement controlable
sur [0,0].
Pour chaque 0 < t < b, l'opérateur « (o + \Ifg)_1 — 0 au sens de la
topologie d’opérateur forte quand a — 07, tel que

b
W= [(b—5)2"D 5 (b—s) BB*S* (b—s)ds
0

est le controllabilité de Gramian, ici B* désigne 'adjoint de B et S* (t)
I'adjoint de S (t). Observez que le systéme de commande déterministe frac-
tionnaire linéaire

Diz(t) = Az(t)+ (Bu)(t), te [0,b], (2.2.3)
z(0) = z0—g()

correspondant a (2.1.1)—(2.1.2) est approximativement contrdlable sur
[0,0] si et seulement si l'opérateur « (ozI + 1) ' 0 fortement quand
a — 07, La controlabilité approximative pour le systéme linéaire de contréle

fractinnaire déterministe (2.2.3) est une généralisation naturelle d’approxi-
mation de contrélabilité de systéme de controle linéaire du premier ordre.

Définition 2.2.5 Le systéme (2.1.1)—(2.1.2) est approximatievment contro-
lable sur [0,0] si R (b) = L2 (Q, T, X) o

R(0) = {z (b)) =z (bu) :ue LE([0,8]) , U},

ici L2 ([0,0],U), est le sous espace fermé de L2 ([0,5] x €;U), contient
tout I';—adaptée, U —valeurs de pocessus stochastique.

Le lemme suivant est nécessaire pour définir la fonction de contréle.

Lemme 2.2.3 Pour nimporte quel &y € L? (T, X), il eziste

b_
¢ € LE(Sy; L*(0,b; L)) tel que Z, = By + [¢(s)dw(s).
0

Maintenant pour tout @ > 0 et &, ¢ L? (', X), nous définissons la fonc-
tion de controle dans la forme ci-dessous

Ue(t,z) = B*(b— )" 8* (b — t)

[(oz[ 4 \_"[/g)_l (EZy — T (b) (zo — g () + J (o + npg)‘l ¢ (s)dw (s)]

s B b= YT B (b = 1) Of (I + ) (b—5)7" 5 (b—s) (gf (7,2 (1)) d’?‘)

—B*(b—)*" S* (b—t) bf (oI + 0h) e (b—38) " S(b—s)o(s,z(x))dw(s).
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Lemme 2.2.4 Il existe un réel M constante positive telle que pour tout x, y
e Hy , nous avons

. Mt
Elu(t,2) = u* (G y)I° < 5 [E |2 () — y ()] ds (2.2.4)
0
N t
@ 2 M 2 , ”
Ellu*(t2)I" < = [ 14 [ Elle(s)]" ds (2.2.5)
0

Preuve. D’abord, nous fournirons la preuve de l'inégalité (2.2.4) peut étre
établi d’une fagon similaire. Soit z , y € Hy d’aprés I'inégalité d’Holder, le
lemme (2.2.5) et I’hypothése sur les données, on obtient :

E |lu(t, @) —u® (t,9)]* <

3B |B* (b — 1 50— 1) (al + W) T ) [0 (2 (1)) ~ 0 0 )]

B*{(b—1)'T 8" (b— t)ft (I +®) " (b—5)1 S (b—s) L
+3E , o
[ff (r,2 (7)) dr — ‘off (r,y(7)) dT] ds
t 2
Lap| B O-0"T s Of (@I +38) 7 (b—5)""1S(b—s)
[ (s,2(8)) = o (s, y ()] dw (s)

I‘(q—!—ll

4 2
+> 1B (b)* (r(]qvﬁl)> (tfq ;) [bN + L] fE z (s) —y(s)|I"ds

1B 0 2 (e ) Ko (1) — 1) P
B 0" (i) s BN + 1 [E o (5) —y () ds.

< 3 1BIE 0 b (lar)” KiBlle (1) -y (t)uz

VAN
leg;

T(g+1) /) (2¢-1)

< f}%jE |z (8) —y (s)| ds.

on a

o : 4 5y
= 3B 0 M2 () Kok 3BIP (67 (e ) oy o + L
La preuve de l'inégalité (2.2.5) est similaire & celle de (2.2.4) et, par consé-

quent, il est omise m
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2.3 Résultats de controllabilités

Maintenant, nous présentons le résultat principale de cette chapitre. Dans
cette section, nous formulons et prouvons des conditions pour la conrollabi-
lité approximative du systéme de contréle dynamique fractionnaire stochas-
tique (2.1.1)-(2.1.2), en utilisant I’application de contraction principale, par-
ticulierement nous établissons la contrallabilité approximative de systéme de
controle stochastique fractionnaire non-linéaire (2.1.1)-(2.1.2) conformément
aux suppositions que le systéme linéaire correspondans est approximative-
ment contrélable, pour tout oz > 0.0n définie 'opérateur F, : H, — Hy

par
Farl) = T()@o-g@)+ (-9 St—s5)  (236)
0
L_}?f (7,2 (7)) dT + Bu® (s,az)} ds
+bft (t—8) 'St —s)o(s,z(s))dw(s).

Maintenant, nous exposons et prouvons le lemme suivant, qui sera utilisé
dans la preuve du résultat principal.

Lemme 2.3.1 Pour tout v ¢ H,, F,(z)(t) est continue sur [0,b] au sens
dans L.

() - Tl ) '

Preuwve. Soit 0 < t; <ty <b. Alors pour tout = fizer tel que = ¢ H,, a partir
E[(T (t2) = T (t1)) (z0 — g ())|”

de l’équation (2.3.6), nous avons
E ||(Faz) (t2) — (Faz) ()| <
‘ 3 2
4 [E (T (t2) = T (t2)) (w0 — g (@) P+ S E J
=1

le premier terme

< [looll® + s (1 + [l2]%)] x BIIT (t2) - T (2]

pour la continuité forte de T (t), le premier terme tend vers zéro quand
la =ty — 0. Ensuite, il suit de l'inégalité d’Hélder et les hypothese du
théoréme suivant
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BT -] <
3F f (t, — 3)""—1 (S(ta—s)—S(t1—9)) (/f (1,2 (T))d’l') ds
+ 3F / ((t2 - 3)q~1 —(t; — 3)0—1) S(ty—s) (/f (r,2(7)) dT) ds

to 2

+ 3E /(tz ~8) 1 8 (ty — 9) (/f (1,2 (7)) dT) ds

t
t1

<38 [ g
<31

0

2

(S(ta—s)— S (t1 — 9)) (/f (r.a{¥)) dT) ds

t1

+3 (i) ( [ (= = (6 - o)) as

0
t;& 2
X ( / E ds)
2

0
| s ’
;)21 Mk ‘
’{h 3(t2 ]__t_%q (F(J]\_iq)) /El /f (7—;3; (7_)) dT
0

t

[T,z (7)) dr

0

ds.

De plus, nous obtenons
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5|fe) - <

E :fl(tl —8)T1 (S (ty — 8) — S (t1 — 5)) Bu® (s, z) ds 2

+ BE :fl ((tz — )7 — (t1 — 5)7") S (ta — 5) Bu® (s, ) ds 2
+3E :jf(tQ — 8) 1 S (t, — 5) Bu® (s, ) ds 2

2¢—1 1 ;
<335 [E (S (12— 5) = S (ta — 8)) Bu* (s;2)|* ds
0

t1

5 (f%%j)z IBI <0f ((t2 - ) — (ts - S)q_l)zds) X (;fIE l|u® (s;2)|* ds

to—t)2"1 ( pp, )2 2 2 - 2
+ 3USIE (lg ) IBIP B e (5, 2)| ds.
1

D ’od l'utilisation le lemme (2.2.1) et le suppositions sur le théoréme nous
arrivons

E

2

fj(t?) - fj(tn

2

< 3E z(tl —8)T (S (ta — 8) — S (t1 — 8)) 0 (s, (8)) dw (s)
+3E z ((ta = 8)7" = (t1 — 8)) x S (t2 — 8) 0 (5,2 (5)) dw (5)
+3E 7(152 —8)7 S (ty — 8) o (5,2 (8)) dw ()

<30 [B (S (- 5) - 5 (s~ 9o sz @) s
't =1 _ (4 — ) 1Y ds | x f 2 —5)o (s,z(9)] s\
+3Lo (J (=97 ~ (- ) ) x (15 = ) s, a1 a5

.| 2g—1 2t P
3L, () JEIS (= 9)0 (5,5 ()] ds,
d

D’ot, lutilisation de la continuité fort de S (t) et le théoréme de conver-
gence dominé de Lebesgue, nous concluons que le coté droil au-dessus de
'inégalités tend vers zéro quand ty—t, — 0 ainsi nous concluons que F,, () (t)
est continue & droit dans [0,b] .

Un argument similaire montre qu’il est aussi continue a gauche dans [0,b].
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Ceci complete la preuve de ce lemme. ®

Théoréme 2.3.1 Supposons les hypothéses (i) et (i) sont satisfaites. Alors,
le systéme (2.1.1)~(2.1.2) admet une solution mild sur [0, b].

Preuve. Nous montrons 'existance d’un point fixe d’opérateur F,, en utili-
sant I'application de contraction principal. Tout d’abord, nous montrons que
Fy (Hy) C H,. Soit z € H,. De (2.3.6), on obtient

3
E || Fazlly, <4[sup E||T () [z0— g @)]|* + sup 3 E 0 @)% (2.3.7)
0<t<h 0<t<bi =1

En utilisant les hypotheses (i) et (ii) et le lemme (2.2.4 ) et les calculs stan-
dards, on obtient :

BT (0)fzo — g @)I* < M? [lol + ks (1 + [}o])] (238)
et
a3 B 7 ()
<3 () N +E5TLI (L4 olf) (259
+3 () 25 1BIP 51+ b))

Par conséquent (2.3.8) et (2.3.9) impliquent ensemble que E HFQQJHEZJQ <
0. D’apres le lemme (2.3.1), Fz € Hs. Ainsi, pour chaque a > 0, 'opérateur
Fy de Hj dans lui-méme. Ensuite, nous utilisons le théoréme du point fixe
de Banach pour prouver que F, admet un point fixe unique dans H,. Nous
affirmons que il existe un n naturel tel que F7} est une contraction de H.,.
Pour le voir, soit z,y € H, et nous avons

4 .
B[(Faa) () = (Foy) ()1 < 4B £ 1T (0 - T (0
< 4k M2E ||z (t) — y ()|
M, \2 . 2 p2g+2 M, 2 j2qt1 Mg %y ]
+ [(IT(ZFT), o 1Bl gq—l * (:r(q+1)) l‘;q—lN+ (P@“l)) 21‘;"1LL0]
Ellz () —y @) 5
< 4 MEE 2 (1) -y ()] + 4 ()

% IBI" 555 + BN + #2511, Bz 0) — y ().
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Ainsi, on obtient un réel v (a) constante positive tel que

| E||(Faz) (1) — (Fay) O < 7 () Ellz () — y (1)) (2.3.10)

Pour tout ¢ € J et pour tout x,y € H,. Pour tout nombre entier naturel
n, il résulte que l'itération successive d’inégalité ci-dessus par prenant le
supremum sur [0, b]

IF2) (6) = (Ezy) @1, < LD oy, (23.11)

Pour tout a > 0 fixé, pour n suffisamment grand, —(MT:—TML < 1. 11 résulte
de (2.3.11) que F est un application de contraction, de telle sorte que le
principe de contraction assure que l'opérateur F, admet une solution unique
To qui est un point fixe dans H,, qui est une solution mild de (2.1.1) et
(21.2). m

Théoréme 2.3.2 Supposons que les hypotheses (i) et (iii) vérifier. En autre,
st les fonctions [, g et o sont uniformément bornées et {S(t) :t > 0} est
compact, alors le systéme (2.1.1) et (2.1.2) est approzimativement controlable
sur [0, b].

Preuve. Soit x,est un point fize de F,,. En utilisant le théoréme de Fubini
stochastique, il peut étre facilement vu que

o (D) = & —a(al+ W) (Edy — T (b) [z — g (2)])

+aj" (al +98) 7 (b— )" S (b~ s) [0fo (7, 50 (7)) d7]ds
b P
+ozbf (aI + \Ilg)_l [(b —~8) T 8 (b—5)0 (s, L4 (s))—¢ (s) dw (s).

Il résulte de Uhypothése sur f |, g et o qu’il existe D > 0 tel que

£ (5,2 (DI + llg (za (DI” + llo (5,70 ()]* < D (2.3.12)
Pour tout (s,w) € [0,b] x Q. Alors, il ya une sous suite encore noté
{f(8,74(5)),9(za(5)),0 (8,24 (8)) } qui converge faiblement vers,

{f(s),9(s),0(s)} dans X x L3.De 'équation ci-dessus, nous avons
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B oo () = 3* < 8 o (ol +48) ™ (55, — 7 (1) )
+88 o (@l +0) ™| 1T 0) (6 (0 (5)) - g ()P
488 o (@l +48) ™| 17 ) g o) 2

r zo ds)

+8F (of (b — s)q_1 “a (ch -+ ‘I/’;) -1 (‘/5 (s)l
[(-s)t “a (ol + \Ifg)ﬁl“

$6-9) (J1 (.20 ) ar — [0 o)

+8F
ds

2
ds)

+8E (j (b — 5)7! Na (oI + \Irg)—l“ IS (6= 5) (o (5,70 () = 7 ()12 dS)

X

b
+8E | [ (b—s)T!
\0

a (ol + \192)—15(b —s) jf (r)dr

b - 2
+8E [ (b— 5)*! ”a (al + W) LS - s)o (s)“ . ds.
0 Ly
D’autre part, par hypothése (4it), pour tous 0 < s < b | ‘opérateur
@ (oz] + \I!ls’)—l — 0 fortement, quand o — 0% et en autre
Jo (o + 1)
de Lebesgue et la compacité de S (t) impligue que E||zq (b) — 3))° — 0
quand o — 07. Cela donne la possibilité de la controlabilité approzimative
de (2.1.1)<(2.1.2). m

< 1. Ainsi, d’apres le théoréme de convergence dominée

exemple 2.3.1 Pour illustrer le résultat théorique établi dans le théoréme
précédent, nous considérons ce qui suit un systeme fractionnaire de contréle
stochastique de la forme

‘. )
C‘Dgx (tv Z)= Q_Q%,z) + ,Ll,(t, Z) L ff (87 T (8? Z)) ds+ 6 (tv z (t,Z)) %i_t)
0
z(t,0)=z(t,1) =0, tel0,b],
z(0,2) =x0(2), z€]0,1],
(2.3.13)

Oub>0,0<q<1;&(t) est un mouvement brownien & deux faces et
norme dimentionnelle définie sur I’espace de probabilité filtré (2, T, p) . Pour
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dessus dans la forme abstraite (216 (2.1.1), jfit X :; EV;
/ ar Aw = w’ ave
U = L2[0,1]. Définir Popérateur A : 20,1} — L [0,1] par Aw

le domaine 1t continue, w” € X et

we X; w, w sont absolume
D)= L@ =w®)=0

[e<] ) y
Aw =3 n? (W, wn)Wn, @€ D(4),
n=1
ol wy (8) = \/2sin (ns),n = 1,2,..., est 'ensemble orthogonal de Vec?eur
prop;e de A. Tl est bien connu que A engendre un semi-groupe analytique
compact {S(t),t = 0} Dans X et

t

S(H)w = ?,'_:f et (13, wn) iy IS (B € €

1 2
pour tout ¢ > 0. Sur tout, l'opérateur Azest donnée par

Avec le domaine

D (A%) ={wE X: :X:ﬁln(w,wn') Wn }-

Définir z (t) (2) = z (t,2) 5 Oftf (5,z(s,2))ds = Off (s,z(s,2))ds,

otz (t,z) =06(tz(tz2) ety (z () (2) = é(m (2, 1) . Définir 'opé-

rateur linéaire bornée B : U — X par Bu(t) (2) = p (t,2),0<z<Luel.
D’autre part, il peut étre facilement vu que le systéme déterministe de
controle fractionnaire linéaire correspondant a (2.3.13) est d’environ contro-
lable sur [0,1]. Par conséquent, avec les choix ci-dessus, le systéme (2.3.13)
peut étre écrite de la forme abstraite (2.1. 1)~(2.1.2) et toutes les conditions du
théoréme (2.3.2) sont remplies. Ainsi d’apres le théoreme (2.3.2), le systéme

fractionnaire de controle stochastique (2.3.13) est contrdlable aproximative
sur [0,1] .

Remarque 2.3.1 La théorie et l'application d’équations différentielles a re-
tard forment une partie importante du dynamique non linéaire modernes.

26




2.3. RESULTATS DE CONTROLLABILITES

Au cours des dernieres années | ‘equations différentielles fonctionnelles ont
utilisées pour modéliser les processus dans divers domaines tels que la popu-
lation dynamique et | ‘écologie, la physiologie et du médecine, de ’économie
et les autre sciences naturelles. Cependant, dans les domaines appliqués, le
systémes déterministes ne parviennent pas a capturer ’essence des fluctua-
tions du situation réelle, et i faut plutot envisager les modéles des processus
stochastiques. Dans la plupart des modéles de données et des paramétres ini-
tiauz sont soumis a des perturbations aléatoires, ot les systemes dynamiques
elles-mémes représentent des processus stochastiques. Cela conduit o 1’eza-
men de retard d’équations différentielles stochastique. Ainsi, dans les pro-
blémes concrets, des modeles stochastiques avec des retards sont importants.
Cependant, pour les meilleurs & notre connaissance, aucun résultat existent
encore sur le controlabilité approzimative pour les équations différentielles q
retard stochastique fractionnaires. Aprés avoir effectué quelques hypothéses
appropriées, en utilisant les idées et les techniques dans cette chapitre, on
peul établir les résultats de controlabilité pour une classe d’équations diffé-
rentielles a retard stochastique fractionnaires.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique
des solutions d’équations
stochastiques
intégro-fractionnaire abstraites

3.1 Introduction

Ce chapitre est concerné avec Pexistence et 'unicité de solution moyenne
carré presque asymptotiquement automorphe d’équation stochastique frac-
tionnaire sous la forme suivante

e (®) =1 (2 O] = [ A () - £ (5,0 ()] ds at
+9 (62 (1) AW (1), 't 0,

T (O) = U()‘-ig—;a,

(3.1.1)

Ol <a<2?2 4:D (4 c L*(P,H) - L*(P, H) est un opéra-
teur linéaire densément défini de type sectoriel sur un espace de Hilbert
L?(P,H), Wy (t) et W, (t) sont deux mouvements browniens standards &
une dimension définie sur I'espace de probabilité filtré (Q,F,P,F), Ou
Fo = o {Wi(u) = W; (v); u,v < t}, et ug est un Fy-adapté, H-estimé va-
riable aléatoire indépendant du processus de Wiener ;. On suppose f et
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g sont des fonctions appropriés seront précisées ultérieurement. L’intégrale
de convolution dans (3.1.1) est compris dans l'intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville. Nous remarquons que 'ordre peut étre fractionnée
complexe de point de vue des mathématiques pures et il est beaucoup d’inté-
rét dans le développement de ’analyse théorique et du méthode numérique
aux équations fractionnaires, parce qu’ils ont récemment avérée précieuse
dans divers domaines du science et génie.

Le concept de fonction est presque asymptotiquement automorphes tout
d’abord introduit par N*Guérékata. Depuis lors ces fonctions sont devenues
un grand intérét pour plusieurs mathématiciens et beaucoup de développe-
ments et applications acquise.

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous introduisons quelques définitions de base, les
notations, et les faits préliminaires qui seront utilisées dans la suite.

Tout au long de cette chapitre, (H,||.||,{(.,.)) représente un espace de
Hilbert réel séparable. (€2, F, P) désigne un espace de probabilité complet, et
L? (P, H) représente l’espace de tous les H-valeurs z variables aléatoires tel
que

= [z dP < . (3.2.2)
Q

Notons que L* (P, H) est un espace de Hilbert équipé de la norme
n
3

llz||, = (5}2 HxHZdP> , pour chaque z € L* (F, H). (3.2.3)

On note Cy (R*; L? (P, H)) la collection de tous processus stochastiques conti-
nue délimitée ¢ de R* dans L? (P, H) telle que lim;_, ., E |j¢ ()||* = 0. De
méme, Co (R* x L*(P,H); L? (P, H)) représente l'espace continue de pro-
cessus stochastique f: R™ x L2 (P, H) — L? (P, H) tel que

lim E|f(t,z)|*=0 (3.2.4)

t——+oo
uniformément pour r € K,od K C L?(P, H) est tout sous-ensemble borné.
De plus, W1 (t) , W5 (t) sont des mouvement brownien unidimensionnel défini

sur I’espace de probabilité filtré (2, F, P, F;), ou
Fi =0 {Wy (u) — Wy (v) + Wa (u) — Wy (v) ;u,v < t}.
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——

3.2.1 Opérateurs linéajres sectorielles

Un opérateur linéaire fermé A est dit sectorielle du type de w et I’angle
6 s'il existe 0 < 6§ < T,/2, M >0, et we R telle que sa existe résolvant en
dehors du secteur

w+Sg={w+A:1eC, larg (—1)| < 6}

et
(A= A7 < M)A ~wl,Adw+ S,

Définition 3.2.1 Soit A un opérateur fermé et linéaire avec le domaine
D (A) définie sur un espace de Banach X. Nous appelons A le générateur d’un
opérateur de solution s’il existe w € R et une fonction Jortement continue
St RY — L(X) tel que {A% Re(M) >w}c p(A) et X>71(He — Az =
o0

Je S, (t) zdt, Re (A\) > w, z € X. Dans ce cas, So (.) est appelée l'opéra-
0

teur de la solution généree par A. Nous notons que si A est sectorielle du
type de w avec 0 < 0 < 7 (1 — 2), puis A est le générateur d'un opérateur
de la solution proposée par

Sa(t) : = (1/2m) feMral(pa _ 4)-1 d\, t >0,
Y

ot 7y est un chemin approprié situé o lextérieur du secteur w + Sg. Récem-
ment, il est prouvé que si A est un, opérateur de type sectoriel de ) < 0 pour
certains M > 0et0 <6 < 7 (1 —a,2), alors il existe un C > 0 constante
tel que

1501l < o, ¢ 20 (3:25)

3.2.2 Moyenne-quadratique de processus presque asymp-
totiquement automorphes.

Nous rappelons quelques faits de base pour un processus presque asymp-
totiquement automorphes qui seront utilisées dans la suite.,

Définition 3.2.2 Un processus stochastique : R — L* (P, H ) est dite sto-
chastiquement continue si

m E [z () — 2 (s)[ = 0 (3.2.6)
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Définition 3.2.8 Un processus stochastique stochastiquement continue z -

R — L*(P, H) est dite moyenne carrée presque automorphe si, pour
chaque suite de nombres réels{S’ } neN » 1l existe une sous suite {Sn} ey et un
processus stochastique y : R — L2 (P, H) telle que

Jim Ellz(t+s,) -y @) = o, (8.2.7)
JIm Elly(t—s,) -z @) = o

est vérifier pour chaque ¢ € R. Le collection de tous les moyenne carrés de
processus stochastiques presque automorphes z : R — [,2 (P, H) est désigné

par AA(R; L* (P, H)).

Définition 3.2.4 Une fonction f : R x 2 (B H) = PP H), (Lz)
[ (t,x) , qui est conjointement continue, est dit moyen carré presque au-
tomorphe si f (t,z) est une moyen carré presque automorphe dans t € R
uniformément pour tous x € k , ou k est une partie bornée de L? (P, H).
C’est-a-dire, pour chaque suite de nombres réels {S nens il existe une sous-

suite {Sn}ey et une fonction f: R x L2 (P, H) — L? (P, H) telle que

JEgEl‘f(t+é;n,m) -—f(t,s)”2 = i (3.2.8)

lim E‘”f(t—s-n,x) —-f(t,a;)”2 = 0

n-—00

pour chaquet € R et chaque z € k. On note par AA (R; L* (P, H); L*(P, H))
lensemble de toutes les fonctions.

Lemme 3.2.1 (AA(R; (P, H)), |-ll.) st un espace de Banach équipé par
la norme .
2]lg = sup [lz (£) ]|, = sup (& ||z (£)]*)? (3.2.9)
teR teR

pour z € AA(R; L? (P, H)).

Lemme 3.2.2 Soit f : R x L?(P,H) — L%(P, H),(t,z) — f(t,x) est
un moyenne carrée presque automorphe, et supposons que f(t,.) est uni-
formément continue sur chaque sous-ensemple borné k C L* (P, H) unifor-
mément pour t € R ; c’est-a-dire pour tous e > 0, il existe § > 0 tel que z,
y €k et E ||z — y||* < 0 impliguent que E ||f (t,z) — f (t,9)]]* < e pour tout
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t € R. Alors pour tout moyenne quadratique de processus presque automorphe
v : R — L*(P,H), le processus stochastique F' : R — L*(P, H) donné par
F():=f(,z()) est un moyenne carrée presque automorphe.

Définition 3.2.5 Un processus stochastique continue f : R* — L? (P H )
est dite moyenne carrée presque asymptotiquement automorphe si elle peut
éire décomposée comme [ = g+ h, ot g € AA (RY;L2 (P, H)) et h €
Vo (R™5 L2 (P, H)). Notons par AAA(R*; L2 (P, H)) la collection de toutes

€5 Toyennes carrées dae processus presque asymplotiquement automorphes
[ :RT — L? (P, H).

Définition 3.2.6 Une fonction f : R* x L2 (P, H) — L2 (P,H),(t,z) —»
(t,z), qui est conjointement continue, est dit moyen carrée presque asymp-
otiguement automorphe si elle peut étre décomposée comme [ = g + h, ot
€ AA(R;L* (P, H); L? (P, H)) et h € Cp (R x L2 (P,H);L?(P,H)). No-
ons par AAA(R™ x L? (P, H); L? (P, H)), I’ ensemble de tous ces fonctions.

[l T R | S S

emme 8.2.3 Si f, fi, et f, sont tous moyennes carrés de processus sto-
hastiques presque asymptotiquement automorphes, alors :

O I~

I) fi + f2 est un moyen carré presque asymptotiquement automorphe ;

IT) Af est un moyen carrée presque asymptotiquement automorphe pour
tout scalaire A ;

III) 11 existe une constante M > 0 tel que sup E||f (0)|1* < M.
teR+

Lemme 3.2.4 Supposons que f € AAA(RY; L2 (P, H )) admet la décompo-
wion f =g+ h, ot g€ AAR;L?(P,H)) et h € C, (R L2(P, H)). Alors

8
{g

() :teR}C{f(t):t eRF}.

Corollaire 3.2.1 La décomposition d'un moyen carré de processus presque
asymptotiquement automorphe est unique.

Lemme 3.2.5 AAA(R"; L? (P, H)) est un espace de Banach gquant il est
équipé de la norme

o

&

1 lana@sz2pmy = sup lg ()], + sup A (0)]),, (3.2.10)
teERT teR+

f=g9g+h € AAARY;L?(P,H)) avec g € AA (R;L2(P,H)) et h €
(R*; L2 (P, H)).
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Lemme 8.2.6 444 (R+; 1,2 (P, H)) est un espace de Banach avec la norme
1o = sup I ()1, + sup ()£ (£)).2)2. (3:2.11)
teR+ tER*

Lemme 3.2.7 Soit f € A4 (Rx L*(P,H); L? (P, H)) et soit f(t,z) est
uniformément continue dans toute sous ensemble bornée k cCL*(PH ) uni-
formément pour t € R+. Pyjs [ (t,x) est uniformeément continue dans tout
sous-ensemble borné k — [2 (P, H) uniformément pour t = R.
Lemme 3.2.8 Soit f ¢ 444 (R* x L*(P,H); 1? (P, H)) et supposons que
F(4,%) est| uniformément continye dans toute borné k — [2 (P, H) unifor-
mément pour t € RY. §j u(t) € AAAR*; L2 (P, H)), alors f(.,()) €
AAA(RY; L2 (P, H)).

Nous d¢nnons maintenant la solution mild de concept suivante (3.1.1).
Définition 3.2.7 Soit Se (t) est un opérateur de solution intégrable sur

L? (P, H) avec générateur A. Un processus stochastique Fi-adapté z -
[0, +00) — I (P, H) est appelé une solution mild du probléme (3.1.1) si

z(0) = ugD2 est Fy-mesurable et z (t) satisfait ’équation intégrale stochas-
tique correspondante :

8o (t—5)g(s,z(s)) dw, (s), t>o (3.2.12)

>sultats principales

Dans cette section, nous établissons I'existence de moyenne carrés de solu-
tion mild presque asymptotiquement automorphes du probléme (3.1.1). Pour
cela, nous avons besoin des réesultats techniques suivants.

Tout d’abord, nous listons les hypothéses de base.

(H1) L’opérateur A est un opérateur sectorie] de type w < 0 pour certains
M>0et0<6<n7 (1 —0a,2), et ensuite il existe O > 0 tel que

1. (6)] < I%, t>0, (3.3.13)
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ol S, (t) est Popérateur solution engendré par A.

(H2) La fonction f € AA44 (R* x L*(P, H); L2 (P, H)) et il existe une
fonction continue et décroissante L; : [0, +00) — [0, +00) telle que, pour
c¢haque r > 0 et pour tous £ lzl’<r E lyl* < r,

Elf ¢,2) = r .9’ < Ly (r) B |12 - yl? (3.3.14)

]

ur tous ¢ € R*,

(H3) La fonction g€ AAART x L2(P H ) 2P, 1)) et 1l existe umge
fonction continue et non décroissante L, : [0, +00) — [0, +00) telle que pour
chaque r > 0 et pour tous F Iz’ <r, E lyl? < r,

Bllgt.2) =g t9)I° < Ly (1) B ||z - y? (3.3.15)

pour tous ¢t € R+,
(Fl4) Nous avons

. Ls(ryr [w]—l/a(l—l/ﬂf)”"L (r)r
SUp,.q [m - (C‘;M)Q - asin(n /o) < — )\7‘]

“Yell-1/a)r
asin(r/q) Mgﬂ

i (3.3.16)
> 1+ m) A/[f +

o0 My = i B (1,2 (1)) b M, = supyags B g 1,2 (0)"

(H5) L'opérateur A est un opérateur sectoriel de type w avec
0<8<7(l-a,2), et il existe ¢(.) € L' (R*) telle que

ISa OI* < g(t) vt > 0, lim ¢(t) =0, (3.3.17)
ol 5, (t) est opérateur solution engendré par A.

Lemme 3.3.1 Supposons que | ‘hypothése (H1) est vérifier et soit

feAAAR x L2(P, H );L? (P, H)). Si F est la fonction définie par

F (1) == ftS’a (t =) f(s)dW, (8, >0 (3.3.18)

alor% Fe ARY; L2 (P, H)).
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e

Preuve. Depuis f e A4ART; 2 (P, H)), nous avons, par définition, que
f=g9+hotge A4a (R L2(PH)) et b Co (R*; L2 (P, H)). Alors

F(t)| = ‘élt"Sa (t—s)g(s)adw, (s) + fSa (t—s)h(s)dw, (s) (3.3.19)

== hft S (t — s) g (s) dw; (s) ~_f0 Sa (t — s) g (s) dW, (s)
1 ¢
| +-J'Sa (t — ) h(s)dw, (s)
= G+ 1),
G = [ Sult-s)g(s)at (s
et

? 0 ¢
Ht)=~ [ 8, (¢t - 5) g (s) dWy (s) + JSa(t —s)h (s) dW7 (S)
=50 0
|
D’abord, nots Inontrons que G (t) € A4 (R; L* (P, H)). Soit {8/} pen une
suite arbitraire des nombres réels. Alors g € A4 (R; L2 (P, H)), il existe une

sous-suite {s) | ~de {s1 tel que pour un certain processus stochastique
JSneN " neN q q
g

am Ellg(t+s.)-g@0))° = o (3.3.20)
Am Eg(t—s,)-g(6))? = o

vérifier pour fous ¢ € R. Maintenant, soit 1, (0) = Wi (0 + $n) = Wi (sn)
pour chaque g € R. Noteg que W est aussi un mouvement brownien et 3 Ia
méme distribution que Wi. En autre, si on suppose

G’(t)z/Sa(t-— $) 3 (s) dW; (s)
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glors d’aprés un changement de variables o — 5 — 8y, on obtient

E ”G (t+s,)—C (t)“2 (3.3.21)
= B [ Sult+s0—5)g(s)aw, ( )—/Sa(f—s)g(s)dwl(s)

/ Salt =) [0 (0 + 5,) — §(0)] V¥, (0)

Et, donc I'utilisation de 1a propriété isométrique d’intégrale stochastique
dilto, on a les estimations suivantes

B|G(t+s)-c ”2 (3.3.22)

- E(/ 1Sa (t - o) [9(0+8n)—§(0)]l!240)

< [ 182t =N Ellg(o+ ) - g (o) o

CM 2
= <t—a)°‘> o

< wBloera) 501 [ (o

< OMPspBlo+a) -5 [ mlv—,—)—

(CM)* [@]= (1-1) 7

o sin (g)

sup £ |lg (t + s,) — g (1))
teR

-2
puig par (3.3.20), on obtient que lim E ”G (t+sn) — G (1) “ = 0 pour chaque

t € R. De la méme maniére, nous pouvons montrer que lim £
n—00

T Opour chaque ¢ € R. Ainsi, nous concluons que G (.) € AA(R; L2 (P, H))

|G (¢t - ) - G(t)“2

Enspite, nous montrons que H () € Co(R; L2 (P, H)) . Depuis h € Cy (R*: I,2 (P, H)) |
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et 1/(1HJw 5*)* est intégrable sur [0, 00), pour tout £ > 0 suﬂisamment
petit, il ekiste une constante 7' > 0 de telle sorte que E R (s)]]? < ¢ et
Jr 1/ (1 |w] 5%)*) ds < & pour tous s > T Alors, pour tous ¢ > 27", nous
obtenons
B o)
i
K f025' {t — )h(s)dWl(s)—{—fS (t — s) h(s)dW, (s)
— [0 Sa(t - s) g(s)dwl(s)
<3E (ff 1154 (¢ = 5) b (s)]? ds) +3E (f} [1Sa (t — 5) b )| ds)
B[4, 118t~ 5) g ()] ds)
: o
<3 [ (o s)a) B (s)] ds +3E ! (W) Elh(s)|? ds
3/, (“,ﬂ@_s)a) E llg (s))* ds
S; 3 (CM Sllp,elm. E Hh, (t)” J;oo st + 3 (CM l;) Wﬂ!?
+3(CM)f supyeg B ||g (t)[[? [ (——W =) ds
< 3(OM) supyegs B |1 (2)|f? [ de?»(C’M) e lo” tmmyrds
+3(CM)]supyeg B ||g (1) fi° <1+_1|_a>’d8
- =(1-1/a
3(CMY & (supies 2 (1) + Ol | supre 2 g ®)I?)

Cette inégalité
F(t)y=G(t
La preuve egt
Il est fac
du lemme(3J3

Lemme 3.3.¢

fe .A.A4 (

F

Alors F' ¢

Maintenan

+H (t) pour tous ¢ > 0, nous obt

le de voire que, par des arguments similaires &

(t)

(3.3.23)
Rappelens que
enons F' (i) € AAA(R™; L2 (P, H)).

é démontre ’assertion puisque ¢ est arbitraire.

terminée. m

ceux de la preuve
.1), nous avons le résultat suivant.

2 supposons que 1’ hypothése (H5) est vérifié et soit

R*; L* (P, H)). Si F est la fonction définje par

|

AAART; L2 (P, H)).

t, nous sommes préts a établir nos résultats principals.

Sa(t —s) f(s)dW; (s), t>0 (3.3.24)

3
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INTEGRO-FRA CTIONNAIRE ABSTRAITES

Théoréme 3.3.1 Supposons que (H1)—(H{) sont vérifié. Alors il eziste ¢ >
0 tel que pour chaque

dw. ,
u—" € B, (0, L* (P, i),

Wl ezrste une solution mald moyen carré unique, presque asymptotiquemet auo-

morphe z (., uggl%) du probléme (5.1.1) sur [0, 00) de sorte que x (, uod—g? =
W ‘
U .EE.Z?_
Preuve. Nous définissons un opérateur non linéaire ¥V par
(Yx) () =&, (t) [UodTV;/Q‘ s (0’ uogl%)] +f(tx (t))+ (3.3 25)

JoSa(t=5)g (s, (s))dWy (s) >0

D’berd, nous montrons que ¥ (AAAR*; L2 (P, H))) c AAA(RY; L2 (P, H)).
copptetenus € AAA(RY, L (P, H)), & partir des propriétés de {5, (8 s oS
et |g, nous en déduisons que Yz est bien défini et continue. Depuis z (t) est
bofné, nous pouvons choisire un sous-ensemble bornée k de 1,2 (P, H) tel que
z(}) € k pour tout ¢ € R+, 11 résulte de (H2)-(H3) que les deux f (¢, @)

et

(¢, ) sont uniformément continue sur le sous-ensemble bornée k unifor-

mepent pour ¢ € R*. En autre, de Lemmes (3.2.8) et (3.3.1) et on tenant

cornj

(H4

pte (H1), il sensuit que Yz € AAA (Rt L%(P H )) - Maintenant par
), il existe une constante r > 0 tel que

- Litr)r o " (1-1/a)n Ly (r)r .
G(CM) - (CM o O‘Sli?(”/a) : )\7 (3 3 26)
1 [eo]” "= (1~1/a)n .
> 1+ R:’M)ES Mj + asin(n/a) g

soit|0 < A < 1. Nous affirmont que l'affirmation est valable pour € = Ar en
fait] soit uog%/g € B.(0; L2(P,H )) - Définir Pespace

D = {2 € AMART, L (P H)) :2.(0) = w6, B ()] < .t > 0)
Puis D est un sous-espace fermé de AAA (R*; L2 (P, H)) . De plus
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— e VLB
YD ED.SizeDettc R*, nous avons que
=) @)l
< P11 () [0 1 (0 w02)] | + 3517 1,2 ()

+3E”
<6(C

+3H
+3E

s S (t = 5) g (5,2 () dW, (s)]|"
M) [E’ [|uo M“2+F 7 (o, Uod—W-Z)“
17 (.2 @) — £ (¢,0) + £ (£,0) 2
(5 18at =) g (5,2 (s)))? ds)

S6EM)* M +6(CM)*E||f (o, wl?)|

+61;

<[1

(r)r+ Gbuptew Elf (t,0)|* + 6 (CM)?
4 1Hcal(t—3)°‘) Ly (r)rds + f; (m—v) Ellg(s,0)? dé‘}

§;G(<“M) AT+ 6 (CM)* M; +6Ls (1) 7+ 6M;
_{_6(CM [ Y(1-1/a)r

a partir de
que YD C

¥ (.) est une contraction de D dans D. De (3.3.26),

asin(m/a) [L (T) T+ Mg]

(3.3.27)
(3.3.26) implique que £ 1(Yz) )||” < 7 pour tous ¢ 2 0, de sorte

D. Ensuite, pour compléter la preuve, nous devons montrer que

nous avons que

rl _Lir w1 -1/a)rL, (1)r dend @SZ)
6(CM)*  (CM)? asin (1/q) - 3.2
Ensuite,
7 Lf (7“) (i )w[—l/a (1 — l/a) 7rLg (7‘) P . “
G(CN? ~ (omy asin (7/) +an (3.3.29)

Autrement d

GLJ«' (7") +

it,

6 (CM)? ﬂ;:/g)_ 1/a)m Ly(r)+6A(CM)® <1  (3.3.30)
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1] o LNTEG&MLRRAQIKMWVAHuEABS@@AREES

Pour toute z, ye€Dett>0, nous avons :

Elva) () - (vy) )F

S2E|f(t,2(6) - £ (t,y (1)) 2

28| [} S0t = )l (5,2.(5) — g (5, ()] aw (o) I

< 2Ly ()b B (1) ~y (1)

+2OM [ (opteage) Bl (5,2(5)) ~ g (5,9 (5)ds
< 2Ly (1) supyep B |z (1) — y (1))

2(CM)? ||~/ (1 w Y
T (1) X supyens B o (1) — ()2

< (227 (r) + MMl oo ()]  Suprege B |2 (¢) — y (1)
(3.3.31)
Ainsi, nous obtenons :
1Yz = Yl (3.3.32)
= s (BIYa) (1) - (vy) ()"
2 1/a _ ™ .
< \/um)ﬁ(OM)a‘Zjl LT ) e gl

1l pésulte de (3.3.30) que Y est une application contractant de D, Donc,

pal

 le principe d’applications contractantes de Banach, nous attirons une

comiclusion qu'il existe un point fixe unique z (-) pour Y Dans D. 1l est clajr

qu
mi

pre

T est un moyen carré pPresque asymptotiquement automorphes de solution
d de (3.1.1). La preuve est terminée. m

Le résultat suivant est prouvé a 'aide des étapes similaire & celles du la
uve du résultat précédent, alors on donne les détails.

Thgoréme 3.3.2 Supposons que (H1), (H3) sont vérifés. Si Li(r) =Ly et

Ly

r) = Ly pour toutr > () et Li+(CM)? [w| V™ (L=1/a)nL,/asin (7/a) <

1/2 alors pour ug2 ¢ [2 (P,H) il ezite une solution mild moyen carré
unifpue, presque asymptotiquement automorphe x (., u(,d—gi) du probléme (3.1.1 )

sur

[0, 50) de telle sorte (O, uog%/%) = uo%.

The¢oréme 3.3.3 Supposons que les hypothéses (H2), (H3) et (H5) vérifés.
Si By (r) =Ly et Ly(r) = Ly pour tout r > 0 et Lf+ Ly |lgll, < 1/2 Alors
poutf tout uo%z € L>(P H ), i existe une solution mild moyen carré unique
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presque {
[0, 00) de

Preuve.

r

-}

~—~

D’aboj
méme

On do
et g , no
borné, noy
z(t) € k
[t z) et
k uniform

et en tena)
Ensuite, n¢us montrons

dans lui-m
AAA (R+;
avons

E|
<2
+21
<2

1
+ 15
< 2]
121

<[

Donc

Ce qui signifie que Y est

principe d’

symptotiquement automorphe x
sorte que (O, uo%) = U

Considérons 1’

-

!
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—_—

(.,uo%/z) du probléme (3.1.1) sur
aWs
d

&4,
opérateur linéaire Y définje par

) (t) = S, (t) [ugd—d"‘;ﬁ ~ f (o, uod—dvgz)] + f(t,z(t)

Jo Salt—3s)g(s,z (s)) dW; (s) £>0. (3.3.33)

d, nous montrons que v associer AAA(R*; L2 (P, H )) vers lui
e z € AAA(R*; L2 (P, H)) partir des propriétés de{.S, (
s déduire que Yz est bien défini et continue. Depuis (1) est
| pouvons choisir un sous-ensemble borné k de 1,2 (P, H) tel que
pout tout ¢ € R* 11 résulte de conditions (H2)~(H3) que les deux
9 (t, ) sont uniformement continue sur le sous-ensemble borné
proent pour ¢ € R* . En autre, Les lemmes (3.2.8) et (3.3.2)
it compte de (H5), il s’ensuit que Yz € AAA(R*;L2(P, H)).
que Y est une contraction de AA4A (R*; L2 (P, H))
frne. Notez que nous avons déja prouvé Y AAA (RT L2 (P H)) C
L2 (P, H)), de plus z, y € AAARY;L2(PH)) et t > 0 , nous

D}izo, f

4

Ye) (0) - (Yy) (1)

/(2 () £ (8, y ()

15 St lg (5.2 (9) - g (5,5 (10
b Bl ~y ()
O(t=9) Elg (5, (s)) g s,y (5)) [ ds
b B o (1) — y (9)

pSBrez B 2 (1) ~ y ()| 2 6 () ds

1+ 2Ly |9l supiems E 2 (¢) — y (1)

)|
(3.3.34)

[

:z) 1/2

[Yz-vyl, sup (E[(Ya) (t) ~ (

teR+

une contraction sur AAA(R*; L2 (P, H )
plications contractantes de Banach, Y adme

Yy)(t)

(3.3.35)

<

), par le

af t un point fixe
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[anique = (t) € AAA(RY;L2(P, H)). 1l est clair que T est un moyen carré
presque asymptotiquement automorphe de solution mild de (3.1.1). La preuve
est alors terminé. m

exemple 3.3.1 Dans cette section, nous appliquons les résultats obtenus
précédemment d’enquéter sur ezistence de moyenne carré signifier presque
nsymptotiquement automorphe de solution mild pour le systéme stochastique
ifférentiel partielle d’ordre fractionnel suivante :

5 [“ (t,6) = [l oa(®ar(t—s)u(s,¢) dSJ _
Jg=d (3%22 - v) [u (t,&) — f_too a(t)ay (t —s)u(s,¢€) ds}

[t a () as (t - 8)uls, &) dsdW (1) (3.3.36)
u(t,0) =u(t,m) =0, il
u(07£)=u0(§)7 éE]:[O,ﬂ'],

ta € AAA(RT;R),a1,as : RT — R sont fonctions continues, et v > 0 est
4ne constante fize .

Soit H = L? ([0, 7]) avec la norme [l et A: D(A) C H — H lopérateur
éfini par Az = 2" —vz, domaine D (A) = {eeH:2"eH z(0)=x(r)= 0}.
Il est bien connu que Az = 2” est le générateure infinitésimal d’un semi-
poupe analytique {S(t)},., sur H. En autre, A sectorielle du type w =
v < 0. -

Dans la suite, nous supposons

B \ 1/2
Ly = |af (/ fal(—s)!2ds) < 0o, (3.3.37)

et

01!

0 \ 172
L = ol | [ ;a2<—s);2ds) .
o /

Maintenant, on peut définir les fonctions f, 9:RY x L*(P,H) — L*(P,H)
par
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———=2 TOULIATS PRINCIPAL

Ft,2)(€) = a( / a1 (=5) z (s, £) ds, 3.3.38)

9(42)(&) = a(y / a2 (—s) (s, €) ds,

JE () = %h (s)ds,

_____ qui permdt de transformer le systéme (3.3.36) dans un systéme abstrait
(3.1.1).P ailleurs, il n’est pas difficile de Voir que f, g sont continues et Lip-
schitziennds dans le variable seconde avec les constantes de Lipschitz L; et
Lg respect{vement .

Le résuftat suivant est une conséquence du théoréme (3.3.2).

Théoréme 3.3.4 Sous Jes hypothéses précédentes, (3.8.36) admet une solu-
tion mild pigues z € AAA (R*; L* (P, H)) pour Ly et L, sont assez petites.

Conclgtion : Dans ce mémoire nous avons étudiés la controlabilité
approximatfive pour une classe d’équation différentielle stochastique fraction-
naire non-lgcal (la continuité, I'existence et 'unicité de la solution mild et la
controlabilifé). Et étudiés existence et I'unicité de solutions moyenne carrés
Presque asyimptotiquement automorphe de 1’équation stochastique intégro-
fractionnairp .

v
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