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R6s

nous prdsentons une introduction d' le Mouvement

de Gitrsanov.

f. 
"t 

ipit"e1 : nous pr6sentons des rappelles de pro-

itions de calcul stochastique'

6tude le Mouvement Brownien'

u-rrrj"t central du m6moire, d' savoir' Changement de
on pr6senlte

Th6ordme
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ntro uction

bpownien d6signe A la fois un ph6nomdne naturel et un

associ6 au nom du botaniste 6eossais Richard BrownL'adjecfif
1773-185s), ui observa en 1827, dans le fluide situ6 d, l'int6rieur de grains

pollen {e pQbites particules en suspension, agit6es de mouvements
chaotiques.

de phangement de probabilit6 ont 6t6 prouv6s pour la pre'

fois les ann6es 1940

Ca$in puis en 1960 par Girsanov. par la suite ils ont 6t6

usd classesl plus vastes de processus allant en 1977 jruqu'd, la fbrme

ale de

lv
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Chapitre 1

Quelque d6firrtions

Le but de ce premier chapitre est d'exposer les notations de base utilis6es
le bng de ce m6moire.

Nous comrnengons par d6finir : une rappele de probabilit6...Nous rappe,L

lons aussi les d6finitions principale de calcul stochastique.

1.1 Tlibu

D6lfinition L.L.L Une tribu (o-algebra en Anglai,s) sur d) est une fami,lle de

pa,rties de Q, contenant l'ensem,ble uide, stable par passage au compl4men-
taire, union dEnombrable et intersecti,on d€nombrable.

(Jne tribu contient d,onc I'esioace {1.

Un esptace mesurable est un espace muni d'une tribu.

P:rcrposition L.1.L Une intersecti,on de tribus est une tribu.

Attention : ce n'est pas vrali pour la r6union : une r6umion de tribus n'est
pas une tribu.

Soit f'une tribu. Une sous-tribu de f est une tribu G telle que G c -1,

soitA€GimpliqueAef.
La plus petite tribu contenant une famille d'ensembles est l'intersection

de, toutes les tribus qui contiennent cette famille, Elle esl; en g6n6ral difficile

(voire impossible) A, d6crire plusr pr6cis6ment.



]HAPITHE 1. QUELQUE DEr.nrTrolvs

exemple L.L.I Soi,t fit : {1, ...,6}. On peut d6.,fini.r plusieurs tribu,s su,r e :
Jtr --_P(A) : {d, {1} , {2} , ..., {1, 2} ,...,Q} : tnibu compldte (ta plus gro,nd,e) Fs ==

|d,9j : ,tribu triuiale (Ia plus peti.te) (Q : EuEn.tmpossi,ble , Q : Eu€n.a,ibi.trai,re),F1

{d, {1} , {2, ...,6} , f)}, F2 : {{1, {1, 3, 5} , {2,4,6} ,O}, etc._ Soi,t C, : [0, 1]
e:t Ir,...,In une famille d'interualles formant une part'ition deQ. La ft;rmille
al,e sous-ensembles d\fi,ni,e par G : {O,Ir,Iz,...,11U 12,...,11IJ 12U,I3,...,1)}esl
aLne tribu sur {1. Soi,t A =- {At,i e I} une fami,,!,Ie de sou,s_ensembles d,e e.
tllors la tribu engendr1e par A est la plus petite tribu sur Q qui contien'rl tous
Ie,s sous-ensembles Ai, i e I. EIle est not1e o(,A). (NB : I'ensemble I n,est
pas forcdment d,Enombrable. )

Ddfinition L.L.2 Une sous-tribu d,e F est une tribu G telle que si A e G
a,lors A e F, On note t] C F.

exenrple L.L.2 Reprenons I'eremple 1.1.2.On 0, Fs C ft C F, Fo C ,Fz C
J:, mais pas f1 C fz, :rui fz C Fr

.Remarque importante:

Il est toujours vrai que .4 € G et G c f + A € f.

Mais il est faux de rlire que.4 C B et B e i' + A e f.

Contre-exemple :

{1} c {1,3, 5}, {1,1},lt} € fz, mais {L} # fr,.

1..1.I Mesurabillit6

Definition L.1.3 Soi,t (0,f) et (8,{) d'ew espl'ces rnesurables. Une o,ppli-

cation f d,eQ d,ans E est dite(f ,() rnesurable si' f-r(A) e f ,VA€€,0il,
J-t (A): {a,l € O\/ (,r) € A} .

Lorsqu'il ny a pas di.,arnbigutt€, sur les tri,bus employ^es, on dit simplement

q,ue f est mesurable.
une fonction f defri, dans R est bor\Iienne si elle est (Be, Be)-rnesurable,

soi,t f-r(A) € Bn,YA t= Be.Il suffit que cette p'.opri€t€ soi't adrifiE'e po"ur les

interualles A.
Les fonctions conti,nues sont borEli'ennes.



D6finit 1.r.4
r6elle (u. as r.) X e#,
Que X-r

Une
) e F,yA

tnstante eft
la tribu F.

* P(o),
flRelF=

!n,tl. un.espace mesumble. [Jne uariable al€atoi,rete applimtion mesumble d,e(e,F) d,ans[- ( d,onc telleBil.

1.1. TRIBU

u. a. de m€me qu'u,ne fonction i,nd.i,catrice d,,en_sernble

-si
-si

X est i dite fonctien (ou v. a) alors X esttoujours F_mesurable.

AIors
Pour Cdl, on

(R),
est di,te fonctlon bor€li,enne.

Lab\:Irsiw<_A,"\/ [ 0sinon

lpst F-mesurable ssi A € F.

: Xr(i/) : i]) : p({i}) : *.

({re Q:X2(w) =1}) :p({1,g,b}):i.
X2 soNtt toutes detn F-mesurables.

,{2,4,'6},Q}.

ne I'est pas.

,5j € fz et {a,' e Q: X2(r) : 0} : {2, 4,6} e f2,

3

On que la u,

Semple

Xr(r)

xz(r)

Soi,t F

En effet

a,r €Q:X1

p.t : P({ar €

[1r,s,s1(a;) :

.L.t sott 1 F, P)tI'espace de probabili,tE d,u d,'€qui,Iibr| .

rP(o).&

Sodt f2 {d, {r,3, 5

pst F2-

q.'r) : 1) {1,



CHAPITHE 1. QUELQUE DEFINTIONS

{P,+,a} e 7,
{ar e 0 : X{w):1}: {1,g,b} e f2 et{c,r e O : X2(u)_ 0} =

La tribu par une famille d,e u. a. {X6 ,i € I,t e lR}sur (e,F, p)
d1finie

(X1,i e I) o ({X,i. € B}, i e I, B € B (R)) = o ({Xr < t}, i,€ /,, € tR) .

Reprenons I'etemple pr€c1dent: o(X) : F : p(0) , o(Xz) : fz #(0).

{2

Un espa4e

-Oestun
- fest
-P est

ce de probabilit6 fittrd ou ba,se sto-
iquE

probafilit6 filtr6 ou une base stochastique est (e, F, (n),.zo, p)

tandi,s

+Oesturle

* f est une

' (fo)rto est

de probabilit6
t probpbilit6 est un triplet (e, F, p) ori :
nsemble.
tribu (ou o-algdbre) sur O,
(mesupe de ) probabilit6 sur (A, F)

bu (qu a - alg6bre) sur e,

une fil{ration,

- P est une fit6 sur (fr,"F).
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1.3.1

Une

1.4. PROBABbTTES EQTYALENTES

Filtrat
tpation est famifle (fr,T € lR+) de sous_tribus de F tq

fsCFt,Vt)s20.
vention, o4 4" 1= V>o f, (= la plus petite contenant toutes les 16).

aussi .[* fl")t&.

d'un,processus (X1,1 e
l

f{=o(X",0<s<t).

iR..) not6e par -ex , est

6quivalentes

,irye P et Q dEfini,es sur Ie m€nte espace (A, F)
ont rnCnxes ens embles n€gligeables, 

- 

c, est' d, d,ire

P(A)*0<+ Q(A):0

waie P s. es{ alors uraie e p. s.

pax

On

+.3.2

La

{Sfinie

Une

SiPet 6ont

encore Q
cY

f,,'esp€mnpe

A): TAY

siY
P, la

illedste une uariable y , stri,cternent positi,ue,
tlLd.e Ra!,on-Nikodym teile que de': yd,p

. on ebut Egalernent 
"rti" raoiioi'r"lJn fournre

."1:. !:,ttdlrryent posi,ti,ue, f _mesurable,

^.? 
ao @) : Ep (ZY) d,€fi,nit une probabi,titt

0' P. Elle facile d rn€morise, po, io regt" a" coicul fonnel
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ESP ERAN CE C O ND ITI ONNELLE

D6fini r.7.L S, X unB uariable al1atoi,re r\elle sur (e, F, p) teile que
E (xl) @.

On t conQitionnelle de X sachant f1, et on note E (X I f) ,
Y sailisfaisant les dern condi,ti,ons :fuurte

siZ t;

par E

1.Y ! f1, c'est- ire Y est F1-mesurable,
2. tout A G tt Ofl Q

uariable

lz).

fr
J 

xdP: 
J YdP.

AA

r4elle sur (Q,f , P), nous abr\geons n (Xlo (Z))

detn
8.

L.T.L 1. 'espdrqnce cond,itionnelle E (X/fr) existe.
p. L" co est uni,que dans le sens que siY etYt sont

ions d,e E ( f1), aXorsY :Y' presque sArement,
4E(E(xl )) : 4 (x) et E (lE (xlnD s E(lxl).

iEt6s de I'

fi, Y deux

conditionnelle

it6 : E(

a. int6grables.

+YIG) '= zE(X/G) + E(YIG) p"r,

vit& : X ) Y p. s. + E(X/G) > E(y/G) p. s.

-si

-si

1G alors x/G) = E(x) p. s.

qst G-meS e, afors E(XIG): X p. s.

-siy est G- etlborrr6e, alorc E(XYIG) = E(XlG)Y p. s.
-si qGCF E(E(xlH)IG): E(x/H): E(E(X/G)/H) p. s.



CHAPITHE 1. QUELQUE DEFINTTONS

:[.8 Prpcessurs stochastique
un procespus stochzstique est un ph6nomdne dans le temps d,une meunidre

a,l6atoire.

Lii vie quptidienne et la science nous donnent beaucoup d,exempl,es dece genre de ph6nomdne, of en tout cas des prr6nomdnes q.ri peurrent; 6tre
c,ompris de cqtte fagon.

-- La m6t6o, la population d'une ville, le nombre de personnes dans une fired'attente et la positiorL d'une particuie de pollen dans un fluide, sonr, desoremples de processus stochastiques.
Dans toute la suite, on considdre un espace de probabilit. (o, f, p) sup.p'rs6 complet de plus nous adaptons les d6finitionslt les notations suivar,nts :

Dt6finition L&,l un pr,cessrs stochasti,que est un fami,ile d,e uariable ,al6a_
t!'ire l,xt,, € IR+ ) definie s.ur un espace d,e proba,bitiie 1n, f , 

p), et d, ua,t!.eurs
dttns un espace mesurable (.D, {) .

Dans la plps part des cas 6tud,i,6s d,ans
(lR,Bn) oz (JR.,Bn,).

ce m4moire, I'espace (8,() sera

D,Ofinition 1.8.2 Soit ,yt, t e R un processus stochastique :

1. Les u.a. Xt- X",pour t ) s ) 0, sont appelles d,es accroissement,ts d,u
pnrcessus (&)r>0.

2. Un processu,s {Xr,t € lR+} est d, accro,isser,nents i,nd,6pend,ants si 1,tourtou,te sui,te 0 ( tr
s o tct i,nd 6p end a)nt e s.

3.Un procetsus {X1,ie R*} est d, accroisseme:nts stati,onnaires si,la d,i,s_
tributi,on de la uariable ){1a" - X1 ne d,Epend, pas d,e t.

En d'autre termes po'ur tout t ) 0, h ) 0, la fuii ile X1_1, _ X1 et €gal,e la
loi. de X6 - Xs,

D6ffnition L.8.3 u.n processus {xr,t € iR+} est apperE un processus d, tra-
jec,toires continu,es (ou simplement processus contiiu) si

P({u e O:f --+ Xr(r) est conti,nue}) : f.

Attention : ne pas ,confondre t'processus d t;emps continu,, (: not:ion
g6n6rale) et "prlocessus continu " (: processus d trajectoires continues).



r.9.1 l\Iecteur

catdon

1.8. PROCESSUS STOCHASTTQUE

gauspien

) 1,tu...,tne lR+, cI,..., c,r€ lR

(pas forcement gau,ssienne) en d,C,f,ni en@re :

foncti,on m, lR+ -{ R donnL

tn (t): E (xr)

est Qe la mogq du pTocessus .

(2) La

gaussien

1.8.4 uecteuf alEatoi,re (de di,rnensi,on n ) l,) est une appli_

O -+ IR"
u -- X(w): (Xr(o), ...,X,(r))

eF,YB€B(tR").
telle que

{re

1.8,2

: X(w) e

rocess

L.8.5 Un
(Xrr,..., ) est
treuient d,

"pour un

(r)

ross_us)gaussi,en est un processus (Xt,t eRa) tel que
r al€aloire goussienyn ) I et fi,...,tne n{. Cea,
+ ... + cnX6. est une u.a gauss,ienne

ionK: xR+* IR



CHAPITHE 1. QUELQUE DEFINTIONS

K (t, s): cou (Xr, X")

est appll(. couatpiance d,un prossus,

.9P
Dans ce

cessUs de Markov

processu$ f
ticulier que

E u,n

processus (
le mouvement brownien est un il;;ilir;ffi;TJir::
r, Sr).

tion I

aphp, nous abordons une notion importante dans la th6oriehasfique : le processus de Markov, ;;; y montrons en

I Un )pracessu) de Markou est un processtts (Xr,t elR..) tet> s _] 0 et pour toute fonction f : lR _* jR borllienne et: o(Xr,r < s)).

E(f (x)/F:): E(f (x,)/x")p.,.

L, :?!t (9, f ,(f)r>o , 
p) une bose stochasti,que

(M) adapte d nlet que :

! (i)E(Mil)( oo, Mt€LL
[ (id)E'(Mr/f): M" ,Vr > s ) 0

marttngale.

pour tout
(NB :F;

pn par-ticuli

w e B/X").
, si f (x) : tB(s) auec B € B(lR), alors p(X1e B/F{) :

10 ingale

tion 1.1

10



1..10. MAHTINGALE

D6ffni r..10.2
8Ur par

pour tout

E(X jF) ( Xs ,Vs ( t.

D6finit n r.10.3
80u par
grable tout t

E (Xr/f")) X",Vs S t

D6ftni L.to.4 M est une martingale locale continue, on note par
L?""(M) Ilespace des d,e processus progressiuement mesurabte K tet
qu'il, exi une suite ( '") de temps d'arr€ts cro'issants aers I'infini et tel que

famille de uariable al€,atoi,res (Xr,! e [0, -D est une
ort rt Ia f,ltmti,on (Fr) sl, X1 est f1-mesurable et

famllle de uari.able alilatoi,re (Xq,t e [0, -D est une
rt d,'1la fi,ltration f1 si X1 est f1-mesurable et int€,-

t, nff x:d(M,M)"1 ( *oo

1.10.L

D6flniti 1.10.5
Tue Mo $ et (M),
nentrielle associ6e d

e4ponentielle

it M qne marti,ngale conti,nue d,e ca,rr| intEgrable telle
Kt pau,r tout t € IR. On d€finit la mar.tingale erpo-

par

11



Chapfltre 2

lMouv€rrr€rrt browniein

Ler botaniste Robert Brown observe en 1g2g le mouvement irr6guli,er departicules de pollen en suspension dans l,eau. En 1g7z, Delsaux explique les
changements incessants de direction de trajectoire par les chocs ent'e lesparticules de pollen et les mor6cules d'eau. un mourrement de ce typ,e estqualifi6 de "mouvement; au hasard,,.

En 1900, Bachelier, en vue d'6tudier les cou.rs de la Bourse met en 6vi_
dr-'nce le caraotdre "markovient' d.u mouvement llrownien : la position cl.,une
particule d" I'instant t * s d6pend de sa position en f, et ne d6pend pas <ie saposition avant l. Il convient d'insister sur le caractdre pr6curseur de BachLelier
et le fait que xa th6orie du mouvement Browni"r, u Ltc d6velopp6e pour la
Brf,urse, avant de l'6tre pour la physique.

En 1905, Einstein d6tbermine la densit6 de transition du mouvement Brow-
ni'en Par l'intenmddiaire de l'6quation de la chaleur et relie ainsi le mouve-
m,ent ]Jrowniep et les 6quations aux d6riv6es partielles de type paraboli,que.
Lau m€me annge, smolur:howski d6crit le mouvernent Brownien comme une
linnite de prornenades aliatoires.

La premidre 6tude marth6matique rigoureuse est faite par N. wiener (1923)
qui exhibe 6galement unr: d6monstration d.e l,exisl;ence du Bro-nien. p. r,6vy
(1948) s'int6resse a'x propri6t6s fines des traject'ires du Brownien. Depr,uis,
le mouvement Brownien c<lntinue de passionner les probabilistes, aussi bien
pour l'6tude de ses trajectoires que pour la th6orie de l'int6gration stocl:ras-
tique (wiener, nt0,watarLabe, Meyer, yor, LeGall, salminen, burrett, chung,
Wiilliams, Knight, Pitman,...).



2'1' PRo*1{f@gryg*coNrrNu
2"11 'Prarcessus al6atoire a temps continu
D6finition 2.".r-r tln^process.us ariatoi,re d,,temps contintL est une familre d,e

i,;^,7 ,[f:;1,": :!,il,:,tr:'ie 
sur rn, Ii"iit o; iili iii,"i,Ji, ," uoir comme

* { n -, { fa,nctions de lR1 dans lR}
I a,,__n {l__* Xr(r)}

2.:Z ndouvem-ent b:rownien stan d,ard,(M.B .S)

2.2..L Premidre caract6r:isation du (a,r.B .s)
j]j#::::l^brownien standard (abr6g6 m. b. s.) est un processusal6ai:oire d temps continu
(Bt,t € nRa) tei que

( lao: o p. 
"..) ii')(ar) 

"r! d accroissements ind6pendants et stati,onnaires,I tztl4tt - t/(0, t),vt > o,

I iiii)(,B) erst d tra,jectoires continues.

Rema:rque tZ.2.L De 
2t!1d,fr,nition, i.l sui,t que pourf ) s ) 0,81_ B" _B1--" ,u 1/(0;rl-s), i. e.. E(B1ja") ,= b et E((81_8")r) : t_.s.En appliquantla loi, des grand,s nombres," on triuu,z ,n- 

"or" 
que + -__+0 p, s. lorsquef __ oo.

?:":Y,,^::o ft ,,,u 
lr(0, 1), pou, t'ut-t > 0 (pas besoi,n par contre ,u TCLpour rre prouuer!). on uo,it d,onc qt:rc re m. b. s. est br,eiune g€n,rari,sationd' temps conti,nu d,e Ia marche ar€i,t,oire symitrique sur z. Ir eriste prusieursman'icres de aonst't-ui,re u,n rnouuement brownien stand,ard,. ci,r:onstrois d,,entreelles.

'rh.or€rme d'existence et drunicit. du mouvement br'wnien
Il y'a existence et unicit6 du mouvement brownien, c,est a, dire qu,il existeun espace de probabilitd convenable et u

qui v6rilie les i:onditions de la d6finirbion.m 
processus (Bt)"n-,sur cet espace

13



CHAPITHE 2. h,IOT]VEMENT BROI4LIVIEN

1r.2.2 Dgsi6me r:aract6risation du (M.B.S)
Un mouvement brorrmien standard (Bt,t e IR.1) est un processus d, tl.ajec_

t,oires continqes et gaussien avec moyennern(t): O 
"t.o.r*iurr". K(t,,;):

I A s ,= min(t, s).
D6monstration. Il. fau drait v6rifier eue c1131, +,.. + crB1. estune v. a.

gaussienne.
V6rifions seulement que B, * B"est gaussienne : Bt * B" : (81_ /3") a28", <:'est donc une v.a. gaussienne, car la somme de deux v. a. gaussi€rnnes

ind6pendanteE est encolre gaussienne.
Soitmaintenantl)s)0:
m(t) : E(Pt) :0,
K(t,s) : Coa(81, !s) = E(BrBu) = E((8, - B, * B")8"): q(8, - B")8") + E(B?): 0 + s,
car(81- 4") L 8".
On a donc K (t, s) : mi,n(t, s) .

Propositionp.2.L Le mouuement browni,en sto,nd,ard, (&,t e R.a) esf zn
processus de Markou.

D€monstqation. Err utilisant le fait que (a1-Br) a Br, B" est.ff-nrresurable,,
on. obtient

eU@)lrh == E(f (Bt - B" -F B") _ J-?) : V(8") p. s.,

- . 
ot v (v) : E (f (Br- 17 "+il). un calcul identique montre qrc E (f (81) l' B 

") 
:

V(.B") p. s.et
donc la propri6t6 de Markov est d6montr6e.

Rermarque 2.P.2 De la d\monstration c,i-d,ess,tr,s,, on d,6d,ui,t que

E(f (B)/f?) : v(8")p.s.,oi.r, v(s') : E(f (x + y)),

^ avec x - N (0,t - s',1. ceci' montrequ'une erpression apriori, compli,rop|e
fai,sant interue,nir

une esp€.ranpe conditionnelle d,'une foncti,on d,u mouaement brownien l,eut
serAduire d, une simple s5:p1rance d'une fonction d,,une loi, gaussi,enne.

Pr,oposition 2.2.2 Le nlouuement browni,en stand,ard, (Bt,t € IR.-,.) esf une
martingale par rapport d sa filtration naturelle (J-P,t € jR+).

I4
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2.J. c,6vnn q.usA"rolv.

D6monstration.
i) Par Cauchy-Schwarz, on at" B(lBl) < JE@ : \/E < oo, Vt ) 0.

ii) Vt > s ) 0, on a E(B\lfn : E(8, - B"lF?) + E(B"lfP) :
E(l3t-8")+8":8".

Re:marque 2.2.3 Pour desraisons techniques, on a par fois besoi'ns "d'aug'
n'trenter" la filtrati,on naturelle (:trf). On ne rentrera pas dans ces d6,tails .Les

pTDCIESUS suiuants sont d'es martingales par rapport a (ft!) :

It)tt,t:B7-t,
i ii)tY: erp(fi - l).

2,,2a.3 Tloisi6me caraciberisation du (M.B.S) (Th6oreme
de L6vy)

Soit (-X1) un procpssus d trajectoires continues, adapt6 d une filtration
(Ji) et tel qu<:

f l,)(Xr) qst une mtr,rtingale par rapport d (itrr),

\ ,l;1Xr'- t)est une martingale par rapport d (fr)

Alors (&) est un trnouvemerrt brownien standard.

2.:3 (]6rn6ralisatiorr.

Le prc,cessus Z dlfini par 21 : a * 81 est un Brownien issu de a.

On dit; que X est un MB d<t drift p et de coefficient de diffusion o si

Xr: r -t P't * oBt

Ori Best un mouv€ment Blownien. La v. a Xl est un v. a gaussienne

d'erip6ran,ce t + p,t et de variant:e o2t.

T{:o(xu,u<s)'

2l4, I?ropri6t6s De Mouvement brownien

Soit tr4l un mouvernent brou'nien. Alors,

IO



CHAPITHE 2. hIOUWMENT BROI4I,IVIEN

o Sym6trie : Le processus(-W)Dsest aussi un mouvement brownien.
o Rugositd : Les trajectoires t ---+ W1(u) sont nulle part d6rivables,
o Propript6 de Markov : Pour tout u > 0, le processus (W,+t -V,/u)t>o

est aussi un {nouvement brownien, ind6pendant de .F"

',1.4.L Variation quadratique

Variatiop quadratique du mouvement brownien standard
Soit (.B1, t € lR+) un mouvement brownien slbandard (par convenance, on

notera parfois
Bt: B(t)).Pour t ) 0, on d6finit

I':r?G)-,((+))'
Ilroposition 2.4.L l>our t > 0,

Iirn@)1"):tp.s.

ett on ilEfin;it la uari,ation quadrati,que du mouaement brownien standard \B) rcomme
\tant donn€.e par cette li,mi,te (par conuent'ion,on pose Egalement (Blo == 91.

D6monstration. floient Xt. : B (#) - B(W),| < i 3 2' (t et n
fix6s).

Les v.a. X; sont i.i.d. - N(0,t12") et (f)j") :DLrXu2.Deplus, crn a

2tu zn

E(\:\B):"\ =Duxn = L * : t,
;-1 ;-1

2" 2n / +2 +2 \,. +2

t, o,(@)l^)) - t var(x!) : ltn{xf)-E(^:n\ : I (% - b,) : ;-.
i:l i=l i.=l \

En consdquence,

oo | . r F /-^\. 1*| *
)-pfl @)!") -tl r u)<:lvar((fli")) =:t,,?-r<m.z_r .l.tL i ,_e"?
n=l n:l 

u n:l'

1()



(B)'

Vu

um (fl|")
n+oo

DE MOUWMENT BROW]VIE]V

C[,ntelli et le critdre donn6 pour la convergence

2n / \/ L \
l,:*}x? < lt:%&zs"l&l) (J113 Dt''r 

1

,B1) e$t continu , il est uniform6ment continu sur [0, t],

Iqm maq l&l : 0 P.s.
n+,al1i,l2nl--

a sufpos6 eue

l'((B)' :0) > 0,

en $ntradiction avec le fait que

lemme de

2.4.t

Iirn

le processus

"({*ir*r .-) 'o
ilit6,pn conclut donc que

L7



Remarque
i,Vnpli,que

Remarque
rem,ugue
pas un
quad,ratiqwe

exemple
quad,rati,que

CHAPITHE 2. MOUWMENT BROWNIEJV

,a,L fie fait que le processus (B) n'est pas d' uari'ation ltomde

rcs traljectoireE ne sont pos d,6ri,uables.

.A.2 frn appliquant la premi,4re camct€ri'sati,on (M.B.S) (i), on
te prfoessu,s(B? - (B)t,t e Ra)est une martingale.Ceci, n'est

I.CettQ propri,Et| ua rn€me nous serair d' d'6,fini'r Ia uari,ation

'une nlartingale conti,nue de carrt int6grable,

,L On a au que (B), = t. Noter que dans ce cas,la uariation

st un lrocessus d,Cterministe,

L !,e fait que le processus (B) n'est pas d' uari'ation ltomd,e

traljectoires ne sont pas d,6ri,uables.

A.2 ftn appliquant la premi,4re camct€ri'sati,on (M.B.S) (i), on
te prfoessu,s(B? - (B)t,t e Ra)est une martingale.Ceci, n'est

?.4.2

D6finition
['e processws

et la
P
.Le p
.En

xt: xoe*p {(b-}o2}t + oBriin.r

qu{ est d, droite suit une loi norrnale.

l

s Xye-u est une martigale.
G u{re variable al6atoire de loi N(0,1)

: 4U6)lx") = E(f (rexp{(b -*Utfr- s) + o(8, -8")})'=x,)
1: 4U@exp{(b - },o')(t - s)-f oG{t - s})n=x,
2

+€,f 1 ^: l r(*"exp{(b - io')(r- s) + oa,/t - s})q(1,0,y)ds.
.t

-do

l

E(f (x) lF,

Ce est]appel6le mod6le Black Scholes, il est utilis6 pour mod$

liser le prix
mesur6 par
gaussienne {

18



2.5. hIOUVEMENT BROW'JVJIEN DIMENSION D

2\,5 .Mouvement llrownien Dimension d
Ddfinitirrn 2.5,L on appelle nqouuement broum,ien d'irnens'ion d,, tout pr-oces-
sm(.B1)1a.p* d,ualeurs dons(lRd, Bua) d€,finisuruneE)acetprobabi,tis€,(n,f,p)
tel que :

1. le,processus (86)1 est d, o,ccroi,ssements i,nd,Epend,a,nts, et Bs:0 p. s.
(on d,it q'u'il s'agit du mouuernent brownien issu d,e 0),

2. pou,r tout 0 ( s ( t, Bt - B" - Na(0, (t - s)Id),
3. le processus (B) est d, tm,jectoi,res p. s. continues.

2i.6 ll'irnt6grale stochastique (ou l'Int6grale a'ttli)
Soit (,81, t € IR+) un mouventent brownien standard par rapport d" (Ft,t e

R+).
Soit 7'> 0 fix6 (l temps d'arr6t), notre but est de construire I'int6grale

stochastique :

t
f

J H"dB,,t e [0,"]
0

Dtdfiniticrn 2.6.L (et th1ordme:) -Int6,grale d'It6-

.Soi,t 'V u'n processus fs-adapt6., continu d, gauche et u\rif,ant fi Ulas <
d) pour tout ti > 0.

Alors, iI eriste un processus continu (li ,"0*"7 
rro 

rr, ou,

-,t
j; n4a4n (wx/, - wp-yt/n) '-1- [ u"aw" pour tout , > 0r,

;-.t J
0

oil la 
':onaergence 

a li,eu"en probabilite"
Pour tout t ) 0, ce processuls u€,rifi,e l'Egalit€

//t- \'\ t

u([ [n"aw"l ): In@!)a,,\\/ " "l I / 'r/
cette clemi€,re quawti,t6, pouuo,nt €tre infi,nie.

19
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CHAPITRE 2. NOUVEMENT BROW]VIEN

Dansle cas oil [: E (H?ds ( *oo pourtout f ) 0, leprocessus

est une f1- marting ale:.

',2,7 Formules dtlt0

1r.7.L Formulesi de base

Jusqu'd pp6sent, on a d6fini l'int@grale stochrutique, mais il nous manque

encore Jes rdgles de calcul. La premidre rdgle dtl calcul est la suivante.

(lJ *"0r"),-.,

(1)

lfh6rrrdme 2.7.L Soi,li, (Bbt e IR'+) un mouue:ment

rappor-t d, (ft,t € R+) et f e C'(R) (t'e. 7,f' et

t:ontinues) . On suPPose d,e PIus que

/t \Ifl
E l lU'@"))'l ds < oo,vr > 0.

\d/
Alors pour tout t )'0,

que

f 1 f ...

.f (8,)-f (Br): J f'(o")dB"+i J t"tild's p's' Q)

00

.Renrarque 2.7.L - lfu que (f '(Br),t > 0) est un processus continuet u'dapt€'

d, (Il)et que la cond,i,ti,on (f) est uerifiee,fi f'(B,)dB" est bien d€.fi,rvie (et

Il f,,@")at lest Lgalement car I'application s -- f"(8") est conti,nue).

- Le second, terrne ,cu membre d,e d,roite dan:t (2) (absent dans les ri1:'1les de

calcul d,iff1renti,el "class'ique") est appel6, tertntz d'1t6, il rEsulte Ia uariation

quad,rati,que non- nulle du mouu ement brown'ien'

I)6monstration. (id6e principale)

1' (Br) - /(Bo) = )i (/(8,, <"t) - f (Br,-,('))),

crrf 0 : tf) . t?) ., ... < t9): f est une suite de partitions de [0, it] telle

brownien stantard Par

ft' sont d,es fonctions

Iim mar ltj") - tjill : o.
n-ml(iSnl" -l

20
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2.7. FOHMT]LES D'ITO

de faylor classique,on a

f'(d@ - r) +|f"{dt, - 42 +r(a - n),

note aussi r(h): o(h')).

t_r|'rt, ,('))(8,, (n) - Br,-,(r,)) + f,f"(Br,-,(n))(81,(n) - Bt,,-,(n))? + r['

-)n+c Ii f'@)aa + L, t; ["(B")d(B)" + o,

ce qui

exemple

exerpple 2;7.2 Soit f

(il-f@)

*S-o
(&)-/(s')

de ure, vu que (B)" - s.

2.7.L Soi,t t x) : xi la formule (2) s'6cri't alors

1

fBt- Bo: I \dB,+0,
J
0

) : *1, on a d'aprd's(2) :

B?_83
f 1f f
lzB"dB,+; / Zds:2 lB"dB,+t,J 'J J000
: 2 I: B"dB" est une martingale,ce qu'o na ua'i,t

manidre (noter que la condition (l) est u1rifiAe car
d.it : Br2 -

d,tune

d,s): 1t - 2t2)< oo).

) : e1 : f'(r) : f"(*) = e', et donc7.3 Soit f

dejd
E(l;QB"

exemple

aussi h

"a"1zd,s

'ici

t

t(
,I
0

f ^ 1f -_f : leB"dB"+; / eB"ds.J 2.1
00

cond:itlon ( 1) est u4rifi,6,e, car

tt
f f o2t-1: I Ek'u")ds - I e2"ds: a] < *.

JJZ

2l



CHAPITRE 2. N.TOUVEMENT BROW1VIEN

Si on pose Xt: eB,, alors la formule ci-d,essus d,eui,ent :

( oo,Vt ) 0.

Alors pour tout t > 0.,

f (t, Br) - /(0, 80) : Ii KG, B")d,s + Ii HG, B")d,n" +l t: #G, B")d,s
p.s,

D6rnonstration Ler ddveloppement de Tay.lor utilis6 est : f (u,y)t -
f (t, r) .= 3; (t, r) (u - t1 + ffi 1t, r) (a - r) + ffi 1t, ") @ - r)2 + r (u _ t, y _ r).

ce qui explique l'apparition du terme suppl6merntaire dans la formule.

t1
f 7f)1-I: I X"d,B"+ : I X"d,s.

J z.l
00

_ A'trement dit, on ie trouv6 une 6quation (int6grale) pour le procr,:ssus
(,K1). Sous forme diff6ni;ielle, celle-ci s'6crit

d)Q = xd,Bt +*xrat et xs: !.
2

diff6rentielle ci-dessus n'a aucun sens entant que telle et ne constitue qu,une
notation pour la forme int6grale donn6e plus haut, L,esprit humain cepen,iiant
a plus defacilit6 d, raiso;nner avec des diff6rentielles, c'est pour quoi celle_ci
esb largement r6pandue.

sous une forme ou I'autre,6quation ci-dessus est notre premier exernple
d'riquation diffber en-tie.lle stochastique. Il se tr'uve que c;est aussi un cas
pa,rticulier de l'6quation de Black&scholes, largement utitirc. en math6ma-
tiques financidres pour d6crire l'Ovolution du priix d,un actif (noter que la
sollution Xt : eB'suit 

'ne loi log-normale et esit toujours d, valeurs prosi-
tives).Voyons maintenant une version l6gdrement plus 6labor6e de la fornrrule
(2)t.

Tlr6ordme 2.7,2 S o-i,ent (B x) un mouu ement brounien stand,ard, et f € C1,2 (R* x
R) (z.e f , H, ffi, ffitont continues) telle que

,lirlffo,u",)
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2.7, IIORMULES D'ITO

Rrelnareue 2"7.2 Vu que la fonction t ---+ t est une fttnction d, uariati,on
bont€e, il n'ya pas besoin d,'effectuer un d,Euelopp"*rri d,e la fonction f d,
I'a'rd,re 2 en t.

exemple 2.7.4 Soi,t f,(t,x) = u2 -t :

!1i : -\,H' : 2*,# : 2,d'onc

:# + 1;?# == o et
t

n? - t: l' zs"d,B"."{

On retrcuutz donc la mAme J'ormule que ci,-d,essus,

exernple tl.T.S - Soit f(t,n) =. ea-t, *il : -tf,H : # : f , d,onc d,

nolraeau, H: + i# :0 et

Le p',rocessu,s (2, - eo'-t) est d,onc une martingale (app,el€.e la marti,ngale
erp'onentielle associ,6,e aur, n'nu1)em:,ent browni,en stand,ard). ,De plus, i.t satisfait
l' Eq'uo,tion affilrenti, elle stochasti,que :

.Zt - I == fi .2"d,8", i.e. d,Z1: Ztd,Bt et Zs: l.

2.7'.':2 Ilrocessus d'It6 (ou((semi-martingale continuerr)
D6linition 2,7,1 tln processus tI'It6 est un processu.r (xr) pouuant se d,6-
comp-lser comn'Le (Xr: Mr*V), od:

,t lyt es.t une martingale cont'inue d,e carr6 i,nt|grable (p.r.a une f,ltration (n)),
[ (vt) e'st un proces€uti conti,nu d, uariation born4e,adaltft d, (F) et tel que zo : 0.

exemlple 2,,7.6 Soit (X6) Ie proc(7ssus d1.fini par

eB,'L -- r: I eB"-idB"
J
0

tt
ffXt= Xo+ I H,dB"+ | K"ds.

"t J00
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CHAPITRE 2. N:IOUVEMENT BROWNTEN

I)e mouuement brownitzn est un d,es processus de base pour ra mod,Eristationen temps continu. Nous en aerrons i,ci, ra d,Efi,niti,on ai,ns;i que res prop,ri6t6s
fond'amentales' comme aucune preuae ne sera d,onn6e, nous sugg€roiw a1,rlecteu:'r intdress€, de consurter l2l pour prus d,e d,6tai,ts.'or)-(,H1) est continu
adaptd. et tel que E(l; 4q!_")'< - pour tout li ) Q sS (Ks) est continu etadapt€.(X1) un proceisus d,'It6

2.7.3 Formules rd'ft6 g6n6ralis6es

Les deux formulesquLi suivent sont des g6n6rallsations des th6ordmes2 ,b.Iet2.5.7,respectivement. -----'v'4vv-'v' ' '

Thdondme 2.7.8 .soi't (M) une marti,ngale continue d,e carrE int€,grabre et/ € C'(R) te\e que

< m;Vt > 0:

Alors

r
E l' u'(M")), d (M) 

"J
0

f (M) _ f (Mo): f f,{u")dM"+} [ ,,,,{r")d,(M)" p.s.ta
Remarquer que seur re terme d,s d,e ra formuret (z) a eft remplac| par Iet-,y"" ,l (M), pour teni,r compte d,e la uariati,on qara'd,rati,que d,e ti martingate

M.

2.'rf .4 Formule d:'int6gration par parties(Ipp)

_- _!oi.ot^lX),(Y) d^eux processus d'It6.Alors pour tout t ) 0 on a X1y,i _
{.1!: : [; X"dY" + fiYax" + (X,y), F.s., qu'on 6crit encore sous forme
diffi3rentielle

d(x,Y) _ XtdY * Ydxt + d Q(,Y)t.
.D6monstraition. En utilisant la formule d'Iter g6n6ralis6e ci-dessus, on

trouve (X + Y)'- (xo + yo)r:z fi6"ay")d():"+y") + (x *y)r,'



I

1

l

_yr), _ (

trayant

4(x i - xoYo)

avec la

ttfr
4 I X"dY"+ | Ydx"+ (x+ Y),_ (x _Y)r.

JJ
00

2,7. FOHMWES D'ITO

t

-v-\2 -n f ,u- Yo)'i: 2 
J 6" - Y,)d(X" - %) + (X _ y), 

;

0

deux 6palit6s cldessous, on obtient

tion de cova.riation quadratique, ce ci donne fina_

est d, upriation bomile).On a d,onc

t+ t

Xt:eP'etY:e-t.

**:!!1,* Xtd,!t; d,'autre part, on a d,V - -*Uat.: yr4 
== sB1-!. par la formule d,,int1grati,on po,r

ttfrt: I x"dy"+ lv,ax"+ooJ00

lement le

qernple

Ona
Posons
parties,

Zt-

bat.

7.7 Soient

que dX1

Et

Y), : o((Y')

i,.e,

haut.

f1
= J x"(-;

0

+ Zt;dBt at

")ds+ { 
r"r**"ror* I y"x"d,B": 

d 
z"aa",

- Ly Wi est I'Cquation qu,on auai,t trouuIe phrc
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nfent De Probabilit6
np de Girsanov

')unq
On d6i

f-mesurable positiveun Space probabilis6 et, Z une v. a. f -mesurable positive
r d6pnit une nouvelle probabilit| e sur f pu, Qley :

Pta). On pour tfute u. a.Q int6grable Ee6) : Ep(ZX).

te proQabilit6 est muni d'une filtration, et si Zy est une v.
rle- posftive d'esp6rance 1, on d6finit e sur fr par e(A) :
robabi$t6 Q est 6quivalente d, P sur fr si la v. a. Z7.est
itive. fnfin, pour tout f < ? et tout .4 e Ft on a

Qr[e1 : EIE p[Zrlf']t e) : E p[Z] nl,

n*1zrlr,1"t

d,Qln - ztd,Plf|

fi,yLa). La

posart Z1:

Si I'espaoe

seulement si



G/RSANOY

DE pRoBABrLrrE ruilonEup nn

fr:t--W1-mt,t<T
brounien.

uf th6ordmes de Girsanov

(Xr, ..., X,) - N(1t,Id,),

,,.., Fn).

Bro{vnien

i 9*f MB et {fy,t > 0} sa filtration naturelte compl6t6e.
z € ll(, Je processus

t -- Zf, : erp[mWt - *l- 2t
') -ma{tingale positive.
s un h{rizon 7 > 0. La mesurc ery d6finie sur (e, fr) par

aFVl: Eplzplal

'abilit6 6quivalente d. p sur F{.

I [Fofnule d,e Carneron-MartinJ Sous Ia nxesure ep, Ie pro-

or)p-

2

Soit {Wr,t
Pour tout

est une (
On fixe

Soit {Wl, t
compl6t6e.
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LES DEUX rnfion\uns DE GTRSANoy

t1
ftr:epp l?"dW,-) le?a,J z.l0"0

Zd est ung (

sur (

Th6ord

F{), qui

3.3.1

Que toutes
(n)-

De Pfuis, M une

Ex d'abor{ I
tence de rpartingalE
qur asqure

Q, au oens

elustence
pour toEt

it)-nhartingale. On d6finit la mesure

a\la-\: z7(w)P(tut)

t
fwt- le"d",t<T

0

lpcale conti,nue sous p, alors le processus

u,i1-, M- (M,L)t

corlti,nue sous Q.

Ql4l'= Ep[D,Le).

une p{obabilit6 6quivalente A p sur F{.

ide Girsanoal Sou,s la mesure ego, l, protcessuu

W:tJ+

ft Gi,rsanou abstmitl Soit p et e d,ew rnesures
sur ltn espace fiItr€ (e, {fr, t S 

"}). 
On suppose

sont continues. Alors sous p it exi,ste L une
telle que pour tout t < T et tout A e f6

tl: \eleun[L, - (L), /z]Lel
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de sorten

tout f (
plus elle

(on peurt

et on appli

: euplLl

: Do*

Mais par tion ]de .t, on a aussi

sprte que p
it que

aWI = EplDrrAl: Ep[Ep[DTlrrFe]
idenfification, que

Dt: Ep[Drlft)

la f{rmule d'Ito e 
o

d6duit que D est une martingale [/.I continue sous p.
rent positive, par 6quivalence entre p et e. On peut

l"ilj6.fiiir une int6grale stochastique pax rapport d
/ oenrur le processus

t

Lt: rosDo. I #

'. On
stric
rffecti

conti

-*!"t(r)"+*l^'oq"Y"

fDt:Do+ lD"dL",J
0

::3:$i,i"utions 
fortes de la mome EDS' Par unicit6, on

Dt: etp[Lt - (L), /Z].

finalerirent que pour tout t ( ? et tout, A e Ft,

Q[e1: Ep[erp[L1- (L), /z]tn).

i.- (L), fz] : po + I R"dL"
J
0



J.4. i'HdoafrWtow pafiwswn

,.r.ll" 
voit enfin facilernent cornLment re th6ordme 3.3.2 entralne re th6ordme

J,a martingale ,L dr.r th6ordm,e 8.3.2 est ici

et on a donc

rLt: I 0"d8,
T

0

t

(8, L), : 
.f e"a".

0

rcomme -B est unemartingale rocale continue sous p, .6 r:st une martingarelocaltl continue sous tp$. on'd6mont.u .o-*" ci-dessus que son crochet est81 == f, et l'on en d6duit que 6 esit un mouvement brownieln sous ef,.

3.41 Tlh6ordrne,

Sioit B un mouvernenLt
o(Br,,s 1t),

de repr6sentation pr6visible
brownien et f sa filtration nat;urelle, soit .fr =

3.4.1 Rrepr6sentarbion pr6visible
Th6rrr:dme 3.4|L soit B un moua,ement Brownien et (n) ,a fiItrati,on natu_relle' lioit M une (Fr)--morti,ngare, teile que^supr=, eiuil .( q. Ir eriste ununiqu,e proceis,us pr1uisi,ble H a€,riJ;iant EU{ n?irl <'x','tti queVte [0,?],Mt = lwo*.[;!, n,aa".si M est une 1r,,r1)-mi,rfi"n-u, irrr",-tt" 

"nrt" un unique
processus pr€,uisible H tel quevt M't = M!-* fi U"aA".Ce r1sultat est i,mpor_tant enL finance pour ethiber un por-tefeul,tte d,i couuerture.

corollaire 3;.4.L Touttes res (frB)--martingares rocares sonr: continues.

3.5 Applicatjions
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5.1

s. $HANGEMENT DE pRoBABrLrrE rnEoanma on
GIRSANOV

p'esp6rances
Calcuf

Calcul de

T
atB,""dl o"dB"-* | t3i I t:a'll'

0

\r[arr'r1

Tt

= Ep[&Li: Ee[Br]
t

nri f ^.: aeItsr+ 
J o"dsl

0

t
f: Eq[ | 0"ds]

J
0

I
= | 0,ds.

J
0

a[Bteyn[ [ e"aa" - + t elas11 = i r"o,.
6 '( {

AztE[enp-[oB?.f 
lqd.4]
0

/f

1, : u,n[f o"d,B" - * I rZoO.
0b



3,5. APPLICATIONS

OD dst un
,O: 

, 9" qo:" " 
: ?| "t on effectue un chan_

avec densitE sur.{

t
fa*Wt-0lB"ds

J
0

rss
ge14ent probabi ,P --+

avec p8-
d'p

ae-9t et varlance

App6s

I

En fai
Laplacp de

B est un processus

et longs, on obtient

dP

laf

Bt-

L. Dor
souft

-a-e'
!P, "t 81 une v. a. gaussienne d,esp6rancet'). On en ddduit que

0
R

-aBi+;@?-n_t)ll.

(coshprl:

Ia:a=(
norme Zf

E[exp

, cette formule donne la transformde de

Lf :e,ap[-o 
la"aa"-+ Iqd,+"00

rrle d'ilt6gration par parties,

l

enp-lt*,-n-q*+ j"t*,
lo

-roBi *$ j4*x

!as1- ("o'n,ffi)-'/'



I
I

Irf
I

I.T

I

-l
I

I

.-.1

clus

ilit6s, le th6ordme de Girsanov indique com-
;h*gu:.r l,o" change de mesure. C" t'freorO*"
dans la th6orie dss math6matiques nrr"r,-"iOr".
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