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Résumé

Dans ce Mémoire, nous présentons une introduction & le Mouvement

Brownien et Théoréme de Girsanov.
Tout d’abord, dans le chapitrel : nous présentons des rappelles de pro-

babilité et quelques définitions de calcul stochastique.
Au chapitre?2 : on étude le Mouvement Brownien.
Enfin, on présente la sujet central du mémoire, & savoir, Changement de

probabilité Théoreme de Girsanov.

il



Introduction

Le mouvement brownien désigne & la fois un phénomeéne naturel et un
objet mathématique.

L’adjectif brownien associé¢ au nom du botaniste écossais Richard Brown
(1773-1858), qui observa en 1827, dans le fluide situé & I'intérieur de grains
de pollen de trés petites particules en suspension, agitées de mouvernents
incessants et apparemment chaotiques.

Des résultats de changement de probabilité ont été prouvés pour la pre-
mere fois dans les années 1940

par Cameron-Cartin puis en 1960 par Girsanov. par la suite ils ont été
étendus & des classes plus vastes de processus allant en 1977 jusqu’a la forme
générale de Lenglart.
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Chapitre 1

Quelque défintions

Le but de ce premier chapitre est d’exposer les notations de base utilisées
le long de ce mémoire.

Nous commencgons par définir : une rappele de probabilité...Nous rappe-
lons aussi les définitions principale de calcul stochastique.

1.1 Tribu

Définition 1.1.1 Une tribu (o-algebra en Anglais) sur §) est une famille de
parties de S, contenant l’ensemble vide, stable par passage au complémen-
taire, undon dénombrable et intersection dénombrable.

Une tribu contient donc l’espace 2.
Un espace mesurable est un espace muni d’une tribu.

Proposition 1.1.1 Une intersection de tribus est une tribu.

Attention : ce n’est pas vrai pour la réunion : une réunion de tribus n’est
pas une tribu.

Soit F une tribu. Une sous-tribu de F est une tribu G telle que G C F,
soit A € (G implique A € F.

La plus petite tribu contenant une famille d’ensembles est 'intersection
de toutes les tribus qui contiennent cette famille. Elle est en général difficile

(voire impossible) & décrire plus précisément.
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CHAPITRE 1. QUELQUE DEFINTIONS

exemple 1.1.1 Soit Q = {1,...,6}. On peut définir plusieurs tribus sur Q :
F=PQ) = {¢,{1},{2},...,{1,2},...,Q} = tribu compléte (la plus grande) Fo ==

{¢, Q} = tribu triviale (la plus petite) (¢ = éveén.impossible , Q = évén. arbitraire ) ] =
{#,{1},1{2,..,6},Q}, 72 = {©,{1,3,5},{2,4,6},Q), etc.- Soit Q = [0,1]

et Iy, ..., In une famille d’intervalles formant une partition de Q. La famille

de sous-ensembles définie par G = {¢,I,,I,...,]; U L, L UILLUI3  Q}est

une tribu sur Q. Soit A = {A;,i € I} une famille de sous—ensembles de Q.

Alors la tribu engendrée par A est la plus petite tribu sur Q qui contient tous

les sous-ensembles A;, @ € I. Elle est notée a(A). (NB : l’ensemble I n’est

pas forcément dénombrable.)

Définition 1.1.2 Une sous-tribu de F est une tribu G telle que si A € G
alors A€ F. On note G C F.

exemple 1.1.2 Reprenons l’exemple 1.1.2.0n a Fo C L C F, Fo C F, C
F, mais pas Fy C Fy, ni Fo C Fy

.Remarque importante :
1l est toujours vraique A€ Get GCF = A€ F.

Mais il est faux de dire que AC Bet Be F= A€ F.

Contre-exemple :

{1} c {1,3,5}, {1,3,5} € Fp, mais {1} ¢ 7.

1.1.1 Mesurabilité

Définition 1.1.3 Soit (2, F) et (E,€) deur espaces mesurables. Une appli-
cation f de Q dans E est dite (F, &) mesurable si f~1(A) € F, VA€ £, ot
fHA) = {we Q\f(w) € A}.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les tribus employées, on dit simplement
que f est mesurable.

Une fonction f de R dansR est borélienne si elle est (B, Bgr)—mesurable,
soit f~1(A) € Bg,VA € Br.Il suffit que cette propriété soit vérifiée pour les
intervalles A.

Les fonctions continues sont boréliennes.
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1.1. TRIBU

Définition 1.1.4 Soit (2, F) un espace mesurable, Une variable aléatoire

réelle (v. a. r.) X est une application mesurable de(Q, F) dans R ( donc telle
que X71(A) € FVA Bg).

Une constante est une v. a, de méme qu’une fonction indicatrice d’en-
semble de la tribu F.

X est aussi dite une fonction, (ou v. a) alors X est toujours F-mesurable.
- 8 A = P(),

-SiA=R et F = B(R),

Alors X est dite une fonction borélienne.

Pour A C Q, on pose

) [ lsiwe A,
Lo (o= [ 0 sinon

On vérifie que la v.a.1 4est F—mesurable ssi A € F,

exemple 1.1.3 Soit (22, F, P) Uespace de probabilité du d’équilibré

Xiw)=w:Pwen: X1(w) =14}) = P({5}) = :.

Xo(w) = lyssy(w) : Pw e : Xow)=1}) = P({1,3,5}) = %

Soit F = P(Q). Xyet X, sont toutes deuz F —mesurables.
Soit Fy = {¢,{1,3,5},{2,4,6}, Q).

Seule X, est Fy—mesurable, X; ne [’est pas.

En effet :

{we: X;(w)=1}{1,3,5} € K et {we: X, (w)=0}={2,4,6} € 5,

3



CHAPITRE 1. QUEL QUE DEFINTIONS

tandis que {w € Q1 : X;(w) = 1} ={1,3,5} € Fy et {weQ: Xy(w) =0} =
1{2,4,6} & f‘Q,

La tribu engendrée par une famille de v. g, {Xi,i € I,t € R}sur (Q, F, )
est définie par

o(Xyiel)=o({X; e B},i€I,B € B(R)) =o({Xi<t},iel,teR).

Reprenons ezemple précédent o(X1) = F = P(Q) , 0(Xy) = Fp #
P(Q).
1.2 Espace de probabilité

Un espace de probabilité est un triplet (Q, 7, P) ou :

- §) est un ensemble,

- F est une tribu (ou o—algebre) sur Q,
- P est une (mesure de ) probabilité sur (52, F)

1.3 Espace de probabilité filtré ou base sto-
chastique

Un espace de probabilité filtré ou une base stochastique est (Q FE, () £01 P)
ou :

- § est un ensemble,

- J est une tribu (ou o — algébre) sur €,

- (F1);>0 €st une filtration,

- P est une probabilité sur (2, F).
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— 14 PROBABILITES BQUIVALENTES
————————— " BQUIVALENTES
1.3.1 Filtration

Une filtration est une famille (77, T € R+) de sous-tribus de # tq

Fs CFt,Vt > s 2> 0.
par convention, on pose F, = Viso Fi (= la plus petite contenant toutes les B

On pose aussi Fip = NoxiFy.
1.3.2  Filtration naturelle

La filtration naturelle d’un processus (X;,¢t € R,) notée par FX | est
définie par

F=0(X,,0<s<t).

1.4 Probabilités équivalentes

Définition 1.4.1 Deug probabilité P et Q définies sur le méme espace (§2, F)
sont dites équivalentes si elles ont mémes ensembles négligeables, c’est & dire
AN

PA)=0sQ(A)=0

Une proprété vraje P D. s. est alors vraie Q p. s.

Si P et Q) sont équivalentes, il existe une variable Y, strictement positive,
F-mesurable, d’espérance densité de Radon-Nikodym telle que d@) = YdP
ou encore Q) (A) = [ 4 YdP. On écrit également cette relation sous la fourme
=y

dP [’
Réciproquement, si Y est une v, a. strictement positive, F -mesurable,

d’espérance 1 sous P, la relation EqQ(Z) = Ep(ZY) définit une probabilité
@ équivalente & P. Elle est facile & mémoriser par la régle de calcul formel
sutvante :



1.7. ESPERANCE CONDITIONNELLE

Définition 1.7.1 Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, F, P) telle que
E(|X]) < oo .

On appelle espérance conditionnelle de X sachant JF1, et on note E (X/F),
toute variable aléatoire Y satisfaisant les deuz conditions :

1.Y C A, c’est-a-dire Y est F1-mesurable,

2. pour tout A € Fy, on a

/ XdP = / YdP.

AL A

st Z une variable aléatoire réelle sur (Q, F, P), nous abrégeons E (X/o(2))
par E(X/Z).

Théoréme 1.7.1 1. L’espérance conditionnelle E (X/F;) existe.

2. L’espérance conditionnelle est unique dans le sens que si Y etY' sont
deuz versions de E (X/F1), alors Y =Y’ presque sdrement.

8. Ona E(E(X/F)) = E(X) et E(|E(X/F)|) < E(X]).

Propriétés de ’espérance conditionnelle

Soient X, Y deux v. a. intégrables.

- Linéarité : E(cX +Y/G) = cE(X/G) + E(Y/G) p. s.

- Positivité-monotonie : X >Y p. s. = E(X/G) > E(Y/Q) p. s.
-Si X L G alors E(X/G) = E(X) p. s.

- 81 X est G—mesurable, alors F(X/G) = X p. s.

- 8iY est G—mesurable et bornée, alors E(XY/G) = E(X/G)Y p. s.
-Si H C G C Falors E(E(X/H)/G) = E(X/H) = E(E(X/G)/H) p. s.

7



CHAPITRE 1. QUELQUE DEFINTIONS

1.8 Processus stochastique

Un processus stochastique est un phénomene dans le temps d’une maniére
aléatoire.

La vie quotidienne et la science nous donnent beaucoup d’exemples de
ce genre de phénomeéne, o0 en tout cas des phénomeénes qui peuvent étre
compris de cette fagon.

La météo, la population d’une ville, le nombre de personnes dans une file
d’attente et la position d’une particule de pollen dans un fluide, sont des
exemples de processus stochastiques.

Dans toute la suite, on considére un espace de probabilité (§2, F, P) sup-
posé complet de plus nous adaptons les définitions et les notations suivants :

Définition 1.8.1 Un processus stochastique est un famille de variable aléa-
toire {X;,t € Ry} définie sur un espace de probabilité (2, F, P), et o valeurs
dans un espace mesurable (E,¢) .

Dans la plus part des cas étudiés dans ce mémoire, l’espace (E,£) sera
(R, Br) ou (R, Bg,).

Définition 1.8.2 Soit X;, t € R un processus stochastique :

1. Les va. Xy — X,, pour t > s > 0, sont appelles des accroissements du
processus (Xy)iso.

2. Un processus {X;,t € R.} est & accroissements indépendants si pour
toute suite 0 < t; < ... < t,, les variables aléatoires Xy Xig—Xiys o0, Xen-Xt,_,
sont indépendantes.

3.Un processus {X;,t € Ry} est & accroissements stationnaires s1, la dis-
tribution de la variable Xirs — Xi ne dépend pas de t.

En d’autre termes pour tout t > 0, A >0, la loi de X;_p — X, et égale la
loi de 1¥h = X().

Définition 1.8.3 Un processus {Xi,t e RL} est appelé un processus a tra-
Jectoires continues (ou simplement processus continu) si

P{w e Q:t— X;(w) est continue}) = 1.

Attention : ne pas confondre “processus & temps continu” (= notion
générale) et “processus continu ” (= processus & trajectoires continues).

8



1.8. PROCESSUS STOCHASTI QUE

1.8.1 Vecteur aléatoire gaussien

Définition 1.8.4 Un vecteur aléatoire (de dimension n > 1 ) est une appli-
cation

‘ { - R
| w—o X(w) = (X1 (w), vy X (W)

telle que
fwe: X(w)e B}e F,VB € B(R").

1.8.2 Processus gaussien

Définition 1.8.5 Un prossus gaussien est un processus (Xy,t € R) tel que
(Xtys ., Xi,) est vecteur aléatoire goussien Vn > 1 et ty,..,t,€ Ry. Ceci
revient & dire que aXy + ...+ CnXt, est une v.a gaussienne

Vo > 1,t,..,t,eR,, 1.y €€ R

pour un vecteur aléatoire (pas forcement gaussienne) en défini encore :

(1) La fonction m : R, — R donné

m(t)=E (X;)

est appelée la moyenne du processus .

(2) La fonction K : Ry x Ry — R



K (¢,8)= cov (X,, Xs)

est appllé la covariance d'un PTOSSUS.

1.9 Processus de Markov

Dans ce paragraphe, nous abordons une notion importante dans Ia théorie
de processus stochastique : le processus de Markov, nous Yy montrons en

particulier que le mouvement brownien est un processus de Markov ainsi que
le processus (B, St) .

Définition 1.9.1 Un processus de Markov est un Processus (Xt e Ry) tel
que pour tout t > s > 0 et pour toute Jonction f : R — R borélienne et
bornée (NB :F¥ = o(X,,r < s)).

B(f(X)/FT) = B(f(X,)/ X )p.s.

En particulier, si f(z) =1 B(2) avec B € B(R), alors P(X: € B/FX) =
P(X, € B/X,).

1.10 Martingale

Définition 1.10.1 soit (Q, 7, (F2)is0, P) une base stochastique
* un processus (M,) adapté o F, tel que :

(Z) EI(IMt,) < y Mt € Ll
(i) E(My/F) = M, ¥Vt > s >0

est appellé une martingale.

10



1.10. MARTINGALE

Définition 1.10.2 Une famille de variable aléatoires (X¢,t € [0,00]) est une
sur martingale par rapport & la filtration (F) si Xy est Fy—mesurable et
intégrable pour tout t.

E(X,/F,) < Xs ,Vs<t.

Définition 1.10.3 Une famille de variable aléatoire (X, t € [0,c0[) est une
sou martingale par rapport a la filtration F; si X, est F,—mesurable et inté-
grable pour tout t

E(X:/F)> X, Vs < t

Définition 1.10.4 Si M est une martingale locale continue, on note par

L}, (M) Uespace des classes de processus progressivement mesurable K tel

qu’il eziste une suite (T,,) de temps d’arréts croissants vers | “infini et tel que

Tn
Vn>1, E /Kfal(M,M)s < 400
0

1.10.1 Martingale exponentielle

Définition 1.10.5 . Soit M une martingale continue de carré intégrable telle
que Mo = 0 et (M), < Kt pour tout t € R. On définit la martingale expo-
nentielle Y associée & M par

M
K=e$p<]wt—%>, teR,.

11



Chapitre 2

Mouvement brownien

Le botaniste Robert Brown observe en 1828 le mouvement irrégulier de
particules de pollen en suspension dans I’eau. En 1877, Delsaux explique les
changements incessants de direction de trajectoire par les chocs entre les
particules de pollen et les molécules d’eau. Un mouvement de ce type est
qualifié de “mouvement au hasard”.

En 1900, Bachelier, en vue d’¢tudier les cours de la, Bourse met en évi-
dence le caractére “markovien” du mouvement Brownien : la position d’une
particule & I'instant ¢ + s dépend de sa position en t, et ne dépend pas de sa
position avant t. Il convient d’insister sur le caractére précurseur de Bachelier
et le fait que la théorie du mouvement Brownien a été développée pour la
Bourse, avant de I’étre pour la Physique.

En 1905, Einstein détermine la densité de transition du mouvement Brow-
nien par lintermédiaire de 'équation de la chaleur et relie ainsi le mouve-
ment Brownien et les équations aux dérivées partielles de type parabolique.
La méme année, Smoluchowski décrit le mouvernent Brownien comme une
limite de promenades aléatoires.

La premieére étude mathématique rigoureuse est faite par N. Wiener (1923)
qui exhibe également une démonstration de I’existence du Brownien. P. Lévy
(1948) s’intéresse aux propriétés fines des trajectoires du Brownien. Depuis,
le mouvement Brownien continue de passionner les probabilistes, aussi bien
pour I'¢tude de ses trajectoires que pour la théorie de I'intégration stochas-
tique (Wiener, It6, Watanabe, Meyer, Yor, LeGall, Salminen, Durrett, Chung,
Williams, Knight, Pitman,...).

12
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—— 21 PROCESSUS ALEATOIRE A TEMPS CONTINU
20 ALBATUIRE A LUV

2.1  Processus aléatoire & temps continu

Définition 2.1.1 yn, processus aléatoire g temps continy est une famille de
v a. (Xt € Ry) définie sur (Q, F , P). On peut également Je voir comme
une fonction aléatoire :

x { Q= { fonctions de R, dans R}
w = {t = X,(w)}

2.2 Mouvement brownien standard().B.S)

2.2.1 Premiére caractérisation du (M .B.S)

Un mouvement brownien standard (abrégé m. b. s.) est un processus
aléatoire 3 temps continu
(Bi,t € Ry) tel que

i)Bp =0 p. s.

i1)(B;) est & accroissements indépendants et stationnaires,
1) B, ~ N(0,1),Vt > 0,
1113)(By) est & trajectoires continues.

Remarque 2.2.1 De cette dfinition, il suit que pourt > s > 0,B; — B, ~
B~ N(0;t~s), i. e. E(B;—B,)=0et E((B;~B;)?) =t—s.En appliquant
la loi des grands nombres, on trouve en core que —l:—L —0p. 5. lorsque t — co.
De plus, ona % ~ N(0,1), pour tout t > (pas besoin par contre du TCL
pour le prowver!). On voit done que le m. b. s. est bienune généralisation
a temps continu de la marche aléatoire symétrique sur Z. 11 existe plusieurs
maniéres de construire un mowvement brownien standard. Citonstross d’entre
elles.

Théoréme d’existence et d’unicité du mouvement brownien

Il'y a existence et unicité du mouvement brownien, c’est 4 dire qu’il existe
un espace de probabilité convenable et un processus (Bt)tek_Fsur cet espace
qui vérifie les conditions de la définition.

13



CHAPITRE 2. MOUVEMENT BROWNIEN

2.2.2 Desiéme caractérisation du (M.B.S)

Un mouvement brownien standard (B, t € Ry) est un processus & trajec-
toires continues et gaussien avec moyenne m(t) = 0 et covariance K(t,s) =
t A s =min(t,s).

Démonstration. Il fau drait vérifier que ¢ By +... 4+ ¢, By, est une v. a.
gaussienne.

Vérifions seulement que B; + Bjest gaussienne : B; + B, = (B, — B,) +
2B, c’est donc une v.a. gaussienne, car la somme de deux v. a. gaussiennes
indépendantes est encore gaussienne.

Soit maintenant t > s > 0 :

m(t) = E(Bt) = 0,

K(t,s) = Cou(B;, B,) = E(B,B,) = E((B; - B, + B,)B,)

= E((B. - B,)B,) + E(B?) = 0+ s,

car(By — B,) L B,.

On a done K (t,s) = min(t, s).

Proposition 2.2.1 Le mouvement brownien standard (Bs,t € Ry) est un
processus de Markow.

Démonstration. En utilisant le fait que (B, —B,) L B,, B, est FE—mesurable,
on obtient

E(f(B.)/F7) = E(f(B: — By + B,) — FB) = U(B,) p. s.,

o0 ¥(y) = E(f(B;—~B,+y)). Un calcul identique montre que E(f(B;)/B,) =
U(B;) p. s.et
donc la propriété de Markov est démontrée.

Remarque 2.2.2 De la démonstration ci-dessus, on déduit que
E(f(B)/F7) = U(B,)p.s.,ot U(y) = E(f(X +y)),
avec X ~ N (0,t - s). Ceci montrequ’une expression apriori compliquée
faisant intervenir

une espérance conditionnelle d’une fonction du mouvement brownien peut
seréduire & une simple espérance d’une fonction d’une loi gaussienne.

Proposition 2.2.2 Le mouvement brownien standard (Bi,t € Ry) est une
martingale par rapport & s filtration naturelle (FE,t € Ry).

14



2.3. GENERALISATION.

Démonstration.

i) Par Cauchy-Schwarz, on a E(|B;|) < /E(B?) = vt < 00, ¥t > 0.

ii) V¢ > s > 0, on a E(B;/FB) = E(B; — B,/FE) + E(B,/F?) =
E(B; — B;) + B, = B,.

Remarque 2.2.3 Pour desraisons techniques, on a par fois besoins “d’aug-
menter” la filtration naturelle (FP). On ne rentrera pas dans ces détails .Les
processus suivants sont des martingales par rapport (.FtB ) :

{ l)Ml = Bt2 = t,

#w)N; = exp(B; — %).

2.2.3 Troisiéme caractérisation du (M.B.S) (Théoréme
de Lévy)

Soit (X;) un processus & trajectoires continues, adapté & une filtration
(F:) et tel que

i)(X;) est une martingale par rapport a (),
i1)(X? — t)est une martingale par rapport & (F;)

Alors (X;) est un mouvement brownien standard.

2.3 Généralisation.

Le processus Z défini par Z; = a + B; est un Brownien issu de a.
On dit que X est un M B de drift p et de coefficient de diffusion o si

Xi=z+pt+oB;

Ou Best un mouvement Brownien. La v. a X, est un v. a gaussienne
¢
d’espérance z + ut et de variance o°t.
F¥ % o(Xyyu < 8).

2.4 Propriétés De Mouvement brownien

Soit W un mouvement brownien. Alors,

15



CHAPITRE 2. MOUVEMENT BROWNIEN

e Symétrie : Le processus(—W;);>pest aussi un mouvement brownien.

e Rugosité : Les trajectoires t — W;(w) sont nulle part dérivables.

e Propriété de Markov : Pour tout u > 0, le processus (W4t — Wa)t>0
est aussi un mouvement brownien, indépendant de F,

2.4.1 Variation quadratique

Variation quadratique du mouvement brownien standard

Soit (B;,t € Ry) un mouvement brownien standard (par convenance, on
notera parfois

B; = B(t)). Pour t > 0, on définit

(BY™ = z (B (5'3) 5 (( _2.”1),;\02

/

Proposition 2.4.1 Pourt > 0,

lim (B){™ =t p.s.

n—00

et on définit la variation quadratique du mouvement brownien standard (B) comme
étant donnée par cette limite (par convention,on pose également (B), =0).

Démonstration. Soient X; = B (&) — B(Lz—nl) 1= <2 tetn
fixés).
Les v.a. X; sont i.i.d. ~ N(0,t/2") et (B)E") = Z:=1 X?. De plus, on a

((B)™) }_:EX2 =2

2’"‘ 211 2'"

i 2 2\ t2
Var(( (n) Z Var( Z(E(Xf)“E(-Xff) = :?_, (3% - 4% ) = a1

i=1 i=1

En conséquence,




2.4. PROPRIETES DE MOUVEMENT BROWNIEN

Par le lemme de Borel-Cantelli et le critére donné pour la convergence
presque sire,on
a donc

(BYM = t ps.

n—oo

Corollaire 2.4.1

on

lim ‘Z

i=1

o () 2 (452) -

n—oo
donc le processus (B;) n’est pas & variation bornée.
Démonstration. Supposons par 1’absurde que
< oo> >0

5 (5) -5

Alors en reprenant la notation de la démonstration précédente, on a

2" 2’".
1 og. (n) __ 1. D 2 3 ; . AN )
1=t 0 = 3 < (s g ) (o)

n-—00
=1

Vu que le processus(B;) est continu , il est uniformément continu sur [0,¢],
et donc

lim maz |X;| =0 p.s.
n—001<iL2"

D’un autre coté, on a supposé que

/ 2n
Pl md |Xi| < oo) >0,
n—oo =it
\ i=1
De la premiére inégalité,on conclut donc que
P((B),=0] >4,
cequi est clairement en contradiction avec le fait que

(B)} =t p.s.

17



CHAPITRE 2. MOUVEMENT BROWNIEN

Remarque 2.4.1 Le fait que le processus (B;) n’est pas & variation bornée
implique que ses trajectoires ne sont pas dérivables.

Remarque 2.4.2 En appliquant la premiére caractérisation (M.B.S) (i), on
remarque que le processus(BE — (B),,t € R.)est une martingale. Ceci n’est
pas un hasard.Cette propriété va méme nous servir a définir la variation
quadratique d’une martingale continue de carré intégrable.

exemple 2.4.1 On a vu que (B), = t. Noter que dans ce cas,la variation
quadratique est un processus déterministe.

2.4.2 Le Brownien géométrique

Définition 2.4.1 Soit B un mouvement Brownien, b et o deux constantes.
Le processus

1
X;= Xoexp {(b—§02}t + 0B, Hlnz

et la variable qui est & droite suit une loi normale.
Propriétés

.Le processus X;e™? est une martigale.

.En notant G une variable aléatoire de loi N(0,1)

--bt

BUFX)/F) = B(F(X)/X.) = B(f(zexp{(o - 50°)(¢ = 5) + a(Bi = B)ewrc)

= E(f(z exp{(b = %02)(1‘ —8) + oGVt — 8} )a=x,
+oo
_ / B wscp (6 — %UZ)(t — 8+ oyvE—3Na(l, 0, 3)dy.

-0

Ce processus est appelé le modéle Black Scholes, il est utilisé pour modé-

liser le prix d’un actif financier. Le rendement de I’actif entre deux dates est
mesuré par la différence des logarithmes des cours et donné par la variable
gaussienne {b — $02}(t — s) + (B — Bs)

18



2.5. MOUVEMENT BROWNIEN DIMENSION D

2.5 Mouvement Brownien Dimension d

Définition 2.5.1 On appelle mouwvement brownien dimension d, tout proces-
sus (Bt)ier, a valeurs dans (R, Bga) défini sur un espace probabilisé(Q2, F, P
tel que :

1. le processus (By); est & accroissements indépendants, et By = 0 p. s.
(on dit qu’il s’agit du mouvement brownien issu de 0),

2. pour tout 0 < s < t,B; — By ~ Ny(0, (t — s)1,),

3. le processus (By) est a trajectoires p. s. continues.

.6 L’intégrale stochastique (ou 1'Intégrale d'Ito)

Soit (By,t € Ry) un mouvement brownien standard par rapport & (Fi,t €

R,).
Soit 1" > 0 fixé (# temps d’arrét), notre but est de construire 'intégrale

stochastique :

t
[ HidB,,t < [0,7]
g

Définition 2.6.1 (et théoréme) —Intégrale d’It6—

.Soit H un processus Fy—adapté, continu & gauche et vérifiant f(; H%ds <
oo pour tout t > 0.

Alors, 1l existe un processus continu ( jot HdeS) tel que
)

t2>(
i t

Y Hioayen (Witgn = Wiictyepm) "= / H,dW, pour tout ¢ > 0,
i=1 0

ot la convergence a lieu “en probabilité” .
Pour tout t > 0, ce processus vérifie [’égalité

t 2 t

E /Hdes = / E (H?) ds,

0 0

cette derniére quantité pouvant étre infinie.
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CHAPITRE 2. MOUVEMENT BROWNIEN

Dans le cas ot Jrof E (H?)ds < +oo pour tout t > 0, le processus (jot .Hdes)
t>:0

est une Fi—martingale.

2.7 Formules d’Ito

2.7.1 Formules de base

Jusqu’a présent, on a défini I'intégrale stochastique, mais il nous manque
encore des régles de calcul. La premiére régle de calcul est la suivante.

Théoréme 2.7.1 Soit (By,t € RY) un mouvement brownien stantard par
rapport & (F,t € RY) et f € C*(R) (i.e. f,f" et f" sont des fonctions
continues) . On suppose de plus que

E / (F/(B,)? | ds < 00, ¥t > 0. (1)

0

Alors pour tout t > 0,

t

F(B)—f(Bo) = / f’(Bs)st-k% / £(B,)ds p.s. @)

0

Remarque 2.7.1 - Vu que (f'(B:),t > 0) est un processus continuet adapté
o (F,)et que la condition (1) est vém’ﬁée,fot f/(B,)dB; est bien définie (et
fot f"(B,)ds Uest également car l'application s — f"(B,) est continue).

- Le second terme du membre de droite dans (2) (absent dans les régles de
calcul différentiel “classique”) est appelé terme d’Ito, il résulte la variation
quadratique non-nulle du mouvement brownien.

Démonstration.(idée principale)

f(Bt) i f(BO) = }_;(f(Btl(n)) - f(Bti—](n)))’
on 0=t < M <. < ¢ — ¢ est une suite de partitions de [0,?] telle
que
lim magz |t — )| = 0.
n—ool<i<n
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2.7. FORMULES D’ITO

Par un développement de Taylor classique,on a

§) - $(@) = J'@)y ~2) + 35" @)y = 2)* + rly — 2),

ol limyp,_g }(!2—) =0 (on note aussi r(h) = o(h?)).
Donc f(Bt)_f(BO) - Z:l < ( 78 l(n))(Btz‘ (T'L) - Bti—l(n)) + %fI’(Bti~1 (n))(Biz(n) - Bt:i—l(n))2 + T‘z("

[0 f'(Bs)dB, + % jo f"(Bs)d(B), +0,
ce qu1 permet de conclure, vu que (B), = s.
exemple 2.7.1 Soit f(x) = z, la formule (2) s’écrit alors
ti
B, - By= / 1dB, +0,
0

exemple 2.7.2 Soit f(z) = z%, on a d’aprés(2) :

i t t

1
B2~ B?= / 2B.dB. + / 9ds = 2 / B,dB, +t,

0 0 0

autrement dit : B2 —t = 2 jot B,dB, est une martingale,ce qu’o na vait
déja montré d’une autre maniére (noter que la condition (1) est vérifiée car
E([y(2B,)%ds) = [} 4sds = 2t* < o).

exemple 2.7.3 Soit f(z) =€*: f'(z) = f"(x) = €®, et donc
t

t
1
et —1= / BsdB, +§ /eB”ds.
0

0

Noter qu’ici aussi la condition (1)est vérifiée,car

t t t

2t
. -1
E ' /(eBs)2d3 = /E(‘ew‘)ds :/ e®ds = E——‘)—— < 00.

0 0 0
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CHAPITRE 2. MOUVEMENT BROWNIEN

5% on pose Xy = €5, alors la formule ci-dessus devient :

t ¢
Xy —1= /Xsst + —;—/Xsds.
0 0

Autrement dit, on a trouvé une équation (intégrale) pour le processus
(Xt). Sous forme difféntielle, celle-ci s’écrit

1
d)(t = XtdBt + EXtdt et .X.() =1

Vu que -‘4% n’existe pas,“on ne divise pas par dt”. Noter que la forme
différentielle ci-dessus n'a aucun sens entant que telle et ne constitue qu’une
notation pour la forme intégrale donnée plus haut. L’esprit humain cependant
a plus defacilité & raisonner avec des différentielles, c’est pour quoi celle-ci
est largement répandue.

Sous une forme ou l'autre,équation ci-dessus est notre premier exeraple
d’équation difféer en-tielle stochastique. Il se trouve que c’est aussi un cas
particulier de I’¢quation de Black&Scholes, largement utilisée en mathéma-
tiques financiéres pour décrire ’évolution du prix d’un actif (noter que la
solution X; = eP'suit une loi log-normale et est toujours & valeurs posi-
tives).Voyons maintenant une version légérement plus élaborée de la formule

(2).

Théoréme 2.7.2 Soient (B,) un mouvement brownien standard et feCh3 (R, x
R) (i.e f, %, g—:f, %ﬁfsont continues) telle que

[ ¢ 2

A for

E (/ ax(s,Bs) < 00,Vt > 0.
\0

Alors pour tout t > 0, o
3 t =
f(t,Be) = £(0,Bo) = [y (s, Bo)ds + [} &(s, B,)dB, +14 [ L4(s, B,)ds

p.s.
Démonstration Le développement de Taylor utilisé est : f(u,y) —

2 «
ft2) = g, 2)(u—t)+ & (t,3)(y — 2) + L4 (t,2) (y — z)? +r(u—t,y = ).
ce qui explique ’apparition du terme supplémentaire dans la formule.
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2.7. FORMULES D’ITO

Remarque 2.7.2 Vu que lo fonction t — t est une fonction & variation
bornée, il n’ya pas besoin d ‘effectuer un développement de la fonction f o
Pordre 2 en t.

exemple 2.7.4 Soit f(t,x) =22 ~¢ :

( 3 2%f )
:?tt = —912’3_£ =2 19z% 2 ,dO'ﬂC

of 19°F

Bt + 29z2 ~ 0 et +

Bl—t= / 2B,dB,.
0
On retrouve donc la méme formule que ci-dessus.

- . - 2 \
exemple 2.7.5 - Soit f(t,z) = €® 2,%{ = —% ,% = g—é = f, donc &

. 2
nouveau %{- - %%é =0 et

t
—t _s
g3 —1 =/eB” 2dB,
0

Le processus (Z; = eB“%) est donc une martingale (appelée la martingale
ezponentielle associée au mouvement brownien standard ). De plus, il satisfait
l'équation différentielle stochastique :

Zy—1= [/ Z,dB,, i.e. dZ, = Z,dB; et Zy=1.

2.7.2  Processus d’It6 (ou“semi-martingale continue”)

Définition 2.7.1 Un processus d’Itd est un processus (X:) pouvant se dé-
composer comme (X, = M, +V;), ot :
[ (M) est une martingale continue de carré intégrable (p.r.d une filtration (F,)),
‘[ (Vi) est un processus continu & variation bornée,adapté a (F;) et tel que Vy = 0.

exemple 2.7.6 Soit (X,) le processus défini par
¢ ¢
Xe=Xo -+ /Hsst + /sts.
0 0
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CHAPITRE 2. MOUVEMENT BROWNIEN

Le mouvement brownien est un des processus de base pour la modélisation
en temps continu. Nous en verrons ici lg définition ainsi que les propriétés
fondamentales. Comme aucune preuve ne sera donnée, nous suggérons au
lecteur intéressé de consulter [2] pour plus de détails.on (H,) est continu
adapté et tel que E'(fot HZdB,) < oo pour tout t > 0 et (Ky) est continu et
adapté.(X,) un processus d’Ito .

2.7.3 Formules d’Ité généralisées

Les deux formulesqui suivent sont des généralisations des théorémes2.5.1et2.5.7,
respectivement.

Théoréme 2.7.3 .Soit (M,) une martingale continue de carré intégrable et
f € C*(R) telle que

i
E‘/(f’(Ms))"’d (M), < oo;Vt>0:
0

Alors
$08) = 10t = [ pgyans, + 3 [ r/0n)a o), ps

Remarquer que seul le terme ds de la Jormule (2) a été remplacé par le
terme d (M), pour tenir compte de la variation quadratique de la martingale

2.7.4  Formule d’intégration par parties(IPP)

Soient (X;), (Y;) deux processus d’Tt6.Alors pour tout ¢ > 0 on a X,Y; —
XYy = fot X dY, + fOtstXs +(X,Y), p.s., qu'on écrit encore sous forme
différentielle

d(X\Y;) = X,dY, + YidX, +d .

Démonstration. En utilisant la formule d’It6 généralisée ci-dessus, on
trouve (X, +¥;)* — (Xo + %) = 2 [ (X, + ¥,)d(X, + ¥i) + (X + V),
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2.7. FORMULES D’ITO

s

(% = Y0 = (3o - ¥o) =2 [ (X, ~ V(X - v,) + (X — 1)

En sous trayant les deux égalités ci-dessous, on obtient

t t
A(XY] — X W) == / X.dY, + / YodX, + (X +Y), — (X - V),
0 0

Combiné avec la définition de covariation quadratique, ce ci donne fina-
lement le résultat,

L _t
exemple 2.7.7 Soient X; = B et Y, = e,

On a vu que dX; = %Xtdt + XidB;, d’autre part, on a dY, = —%)’tdt.
Posons maintenant Z, = X,Y, = eB~%. Par la formule d’intégration par
parties, on obtient :

t t
Zt—1=/X3dYs+/Y3dX3+O
0 0

car (X,Y), = 0((Y;) est & variation bornée).On a donc

i ¢ t t
Z—1 ::/Xs(—%Ys)ds-}— / Ys(%Xs)der/YSXSst;:/ZSdBS,
0 0 0 0

i.e. dZy = ZydB; et Zy = 1, qui est | ‘équation qu’on avait trouvée plus
haut.
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Chapitre 3

Changement De Probabilité
Théoréme de Girsanov

3.1 Geénéralités
Soit (2, F, P) un espace probabilisé et Z une v. a. F—mesurable positive

d’espérance 1. On définit une nouvelle probabilité Q sur F par Q(A) =
E(Z1,4). On a, pour toute v. a. Q intégrable Eq(X)=Ep(ZX).

Si 'espace de probabilité est muni dune filtration, et si Zp est une v.
a. Fr—mesurable positive d’espérance 1, on définit Q sur Fr par @Q(A) =

E(Zr14). La probabilité () est équivalente & P sur Fr silav. a. Zp est
strictement positive. Enfin, pour tout ¢ < T et tout 4 € F; on a

Qr|A] = E[Ep[Zr|F)14) = Ep[Z;14),

en posant Z; = Ep[Zr|F] et

dQ|F; = Z,dP|F..

Lemme 3.1.1 Un processus {M;, t > 0} est une (F;)—martingale sous Q si
et seulement si le processus (Z; My, t > 0) est une (F;)—martingale sous P.
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CHAPITRE 3. CHANGEMENT DE PROBABILITE THEOREME DE
GIRSANOV

(Xl’ )Xn) ~ N(,U/, ]d))
ou n = ()u’l) a:u’n)

3.2.2 Cas Brownien

Soit {W;,¢ > 0} un MB et {F,t > 0} sa filtration naturelle complétée.
Pour tout m € R, le processus

2
t
t— Z" = explmW, — Z%—]

est une (F}”)—martingale positive.
On fixe alors un horizon T > 0. La mesure Q7 définie sur (Q, F;) par

QT[A] = Ep[Z1 4]

est une probabilité équivalente & P sur F¥ .

Théoréme 3.2.1 [Formule de Cameron-Martin] Sous la mesure QF, le pro-
cessus

WitosW,—mt t<T

est un mouvement browniern.
3.3 Les deux théorémes de Girsanov

Soit {Wi,t > 0} un MB sur (Q, F, P), et {FV ¢ > 0} sa filtration natu-
relle complétée. Soit {6;,¢ > 0} un bon processus local vérifiant la condition
de Novikov. on sait que 1'unique solution de 'EDS

t
22 =14 / 0,2%dw,
0

s’écrit
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3.3. LES DEUX THEOREMES DE GIRSANOV

¢ ¢
Zf = exp / O, dW, — %/ 93(15
0 0

et que Z° est une (F)—martingale. On définit la mesure

Q4 (dw) = Zp(w)P(dw)

sur (2, F}¥), qui est une probabilité équivalente & P sur F).

Théoréme 3.3.1 [Théoreme de Girsanov] Sous la mesure Q%, le processus

t
W:t——»]Wt—/Hsds,tST
0
est un mouvement brownien.

Théoréme 3.3.2 [Théoréme de Girsanov abstrait] Soit P et Q) deux mesures
de probabilité équivalentes sur un espace filtré (Q, {F;, t < T}). On suppose
que toutes les (F;)—martingales sont continues. Alors sous P il existe L une
(Fe)—martingale continue telle que pour tout ¢ ST et tout A e F,

QlA] = Eplexp|L, — (L), /2]14]
De plus, si M une martingale locale continue sous P, alors le processus
M:t— M, — (M, L),

est une martingale locale continue sous Q.
Démonstration

Expliquons d’abord la premigre partie de ce théoréme concernant 1’exis-
tence de la martingale L. Elle repose sur le théoréme de Radon-Nikodym,
qui assure Pexistence d’un processus densité {D;,t > 0} de P par rapport &
@, au sens o pour tout t < 7 et tout A € %,

Q[A] = Ep[D;14].
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Comme A € Fr, on a aussi

Q[A] = Ep[Drl,) = Ep[Ep[Dr|F;]14]

de sorte, par identification, que

D; = Ep[Dy|F)

pour tout ¢ < 7. On en déduit que D est une martingale U continue sous P.
De plus elle est strictement positive, par équivalence entre P et @. On peut
alors (on peut effectivement définir une intégrale stochastique par rapport a
une martingale continue) définir le processus

¢
dD,

Ly =logD, + D. :

et on applique la forrule d’It6 &

i

/ Ry (L), + % / R (L),

0 0

t
. 1
By = exp|Ly <L>t /2] = Do + /deLs T3
0

i
= Dp+ / R.dL,.
0
Mais par définition de L, on a aussi

t
a=%+/mﬂm
0

de sorte que D et R sont solutions fortes de la méme EDS. Par unicité, on
en déduit que R = D, d’ou

Dy = ezp[L, — (L), /2].
Ceci entraine finalement que pour tout ¢ < T et tout A € F,
Q[A] = Eplezp[L, — (L), /2]14].
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3.4. THEOREME DE REPRESENTATION PREVISIBLE

—_—

On voit enfin facilement comment Je théoréme 3.3.2 entraine le théoréme
3.3.1.

La martingale I du théoréme 3.3.2 est ici

t

Lt =:/t93st

0

et on a donc

t
(B, = / B,ds.
b

Comme B est une martingale locale continue sous P, B est une martingale
locale continue sous @%. On démontre comme ci-dessus que son crochet est
B; =t, et 'on en déduit que B est un mouvement brownien sous Q4.

3.4 Théoréme de représentation prévisible

Soit B un mouvement brownien et F sa filtration naturelle, soit F, =
o(B;, s < #).

3.4.1 Représentation prévisible

Théoréme 3.4.1 Soit B un mouvement Brownien et (F,) sa filtration natu-
relle. Soit M une (F1)—martingale, telle que supicr E[M?] < co. Il existe un
unique processus prévisible H vérifiant E( fOT H2ds) < oo, tel que Vt € 0,7,
M, = 1’\/_1'0-}-.[0]t H,dB,.Si M est une (F:)—martingale locale, il existe un unique
processus prévisible H tel que V't M, = M,y + jg H,dB,.Ce résultat est impor-
tant en finance pour exhiber un portefeuille de couverture,

Corollaire 3.4.1 Toutes les (F)—martingales locales sont continues.

3.5 Applications
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3.5.1 Calcul d’espérances
salcul de

T

T
E[Bexp| / 0sdB, — % / 62ds]).
0 0

pour ¢ < T et f fonction déterministe. On effectue un changement de proba-
bilité

it

t
L; = exp| / Be@B, = = / 62ds].
0 0
et on calcule

Ep[BiLr] = Ep[B,L)] = Eg[B]

On en déduit que

t

sdB, _1 /T 0%ds]] = / 0sds.

0 0

E Btea

Calcul de
I = Elexp — [aB? + / B2ds]]
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3.5. APPLICATIONS

ol B est un brownien issu de a. On pose z = a2 et on effectue un chan-
gement de probabilité P — P8 gyec densité sur F}V

t t
dP# g r
== LY = exp[-p / B,dB, — ‘s / Bids).
0 0
En utilisant la formule d’intégration par parties,

t
2
LB, =|exp — [g(Bf -z —t)+ 5 /des]
0

Sous P#,

4
Btl:a“,‘l[/Vt"‘ﬂ/Bst
0

avec W PP—Brownien. Donc B est un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck sous PB, et B, une v. a. gaussienne d’espérance

ae™Pt et de variance 5%(1 — €%, On en déduit que

t
2
I = EP[L'ezp— [aB; + % / B2ds]|
0

Aprés quelques calculs simples et longs, on obtient
zB(1 + 2acothﬁt/,8)]
2(cothft + 2a/p)

En faisant a = o = Qet, B= \/éi, cette formule donne la transformée de
Laplace de la norme L? du Brownien :

I = (coshp, + 2asinhf,/B) ™ Pexp]

t
-1/2
Elexp — /\/de's] = (coshv2/\t) :
0
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Conclusion

Dans la théorie des probabilité

est particuliérement important dans

s, le théoréme de Girsanoy indique com-
ment un processus stochastique chang

e si 'on change de mesure. Ce théoréme
5 la théorie des mathématiques financiére,
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