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Résumé

Dans ce mémoire, on a donné la premiére esquisse de la notion d’équation
différentielle stochastique. On a démontré le théoréme fondamental d’exis-
tence et d’unicité et quelques exemples ont été cités dont le modele de Black
et Scholes qui est une application a la finance.

La derniére partie du travail est consacré a une étude non exhaustive des
équations différentielles stochastiques rétrogrades tout en insistant sur le cas
non linéaire.
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Introduction

Dans lce mémoire, on introduit les équations différentielles (EDS) qui sont
une génépalisation de la notion d’équations différentielles ordinaires prenant

en compte une perturbation aléatoire. Celle ci est exprimée a l'aide d un

mouvement brownien.

Ce d

deument est composé de trois chapitres.

Le premier est consacré aux rappels des résultats importants en calcul

stochast
pales pr

que concernant les processus stochastiques. On donnera les princi-
ppriétés du mouvement brownien ainsi que celles des martingales, et

on abordera la notion d’intégrale stochastique.

Dans le deuxiéme chapitre, on donnera une définition mathématique d’une

équatior
I'un des
d’unicit
théorem

Dany
tielles s
laquelle

| différentielle accompagnée de quelques exemples. On citera ensuite
théorémes les plus importants, & savoir le théoréme d’existence et
. de la solution d'une EDS. On finira ce chapitre par I'énoncé du
e de Yamada et Watanabe.

s le dernier chapitre, on introduira la notion d’é¢quations différen-
ochastiques rétrogrades (EDSR). 1l s’agit d’étudier une évolution de
on connait issue et pas la situation initiale. Le dernier paragraphe
acré a I'étude d'un cas particulier des EDSR a savoir le cas lin¢aire.

iii




Chapitre 1

Rappels et Compléments

Dans ce chapitre ,nous rappelons quelques résultats de calcul stochastique

utilisés

il

l¢: long de ce mémoire.

Processus stochastiques

Définition 1.1.1 Une filtration (Fi)i>o est une suite croissante de sous (ri-

hus de H.

Si (Ai)iso est une filtration de (€2, F, p) alors (. F.(Ft)r0.p) est appelé
espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.2

- Si

(F1)i>0 est une filtration alors on définit la filtration suivante

Feo=(()F)

s>t

- On dit qu'une filtration est continue a droite

- Soit N la classe des ensembles de F qui sont P— négligeables. 5i
N C Fy, on dit que la filtration (F;)i>0 est compléte.

- (

elle est

n dit qu'une filtration (F;);>o satisfait les conditions habituelles si
4 la fois continue a droite et compléte.




CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Deéfinition 1.1.3 Soit T un sous-ensemble non vide de R™.

~ Un processus stochastique (X;)er dans R? (d > 1) est une famille de
variables aléatoire a valeurs dans R? index¢e par T .
- Pour w € Q fixé, la fonction { — X (w) est appelée trajectoire.

Définition 1.1.4 Un processus X est progressivement mesurable par rap-
port & une filtration (F,)i>o i pour tout t > 0, Uapplication (s, w) — X, (w)
de [0.1] x Q dans R? est messurable par rapport a B([0,1]) & Fy et B (RY).

Définition 1.1.5 Un processus X = (X;)i0 est mesurable s 'application
t,w) — Xy (w) de R™ x Q) dans R est mesurable par rapport aux tribus
B(R.)x F et B(RY).

Définition 1.1.6 Soit (X,) un processus et (F;) une filtration de (§2, F,p).
On dit que X = (X;)r>0 est adapté a la filtration (Fi)i>0 si

vt > 0, X, est Fy — mesurable.

Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.
A présent, nous donnons trois critéres pour comparer deux processus sto-
chastiques.

Définition 1.1.7 Soit X = (X, )ier un processus stochastiques. Les lois de
dimension finie du processus X sont les lois des vecteurs du type (X, ,.... X4,)

oun>1lettly . t,el .

On dit que deux processus (X;)ier et (Yi)ier ont méme lois s'ils ont les
meéme lois en dimension finie.

Définition 1.1.8 Un processus (X,;) est appelé un processus & trajectoires
continues (ou simplemenl processus continu) si

p ({w e Q:t— Xy(w) est continu}) =1




1.1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

Définition 1.1.9 Soient X = (Xi)wer , Y = (Yo)er deux processus sto-

chastiques.

1.0n/dit que Y est une modification de X si

vteT, p(X,=Y) =1L

2.0n dit que les processus X et Y sont indistinguables si

Proposition 1.1.1

pMiel . Xs=Y)=1, onnote X=Y,

Soient T un intervalle de R*, X = (Xi)er el

Y = (V})er deux processus stochastiques continus alors :

X ¢t Y sont indistinguables <= X est une modification de Y.

)

- On dit que le processus X = (X;);>0 est a accroissements indépendants

Yn > 1LYt <ty <

waln €T, Xy, Xey— Xty ooy Xt,, — X1, _, 800t indépendantes.

- On dit que le processus X = (X;);50 est a accroissements stationnaires

Xy

— Xy o Xios — Xo, VE> 520

Pour |de tels processus, donner la loi de X; — Xy, Vt > 0, ainsi que celle
de Xy suffit & caractériser entierement le processus.

Nous| pouvons & présent définir le processus le plus important en cal-
cul stochastique, a savoir le mouvement brownien appelé aussi processus de

wiener.

Le mpuvement brownien, qui tient son nom de Richard Brown, botaniste
écossais du 19 éme siécle, est considéré comme un phénoméne naturel d’une
part, et un objet mathématique d’autre part.

3
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Observant le mouvement irrégulier et incessant des particules de pollen
d¢n suspension dans l'ean, Richard brown effectua des expériences avec des
particules inorganiques en suspension dans un liquide.

Le phénoméne qui paraissait a priori vital fut alors écarté de la biologie.
De ce fait des chercheurs comme Einstein, Wiener et levy s’intéressérent
\ ce phénoméne d'un point de vue autre que le point de vue naturel en
ui donnant une forme mathématique qui n'est en vérité qu'une idéalisation
mathématique du mouvement brownien est alors présente comie :

Définition 1.1.10 (Le mouvement brownien) .

Le mouvement brownien standard est un processus stochastique réel
B = (Bt)tz0 vérifiant :
i) Bp=0 P-ps.
ii)Vs € [0,t], By — Bs~ N(0,t —s).
?77)\771 Z 1,\/151 < iy < ... < lp; B»’»l? B{,Q — Bht o g Btn —
indépendantes.
iv) P— p.s, l'application t — B; est continue.
Pour cette derniére définition, on peut remplacer les propriétés ii) et iii)
par d’autres propriétés comme le montre la proposition suivante :

sont
n--1

Proposition 1.1.2 Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes

i) Y0 < s < t, By — B, suit une loi normale N(0,t — s)
{ iii) (Bi;t € R.) est a accroissements indépendants
i) ¥t > 0, B; suit une loi normale N(0,t),
iii') Y0 < s < ¢, By — By est indépendant de F; = o(By,u < s)
i") (Bt)i>0 est un processus gaussien, centreé.
i1i") Vs, t € R cov(By, Bs) = E[BiB,] = s At
- Soit = € R, un mouvement brownien issu de x; B® = (B} )¢ est un
processus qui vérifie i), iii) et iv) et By =x, P— ps.
- Un mouvement standard dans R? not¢ BM? est un processus
B = (By)>0 02t B; = (B}, ..., BY) avec {(B}.1 < i < d des mouvements
brownien standards indépendants.

Le mouvement brownien posséde de nombreuses bonnes propriétés, en
effet :

Proposition 1.1.3 Soit B = (By);>0 un mouvement brownien défint sur un
espace de probabilité (2, F, P) alors




I.I. PROCESSUS STOCHASTIQUES

a) Symétrie.

Tle processus (—B) = (= Bi)i>o est encore un mouvement brownien.
b)| Changement d’'échelle (scaling).

Soit A > 0. Le processus B* = (B})iz0 avec By = (1/A) Bz, est
encore ujl mouvement brownien.

¢) Propriété de Markov simple.

Pour s > 0, posons F, == a(By,u < s) et B,Fs) = B;,s — Bs.

Alory B®) = (B?)i>0 est un mouvement brownien indépendant de .

! Définition 1.1.11 Soit (F;) une filtration et T :  — R. U {oc} une appli-
cation. On dit que T est un temps d’arrét par rapport a (Fi)eso 80

vt e R, IT <t} &F

Définitjon 1.1.12 Soit T un temps d’arrét, posons Fo = o(Fi,t > 0).0n
~ appelle {ribu des événements antérieurs a 'l el on note Fr la tribu

Fr ={A€Fu, V120 . AN{T <t} € F}.

On peérifie facilement que Frest une tribu et que, si T est constant et
égal a t|alors T est un temps d’arrét et Fp = Fy.

Théoréme 1.1.1 (Propriété de Markov forte.)

Soignt B = (Bt)i>0 un mouvement brownien, 7" un temps d’arrét. Posons
pour t > 0

Y: = Brye — Br.

Alops sur {I' < oo}, le processus( Y;);5o est un mouvement brownien
indépendant de Frp .

Ut




CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

1.2 Martingales & temps continu
On suppose donné un espace de probabilité filtré (€. F (F;)io. P)

- Définition 1.2.1 Soit X = (X,);5¢ un processus adapté et intégrable, on dit
que X est

1.Une martingale si

VO<s<t  E(X/F,) =X,

2.Une surmartingale si

VO<s<t,  B(X,/F)<X,

J.Une sousmartingale si

VO<s<t, E(X/)F)> X,

Définition 1.2.2 Soit X = (X1)es0 un processus stochastique

1) On dit que X = (Xt)i>0 est uniformément intégrable si :

lim sup / |X¢dp=0

a——+00 t>0
(1 X:|>a)

2) Sip > 1londit que X = (X1)iz0 est borné dans L7 si :

supE[| X "] < .
>0

Proposition 1.2.1 Soit X = (Xt)i>0 un processus stochastique :

1) §'il existe une v.a.r positive et intégrable Z telle que | X, < Z,
vt > 0,alors X = (X}),50 est uniformément intégrable.
2) Si soit X = (X;);50 est borné dans L7, (p > 1), alors X = (X,)

>0
¢st uniformément intégrable.




1.3. L’ZINTEGRALE STOCHASTIQUE

Théoréme 1.2.1 (Inégalité maximale de doob)

Si X

= (X;)¢>0 une martingale continue a droite, alors

Vp > 1 ,(E[

sup X,
0<s<t

D < P (BX.PDF.

P — lo<s<t

Corollaire 1.2.1 (Martingale arrétée)

Si M

1| = (M;)¢>0 une martingale et 7" un temps d’arrét alors

T = (A.[,T)tzg = (Mgn)is0  est encore une martingale.

Elle est appelée martingale arrétée.

Propos

ition 1.2.2 Soient B une sous-tribu de F,Y un vecteur aléatoire

B-mesurable et X une variable aléatoire insdépendante de B. Alors

pour

ou

1.3

Soit
tion nat

toute fonction mesurable £

E[h(Y,X)/B] = ¢(Y), P —p.s,

#(1) = E(h(t, X)).

L’intégrale stochastique

B = (Bi)i>0 un mouvement brownien sur (2, F, P), (F;)e0 sa fitra-
urelle i.e : F; := o(B,,u < t). Le mouvement brownien n’étant pas a

variation bornée, on ne peut pas s’appuyer sur la théorie de 'intégration clas-

g4

sique de Riemann-stieljes afin de denner un sens a la quantité ]0 HydBg.on

H est u
(es

1 processus stochastique continu .
. pour cette raison qu'on construit une nouvelle intégrale , appelée

Uintégrale d’ité.

Soit

A = (A)¢>0 un processus continu et adapté

7




CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

1. On dit que A est croissant, si pour tout w € Q

t — Ay(w) est croissante

2. On dit que A est a variation bornée, si pour w € 2

t — Ay(w) est variation borné

Deéfinition 1.3.1

Soit (O = {0 = t"l)h) < tgn) <. < t},n} y & tg:) = 1})n>0 une suite de

L —

e | n—00 = ) .
subdivisions de [0, t] telle que |A,| "= 0 et (X;)i>0 un processus continu.

Posons
pn_l
AN p
TEmgX )= 3 :(Xt@l - th.n;.)z
i=1

On dit que le processus {X;)i>o est & variation quadratique finie sur [0, £
si T,A“(X) converge en probabilité .
Cette limite est alors notée < X, X >.e

Pn—1
< X, X >= lim E (X,m — Xtm))2 en probabilité.
n—-+o00 4 T 141
i=

t

Si B = (B;)i»0 un mouvement brownien standard et ¢ > 0, alors on a
< B,B>=t e Vj(B)=oc P-—ps
| Définition 1.3.2 (Martingale locale)

Soient (2, F, (F;)i»0, P) un espace de probabilité filtré , X = (X;);>0 un
processus continu. -

On dit que X est une (F;, p)-martingale locale, s’il existe une famille de
temps d’arrét {T,,n > 1} telle que :

i) La suit ( T, ),>1 est croissant et lim T, = +oc p.s.
- n—o0

ii) Pour tout n le processus XT”I{Tn S0) = {Xf "1, >0} )20 est une (Fy, p)
martingales continues ,cependant on a :

8




1.3, I’INTEGRALE STOCHASTIQUE

- Thute martingale continue est une martingale locale.
- Une martingale locale positive est une surmartingale.

- Ulne martingale locale bornée est une martingale.
Si M| = (M;)i>o est une martingale locale alors il existe un "unique"
processug continu, adapté, croissant et issu de 0 noté (< M, M >)>o tel
que :
(ME= < M, M >)i>0
Soit {me martingale locale (continue).

De plus . pour tout ¢ > 0, toute suite (Dy)nso de subdivisions de [0,1]
avec |AM — 0

Si M = (M,);»0 est une martingale locale, on a vu que le processus

sup(T2(M)— < M, M >;) 50

s<t

< M, M| >est bien défini, de plus t ——< M, M >;est une processus positife

croissanf, ainsi on peut poser pour w € €2

< M, M > (w) = lim < M, M >, (w).

t—oo

Théordme 1.3.1 Soit M = (M,;)»0 une martingale locale issue de ().

1. Si M est une martingale bornée dans L? alors E(< M, M >4) < o©

et (17\1/;)'-

~ < M, M >¢)¢>0 est une martingale uniformément intégrable.

2. Si E(< M, M >,) < oo alors M est une martingale bornée dans L2,

3.1

bl

martin,

N—rt

a

es deux propositions suivantes sont équivalentes :

i) M est une martingale de L%

i) Vit >0 E(< M, M >;) < oc.

es deux conditions sont vérifiées alors (M?— < M, M >¢)i>0 est une
rale.

" Définition 1.3.3 (Semimartingale).

Soit X = (X,)i>0 un processus continu, on dit que X est une semi-

martingale s'il s’écrit
=3

)(t = _X() + Aff + 1’1&

9




CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

out (M,)s>0 est une martingale locale continue issue de 0 et (A;);>0 est un
processus continu & variation bornée issu de 0.
©b) Soit M = (M;)>o une martingale locale issue de 0. On note par
L3 (M) Vespace des processus progressivement mesurables [ = (Hy)i>o veé-
rifiant :
t

vt > 0, /H;%d <M, M >,< oc P-ps.

0
0 L.Si M = (M;)e>0 est une martingale locale continue et A = (A;)>0 un
processus continu a variation bornée , alors

<A A>=0=< M, A>

2.5 X, = Xog+ M, + A, et Y, = Yy + Ny + H, sont deux semimartingales,
alors

<X, Y >=< M,N >.

ou
P nT 1

< M,N >= nE{n Z([Wt;gl = My )(Nin | — Nin).
{00 i1 %

‘_Si M = (M;);>0 une martingale locale issue de 0 et H = (H,)s
€ L. (M) alors il existe un "unique" processus noté ((H.M))ro tel que
((H.M){)¢>0 est une martingale locale issue de 0. -

Pour toute martingale locale N = (N¢)y>

<HM,N>=H. < M,N >

On note aussi
t

(H.M), = / H.dM,.
0

10




13, L’INTEGRALE STOCHASTIQUE

Passpns & présent a l'intégrale stochastique par rapport aux semmartin-
gales. Spient H = (H})i>0 un processus continu et adapté, X = (Xi)s>0 une

semimaftingale continue i.e.

Xo=Xot My+ ¥

oit M = (M,); > 0 est une martingale locale issue de Q et V' = (Vi)eso est
un prodessus a variation bornée, continu et issu de 0.

On

note
t

(H.X), = / H,dX.,.

0

Soiff X = (Xi)i>0 une semimartingale continue qui se décompose X; =
Xo+ M, +Vi. St H = (H)e>0 est un processus continue et adapté alors
I'intégrale stochastique de H par rapport a X est définie par

-Rema
un pro

(H

Pr
- 3

HX =HM-+HY.

fque 1.3.1 Si H = (H,)>0 est un processus continu et V= (V)50
cessus @ variation bornée. Alors

&

Ve = / H.dV, est bien définie (au sens de Riemann Stieljes)

0
bpriétés :

oient K = (K)o » H = (H{)»o deux processus progressivement

mesurgble et B = (B;);>0 un mouvement brownien standard.

martir

aussi.

proces

1/ Si X est une martingale locale continue alors H.X est une
gale locale continue.
2/ Si X est une martingale continue, bornée dans L alors H.X Test

3/ Si X est un processus continu a variation bornée alors H.X est un
sus a variation bornée.

4/ Si X est une semimartingale continue alors H.X Test aussi.
5/ Si H et K sont L% (B) alors, pour tout t > 0

t

E[(H.B){(K.B),] = / H,Kds

11




CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENT S

- Soit M = (M.t > 0) une martingale.
6/ Si

t
E(/de <M,M >;) <0 vt >0
0
Alors H.M est une martingale. De plus

i t
E(( / H,dM,)?| = B( / H2d < M, M >)
0 0

En particulier, si H = (Hy)yo un processus de L (B).
i
Alors (M; = / H.dB,,t > 0) L'intégrale stochastique posséde une for-
0

mule de changement de variables semblable a la formule du changement de
variable classique mais qui fait apparaitre la dérivée de second ordre inexis-
tante dans la théorie de l'intégrale de Riemann, ceci découle du fait que
1a variation quadratique est nulle pour les fonctions a variation bornée. Le
résultat suivant établit cette formule :

| Théoréme 1.3.2 (Formule d’It6.)

Si X;,....X,; sont des semimartingales continues et F : R; — R une
fonction de classe C2, alors (F(X}, ..., X{))e>0 est une semimartingale, de
plus pour tout ¢t > 0:

1=1 0
d % |
b PF _
+§ Z/((‘)Lax()‘;x:)d < in,,Xj >
1],_]':,10 . J

Cette formule est souvent utilisée pour les semimartingales de dimension
2 et dont I'une des composantes est un processus & variation bornée. Dans
ce cas on a :

Lemme 1.8.1 Soit A = (A¢)i>0 un processus a variations bornée .,

12
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X &=
On a

(A, Xi

alors :
t t )
\ v [ (99 /59
= gl Ag. ) = (A, X )d -
(o, X [ (G XA+ [ 50
0 0

Dang le cas ot f(z,y) = Ty, on a:

_+ Théoréme 1.3.3 (Formule d'intégration par parties).

\

\ -

Ao’

Sotefit X et Y deux semimartingales. On a pour tout

Lorsg

(LY[Y} = th,Y; + Ytht - d< .X, Y >

de la chaleur.

OH &
ment b

aussl est vrale :

Soit

_ Theor¢me 1.3.4 (Caractérisalion de Levy. )

propositions suivantes sont équivalentes :
1. X est un mouvement brownien.
2. X est une martingale locale et < X, X >;= (.

 Théor|

Sot
filtrati
il exist

t
Yt >0, M; = My + / H..dB;.
§]

1.3. INTEGRALE STO CHASTIQUE

. . . . i ~D
Xi)1>0 une semimartingale continue et g une fonction 7.

t

1
(wag¢&+§/(

0

t>0

éme 1.3.5 (Représentation des martingales browniennes ).

P —ps.

C

Ov?

Théoréme 1.3.6 (Inégalités de Burkholder, Davis et Gundy (BDG).
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(A, X,)d < X, X >,

que la formule d'Tto est appliquée & une fonction vérifiant ’équation

. vu dans la remarque (1.3.1) que la variation quadratique du mouve-
ownien sur [0, t] vaut t, le résultat suivant montre que la réciproque

X = (X¢)r»0 un processus continu, adapté et issu de 0. Les deux

L M = (M;)>0 une martingale (cadlag) de carré intégrable pour la
b (F)iso. la filtration d'un mouvement brownien B = (Bt)i»0. Alors
e un unique processus H = (Hy)i>0 de M%(R¥), tel que



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLE‘MEN_T_S-
B s

1 S S,

Soit p > 0. Il existe deux constantes ¢, et C, telles que, pour toute
martingale locale X continue et issue de 0,

o E[< X, X >M < Elsuwp |X[] < GE< X, X >4
0<t<T

On note par sgn la fonction signe définie dans R par

1 si z>0

sgn(z) = { =

—1 s =<0

Proposition 1.3.1 (Formule de Tanaka.)

t
|Bt| = / sgn(Bs)dB, + Ly
0

Ow (By) 0 est un mouvement brownien standard et L; le temps local en 0
du mouvement brownien B (le temps local passé¢ par B en 0 jusqu’au temps
)

(Ly) est un processus adapté & (F;) (la filtration canonique du mouvement
brownien)

Nous terminons ce chapitre par un résultat classique en théorie des équa-
tions différentielles :

4 Lemme 1.3.2 (Lemme de Gronwall)

Soit ¢ : [0, 7] — R une fonction continue telle que, pour tout f,

t

g(t) <a+ bfg(s)ds a €R, b>0
0

Alorsvt € R, g(t) < ae'.

14




Chapitre 2

Equations Différentielles
Stochastiques

.1

Définitions-Exemples.

‘Le but des équations différentielles stochastiques est d’étudier I'évolu-

tion d'w
équation

On rajoute, pour exprimer ce bruit et définir son intensité un terme
sera de 1p forme odB; o0 B est un mouvement brownien e

on obtie

On ggnéralise cette équation en permettant & o de dépe

y a l'insf

On p

dépendre

chastique

Cela con

! sysyteme physique perturbé par un bruit aléatoire. Partons d'une
différentielle ordinaire de la forme

dyr = b(y)dt

qui
t o une constante,
1t une équation différentielle stochastique de la forme

e

dy, = b(y,)dt + odB,.

ndre de I'état de
ant t :

dys = b(y,)dt + o(y)dB,.

eut encore généraliser cette

équation en permettant A b et o de
aussi

du temps t pour avoir enfin une équation différentielle

sto-
: de la forme

dye = b(t, ye)dt + o (t, y,)d B,

duit & la définition suivante.

15




CHAPITRE 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

2.2 Exemples

STOCHASTIQUES
On note par (M )axm(R) 'ensemble des matrices d x m a coeflicients
¢ £ ¥ £ "ﬁ N wﬁ
réels. 7 ne < ﬁgg; AR, B At ‘EM Lﬁ% w«“i'%»
3

Définition 2.1.1 Soient d et m deux entiers positifs et sozent o et b des
fonctions mesurables localement bornées définies sur R x R? el a valeurs
respectivement dans (M)qxm(R) et RY. On note 0 = (0ij)1<icdi<jem €l
b = (bz’)lgigd-

Une solution de l'équation :
E(Ub) : d,Xt = O'(t,)(i)dB[ +b(L‘ )(t)dt
yest la donnée de :

- Un espace de probabilité filtré (2, F. (Fi)is0, P) satisfaisant les condi-
tions habituelles.

- Un (F:) mouvement brownien défini sur cet espace et & valeurs dans
R™, B = (B, ..., B™).

- Un processus (F;)— adapté continu X = (X!, ..., X¢) a valeurs dans R?
tel que :
t

(‘.X' )dB, +/b(s X)ds , .
M ﬁ WJU ::@ B f;::; A el

-

Définition 2.1.2  Pour I ‘équation F(a b) on dit quil y a

. Existence faible{si pour tout z € R? il existe une solution de £,.(c.b).
. Existence et unicité faibles si de plus toutes les solutions de F, (0. b) ont

meéme loi.

. Unicité trajectorielle si I'espace de probabilité filtré (Q, F, (F; )0, P) et
le mouvement brownien B étant fixés, deux solutions X et X’ telles que

Xo = X{ P — p.s.sont indistinguables.

On dit de plus qu'une solution X de F,(o.b) est une solution forte si X
est adapté par rapport a la filtration canomque de B.

o . _g"‘vv-*
4, e

4
W e

&

.;f}ﬁ« Adf ¢ 37

pas forcément unique et si elle I'est dans un sens, elle ne l'est pas forcément
dans 'autre.

16
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2.2. EXEMPLES

Que

lques exemples pour illustrer ceci sont donnés suivis d’un théoreme

. it . . .
qui assufe, sous certaines conditions sur b et o, I'existence d'une unique
solution [forte.

2.2.1 | Unicité faible mais pas trajectorielle.
Soit |[B un mouvement brownien standard
On pose

t

W= / sgn{Bs)dBs.
0

On 4 alors :

t

B = /sgn(Bs)dW's.

0
En dffet :
: i 1 i
/sgn(Bs)dW{.; = /sgn(BS)sgnl(Bs)st
0 0
t
- / dB,
0
- Bt
W e

ractérig

On voif

st une martingale issue de 0 telle que < W, W >,=t ainsi, par la ca-

ation de Levy (théoréme 1.3.4), W est aussi un mouvement brownien.
alors que

B et solution de 'EDS

On

dX; = sgn(X;)dWr, Xo=0

a 'unicité faible. Par la caractérisation Levy, toute solution doit étre

un moyivement brownien .

Par
effet,

contre, on n’a pas d'unicité trajectorielle pour cette équation. En

3 et —DB sont toutes les deux des solutions correspondant au méme

mouvement brownien.

17




CHAPITRE 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

Aussi, B n'est pas solution forte : par la formule de Tanaka, la filtration
canonique de W coincide avec la filtration canonique de |B| qui est stricte-
ment plus petite que celle de B. En effet, I'événement {B; < 0} appartient a
FB mais pas a FIB.,

2.2.2 Une infinité de solutions fortes et pas d’unicité
faible

Considérons 'EDS -

dX, = 3X,*dt + 3xaB, Xo=0
et le temps d’arrét

T(Ezinf{s}_a,BS:O}j a>0
ou B est un mouvement brownien standard.

Cette équation a une infinité de solutions fortes de la forme -

8

X,(a) . 0 S1 0 S Te
T B? si

Ta <t <00
En effet
‘ t ¢ '
o 0 81 L. & T
3 P XN 4s 4 3 / XN2Baps — Pl o
/ (X.%) J XY PdBs 3J,. Buds + 3 [ B24B, sinon
0 0 . T

En appliquant la formule d'Ito (1.3.2) pour f(z) = 22

= . Ol a pour tout
L Ty

t

t ]
J(By) = B}=hB% +3/B§d83+3/33ds

t 7 t "‘
= 3 / BXB, + 3 / Byds

En effet, comme le mouvement brownien est continu. méme si cet inf n’est
pas atteint, on aura quand méme B, =0

18



2.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITE

4

Pasgons & présent an théoréme d’existence

£(b, o).

t t

/Xgaz)l/sds+3/X(a)2/3d35 : { OB3 si t<T,
s 5 :

0

sin on
0

_ )(g( @)

et d’unicité de la solution de

On désigne par .| la norme euclidienne dans R,

2.3 |Théoréeme d’existence et d’unicité

Théoréme 2.3.1 (Eristence et unicité)

‘Owsfippose qu'il existe une

xr,y € R

Alors
De pl
(Ft)t>0-
solution f]

preuy
/’ Afin d

Commn
avec le my

‘alléger les notations, on traitera uy

€ncons par établir 1'unicité trajectorielle. Sur le méme
Pe mouvement brown;
telles que X f

Pour )

constante K positive telle que pour tout ¢ > (),

1. Condition de Lipschitz

6(t2) ~b(t)| + lo(t,2) — o (tg)| < k| — )

2. Croissance linéaire

b2 < k(14 |2]) ; o (L) < & (1 + Ja))

il y a unicité trajectorie]o pour E(a, b).

18, pour tout espace de probabilité filtre 8 F (F)
Houvement brownien, il exist
drte pour E, (g, b).

(3

1>0. P) et tout
» = Tpd -
¢ pour chaque z € R?, ype (unique)

iquement le cas ¢ — m=1.

espace et
en B, on se donne deux solutions X et X

1 > 0 fixé, posons

19
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HAPITRE 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

——

T = inf{t =0,|X =M ou ’X;! > /\/}

On a alors, pour tout t.>0,

tiNT tAT

K == Xo+/0(s, X.)dB, 4+ /b(s,X,,)dé
0 0
Vu que X' est aussi une solution, nous avons I'équation analologue
M.r tAT
Xinr = Xo + / o(s, X )dB, + / b(s, X.)ds
0 0

Remarquons que X ot X' sont bornées par M sur I'intervalle [0.7]. En

faisant la différence membre 3 membre de ces deux équations et par passage
a lespérance,

on aura :
M) i = E[(Xnr — X, )
tAT tAT
/(0 (s,  Xs) —o(s, X.)dB, +/b (s, Xg) — b(s, X, JJds)?]

0
En utilisant le fajt que (@ +6)? < 2a% + 262, on aura :

tAT tAT

t)<2E(/(a(s X.) = o(s, X)aB,)| + 2] (/b(s X,) — b(s, X.)ds)?)

Par la propriéte 6 , On a

tAT

2E[( [ (o (5. X,) — o(s, X,)dB,)?] = 2E[ [ (0(s,X,) ~ o (s, X)) )%ds]
/ /

20




2.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITE;?
— 4 <3 THEC =4V

Enj utilisant I'inégalité de Hel

der et en majorant t A r par 7', on trouve

tAT AT
AB[( / b(s, X,) - b(s,X';)ds)Q] < 2’]'E[/(b(<s.Xg) ~ b(s, X’;))st]
0 0

Ce|qui donne

tAT AT

h(t) <« QE[/ (0 (s, X,) - d(s.X;))st] - QTE[/(b(s, X,) — b(s, X,))%ds)]

ou Pavant derniére inégalité
zlennes.

0 0
tAT ) AT 5
4 28] / | x, - X;} ds] + 2T / /c?fxs ~ x| as)
| 0 0
AT )
i ;|2
< 2 (147 / IXS,\T~XW ds),
0

pProvient du fajt que b et o sojent lipschit-

La fqnction A vérifie

t

h(t) < C/h(s) ds

0

avec ||C" = 2K?(1 4 7).

Iws, alors| ils sont indistinguables,
Jectorielle
Passonjs a Présent au deuxi
On cons

pose

h esy bornée par 4372
(Lemme 1.3.2) avec a = ( o § -
‘Yt/\-r = Xl

En faj
X est

et vérifie leg conditions dy lemme

de Gronwall
C', ce qui donne alors h = () ¢

onc P— pg.
AT

sant tendre M vers +00, on aura X; =

v ;
“A; pour tout ¢,
alors une modification de

7 & w
X', mais comme ces processus sont conti-

Ce qui acheve la preuve de P'unicité tra-

eme point.

Istruit la solutjon par la méthode ( ‘approximation de Picard. Oy

21
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CHAPITRE 2. EQUATIONS DIFFEREN TIELLES

STOCHASTIQUES

X? = 2

t ¢
X! = 4+ /0’ (S,l‘)st—i-/b(S,l‘)dS,

0 0

t t
Xyl| == J:-i—/(f(s,X:‘_l)dBS—!-/b (5, X N)ds (2.1)

0

0

Par récurrence pour chaque n, X7 est continy et adapté, donc le processus

|ro(t, X') Pest aussi. Fixons T' > 0 et raisonmons sur [0, 77.

Vérifions d’abord par récurrence sur n que

3C, 2Vt € [0, T) E[(XM < c,. (2.2)

Pour n = 0, i 1’y a rien & montrer.

Supposons & présent que ceci est vraj 4 lordre n — 1 e

t vérifions que cela
reste vrai a 'ordre n.

Le calcul du moment d’ordre deux de |’

. t Fr—T ¢ . L, ¢
par le fait que E Jo o (s, X3 V4ds| < o0, e qui découle de la croissance
linéaire et de 'hypothése de récurrence.

intégrale stochastique se justifie

En utilisant encore la croissance linéaire, on écrit

22




2.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITF

M/t 2 ¢ 2
E[(X] < 3 (;r + K / o(s, X"1)dB, +E / b(s, X Nds
L 0 0
Mot t
of ( /0(5 X1 dJ +tE [(/b(s,)(;‘“l)zds)})
_b 0 !
t
< (1 TE| (K +K X012 ds| 45 /(K+K |X271)? ds

0

< (x+(1+tﬁ[ +KIY”‘1| J)

< 3 4+3(140)F /2h+2k X)) as
0

< 86T (14 7) (K2 4 40, 1) =G,

La majoration (22)et lwpothése de croissance linéaire s
que la|martingale locale ( / o(s, X™)dB )

dans /J? pour tout n. On utilisera ceci po

ur o entrainent
est une vraie mart ingale hornée

ur HlaJOI'(,I' par réc urrence

F[ sup ,X'“ X[’,zJ
0

<Y<T
Onh

t

t
Xxptl =K} = / (a(s’(:’) — o8, X)) as, +/ (b(s, Xy — b(s. X771)) ds

0 0
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CHAPITRE 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

STOCHASTIQUES
d’o
E liaup L X:]2J
0<s<t
2 . 2
% sup / (0 (u, X") - & (w. X)) dB,| + sup /(b(u‘X"‘) —b(u, X;71)) du
0<ls<t g 0<s<t '
t 2 -'
< 2}|4F / u, X)) —g( ,X;‘"l))d,Bu J+E (/lb (u, X ) =0 (u, X g ld'u
0 ,
< 2 (4E [((r (v, X2)— o (u, Xl’?‘l) du + TE / (b(u, Xy — b (u.Xfl))zduJ )
0
t
< 2+ T)K?%E / X.;%—X;L-lﬁdu
0
t
< CrE [/ sup ]X” X;’"llzdu
4 0<r<u

Avec Cr = 2(4 4 T)K?, posons

o) = B [ sup ]X" XS“IIZJ .
0

<r<u

Ainsi on vient de montrer que

t

gn+1(t) < CT/gn(u)d,u (1)

0

Dautre part, ¥n | g, est bornée sur [0, 7]

24



> théore

offet, pour n > 0 :

[t
gnfu) < 24+ T)K2E /

X1 — X2 du

[ 2
< 24+ T)K2E / (2 (X2 +2 (x- 9 )du
L0
< ATU+T)(CE+CL)

t) = 2% qu'on appelle (7.

[récurrence simple sur (/) donne :

t?’l
g”( ) (C ) 7"

n vertu du critére de D’alembert, on obtient

o<y

Z:gn(T)l/2 < 00
=0

e ma nomre de L'est dominée par la norme de L2, on aura

joe]

E E [ sup |Xptt — Xi”,J < 00
o losi<r
éme de la convergence monotone nous permet de dire que

o0
E [Z sup | X+ — xn :l ~ 00

n=0 0St<T

Ce quii entraine que p.s.

[e.e]

E sup | X1 - X' =<
n=0 0t<T

ais Bi n,m € N avec n <m:

m—1

X" — X < Z sup IX’ ! -X¥ =0 quand n,m — oc.
~o<t<T

25

2.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITE



CHAPITRE 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

Par suite, p.s. La suite (X?,0 < t < T'),, converge uniformément sur [0.7]
vers un processus limite X = (X4¢)t>0 qui est continu et adapté. En effet , on
vérifie par récurrence que chaque processus X" est adapté par rapport a la
filtration canonique de B, et donc X 'est aussi.

OnaP-ps.
sup [X;~X? = lim sup [ X" — X
0<s<T =000 e<T
o0
< Z sup le - X;"“l].
J—— 0<s<T

En introduisant la norme L?, on trouve que

. 2
b[ sup IXS—X?QJS 2] 50 quandn —
0<s<T —

et on en déduit que

t

t
/O'(S,Xs)st = lim /o(s,X:)st dans 2
0 0
et
t ¢
/b(s,Xs)ds = lim /b(s,X;’)ds dans 12
0 0
Fn effet

: 2
' /(U(s, Xs) —a(s, X™)dB, =
J

0

ey

t
./ (U(S; Xe) - O-("S: *Y:l’)2 ds
0
t’l
0

£ TR®E [ sup | X, — X;ﬂ -0
0<s<T
et on procéde de la méme maniere pour b.

En passant a la limite dans I'équation de récurrence pour X" (2.3), on
rfouve que X est une solution (forte) de £,(,b) sur [0, 7]

—_

26




24. EXEMPLES

2.4 | Exemples
Dans cette section, on donne trois exemples de résolution d'EDS
exemple 2.4.1
i Soit 'EDS suivante
dX; = ~X,dt 4 e~ 'dB,, Xo=1z
Leg

On

a

ou

D’u

conditions du théoreme d’existe
cherch¢ alors I'unique solution de cette EDS.

nce et d'unicité sont vérifiées, on

61(1;&} = ‘et.X’gdt + d31

rricore

ftd)(t + et)(tdt = dBt

B autre coté, la formule d’intégration par parties assure que :

d ((:’t)(t) = eth, + Xtetd{/

Ce qui donne -

et d

exemple

Equd

ou u

tion.
On m

ultiplie les deux cotés

d ((ft)(t) = dBt

me, la solution s’écrit :

‘Yt =T+ (i'tB[

24,2

tion d’'Ornstein Uhlenbeck
On cherche 3 résoudre 'ED

S suivante -

dX: = pX,dt + odB, Xo=1z.

et 0 sont deux réels,
Le théoreme d’existence et

d’unicité assure qu’il existe une unique soly-

de cette équation par € * on obtient -

G_utd‘x't = /_[}{te_—ﬂtdl‘ + Uﬁ—utdBt\
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CHAPITRE 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

ou encore
e Hd X, — pXie Hdt = oeMdB,

D'un autre c6té, la formule d’intégration par parties donne
—pt —pt P
d (Xie# | e VR o uXe Hdt
En remplacant dans I'équation précédente, on trouve -

d (,Y,(f_“t) = ge MqdB,

d’om, la solution
1

X¢ = 7 + gett /c‘“"sst
0

exemple 2.4.3

2 Modeéle de Black et Scholes
”: Le modele de Black et Scholes est, a l'origine, un modele a deux actifs -
1'un risqué et Pautre pas. Dans cet exemple, on traite le cas de I'actif risqué,

a savoir le prix d'une action & I'instant t. I| vérifie I'équation différentielle
stochastique suivante -

g

d‘St T xgt (/Ldt + O-dBt) y SO =
La solution est

5 oB "2[ 1
St = xe?Bt— T ten

En effet, il suffit d’écrire o(t,z) = oz et b(t, r)
vérifient les conditions du théoréme (2.3.1)
dTté & -

= bz pour voir qu'elles
- On applique ensuite 1a formule
' 2yt
J(t,z) = peo=Ften
on aura

qu = f({ B{)

t t

1
of of 1 [ay

= .). 5 |85 by 5 bl s) ),.5 = ‘T S, g ]

f£(0,0) +/ 5 (s.B )dé+_/6x {s,B:)dB, + 2/ 527 (s, Bs)ds

0 o 0 0
t My t 2 t ,
- . ) Seds+a [ SdB,+Z [ $.4s.
7 ; ‘ 2
0 0 0
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2.5. THEOREME DE YAMADA-WATANABE

d’ou

2.5

Les ¢onditions du théoréme d’existence et d
Toshio YAMADA et Shinzo WATANABE

dans le phéoreme suivant :

Theéd

dS; = Sy (pdt + 0dBy) . So=1

Théoréme de Y: amada-Watanabe

micité ne sont pas optimales.
ont montré qu'on peut les affaiblir

réme de YAMADA-WATANABE 11

Soitld =m =1

Supposons que b et o sont & croissance linéaire, que b vérifie 1
de Lipschitz locale et |o(t, z) = o(t,y))

une fond

a condition

2 < ple - yl pour tout t > 0, on p est
tion borélienne de 0, +oo[ dans lui méme telle que :

1
/ —-—dz = +oc Ve >0
J p*(z)
. | 2=
Alorg F,(b, 0) admet une unique solution forte.
En e

faible qu

tous x ef

alors

11 suf

fet, les conditions du théoréme de Yamad

a et Watanabe sont plus

¢ la condition de Lipschitz. Si o est lipschitzienne, alors on & pour

y réels, si
o(2) = oY) <clz -y,

o (@) o W < e —y)?.

fit alors de prendre p(z) = z2. On a bien
1
/ T"leé’ = +4oc Ve > 0
P (2)
J2]<e

exemple 2.5.1 Soit g € R.

On ¢

/()

théoréme de Yamada et Watanabe.
est appelge processus de Feller.

msidére I'KDS

dXt = (le,dt + \/4YtdBt_ X() =
= 8qrt(x) n'est pas lipschitzienne mais elle vérifie la condition duy
La solution (unique) de cette équation
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Chapitre 3

Equations différentielles
stochastiques rétrogrades

3.1 Introduction

Construction
Soient (€2, F, P) un espace de probabilité, 7' > 0, B = (Bt)t>0 un mou-
vement brownien de R?, (Ft)e>0 sa filtration naturelle et & € Fp . Dans ce

chapitre, on s’intéresse & la résolution de I'équation différentielle stochastique
suivante :

~TF

T f(%),te [0,T], avec, Yp = ¢

En imposant que la solution au moment ¢ ne dépende que du passé, c’est
. dire que le processus Y soit adapté a la filtration {Fi}e>o0-

(o473

Prenons pour commencer le cas ou J = 0. On est tenté de donner comme
olution Y; = ¢ qui n'est adaptée que si § est déterministe. Nous n’avons
u'une approximation (dans L?) qui soit adaptée et qui est la martingale
t = E(¢/F).

Si (Ft)e0 est la filtration du mouvement brownien, on peut construire par
> théoréme de representation des martingales(Théoréme 1.3.5) un processus
" adapté de carré intégrable tel que :

A O WD

Ny =
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t
V= B/ F) = Elg) + / Z,dB,.
0
On peut écrire ceci autrement, on a :
t
Yi=E[¢] + /stBs , Yte [0,7]
i
d’ou

T
Yr = E[¢] + /stBs
0

t

T
§=FElg + /stBg + | Z.dB,
J
0 0

W A
§ = ’}+/st83
t

)n a alors

N

7
Yi=¢- /stBs ie. —dY, = ~Z4dBy | avec, Yp =¢.
t

On |voit donc apparaitre le

processus Z qui a pour réle de rendre le
porcessus Y adapté.

Par ¢ mséquent, comme une seconde
plus grande généralité, on permet 3 f ded
devient donc :

variable apparait, pour obtenir la
épendre du processus 7. L’équation

—-dY; = f(y, Y,, Z)dt — Z,dB,, avec Yr=E

- S3(R*) désigne I'espace vectoriel forme

par des processus Y, progressi-
vement mesurables, a valeurs dans Rk

, tels que :
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|Y |&=E [sup]YﬂQ] < 00
0>0

et S? (R¥)

le sous espace formé par les processus continus |

- M2(RF*4) désigne I'espace vectoriel formé

par des processus 7 pro-
gressivement mesurables, & valeurs dans (RF>d)

, tels que :

T
| 2 Bp=E | [ 12420t| < oo
/

ou si

ze R 12|12 = trace(zz")

, T L X [0,T] x RE x R4, RE ¢ g V(y,z) € R* x Rkxd,
(f(.t,y, 2))o<t<T est progressivement mesurable.

- £ un vecteur aléatoire de R* Fr— mesurable.
Soit 'EDSR

—dY; = f(t,Y,, Zyndt — Z,dB,0 < ¢ 2T Y=g, (3.1)

ou sous la forme intégrale :

T r
Y= 6 + J[j(r K‘a Zr)dr - /ZrdBr 0<t 9
t

t

Définition 3.1.1 [/ne solution de I'EDSR (3.1 ) est un couple de

processus

{(YE, Zt)}OStST véﬂﬁant .

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs dans R* et RExd
respectivement.

2. P ps. / (1£(r, Y, Z2)] + || Z,]|2)dr < oc.
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roposition suivante montre, que sous une
Ir f, le processus Y appartient a S2,

tion 3.1.1 Supposons
ant & M*(R¥) et une constante positive X tels

Y,2) €[0,T] x R¥ x Réxd.

T T
TPps.,ona:Y;=¢+4 /f(T,Y,-,ZT)dT—/ZrdBrs 0<t<T.

0 t
hypothese relativement

qu’il existe un processus ( f[)()sgsT ; positif,

que

&y, 2 < fot Myl | = -

Yo<t<r est une solution de EDSR (3.1) telle que Z ¢ M 2(RFxd)

appartient & S2,

pour tout t € [0, 7],

t t
V=Yo+ [0V z)dr [ 28,
J J

ilisant I'hypotheése sur i

IN

IA

e constante, donc elle est de carré intégrable,

tient & M9 par hypothése et Z appartient a M2(R**4) par

t 1
Yol + [ |f (. Y, Z,) dr| + Z.dB,
/ /

t

T t
['%|+/(fr+/\][27rlf)dr+ sup /Zder +/\/!Y,,ld'r.

0<t<T
0

T t

§=|Yo| + /(f.r + A Z|)dr +Osup /ZrdB," .

<t<T
0 0

; {ft}()gtﬁT appar-
hypotheése et donc.,
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4

par I'inégalité de Doob, sup / Zrd By |est de carré intégrable. Il s'en suit que
0<t<T

0
|€ est de carré intégrable. Y est un processus continu qui vérifie

t
Vi <&+x [ %ar
0

Par le lemme de Grénwall, on aura

Va| < geM
et donc

sup Vi < e
0<t<T

£ % 2 . ~ 2
comme ¢ est de carré Intégrable, alors Y appartient a S2.

3.2 EDSR linéaires

Dans ce dernier baragraphe nous étudions le cag particulier des EDSR

linéaires pour lesquelles nous allons donner une formule explicite. On se place
lans le cas k& = 1 i Y est donc un réel et Z est une matrice de dimension 1 x d
‘est & dire un vecteur ligne de dimension 4.

i’roposition 3.2.1

Soit {(ay, be)} et un processus & valeurs dans R x R, progressivement

1esurable et borné. Sojent {Ct}tE[O.T] un élément de M %(R) et § une variable

léatoire, F— mesurable, de carré intégrable et & valeurs réelles.
L’EDSR linéaire :

[

T T
/' .
Yo=t+ [ (Yt Zob + ) dr - / Z.dB,
t

t

posséde une unique solution qui vérifie :

T
vt €[0,T], i=T7'E|er, + /c,,I‘,,dr/F,

t
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avec

pour tout ¢ € [0,7],

t t t

1
'y =exp /bTu!B,r - 5/ |bT§2dr + /a,.d'r

0 0 0

Remarquons d’abord que I' vérifie :

par

En effet, Soient ¢ = (Gicor et H = (He)eo,r)

dFt Ft (CLﬂdf 44 btdBt) FO =1

.7 deux processus définis

t i

1 "
G,:/b,dBr et H, = /(ar—§]brlz) dr

0 0

I" s’exprime alors comme : T t = exp(Gy + Hy)

On applique la formule d’Tts pour h(z,y) =

I

d’ou ]

D’aut
alors
Ja.ps

utilise
t

{exp( / b,

0
corrolaire

="V ce qui donne :

t

t t
1 b 1 i
1 + /FrbrdBr 4 J/I‘r ((Lr = 5 lbr|2) dr e —2‘/F, ‘brizd’f'
0 0
t

0

Ii

i

1+ / I.b,dB, + / Ta,dr
0 0
e résultat,.
re part, I" est de carré intégrable. Fn effet, comme q et b sont bornés,

des réels positifs tels que

Se1or2ar

vt € [0, T],efot S et e < B.

ra dans le calcul suivant I'inégalité de Doob & la troisiéme ligne pour
B, — 1 / !br} dr)to<t<r qui est une martingale locale d’apreés le

suivant :
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Si M = (M;)s>0 une martingale locale et A € C alors erNM) =
(M M))i>0  est une martingale locale , avec

2
A ey
é,/\(]\/[)t e)\MQ——Q <M,M>;

Preuwve de corrolaire :
Posons

2
F(s,x) = el

F vérifie 'équation de la chaleur ie.

182F+8F_ o
2022 " §s

donc, par la formule d'Tto,

M), = F(< M, M >, M,)

t

or |
= F(0,Mo) + / o (S MM > M)dm,
/ 0

d'ott M M) est une martingale locale.

mais comme b est borné, alors c’est une vraje martingale.
t t
On pose M, = /brdB, et donc < M, M pr /]b,.]zd'r
0 0

t

t t
FE( sup ) |F,,|2 = [( sup exp{ | b.dB, — l/ ]brlzdv' + /ard‘r'})z]
0

0<t<T 0<t<T 2
0 0

. 1
< @®E[( sup exp{M, — 5 <M, M >})%

DLt T
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ou I’z

soit
processu

1 i
< 4a’sup F exp{M, — 3 <M, M >,})?

0Lt<T

. 1
< da’sup E[exp(2M, — e 2M,2M >,)]

0<t<T

IA

1
40”3 exp(2Mg — 3 < 2M,2M >g)
< 40°3

wvant derniere ligne vient du fait que

1
{exp(2M, - 5 < 2M,2M >,))

te(0,T]

aussi une martingale, d’on la constance de son espérance. Donc le
5 [ appartient

:.bien Q5.

De pl

15, en posant f(¢,y, 2) = a,y+b,z2+¢,, la condition (L) est satisfaite.y

appartient & S%par la pro osition (3.2.1).
PE P prop L

La fo

dr'y,

Ce qufi montre que le processus (', Y, + /

qui est en fait une vraje martingale car ¢
Par siiite

‘mule d’intégration par parties donne

= I_‘fd)/f + Y;dr( +d < F Y Sy= ‘Fj(}tdt + PtthBt + Ft_Y;,bt.dBt

t

¢ I'rdr) est une martingale locale
0
€ M? et T, Y sont dans S2.

t T
4 Y / &T,dr = E(T,Ys + / &Tdr/F)
0 0

Ce quj donne

Ce qu

-
'Yy = E | Tp¢ + /CTT,rdr/Ft

0
donne la formule annoncée
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3.3 Application en finance

3.3.1 Le probléme des options

Définition :

Une option est un titre donnant a son détenteur le droit, et non I'obli-
gation d’acheter ou de vendre (selon qu'il s’agit d’une option d’achat ou de
vente) une certaine quantité d’un active financier a une date convenue et a
un prix fixé d’avance.

La description précise d’une optin se fait & partir des élément suivantes -

- La nature de l'option :

On parle suivante le terminologie anglo-saxonne de call pour une option

d’achat et de put pour une option de vente.
- L actif Sous-Jacent :

Sur le quel porte ['option dans la paratique, il peut s’agir d’une action,

d’une obligation, d’une derivise etc i s

Le montant, c’est a dire la quantité d’actif Sous-Jacent a cheter on de-
vendre

- L’échéance ou date d’expiration,

Qui limite la durée devie del’option, Si l'option peut
porte quel instant précédant Pecheance, On parle d’
'option ne peut-étre exercée qui & 'échéance, on parle

-étre. Exerceé a n’im-
option américaine, Sj
> d’option européenne.

3.3.2 Le prix d’exercice qui est le prix
(Fixé d’avance) auquel se fait la transaction en cas d’exercice
L’option,elle méme,ou un prix appelé la prime.

Lorsque 'option est cotée sur un marché organisé,la prime est
par le marchée. En 'absence de cotation, le
supose. Kt méme une option cotée, il peut-ét
formule ou d’'un modele parmettant de déte
marché

de 'option.

donnée
probléme du calcul de la prime
re intéressant de disposer d’une
cter d’eventuelles anomalies de

Examinous, pour fixer les idées, le cas d’un call européen d'éché
sur une action dont le cours a la date ¢ est donnée par S;.

Soit K le prix d’exercice. Il est claire que si a 'echéance T’ le prix K est
supérieur au cours Sp(K > Sp).

Le détenteur de I'option n’a pas intérét & exercer, par contre si S > K
I'exercice de l'option permet & son détenteur de réaliser un profit égal a

ance T
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Sr— K
On v
(St
Pour

de four:

I'echean
Aur

le cours

Comiment évaluer 2 Pinstant ¢t =

date T'7

("est le probléme de pricing 2 comment le vende

.en la revendant sur le marché aucours Sy.

roit qu'a I'echéance, la valeur du call est donné par la quantité

- K). = max(Sy — K, 0).

le vendeur de l'option, il s’agit, en cas d’exercice, d’étre en mesure
Ir une action au prix K , et par conséquent de pouvoire -produire a
ce une richesse égale & (Sp — K).
homent de la vente de P'option, qu'on pendra, pour origine des temps,
St est inconnu et deux questions se posent :

0 une richesse (S — K). dispoible a la

ur, qui touche la prime

a I'instapt 0 parviendra ¢ . 11 & produire la richesse (S, — K )+ ala date 77
(Test le probléme de couverture.

3.3.3

Modéle de Black - Scholes

.* Description du modéle :

- L’8volution des cours

Le mpdéle proposé par Black - Scholes pour d’écrire I'évolution des cours

est un modéle & temps continu avec un actif ris

I'instant

On sjippose I'evolution de S0

ou r

que (une action de prix S: A
t) et un actif sans risque (de prix S? & l'instant t)

Ot Tégie par (EDO), suivante -
. dk 9
ds® = r, '?dt(i = rdt)

Sy

est une constante positive.

On ppsera S9 = 1 de sorte que :

SP =|e™ pour t > 0 , en su
régie par| 'EDS suivante -

ou y

ppose que 'évolution du cours de I'action est

et 0 sont deux constantes et (Bt)tzo un MBS.

Le modeéle est étudie sur I'intervale [0. 7] o T est la date d’échéance
de Poption a étudier 'equation (2) se résout explicitement :

g
Sy = Spexp(ut + %t + 0 By)
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ol Sy est le cours observé a la date “0”
- Stratégies autofinancées : |
Une stratégie sera définie par un processus ¢ = (P )octer = (HY, Hy) &
valeurs dans R? adaptée a la filtration naturelle (Ft) du MB,les composantes
HY et H, de ¢, donnant & V'instant ¢ les quantités d’

d’actif risqué, respectivements détenus en portefeuille 1
a I'instant { est alors donnée par :

actifs sans risque et
a valeurs portefeuille

V(o) = HYS® + H.S,

La transposition de cette égalité a temps continu conduit

a écrire la condi-
tion d’autofinacement sous la forme suivante -

dVi(¢) = H)dS? + H,dS,

Pour que cette égalite ait un sens on imposera la condition :

T

8l /[H?]dt < 400 ps (1)
0

/ |H|* dS, < +oc ps  (2)

0

Définition 3.3.1

e gl b - . i1 ;
Une Stratégie autofinancie ,est définie par un couple ¢ de processus adap-

tés (H?)OSST est (Hy),_, ., vérifiant :
T

1) /lf[?ldt+/11?.dt < #00 P8

0 0
i t

2)W$+m&=%%+m&ﬁﬁ&W+/mﬁu p.s

0
pour tout ¢ € [0, 7.

Nous noterons : 5, = €S, le cours actualisé de Pactif risque.

Soit ¢ = (HP, Hy), <t<7 UI Processus adapté a valeurs dans R?
vérifiant :
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T t
/|H;’{dt+/H§dt< +oo  p.s.
0 0

On pose : Vi(¢) = HPS? + H,S; et ﬁ(q)) = e7"V(¢)
Alors ¢ définit une stratégie autofinancée ssi

t
‘71‘(9 ) = Vo(¢) + /Hudgu p.s

0
pour tout t € [0, 7]
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