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6sum6

l)a.us ce r1(irmrire. orr 1 <irxr16 11 prerlidre esquisso de Ia no[iotr'll'6<ptrati<'ttt

iff6rcrrthlle stocha-stique. on a clemont16 le 1h(prllrte fottclamerltal r:l'cxis-

Crtr(:e et c1'unicit6 et <pr,,tlques exemples orrt (rt6 cit6s r'lOtrt le tric;ddle tle lllack

SchLoles qrti t:sf untl aLpplication A la finanr:e'

La detrnir)rc ptr,rtie clu travail est consacr(r d utre 6l.tttl,e nqrtt exlli.rttsliil'e des'

rral.ions cliffbrerrtielle:r stochastiques r6trograde-s lout t:n irrsistiriLt stil lc t ar:

non lirt6airc.



Int ductf,on

I)ans m6moire. op introduit les 6quation-s diff6rentielles ('EDS) qrd sont

urne 96 isation de la notion rl'6quations diff6rentielles ordinaires prenarrt

,rr," p*rt.rrtrlation al6atoire' Celle ci est exprim6e d' I'ai<le d 'un

Ct:

brownien.
ment est compos6 drl trois chapitres'

rier est corlsacr6 aux rappels des r6sultats importants en calcul

st,ochas e concernant les processus stochastiques. on donnera les princi-

i6t6s du mouvenlent trrownien ainsi que celles des martingales, et

p.n.a,bor a la notion d'int6grale stochastique.

€tl:r COm

L"p

prales

6'quat
I'uu
d'unic

deuxidme dhapitre, on donnera une d6{inition math6rnatique d'rrne

iff6rentielle accompagnde d'e quelques exemples' On citera ensuite

rdrnes leS plus importants, d savoir le theordme d'existence et

Ia solutiqln d'une EDs. on finira ce chapitre par l'6rxrnc6 du

t Yamada et Watanabe'
dernier chapitre, cn introduira la notion d'6quations diff6nxr-

t,ielles s tiques r€trogrades (EDSR). I1 s'agit d'6trrdier une 6volution de

laquel
elst co

connait l'lssue et pas la situation initiak:. Le dernier paragraplte

d 1'6tude d'un cas particulier des EDSIT d, savoir le cas lineaire.

lIt
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t/i^ll[ ;n

HR"a

lrt,ilis6s

ll.1

itre

els qt Compl6ments

chapitre ,npus rappe.lons quelques r6sultats de calcul stochastique
rng de ce rrjdmoire.

qs stochastiques

LJ.L Une f,ltratiort (ftlt>o est une suite croissante de sous tri-

>e trst une $ltration de ({l,f ,p) alors (fl, f ,tfr)r>o,'p) est appel6

robabilit6 fltr6.

1.1.2

)126 est unf filtratiotr alors on d6finit la filtration suivante

rp: tflr"l
s>t

it qu'une flltratiorr est c.ontinue d droite

V, > 0, Tt : ft*.

N la clasFe des ensembles de f qui sont P- ndgligeables. Si

dit que l{, Sltration (fr)12s est cornpl6te.

dit qu'une filtration (fr)r>o satisfait les conclitions habituelles

t

IJans

lu€n;ft
lbus de j

si(
]3frpa(re

lDeffnit
-si

.rycfi

elle est fois corrtifirue d droite et compl6te.
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CHAPII'RE 1. F,APPNLS ET CAMPLfrMDJVTS

ion 1.1.3 Soitl' 'un sorls-enserr'ble non wide de R+

- t.fn procqssus stoclta-stique (X1)rcr dans Rd (d ) 1) est une famil'le de

ables al6atoire d, valeurs dans Rd indexee par ? '

- Pour ?, € Q fix6, la fonction t '' Xt(w) est appel6e trajectoire'

nition 1.1.4 fln processus x est progress'iuement mesuro,ble pa,r r\,p-

d, une f,ltmtion (f,'.,tr>o si pour tout t ) 0, l'appli.tnt'ion, (s,w) r--+,r("(rr')

[0, t] x {l d,ans lRd esf messurable po,r ra'pport d B([0,4) e n et B(trRo).

ion 1.1.5 (/n, processus X : (Xr)r:o e:st mesurable si l'a'Ttpliutt'io'rt

) r---+ Xr(tr) rJe R.r x d) dans R.d esf ynesurable par rapport aur tribus

*) ai f et a(Rd).

ition 1"L.6 Soit (X) un, processus et {f1) une filtratoon de ({1. f ,p).
dit que X : (Xr)r>1y est ad,apt| d' Ia fi'ltration (fi)r2o s'i

vr 2.0, X1 est f1-- mesurabfe'

IJn processus progressivernent mesurable est, rnesurable et adapt6.

A pr6sent, nous donnons trois critdres pour coflrparer deux processus sto

L,L.7 Soit X: {Xr)rer un, pn}cassLrs stochastiques. Les lo'is de:

f,nie du processus X sont les lais des uecteurs du tgpe (X,.'. .. ., Xr*)
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PF&A CESSUS SrO CI{ASTTQUES

.L.9 Soiertt X : (.Xt)tr'r , Y : lY)r.t- deu,r procr'sstls sto-

t que Y est une rnodilication de X si

2.O

Vf € ?, P(Xt : X) : l-.

t que les plocessus ){ et Y sont indistinguables si

p(Vf € T,Xt: )t) : 1, on note X = Y.

fl'r'oposi n 1.1.1 Soi,entl. ttn'interualle delR+, X: (Xr)tez' et

v- 1e7 deux p[ocessus stochastiques continus alors :

sont i.ndi,stinguabi'es <=+ X e st 'une mod,if ication, de Y.

-0n
fii

l/rn ) 1.

-On
si

que le prooessus X ,: (Xr)rt6 est A, accroisserlents ind6pendants

Xt-X"-Xr*'-Xo, Vt>s)0.
Pour tels proceqsus. donrrer Ia loi de ,{, * X0, Vt > 0, ainsi que celle

d caract6riser entidrement le processus.{h xu
: vons d present d6firfr le procmsus le plus important en cal-

cul tique, d savoir le moruvement bronrnien appel6 aussi processus de
lvlener.

Le ment brownien, qui tierrt son nom de Richard Brown, botaniste
ii<rrssais

lpi&rtr et
19 6me si6cle. est cc,nsid€r6 comrne uu ph6norn6ne naturel d'une

1 t2 1 ...,tn € T', .Xr, Xrr-Xrr, ..,, Xrn-Xrn-ts(rnt inclipendante:t.

que le processus X : (Xr)rrs est e, accroissemenfs stationnaires

objet math6matique d'autre part.
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)HAPITRE 1. F.APPELr Elsgwl4MBryrs

obserwant [e mouvement irr6gulier et incessarrt des particules de pollen

suspension dans I'eau, Richard brown effectua des exp6riences av€r:c des

ticules inorganiques en suspension dans un liquide'

Le ph6nonl6ne qui paraissait d, priori vital fut alors 6cart6 de la biologie'

De ce fait des cherc[eurs comme Einsteil, Wiener et lerry s'int6ress6rent

ph6nom€ne d'un point de vue autrc que le point de vue [atulel en

donnant utre forme ,math6matique qui n'est en v6rit6 qu'une iddalisation

iquq du mou\/ement bro'uvnien est alors pr6sent6 cornme :

ftnition 1i1.10 (Le rnouuement brownit:n) .

Le mouvgment brcrwnien staldard est un processus stochastiqUe r6el

B : (B)t>s v6,rifiant :

i) Bo : o 'P- P's'
ii)Vs e [0, f], B, - B" - N(0, t - r).
iii,jVn ) l,Yfu 1 t2 I .-. l tni Bt, Bt, - Btr, "', Btn - Ilx'-', sort

anteF.
,rr) P* p.s. I'application t ,"- Bt est continue.

Pour cette derni€re d6finition, on peut remplacer les propri6t6s ii) et rii)
d'autres propri6t6s comme le montre la proposition suiviante :

1.1.2 l,es 3 propnEt1,s su'iuantes sont Cqut'ualentes

ii) V0 ( s ( l, B, - B" suit une loi norutale ,nf(0' t * s)

iii) (Bt;t € R+) est d accroisrements ind6pendants

t/) Vf ) 0, Br suit une loi normale if (0, t),
iifl) V0 ( s ( ;1, Bt - I]" est ind6pendant de f": o(Ii,. tr ( s)

ii") (Bx)>s est un processus gaussien' centr6.

iil'JWs,t € R.. cou(86 B') : EIB$"1: s A I
- Soit f € iR, un mouvement brc$/nien issu de r; 6" : (Bf )t>0, est un

quv6rife i,t:'), ii,i) et i'u) et B6 : r , P- p's'
* Un rlouvemeili standard dans Rd notb BMd est un processtrsi

B : (Br)r>o oi 81 : (Brt, ...,8!\ avec {(B}),1 < t < d des rnou'n'emenl,s

nien st4ndards irrdOpendants.
Le mourpment brownien poss6de de nombreuses bonnes propriiit6s' e1

tiob 1.1.3 fioi,t B: (Br)t>o un nlouuernent brownie.rt' dLfi'ni sur LIn

cn de pffobabilile l;,,Q, f , P) alors
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Pno aESSUS STO CH ASTTQUES

(-A) : (*Br)r>o est etlcore un lnouvenrent' brownien'

n gement rI' €rhelte ( stnlin'g ).
A > 0. Le process;us Bl : (llit),>o avec R| : (l/'\)B^:t est

ment brownien,

i6t€ d,e Markou s'imPle,

s > 0, posorls f" :: otBu,u S s) et Brf") =- Bri" -' 8".

") : (Bf)>g est un mouvement brow'nien ind6pendant de F"'

1.1.1-1 Soit (ft) une fi,Itrat'ion et7.: f) -* JR- u {oc} une apytl'i-

di,t que T est 'un tewtps d'arr€t pa,r rapport d' (f1)Ds si

Vt e Rr, {'l' 3t} e ft,

1.1.12 Soit T un temps tl'antt, posons f * : o(f1,t > 0). On

u rles Eu\nements ant\rieurs d. T et on note fr Ia tribu

fr : {Aef*, Vf >0,An{7'S t} e ft}.

ifie facilenrent que ;F'r est une tribu et qrte' si ? est constant, et

?' est un temps d.'arr6t et fr - ft.

1.1.1 (Propril.tE d,e Markou forte.)

I] : (Bt)As un nlouv€ment brovrnien, 'J" un temps d'arr8t. Posorls

\{t: Br*t * Br.

sur {? ( *}, le processus( Yr)12o est un mouventettt brownien

On
{rgal d,

Ldefr



CTIAPI'TRE 1. P.APPELS .ET COMPLfrMHVTS

Martingales d' temps continu
On suppcxe donn€r

ition 1.2.1 ,9orl
X e.st

1.Une martingale' si

V0 ( s 5 t, Etxtlf") - X.".

2.Ll ne surmartingale si

VtlSs{t, E(&lf") < x"

3.tine sousmartiqgale si

V0(s(t, E(&lf")>X".

ition 1,2.2 Soit X : (,{r)r>o un processus stochast,iEue

1) On dit que X =. (,{r)r>0 est, uniform6ment int6grable si

-Ir-:lf I lx'l rtvt : s

(lxil>o)

2) Sip ) 1,on dit que X: (Xr)r>6 est born6 dans lp si :

supflflXllel < cc.
t>0

ition 1.2.L Soi,t X: (Xt)t>o un pro&tusus stochustique :

1) S'il existe une.y.a.r positive et int6grable Z telle que lX11
Vt ) O,alorts X : (ln),>o est uniform6ment int6grable.

2) Si soit X : (j{r)r>o est born6 dans lp, (p > l), alors X
uniform6rqent int6gr:able.

u,n espace de probabilite filtr6 (Q,f ,(fr)r>0, P)

X : (Xt)t>a ,un processus adapt6, et i,nt*grable, on d"i,t

A.

(,{t)t>o

s

:
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1.,1. L'INTfrGp-ALN STACHASTIQUN

L.2.1 (In4galit(, man'irnale de doob)

L.2.L ( Martingak: a:,rr€tAe )

i=+ tnur)r=o une rnartiq5ale et T un temps d'arrdt alors

T : &t{)rro : (Mrar)r>o est enco're une rnarti.n'gale.

appelOe martingale a,rr6t6e.

L.2.2 Soient B u,ne sous-tribu d,e f ,Y un aerteur al4tdozre

et X une uario.ble al1atoi,re insd,Ependartte d,e B. A|ors

fonction mesurable h

EI\(Y,X)l B\ :,b(Y), P -p.',

rp(t') : E(h(t. X)).

o irrt 6grale stochastique
: (Bt)t>o un mouvernent brcrwnien sur (Q. f , P), (f1)r>o sa fitra-
le i.e : f1 :: o{Bu,u S t). Le mouvemenl. brou'nien n'6tant pas d

, on ne peut pru s'appuyer sur la th&lrie de I'int6gration clas-
-stieljes afin rie denner un sens d, Ia quantit6 f; H"dB".ol't

processus stochastiqu,e continu .

$our cette raison qu'on construit une nouvelle int6grale , appelee
r d'it6.
[ : (Ar)r:o un processus continu et adapt,6

Elle

l?ropos

1..3

Soit
t;iLon nat
variati
srque

fI est u
(_r'

Soit
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CTTAPIYRE 1, F.APPELS NT COMPLfrMENTS

1. On clit que A est croissant, si pour tout u; € f,l

t -- At(w) est craissante

2. On dilt que A est A variation born6e, si porrr u: € {l

t -. Alw\ est uariation born4'

n 1.3.1

Posons

Soit (A' : {0 : tli") < tl*) . ... . t?)-t . tf*) : t])',>o une sudte de

telle que lArl "* 0 et (Xr)t2s un processus continu.

?n-l

r,^"(x): I(x,l:l - x,l*r)2
i:l

ivisions d* [0,4

On dit que le proc€ssus (Xt)rZa est d variation quadratiqrre firrie srrr [0,11

Tf" (X) converge en Probabilit6 .

Cette limite est alors not6e { X, X )1i'e

< x, x )t: ri* 
tfi1x, 

r*1 - x,t.t)2
n--6 Q' ri-l t'

e:n probabilit4,.
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1.
ett (M7

e nartingale continue est une martingale locale'

martingale krcale positive est une surmartingale'

martingale locale born6e est une martingale'

\Mfi2a egt une rnartingale locale alors il existe ur rtuniquert

inu, artupt6, crois:sant et issu de 0 not6 (< '{f, '&f )1)11 tel

(l\t- < M,M >r),>o

martingale locale (continue).

, pour iorlt t ) 0, boute suite (A,,)",>o de subdivisions de [0, f]

0

uop(#"(M)- < fuI,,tt't >") 3 0
s{t

= (Mr)tZo est une rnartingale tocale. on a vu que le processus

rest bien dq6ni, cle plus t F--.--+< fu|, NI )test une procassus positife

i on perlt Poser Pour a,r g Q

< M,lv[ >," {r): JIg < M,Nf >r (*')'

1.3.1 Sodt h[ : (Mt)t2s une m'artingale locale 'issue de A.

est une rfrartingale born6e dans L2 alors fl(< Iv[, M >"o) ( *
lvI, M >r)r>o est une martingale uniform€ment int6grable.

(< M,M >;) < oo alors M est une martingale born6e dans -L2

deux propositiorn suivantes sont 6quivalentes :

,{f est une martinga,le de .L2,

v, > 0 E(< M.* ,.r) . *.
deux conditions sont v6rififus alors (l!fr2- < M,M )r)t>o est une

L.3.3 (Semimarl,ingale).

t X : (X+)*>o un processus continu, on dit que X est une semr-

s'il s'6cri{

2.
3.

Xl:Xo+IIt+At,



CIIAPI'TRE 1, P'APPELS ET COMPLfrMT'NTS

on (lU1)120 est une martingale k:cale continue issrte de 0 et (At)tzo est' un

conitinu d, variatiorr born6e issu de 0.

6)'Soit M - (l{r.[20 une martingaie locale issue de 0. On note par

(M) l'espace des processlrs progressivement mesurables H : (l'11)n26 v6

P * p.s.

< A,A >:0:< NI,A>

,l'-,0' ,[o:o 
< M'M >s< cc

i 2. Si Xt: Xo+ lv\+ Al etY1

lalors

< lul, N

On note aussi

: Yo * Nr + /1, sont deux semhnartirrgales,

< X,Y >=< t\'f, Ar > .

Pn* I

lim I(,V,r, *,x/,1,)(,\it., - N,t).
n+46 Q' ''!1

0 et f/ : (H1)r;o
((fI.ltf)r)r>6 tel que

< H.lv[, ]{ >- H. < Itt. N >

t
t(H.M),: I HsdAI".

IJ
0

10



L' INTfrGP.ALE ST O CIJASTIQUE

r d pr6sent d, I'int6grale stochastique par rapport aux sernimartin-

fi H : (Hr)r:o un processu.s contimr et' adapt6' X : (X1)1>s une
gales. S

semlma

.:rl. I
Soi

Xo*
I'i

tH

P

lnesur

gale contlnue l.e.

Xt: Xa+ lvL+V

(,4,/r), ) 0 est une martingale locale issue de 0 et I'' : (V,)t=s est

d, variation born6e, continu et issu de 0.

t.

t
(ri'.X)r : I II"dX".

I
t,

stocha-stique de .fy' par ra.pport d X est d6finie par

H.X: H.M + H.V.

1.3.1 ,9? 11 : (lt)qo est u,n processtrs (:ontinu rttV : (U)r>o

d uariati,on barn(n. Alors

s

: I H"rtV" est bien cldfinie (au sens de Riernann Stieljes)
I'

o

t K : (ftr)r>o , )L:[ : (I{1)t2o deux processus progressivernent

el; B : (81)t;o un mouventent bro'"rinien standard.
1/ Si X est une rnartingale locale continue alors lI.X est utre

rnarti locale continue.
Si X est urre marlingale continue,, born6e da.ns 12 alors ff.X I'est

Si X est un processus continu d, v-ariatiou b<;rn6e alors ,FI.X est un
A, variation born6e.

/ Si X est une semimartingale continue alors ff.X l'est au-ssi"

I S\ H et K sont L?,"(B) alors, pour tout t ) 0

trl(H.B)t(K.B)tl : I H "K"d,.l
0

11



rjHAPTTRE 1. RAPP@I{rS

- Soit M a (ltfi,t > 0) une martingale'

6/si 
r
fntluSa<M,Mt").-',

6

Alors H.M est une martingale. De plus

vr>0

| ^_ .r__,
El( | H"dM*)'l : n1 | nia < jl'I, rr >")-.J J

O0

En particlrlier' si H : (Htlt>6 un processus de L?."(B)'

r
Alors (Mr: I UdB,,t > 0) L'int6grale stochastique possdde u:ne for'

o
de cha4gemJnt de variables semblable d la formule du changentent de

le classique maisr qui fait apparattre 1a d6riv6e de second ordre inexis-

dans la th6orie de f integrale de Riemann. ceci d6coule du fait que

variation gluadratique est nulle pour les fonctions d rrariation bor[€e. [-e

tat suirnant 6tabliti cette formule :

[.S.2 (Fbrrrrule d'1t6.)

Si Xr,...,Xa sont des semimartingales continues et f : iRa * lR une

ion de classe c2, alors (F(x:,...,Xf))r>o est une semimartinllale, de

pourtoutt)>0:

r(xi,..., xf) :
't d i nln
1
2 L | ,DrrArrt..'

t.,j--r"o

Cette fotrnule est souvent utilis6e pour les semima,rtingales de di:mension

et dont I'Une des tnmposantes est un processus d variation born(re. Dans

d"

r(x;i,...,xd) + I I f#tr:, .,x!)dxX
,--t J oxi

0

casona:

1.S.1 Soet .4: (At)t>o un priricasstts d, uari,ations bomt4rc ,

12



I-t

X*
Ona

pl:\At,Xt

P?NI
€nLsst

Soi
'propos

X et Y detx semimaurtingales. On a pour tout t ) 0

dXtY: Xto!,Y, *YdXt + d < X,Y )t

la formule d'It6 est appliqu6e d, une fonction v6rifiant l'6quation

cte la Lu.

On dal}s la remarque (1.3.1) que la variation quadratique du mouve-

'r oo . 'f un, ^ r, \ ,\, ,, 'r,o\
g(ro.xo)+ 

J tffit+, x,)dA*+ I '#,tn,x,\dx,+; I {ffit'+". x,)d < x' 'K )"
sbo

ca"s oi f (r,A) : t.U, on a :

L.3.3 ( Forrnule d,'tt'ntegration par po'rti,es)'

L', rN Tfr GRALE sr a sE#rQvp

,)r>o *n* semimartingale continue et g une fcrnction C2'

ien sur [0, f] vaut f , ]e r6sultat srdlrant montre q*e la r6ciproque

L.3.4 ( CaractErts'ati,on de Leuy. )

= (&)r>O un processus continu, adaptd et issu de 0' Les de,x
suivantgs sont 6quivalentes :

un mouvement br,ownien.
une marltingale locale et ( X, X )t: t.

L 3,5 ( Rnpr\sentat'ion des mart'ingales hro wni,enne.s ).

: (Mt)rfo une martingale (cadldg) de carr6 int6grable potrr la
(f,)r>0, la filtration d'un mouvement brolsnien B : (Br)r>s. Alors

,, .lrriqt* proc€ssus y1 : (Ilt)t>s de M2(Rk), tel que

vt>0, P - p.s.

1,3.6 (fneaatit\s de Burkholde.r. Dauts et Gundy (BDG)'

l.
2.

\.,"" t

Iltlr:L1u+ I H,.dB".
I

0

i3
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-t

cr.tAPrrRE 1. RAPrywFr COMPLTMEINfS

Soit p > 0. Il exisle deux constantes

rt;ingale locale X colrtinue et issue de 0'

%El< x.x :,'/21< utr::,lr.l,Y'i'r'l :' op\l< x'x >y/"'1

On uote par sgrl la fonct,ion signe cl6finie tlans R par

( t si r'>o
sgn(r) : 

| _r si .r < 0

to el (i, telles que. Potu toute:

Ilroposition 1.3.1 ()t-rsrcn'ule de Tan,a,ha.)

sgn(B")dB"* LtIts'l :

Chi (Br)r2o est tu:. rnouvement brownien standard et L1 le ternps lo,cal err.0

rlu mouvenrent browpien B (le temps local pass6 par IJ en 0 jus'qu'att ternprs

rl)

(I4) est 61processus adapt€ d,(fr) (la filtration canonique du. tttotlvernent

brcrwnien)
Nous termiltolls c€r chapitre par un r6sultat, classique en 1'h6orie d'r:s 6qria-

tions diff6rentielles :

Lemme L.3.2 (Lem'me de Grtin'wall)

Soit g : [0, ?-l -* IFI une fonciion continue telle que' pour tout I'

i
s(t) <&+bJe(s)ds a€R' b>0

0

AlorsVt e R., g(t) S; aebt.

i
0

l'll-t



t"

H't/
,11

I

,/'"ln,,

tionp Diff6rentielles
tiques

ions'Exemples.
des 6quatipns diff6rentielles stochastiques est d,6t'dier l,6volu-

f4fslOue perturb6 par un bruit al6atoire. partons d,une
ntiel,le ordinaire de la forme

dyr: b(ys)dt

pour qxprimer ce bruit et d6finir son intensit6 
'n terme qui

L19.l lO 3-:t* Tli.Touvement brorvnien er d une constante,obti une 6quati4n diff6reniielle stochastique de la forrne
€$..

dA, =* b(y)dt * od,B'

"Le
ln d'r
uati

Onr
del

Orr
d I'i

alrse cettq 6quation en permettant a o de d6pendre de l'6tat det:
dvr: b(yxldt * o(y)d87.

On t encore g4ndraliser cette 6quation en permettant d, b et o de
ryi fu ternps t pour avoir enfin une 6quation diff6rentielle sro-la forme

dllr: b(t,y)dt * o(t,atld,Bt

d, la d6fiqitirrn suivante.

15



On note par (M)a"*(R) I'ensemble des matrices d x nr A r:oefficients

Is. 
i u *ue 's sd-*&**e*a *$ r&**** e bS

1HAPITRE) 2. EQU ATTONS Drr'rdn,ENTrEll'LES
SToCHASTTEIUES

dX6 : o {t, Xr) dBt * b (t. Xt) dt

filtre (0, f ,(ftlt>o,P) satisfaisant les condi-

tion 2.1.1 Soient d et n'r deu.r ent'iers positi'fs et soient o et b des

ti,ons mesurables localem,ent bom€es d,\finies sur R. x Rd et d, rtale.u,rs

tiaement dan^s (NlJ6r*(R) et N. On ruote o : (oil)ryi<d.,1<,j3nt et

(bl)t<;<a.

Lirre solution de l'6quation :

E{o,b) :

est la donn6e de :

- I-In espace de probabilit6
habituelles.

- tln (fr) mouvernr:nt brownien d6fini sur cet espace et i valeurrs dans

, l) : (B',..., B^).
- Lin processus (f1)- adapt$ continu X : (X1, ..., Xo) d valeurs dians Rd
que: 

t t

{
. Existence faiblefsi pour tout r € R.d il existe une solution de E"{lrr, b).

. Existence et unicib6 faibles si de plus toutes les solutions de &',.(o, b) ont
me loi.
. llnicit€ l,rajectorielle si I'espacn de probabilit6 {iltr6 ({1, f, (ft)r>r:, P) et

rlouvelnent brovrnie,n B 6tant fix6s, deux solutions X et X' telles rtue

Xo .= X6 P - p.s.sont in"distinguables.

on dit de plus qu''nne solution X de E"(o, b) est une solutio' forte si x
eft adapt6 par rapporrt d la filtration canonique de B. ,{E *f,} fe t " " ti .-
f .F** *.s'r"/' a-pr""vr ; d 

."e* fuf;" -f;" #*":ft{L .y}nr r-u{''i-.1""''* e

!.2 Exerrlples #'i ct- ,,ei a",o"t*ie",)4
A

La solution d'une ,Squation diff6rentielle stoctrastique, si elle existe, n'est 4'nn #e{-
$as forc6ment unique et si elle I'est dans un sens) elle ne I'est pa,s f<rrcoment
dans I'autre.

t6

1
i

xt:-xo-* .[ oP.5").(?:+ [u4,x,)rrs n,"a

td.{,:'$#., 
€-*.fu 

1t$"# d : r-w*'-;H{
ion ?.1.2 Pour l'6quatr,on E(o,b), on dit qu'il y a



q,ri
polution

?.2.L
Soit
On

exemples pmrr illustrer ceci

sous certaines conditions sur

2,2. EXEMPLES

sont donn6s suivis d'un th6ordme

b et o, l'ercistence d'une unique

t
f

B, == 1 sgn(B"\dW".
J
o

une martirlgale issue de 0 telle que < W,W )t: t ainsi, par la ca-
de Levy (thdordme 1.3.4), W est aussi un mouvement brownien.
que

solution de I'EDS

dXt: sgn(X)d'W1, Xo :0

On 'unicit6 faible. Par la caract6risation Lew. toute solution doit 0tre
un browfrien.

, on m'a pas d''unicit6 trajectorielle pour cette dquation. En
t -B sont toutes les detrx des solutions correspondant au m€me

nicit€ ffible mais pas trajectorielle.
un mouvement brownien standard

t
t

W'1.= | sgn(B")dB".

U

r
I ssn(B")d,W,, :
,
o

*

f
I sgn(8")sgn(8")dB"

J
o

r
I dB"

J
0

Bt

effet,
brouinien.

L7



cHAp[rRE 2. EQU.XTTANS DTTTdR.ENTIELLES
STocHAST"I0UES

Aussi, I n'est pa' solution forte : par la formule cle 'fanaka, la fi,ltration
roniq'e dp w co'fncide avec la filtration canonique de lBl qui est stricte_ent plus petite que celle de B. En effet, l,6v6nement {Bt < 0} appartient ds mais pap d flal.

'2'2 une infinit6 de sorutions fortes et pas d'unicit6
faible

C'onsid6rons I,EDS :

dxt ,- Jxlltot + JxlttaBr,

et le temps d'arr0t

7,":inf{s}a,B*:0}, a)0
oi B est un mouv(]ment brownien standard.
cette *qrlation a une infinit6 de solutions fortes de la fiorme :

y@):! 0 si 0(r.*-I gl .si r,,(c{oo
En efiet

t1ri
I (x:''))t/'ds + J [ (x[q)r/'d'r: { .o{ " l"' ) t3f"B"ds*

,1":oo,tquant 
la formule d'It6 (1.3.2) pour /(r)

,^t
f (8,) : Bl:Bl.*rJnlaar+sf n"a"

tt
_t^ f: 3l g:ag"+J I B"asJJ

Xo:o

.sf I <-rn
I.[i_ Alan" sinon

?: J", on a porrr tout

En effet, cornnrc le rnouvernent brownien est conti*u. m€me si cet irnf n,estatteint, on aura qu.and m6me B"- : 0

18



X@t|/|ds +B I X!*tztsOU, :
J
o

2..3. TETEOREME D'EXISTENCE ET D'T]NICITE

si t{rn
sin on

d pr*sent au trr60rr)me d'existence et d,unicit6 de la solution de

par l.l la norme euclidienne darx lRd.

{ou,
x{*)

2.3 h6or6me dtexistence et d,unicitd
2.3,L (Ebistenre et uni,cit€)

qu'il e4iste une c.on-stante K positive telle que pour tout f > 0.

Conditiorn de Lipschitz

lb (t,n) - b(t,y)l * lo(t,r) _ o (t,il| S k lr _ yl

Croissance lin6aire

lb(t,r)N <k(1 +lz.i); lo(t,fl1<ft(t+i"l)

Alors

E"(b,o
On

De
(fir),>o-
sflution

preu
', ,/ Afin c

X uu.,""l#
\ t,{lles que

'a unicit6 firajectoriel]e pour E(o,b).

ffi*llJ*T:l_o1, probabirti dri',e 1n, f , (F,),>a,p) enour
Ttri:#:nien' 

il existe o""' *r,"ql"'; .'-di:iJi,fiil::j

les not'ations, on traitera uniquernent Ie cas d: m :1.
ih*l*_]":::,: traiectorierh. s;;i. meme espace et

:"}:**"rt bro'r'njien B, oi"" dor* ji:"ffi;J?lT;l
Pour 0 fix6, poFons

19



CJIIAPITRE 2, E?UATI2NS DIFFER^ENTTELLES
qqecryAsruQLrEs

;-: i'f {, a o l_y/l > .11 ou lx,l , ll}| 'l- "J

On a alors, pour toul , > 0,

x17,- : xo + [ ob. x-)dtJ" o'i'orrx.)d,
t" 

{ 

"\"'/r$,u'

vu que x' est aussi une sorution, nous avons l,6quation analol.grrre

X',n, ,= x6 +"[' o1.r, {;arr. n f urr,xj)rt.,,
{ 

n'J \'\d'l\c'rt."

Ile'arqu'rls qu* -lK et x' sont born6e$ par ,4,f sur l,intervarh r0. r], F)njli*T.3,*ff'*""" ""'nbre d memb* i* ,=u a",* Jq,,"tiono .,t par passase
on aura :

h(t) ' : g[(X, n, - Xin 1z1
tA7
f t\r: et(lb (s,x") -a(s.,y")d/J" * [ot.y") _a(s..ri;r/,s)zJ,{

Err utilisant le fait ,true (a + il2 < 2a2 + 2bz. oraura :

tAr
L,\ f ttr,n({) < 

"t( l, 
(o(", d,) - o(s.x.,1an"1t1 + zt;tt f ot. -y") _ b(,s. ,v";,rs;r1

Par la propri6t6 6 , on a

tA.r
- l. t\r

2IiU I b (s.-Y")- otc Y' \r,, ,2r - -. f".1 ' \'-: -:s , - o(s.X")d ll"izl : 2El I Ok.X,) _ .,("..t.1)J2,t,*]n{\

20



r]tilisant l'in6garit6 ae Hcirder et en rnajoranr I A r par T,on trouve
tAr
f r^'r

Ij[( | u(',.r") - a(s, xi)as) ,l s z,r,e1 [ Of, x") * a1s. {;)2as]0 ' '- -'{'

lJti donne

tAT

Lnt 
J (o (r,x") * o(s, x"))rd,4 + zrr,'T,.,0 

\"t,,s)) wsl t tr trl 
J 

(b(r, X,) _ b(s. Xr))zdsl
tt,. o

zay Inrl"r" - x_l' t/\r

d , -t a,l + 2rEtJ rrl*" _ *ll, oq
0tAr

2k20+?')[ |lx" -, ft
J. | 'n" * X'n'l d'sl'
()

h (t)

t derniire in*garit<i provient du fait que D et o soient ripschit-

oil
ziiennes.

La

avec
h

tjLernrne
.Yrn, :

Fln

X est
fluu,
jrrctori

0n
pOse

A v6rifie

: 2K2(t + Tr).

t
rn\t)<C I h(s\ds

J
0

orrr6.e par 4Mz et v6rifie les conditions2) avec a = 0 et b == c,*'"iil#;j: f:T".*$rTx,]
t tendre ,44 vers *or
:s une mo<iificario, ;; p T'"i"i::_5 pour rout r.
sont indist**,ru,ir*r" a':T :t*me ces processus sont conti-. \_,e qur achdve Ia preuve clet l,unicitelra_
pr6sent au deuxidnre point.
ti{; la .solution par Ia ra6thode d,approximal;ion de picard. On

21
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(]tFTApI'.tRE 2. EQUATrO.ivs DIrFERf,NTIELLES
sTocHAS?trQuEs

y0
"t

yl
"t

Yn'.t
(2.1)

3Cn:Yt € [0, T] El(ry)rl { cn. (2.21

Pour n : 0, il n'v il rien d rnontrer.

:,TrfTi[liJT*- que ceci est vrai d.l,ordre n _ 1 et v6rifions que ceta

1::::: *'i;lll:* j",l'::". 1"* de I int 6grare st ocha*srique se 
. i usrine

et de l'hypbthd,ss 4* ,6"ur"Jn"*.

Err utilisant encore la croissance lin6aire, on ircrit

r1
.1Ir, + | o (s.t)dB,+ | bg,x\tts,

JIob
t+

, + | og.x!-t)dB"+ [ o k,xl-r)a"J"oJu

Par r.currence pour chaque n, xrest continu et a<lapt6. donc re processus(t, Xi) I'est aussi. Fixons i , o ;;;;"""ns sur [0,4.
Vdrifiorrs d'abord par r6currerce sur n oue

22



Elt i)'l

lajoration (2'2 ) et r'\rpothfue de croissance li'6aire sur a errtrai'e't

::::,:::l:':,"1" (.q.r',- x;1aa") esl une vraie nrartingate horn6r,pour tout n. On ut.ilisera 
"""i pou majorer par rdcurrence

t 
[,Zy:,lxr-' - *rf]

La
qlue la
dans

t
ft: 

.l {o('. Xl) - ols. X:-r )) ,tR" r I p6. *;1o J \
* b(", Xi-l)) r/s

23
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I

I

cr.{ApITfrJ.) 2. EQUATIONS DIFFuR&NTIF,LLES
STocHAST.tQUES

tl'ot

" L-::{,lxl*' - *11

':f"fl i, r',x:) - o (u,Xi-'),,,:l 

:* Ii 
(ir(u, xr) - b (u, x:-,), *1"

' f'l(i 
Q'r {u,xi) - o (u, x:-')) oo,)] 

:' fu tb(,, x})-- ) (u *,-,,,,',,

, (^rf {o {u, x 
_n 

- o (u, xi-l)), o4 r ,riuV r.- rr, - d (,, x:-,)),r,,] 
)

z t+ +.r) 
" 
rll V: **-, l, o,J

"'u il':''& l-ry * x:-'1"']

eu(u) ::u | *r,u lx: _,y.,,_,lrl
Lo..''i' t- -u "u I l

Ainsi on vient de nrontrer que

Avec Cz. F Z(4 +7,)Kz, poson$

, g; est born6e sur [0,7']

I
U".t(t)SC:r I s,(u)dtrt

J
0

(1)

\

D'autre p4rt, Vn

24



2,.3. THEOT?,h}dIE D'EXIS?ENCE ET D'UNICITfr

,pourn)0:

v0\ r

Une

e.Q,) s z(4+ rth.zrlilry - -q-,1,0,]

l'r. I

L"t

.= :tr2 qu'orr appe)le C!r.
lrrence sirnple sur (/) donne :

Let

Lle e

s,(t:) 5 {}; {c,\" !:t \- t, 
rL.

vertu du crit,dre cle D,,alenrbert, on obtient,

S:' ,^\1t')
/.u"(T)'/' < x,
n,,.0

ma nornre de llest rlorninde par la norme cle 12, orr aura
oor

f--1 i I
LE Lsup_lxi ", _ Xflf _ ro
n--0 LU<l<7'

de la convergen:ce rnonotolre nous permet de dire que
f oo .'

" Ll ,2:!,lxi'' - xrl 
I " -

entralne que p.s.
,oo

I "rp lxi*' - xll < oo
Tgo.-'..'T' ' 

-^tl--

n, nt € li avec n, < rrl :

rn_ I

i' - Xii S )- srrp lxfr-t - r'Ft nI t'-HoZ'i|"t'|"' -'11 |-u quand n'nt-rc.

Mais

sup I

o5r!r'

25



{ ilr ,&

T--

Par suite, p.s. La suite{Xf,-O < f < ?),, mnverge uniform€ment sur [0, T]s un procepsus limite X : (&)r>6 qui est,lntinu et adapt6. En effet , onifie par n6{urrence oue chanrro ,ir^*o,,- vrl ^^+ ^)-- ,t:O:. 
O* n.{urrence que chaque prl"*r* X, est adapt6 0", ;;;;;l;'ation c&nfnique de B, et donc X l,est aussi.

On a P-S.s.

^su?_lX" 
* X].l : _lim sup IXT - X:lO(s(T m-oo6<"<?

En introdrlrisant la norme L2, on trouve que

f t /* 12
'f,::%lx" - x3t'l 

= (D sus),/, ) -- o
\*=" /

I

cHttprTRE 2. EQUATTOJVS DTFFfrRf,NTTnLLES
srocHASflQUES

quand rl * g,6r

et on en dfduit que

t

ft
.l ob,X")d,Et": -liL I oG,X:)dBB"o ".-*- d

et
,
ft
I uk,x")d,s, :-li11* [ uG,x!)d,sI n*+6J -t"t'^t
0o

En effet

dans tr2

dans .L2

(/,",,,f", o(s, xr)),") 
J 

: , 
U(o(s, 

x") *

/i
\"o

lO<s<Z
on procdpe de la nn0me manidre pour 0.
i passaht d, la limite dans l'6quation de r6currence pourrque X {st une solution (fo*e) de E,(o,b) sur [0,"].

ots,4);'?as)

rl'r")

-4i'] '"-o

X" (2.3), on



EXEMPLES'

2.4

exe

F)qr

On

otp
r,e

tirl:n.

On

Ie 2,4.1

I'IJDS suivanre :

d'X7 : *,Yd,t.; s-td,Bt,

r:tonditions du th6o::due d,existerrce et;alors I'unique solution, cle cette EDS.

core

autre cdt€, la

Exemples
cette section, on cnonnr: trois exernples de rdsolution d,IrDS

sonl, v6rifi6es,

v^_^.'\u - .r.

,Yo: r
d'unicite

()lI

D'

e'd,Yr:*etX$1+dBt

etclXl + et Xrd,t : dBt
formule d'int6gration par parties assure que :

a ({xr) * etd,Xl + Xptd,t

,d (e,tX1) : rlBt
. la solution s'6crit :

Xr:r+etl],

2.4"2

ion cl'Ornstein tihlenbeck
:he d r6souclre I'IIDIJ sruirante :

dXt : p,Xtd,t -l ndBT

a sont deux r6.els.
dme d'exist*nce e. c'u'icit6 assure qu,' existe u'e u'ique s.*r-
iplie les deux cdt6s de cette 6quation par r-i,, on obticnt :

e-PttlV, .= 1t){rs-t"tflt * oe_trttlBt,
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(]n: APTTRE 2. EqU ATIONS DITFdRENTftELLES
sTocHAsTirQLrES

ou encore

e-PttlXt - StXre*t"tgt: 6{ptdBo
r)'un autlre cdt6. lil formule d'irrt6grati'n par parties dorure :

cl (.Xre-ut) : e-ptd,Xt _ pXre-utd,t

En rempfagant, clans l'6quation pr6ceclente, on trouve :

d {Xrt:-ut) : oe-PtdBt
d'oi, la qolution

-p*d,8"

in' Moddle dg lilack et Scholes.vlooere ctg lJlack et licholes

..".t:^:::j-t]",3" lt*n t;t Schotes esr, A t,origine, un rnoddle d der_rx actifs :

i ::;:::: i,:':l ::. :T :. lir i1 "**or;i;;; ;:,"*':J';::r' d:.id savoir le pri
lsfochastique suivante :;

I

'YuE:

:tT,-i:: acrion d l,instanr t. Il v6rifie l,6quarion <liff6r,entielle

d5i =, fiQrdt * od,B,), ,gs : s
La solution est

Ss: ssdBt-{trut

;_",:::.:T::,il 
-Sr d,6crire o(t,r) : 6s er b(r,r) =, r) : br pouli,oir qu'elleslvfrifient les qonditiiti'ns du th.ordme (2.J.1). O" 

"ppfi f"* ;;r;; ;ffi;:
l(,t): xpox-$t*t't

tr
Xr:r+oePt le

IJ
0

orl aura

Dr : f(t,,tsr)
tt

/(o.o) * [2Lr,e p \ 'i at "t 'i 
^r,J\u'u/* 

! u, ts.Bs)o' * I #G,R")du"- ; J ffio t)")ds

t-'ob
f /. o2\ f ^2 

tr

/ (b-;)I*,tr+o l,qodB"+T ls"ar.d \ z/ t " , r"o -6
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2.5

Le.s

lltrshicr
dans le

Soit

:ir:'r: Oujfordry cl'r:xistence et d,unicit6 ne sonr pas oprimates.iADA e[ $hinzo WITANABE ont montr6 qu,on peut res afiaibrirrdme suivLnt :

e de yAI,IADA-W!TA]r{ABE 
rr

l"(*)_"(y)12 <&lr_sl,
alors de Frfndre p(r) : 12. On a bien

5. THfrORfrME DE YAMADA-WATANABE

VeF0

€ IR.

sup

A
En

[aib'le

tous c

alors

Ils

€xemp

On,

f(")
th6ordrr
pst app(

iddre I'Ep$

dX4 : aXg,t+ \/Xd,Bt
sqrt{r} rr'ept pas lipschit
r Yamad& $t Wa,tanabe.
pro(Essus de Rller.

Xo: o

mais elle v6rifieztenne

La solution (unique) de

la condition du
cette 6quation

tL
I v g'tz: *oc vr > o

r"l<.

'(b, 
o) adniet une unique solution forte.

I 
l"* 

":"dtti1ns_du th6or6me de yamada et Wbtanabe sont plu"s

H;:T.l 
de Lipsc,hitz. Si o esr lipschitzienne, alors on a pour

l" (') .* o (v)l S clr _ yl,



Chapitre 3l

uationsi diff6rent ielles
tochastiqlues r6trogrades

fntroducrbion

Construction
Soient (0, f, P) trn.espace de probabihtl, T > O, B: (tsr)rro un mou_
rnt brovrnien de .Ror, (,fr)t>o sa filtration naturelle et { e ii- . Drrro ..

, on s'int6ress,e ii la, r6solution de l'6quation diff6rentielle stochastique

-dY-f :. f (Yr),t e [0, Tf, auec,Yr: t

En imposant que la solution au moment f ne d6pende que du pass6, c,est
dire que le processus l/ soit adapt6 d la filtration {fr}r*.

Prenons pour commencer le cas of ,f = 0. on est tent6 de donner comme
ution Y1 : { qui r:L'est adapt6e que si { est d6terministe. Nous n,irvons
'une approximation (dans tr2) qui soit adapt6e et qui est la martirngale: E(tlfr).
Si (4)r>o est la filtrabic,n du mouvernent brownien, on peut construir,e par

1;h6ordme de representatjion des martingales(Th6ordme 1.8.5) un prog3ssus
adapt6 de carr6 int6gratrle tel que :
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I
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3.I, JIVTR'ODUCTION

ut 6r:rire ceci autrerne.nt, on a :

Y1 :Eqt.{,/fi):4161 + [Z"an".I
U

f
Yr : b[{l * tl Z,dB"

tJ
0

, vt e [0,7]

T
fril{l + I z"dB"

o

', T.

,l 
z"dB"+ lz"an"

ur o

}'t * I z"dB*
J-
t

-l-

Yy

{: E[{]

t.:

Tt

.t
l'r : { - I Z"dB' i.e. - dY: -Ztd,Bt, avec, ).r. : (.

On
ll:ff;:.pparaitre le processus Z qui a poul r6le de rendre le

phm;
)cquerlr, c..,nnme u'e sec.nde variable apparait, pour obtenir lag6n6ralit6, o'permet d, / de d.pendre dir processus Z. L,6quation

.Par

cle,iriient

- s'r(

*dY: f (y,y, if)dt - ZtdBt, avec y, _ q.

) d.signe I'espace vectorie,l forr16 par des processus y, progressi-urables, d, laleurs dans IRft , tek q;:vel.[reltt
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CHAPITRE 3. EQUA?IONS DIFT'EI?ENTIT}LLES
sT o cH AsTrQ UES nfrrno en"AD.ES

f'l
ll Y 113,,: E lsuplYtl2l . o"L bjo' I

I u* 53 (Rft) le sous espace form6 par les processus continus .
I

I

i-- -. Mz(fiprxa) designe l'espace vect.rier 
{o136 par cres processus il ,,prc>glessivemerrt me.surabl,es, i valeurs dans tn;";j , * iJ I

t f 7: 1

ll z 11f;,,::, | [ llz,ll2 atl . *
ILoli ori si

" 
,- lpaxd lt-tt2 _ trnnal oo+\&.!N , Ilzll _Ltutv\zz 

)

I tr ,-", {,, 10,?'] 
x q& * p,kxd --- Re t.q. v{a,r) € Rr, x

f J \'' r, '9, z ) )o4t<r est p.rogressivement mesurable.
- { un vecteur aldatoir:e de R* f7_ rnesurable.

paxd.

Soit I'EDgR

_dY : j(t,Y, 2i4d,t * zdB$<' S T"Y7 : {.

i o,, sous la forme int6g,rale :

T

Yt:t+,[ !t,y,z,)d,-f ,,nu, o<r<r.J'
it{-

(3,1)

pptinition 3;1".1 {Jne soruti,on d,e I,EDSR (s.1) est u*, coupre d,e pra,cessus

l(,Vr, Z41o*ay u,rifiant :

*_*^1;,-I_:12 
sont pr,]gressivement mesurables d raleurs dans lRr, u1, prxd

tivemenrt,.
i7:

2. P- p.r. [ $rv,v,z,)l+ llz,ll2)dr < oa.-J
0



I

3.

La
fraible s

Itrop

v(t

si {(
alors I/

Pre
Ona

Enu

lYl

)/9 est

IIv?t?ODUCTIAN

0<t<?.

relativem<lnt

tion 3.1.1 $upposons qu,il eriste un processus (fr)o=rr, , posttif,upt a MZ(FibN et une c,onstante posi.tiui \ tels que

'a, 2) € [0,?l x g'k * mbx,{/ _ L_t_r ^ ar,r rK--. : lj(t,u,z)l S fr+ )ilyi+ ll . ll)

;i3?,kX ffj. """ 
sohrtion de I'EDSR (3.1) telle que z € Mz(nRr*a;

pOurtoutr€[0,f],

Y:Yo* | t ?,y,2,)dr + [ z,aa,...loJ
0

iBant, I'hypo{hdse sur .f,

. ,r,, f. I', 
It: lYol + 

J$+l,nz,Ddr+^r_yg_l I z,an,l.o ostsr l/ |

/ rr'r f ,-. l', i} iYol * | lf (r,Y,,,Z.)d.rl +l I z ,o I

Jo ',,,2,) drl + 
lJ 

z,a*,1

ir16 I

i< tutt [,. |ilt I IS lyol + l$,* s,llit,ll)d,r+^:,lLl 
Iz,oa,l .^/ Iyld,.{ os'st lJ | 6

tient d
u1e c<rnstanteo donc eilre s5f de can6 int6grable, {fr}asr=r appar_rlar hypothary et zappar:tient 5 nrzlpr"o) par h-vpothet et dorrc.



cHttpITRE 3. EQUATTONS DIFFER.EjVTID |,;LES
sT o cH AS"rQ UES nfrrno cnaDES

ll
rr l'in6galit6 cle Doob, *p I /o<tsr lJ

r , l0

ti I

ir I'in6galit6 de Doob,^9Yp_ 
| / z,dB,lest de carr6 int6grable. II s,en suit queo<tsr lJ I

^^r r- -- lo Ipst de carr6 int.grable. l, eJt un protr** continu qui v6rifie

lv,l sc+.r/lYla,
{'

Par le lemgne de Grdnrvall, on aura

lYri < {r^'
et donc

o:',?r lY'l ( €'^'

cornme { ept de carr6 int6grable, alors y appartient d ,S2.

i2 EDSR lirrdaires
f)ans ce dernier paragraphe nous 6tudions le cas particurier des IIDSR

[:\:::l-r]Tii:' ::1 i:s":iY::^f $i,,,,u ro,*,,,e exp rici t e o n se p,aceaps le cas fr * I ; ,, est donc un ,u"r "*Z"J;:T'#::J:::h.*fi?i;erpt d dire un vecteur ligne de ai*"rr.iol a.

P.2.1

fr:irti? 

"tln:l;n 

processus d' vareurs d*: \ : R', progressivement

htoire. -Fr_ ,.,.aq,,^lrll,{llor,l un 6l6menr a" lrr(R)'J'e un* variablefltoire, rr - mesurab re, d: ;;H il.o}ffi ;";;S',!1,f..1'- var:iable
L'EDSR lin6aire :

possdde une uniquer solution qui v6rifie :

y:rttE(*.,. 
!u,*,*)

Vte[0,?J,
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,[0,?1,

(i 1tr q \

" t/ 
b.dB. - { p.f dr. 

{""}
rd que I v€ri6e :

r * |t (a1dt y bd,Bi, f6 : I
: (Gr)r.lo,q et I/ : (I/r)reto,zt deux proessus

b.d,B, et H,: [ (* - ] ;0.1r) a"J \ z /0

tT*i:lt:erP(Gt*H)
tule d'Itd pour h(r, y) : er+v, € qui donne :

t
f / .r \ ,t^,,d8, + I r" ( a - r1u,1r) 

a, * ;1 r,ft,12 ari,\o
t

+dB, p 
!r,o.a,
0

ft+

uons d'

, Soient G

Gr*

ime alorg
ique la

-+lw"

.EDSR LINfrAIRES

carr6 int6grabre. En effet, comme a et b sont born6s.

tels que

,eI|o"a' a o et ut|'u''"o' a p.

suirnant I'in6galit6 de Doob d la troisidme ligne pour

dr))o<ts;r qui est une martingale locale d,aprds Ie

d6finLs

35
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CH4IPITRE 3. EQUATTONS DrrFERpNrrriLLES
sr o cnAsrre t/Es nfrno eR LDEI

Si M : (Mr)r;o une martingale locale et .\ € C alors e)1M; :,S^(lflr;r=o est une martingale locale , avec

€^(M)': 
'\u'-$tM'M)t

Preuue de corcol,nite :
Posdns

F(s, r) : ut"-{u

F vfrifie l'6quation de la chaleur i.e.

LAZF AF
,M *b;: 0

donCI, par la formule d'It6,

€^(M)t F(< h[, M ]t, Mt)
t

F(0,1,{o) * / St. hr, M >*. M")d,1r"' J dx'
0

d'or) e^(M) est une martingale locale.

mais comrpe b est b,orn6, alors c,est une vraie ma.rtingale.
Ft

on pose n'lr: 
Jb,ct.B" 

et donc < M,M ,,: I p,f ar
b{

t1t

E(sup)lr,l': t(^::l "a,1 [u,ae,-+ tp,f ar+ iaa,yflo<r<r o::r<T d ,d 
{

< a2E[1 s,rp exp{M1 - * . M, M >,})2]r)<f<r '2 " '



soit
process

3.2, EDSN LINEA'flP"ES

( 4c2srrpEe:rp{M1 -
o<t<T

1

, < M, M >r))rJ

dernidre ligne vient du fait que

-1
{w1t{2ffi - ; . 2M.2M )t)}re 

io r:

r'irssi une-rna[tingale, rfotr la constance de son esp6ra'ce. Donc leI appartient
"bien" ''n"i,

,apparti
I,A

c*q

ienposant tr(t,y, z\ =. aty*btz+q,lacondition (L) est satisfaite.y6.s'lT ta proposii,i"n 1i.2.i1.' 
&7 -- -v'

tlTtY

Ce qr

est e
Par s

{lu.r

rule d'int6gration par piuties donne

ttd}4 +YdVt+ d <.f,y >r- *Tsd,t +l$fiBt+Ttytbt.d,Bt
t

rpontre que lf processlrs trr?+ I"-f,dr) est une martingale locale

tpit une vraie martingale car 
"'e M, et f, y sont dans ,92.tb

*
ff,4 + I c-l,dr : E(11y7 + [ +r,dr/ F)J0o

donne

IT\
f,Yt : u 

l 
trg + | +r,d,l Frl
\6/

dlonne la forrpule annc,ncEecuq
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C:IH AT?ITRE 3. EQUAr.IONS DIFFrtNNNTNVLLES
sT a aI''ASTTQUES nfirnO G,A,ADES

3.3 Applicatbi,on en finance

8.3"1- Le probl3nne des options
D6finition:

Lne option est un t:itre donnant d, son d6tenteur Ie droit, et n n l,obli-gati'n d'acheter ou dr-" rrendre (selon q,'il s'agit d'uner option d,acha,t 'u de'vente) une certaine quantit6 d.'un active financier d une date c'nve*ue et dun prix fixA d'avance.
La description prdcisre d'une optin se fait d partir cles 6l6rnent suivantes :- La n&ture det I'oqtti,on :
on parle suivan{e le terminologie anglo-saxonne de call pour uner 

'ptionrC'achat et de put pour une option de vente.
- L'actif Sau,s-,Jace,,nt :

sur le quel porte Jl'option dans la paratique, il peut s'agir d,une actio.,
,C'une obligation. d'une ,Cerivise etc , ...

, 1," montant. c'est d dire la quarrtit6 d'actif sous-Jacelt d clreitel or) de-
'vend.re

- L'fuh(a,nce ou, dat',e d,erpiration,
c)ui limite la dur'6e.d,evie del'option, si I'option peut-6tre. Exerce6 d n,inr_'porte quel instant pr6cr6dant |echea[ce, on parre d,option aur6ricraine. siI'option ne peut-.tre.xerc6e qui d r'6ch6ance, on purr. d,opti;.il.ilil:

3.3"2 Le prix cl'exercice qui est le prix
(Fix6 d'avance) auqurel se fait la transaction en cas d,exelcice tle l,,optiorr.L'option,elle m6me,o,u un prix appel6 la prirne.
lrorseue l'optionL erst cot6e sur un marchd organise,la prime est cl.rm6epar l.e nrarchee. En l'abr;ence de cotation, re probl6rrr* j,. calcur de rir primesupose' Et mdrne une oprtion cot6e. il peut-€tre int6ressant de d.isp'x,r d,uneformule ou d'un modr)le parmettant de d6tecter cl'everntuelles anomia.Iies clenrar<;h6

[]xamirr6us' pour rfrxer res id6es. le cas d'u'cal europ€+n d,6ch(rra*ce rsur une actiorr dont le cours ii la date i est dom6e pur Sr.
soit K le prix d'scercice. Ir est craire que si a |ech6a*ce .r', 

re pri.:,c K estsup6rieur au cours iir(fi: > S").
L'e d6te'l;eur de l'option n'a pas int6r€t ir, exercer, par contrer si li7 ) Kl'exercice de I'option prrmet d son d6tente'r de r6aiiser un profit 6gal d
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APPLICATICIN E]v rINANCE

sir*K 6err la revendant sur le march6 aucours 57.
iit qu'd, I'ech6ance, la 'val.eur du call est donn6 par la quantit6
K)+ : rna,x(Sr'a - K, 0),

de four
le vendeur de I'option,, ir s'agit, en cas d'exercice, d'6tre en mesure

t'

Au

On
(St

kl cours

date ?i
C'

atl
Ie probl6me de couverture.

,3.3.3 de Blacik - Scholes
Descriptiion du mroel6le :-- 

L;, ion des cgurs :
Le

est un
ll'.irrstant

Ons

r une action au prix 
.h!, :ut par cons6quent de pouvoire _produire d,

er une richesse 6gale d (Sr _ K)*
ent de la vente de I'opticn, qu'on pendra, pour origine des ternps,est inconnu et deux questions se posent :

ftent 6valuer d I'instan,t f : 0 une richess" (Sr _ K)* dispoible d la

il-j*bt9*". de pricir4; 2 comment le vendeur, qui touche la prime
[' 0 narviendra f . Il d produire la richesre (Sr _ K)* d la date ?, ?

ptt9..e propos€ par Black - scholes pour d,6crire l'dvolution des cours

[f:f i"#iin:'il avlc. un 
Tt'i1^'hq:" (une action a" p,i* s, a

lrr.*o 
'o",^r..+:^_ 

, 
*T:" (de prix s! d, I'instant t).I'evolution de Sf r€sie-par fEoCji,l"i"#,

d5!:",s,oa*1$:rd,t)

S'o:
r6gie par

our une constante poeit:iver.
On a S$ : 1 cle sorte que :

?'- pour 1 > 0 , en suppcse que l'6volution
I'EDS suirante :

du cours de I'action est

dSr - S{pd,t * odB) --, (2)

0up
Le
de I' d 6tudier I'equati,on (2) se r6sout explicitement :

Sr:5bexp(pr *Zr*oB,)

o sont derx constanl;es et (8,)r>o un MBS.
lle est 6tudie sur I'inte'var" to, ii",i ? est Ia date d,6ch6ance
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cH'*"*';#%?fi?f,f#i#ffiAfi 
733:,

of Ss est le cours obsen€ d la date '00"

- Stratdgi,es autofinan,&es :
U'e strat6gie sera ddfinie par un processus d : (dr)oSrs? : (Hf,, fir) d

ra,leurs -{*" R' adaptrie d la filtration naturelle (rr) d,r"'s6,rc, compr:santes
{! "t Flr de rf,, donn*nt d |instant f les quantit6s cl,actifs sans risque etcl'actif risqu6, respectivements d.6tenus en portefeuille la valeurs portefeuille
d, I'instant f est alors donn6e par :

vr(,b,): fflsf + HrSr

. La tramposition de, cette 6galit6 d temps continu conduit d 6crire la cond!tion d'autofiqacement sous Ia forme sui,rante :

dU(,p): ufas! + HdSt

Pour que cette 6ger:titr: ait un sens on imposera la condition :T
I

I lH\ldr < +oo r,.s (1)t'
0

lD6ftnitiou $.8.1

1 llne strat6gie a rtorinancie ,est d6finie par un couple { de processus adap_
It6* 

(r{ro).=,sr est (Hr)0.,.." 
"ctit""i ,---'

Tl
It1) | lHPldt + I rr?rlt < +x p.s.r^Juort

z) H?q*Ht&:HfsB*Hoso + [a2as2+ [u.as, p.sJ J"
pourtoutre [0,Tj. 

o s

Nous noterons , s, : e-'tst le cours actualisC de l,actif risque.
Soit r/ : (Hro, Hr)or,r, un processus adapte d valeurs dans R.2
v6rifiant :

t

J llltl" dSt ( *cc p.s (Z)
0
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APPLIC ATION .EN FI]VA]VCE

r,se : V1(ri) : H|SP + HrSi et V\,ii : e-,tVt(4r)
<7-r ddfinit une stratdgie iautofinanc6e ssi :

t-
):lA(+)+ lHudS,,,

J

0
tout t € [0,7]

I lnPldi + | ulat < +x. 'p.s

.l ' J00
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