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Mellouki Nedjet _ SystEmes Dynramiquesi par I'elxemple

L'dvolution ddterministe du systirme dynamique peut alors se rnoddiiser de

detx fagarle disti*etee :

Une 6volution continuel dans l* te.n5n, re.pr*s*"ntec Fnr ltrre dqiration

diffdqentielie ordinaire. C'est a priori la plus naturell.e physiquement,
puistnue 1e pa,r'ambtre term'ps rrous senrble cantinu.

Uae €volution discontinue dans le ternps.

'Ce secontl cas mt souveni le plns simpie I ddmire math6matiquement, m€me

;suil peat srrnbler a priari mcinr-s rdaliste physiqrienrent. Cependant, l'dtude
thecrique de ces m*dlles dicrret* est {$*dameatale, c*r elle perraet de mettre
,en dvidencp des rdsr-rltats imperrtants. qui .se gdndralisent souvent aux dvolutir:ns
dynamiqu$s contiaues.

L'dtude du compcrtement des dquations diff6rentielles est i.l'o:rigine des systbmes

dynamiques. Les questions qrri surgissent sont de pltsieurs natures. Eiles con-
,cerner:t :

le co$portement limite des soluticss

i* stabilitd cles s*iriticss prar rappori aux cnnclitiors initiaSes

r la stai:ilii€ tles sclutions pa,r rapport il ties perturbations portarrt sur
I'dqte,tion difHrentielle.

Eu a.pparepce, le cas pu'ticulier des dquatir,rns diffdrerrtielles hunogAues d'ordre
1 se*rble 6tre relativeurerrt sixrple. Elles se r€surnent il la doun,6e d'un champ de
'vecterrs $u un ouvert d'un tnpaee l'eetcriel reel, dont on cherehe les courbes

rlites intd.grales. L'dtntle des champs tle r.er.tetirs a un iurpiact en g€.omdtrie

differe*tieile.

Err fait, la the*ri* de* sy*tlnres tlynamiques ddsigue crlura,mme*t ia branch* de.s

mc*hdmatiqires qui s'e.ffarce ql'd'tudi*r les pr*prif;tds d'un sysl.bme dvnamique.

Cette re&erche active se ddvelc'ppe i,la iiantidre de la topologie, de I'analyse,

I
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Exe ples de systbmes dynamiques

parlant, un systbme dynamique u sur R* est une applica-

x R -+ R* telle que

,.) , R -+ R." est coniieue.

f) : IR' -+ R* est continue.

,0):s
,* * *) -- u{*,*} + u{r, s} pour tcu.s f, s € R, et krut r € R*'

rlytarniqutxs scrrt crrgcrrdrix; par rlcs systlrr:ts diffrircrrtiels sur R*
n dqnatiors cliffdrentieEes tlu premibre ordre

@:r
*t

":f)

itre

tian ts:

O',{
oul
oul
@u{

Lcs

formd

-- 
': {:)
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of I'on suppose que les j sont tle classe 8". Le sytEme est dit non-arttondme
lorsque les f; d€pende*t de iu e-t de i. Dans le cas ,:r\ elles ne d€pendeni: que

de r € R*, Ie systhne e*t dit auton6me.

Pratiqte4ent, la plupari d.es e:remples prdsentds ici provienlre.at, en majoritd,

rie 1a. m*oaniq** rles S*id*s au la m€canique Nevrt*nienn*:. Ces d*rt:: do-

&unirres, preseutent iL eux,seuls, rt:r rictre fburaisserir de systimes dyr:amiques.

Donnons-en quelques exemples provenarrt de la vie coura.nte et qui illustrent
ie phynomBne de systbrnm dynaniques.

2.1 Exemple I- : Courant Cirrculaire

Scit le s3'st*me d'dquatia*s difl€rentielle :

f,
J*':a
\u': -".

Les incoupues ff : c{{} et V : lltt} ddpendent d'un par*,rn&tre appeJ{ tem'ps i*

ei i*s posi,ticns principales pour Le temps ddriv6:

,0rtdar':F.elA':-.

Une solut"ion de ce systhne consiste en rn€ paire de firnctions s, g qui statlbfait
les dquatians simnltandmeni. L;a paire de telles fonciiions est f,' : sint, y : cost
qui r.&ifie facile.ment :

{sint}' : cosC et {cosf}' : - sini.

{Ine telle rol*tio* per:t F,tre crrixici€r€e c*n}m* rin c*urbe

a(t) : (r(t),y(t)) : (sinf, cost).

dans le ple,a Et2 :

L2



qrjres par l'exemple

r' ,-' a(t)

g

,'4*o,no)

Courbee solution du systEme a' : u et g' : -r repr€senrtant le flux circulaire dans R2

En fait, la "solution g6n6rale" de ce systbme est donn6e pilr :

r{t) : rs sin(t) * gs cos(:f)

y(t) : ro cos(t) - Yn sin(t).

La solution gdn6rale s'6crit

(2.1)

a{t) : (rs sin(f) * y6 cos(f), zs cos(ii) - 9s si.n(t)

of les fro, Ua sont des constanrbes. Il est facile h v6rrifier quer le couple (r;, y) est

une solution du systdme. On v6rifie que a(0) : (ro,3rs) rit r's et ps sont les

coordonn6es du point a(0) en t : 0. Ainsi,

r(t)2 -r y(t)' : n? + azo, Vt'

Donc a d6crit le cercle n2 +ytt: r3 oir 12 : t?o*g02. Donc, toutes les solutions

de ce sys6bme sont des courbes paramdtrisant de{i cercles de rayons variab,les

et centr6 i, l'origine.

2.2 Exemple 2 : Ligne de stargnatilon

Cet exerfrple provient de la mdcanique des fluiders. Il est repr6sent6 par un

systbme non lindaire :

13



!{gllguki Nedjet Syst€mes Dynamiques par l,exernple

:r/ : sixh{g}
',U' : - sia(e)

,nir r : utt), v : IJ{f} mnt }e.s incnnanre^s. La sohrtion
r3ornrne une courbe darrs R2 :

t:.2.2)

peut 6rre cnnsiddrde

tl{f}: {r{r),y{r}).
lJ'autre Ba,rt, au vaisinage de 0 o:r a sinh y = y et __sins: _i:. Ceci peut-
iitre interpr6t6 comme suit : le camportement de la soiution die ce systbme estidentique di dui de la soiution *u systbme pr6c6dent, i, savoi:r que la solution
cldcrit' un e*rrie de centre 0. hfais, en s'droignant de volsiniage de l,origine,
&* camparte-r*e*t des deux s+lurhicns di&rent. En effet, la c1*a:rtitd cxr(*) :
{r'(*},&r'{f}} re,pr{.sente l* vite,.sse rl,une partieule f{rrirle i l,insrta:rt f. II seraitalors utile d'6t*dier ra solution cle ce systbme en des points spdcifiques. Ainsi,
ce systlme atimet des points fixes, dits points de stagnation l,orsque la vitrsse
e;st nrille c'est * dire #{t} : {} et U'{t} : * donc aux points {r, g} tels que

ce qni daarle une i*firrit€ de paints de ra {brme {*x., s), k e &. r,,interpr€tat.ion
dr: r:'* plrrirx-'$ri&<: r-x;il-si.$tr; il rrire quc k: flr-rx eru {ruir-lt v* ,r,; g..rr.*,c a droite avj*,t
lcs poi*ts dc stag'atiorr ct dc droitc ir, gauthc ap'ls lcs puirrt. dc stagnatir:n.
La, vitmse m calcule comme euit

o', sire est bornd entre -1 et .t par sratre sinhy tr:nd vers l:c loruque, yt*nd vers *oc.

sinhg: g et sin r =" 0.

14
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Mlellouki Nedjet Systbmes Dynamiques par l'exernple

2.4 Exemple 4: Illux de chalernr da:ns un cube

Soit b - 2n-lsinh{zi2n}. C,:t exernple traite d'un systime i trcis equarious
dif6.ren*ie,lles :

'f : bsin{2n'r) cos{2ry) sintr{Zrfr,r;r)

v' : bccs{?r*}sini2ryisinh{2'En';r}
{ : -1- v-2&m,r{z:rr}cc,s{2n'g} ea,sb{2dinz}. (z'+J

Il d6crit le c,''*rt-ot tlc r*rirle.ru d,ans lc crrbc'nitd fJ -, [0,1] x [0, i]* 10,11. Bien
qae le systime est ddfini sur IR'3, sn cherchons seuiemeat ls ccurbes soitrtion
*^(t): {r{*},y{t},4{*)) dans l/. Yi:r:a,li=er Hne c,*rxbe en trais dimensioilE est
difficile, srgrtart si la comhe e.sit *nmpliqu6.e e.:: vicufriise: pl.rmierus et simul-
ta.n6.rne:rt relFvera de I'impossihle.

Le probilne, ainsi ddcrit, provient d'r-rne ce.rtaine distritrution de temtr#ratures
St*,y,ei daus un cul:e &u p,oirg tr,y,zj. Le chanrp vector.iel du fiux tle la
'chaiear mt : -VS et -VSir, y, a) repr€*errte la direcii*lr dle la plus grarsle
dirninutiarr de,5 ar.r p*int {rr:,3,r,2}- En theorie, les flux de la chaleur dans
cette direation et e.a chaque;p*int s*at les c*rlrbe rr{t} : {rfif),y{ti,a{t)) qr:i
rsatisfasse

'a'ti,t) : -VS{a{t))'
.Lcs tcrmr:s rlc mtte cquation firrmcnt le systime :

,E' : -&{r,y,c}
{: *Su{r.,y,a)

zt : -Sr{xry, z} {2.5}

t3n *trtient le svst*me prdc*dr:nri ex r*nsiddr*,nt :

St*,V, z) : z * {cos{Zn:r) cos{2a.yi sinh(2rEnr))/ sinh{:}v€r} (2.6)

<tr*i est la solstion de fEDP ,9r,, + Sarn * &a : 0. Le,s csrirb€s scl*tions r;ant
teprdsentdes da,:r.s la figure su:ivaoate :

16



Mellouki Nedjet liystbmes D]tnamiqutes par I'ex,emple

Courb,e srolution

Cette saiution doit vdrifier certaines conditians arx iimites, i- savoir :

0 Les cdt6,t ve$,ica.ux sernt is*i6s

@ Lc bas cst tcnu i,0 dr:grd

O te sommet sst tenu & riiae tem$rature qui e.:t S{", y, 1) : l+cos{2r:r:) c,:s{2437}

degrds au point tr,y,I'it.

I-citcns que la temp'6ratun: r,arie de S i ? degrEs du bas rrers le srmrnet. Iln
rrtilis*rrt le principe qiii dit q.ue

La tempdrature v&s rie* endroits chauds verri ceux qtLi sont frolds,

Rous e$comptarrt que le flrix de ia temperatllre vas ainsi clu soslmet du cube

et atteint le fond colnme designd da,rx la figure. IIn plus Ce systbrne n'admet

pas de paints f,xes.

L7



IVlelloukl Nr:djet Sy'stbrnes Dyrramiques par I'exelnpler

2.5 Exemple 5: JLe problbme des 2;-corps

Un des pltis anciens exemples d'un systlme dynamique est le systEme desr

delx eefp. Der:x cerps {[e m*,sses ]?]tr ?Iiz: s'attireent rnutuellement I'urt

I'autre avec rtrre force d'attracticn le {cng de la ligae lm joignant et de mag-

nitutlt: r'i:ciproqut:mcnt lc c:rli dc ia dista^nm. S'uiva,nt la, dcuxibme loi d<r

lrlewtcn dynamique lacc6l€raL,tion x m&sse:fbrcel, Le modble pour ce syr;tbnn:

est reprdse.nti: par le systbm* d"e detx dquations de second ordre suivant :

rn{tl := Gmvm2{r2- r}lrlz
m2rl := Gm1m2{rL - r2)t'42

cir
11{t} : {rr{f}, ntt),nl,t\) et r2{t) : tr"(t}'vztt)'zztt)}

repr6*sente la pasition de-s derpr corfr$. Psr commoditd, on arlapte la nott*ion

r:s{f} :l rr{ti = 
"r(*} I

pour la d[stance errtre 1es corprs i,l'instalt f. Ce qrri lous fi:urnit un syst]rlr:

i, 12 €qtatio*s de premibre trtlre, il savoir :

*l == %t

At == u1

zl, == 101

r!2 =: W

vi == w
12 == ?;;tz

u\ == Gm2(r2 * rtll'?,
u'1 =: Grutvz - vlfrl,
tfrtr := Gm2{22 - ar}/"it
tt:, := Gm1{*1 - xr}lrl,
tL == : Gmtt.?lt - Uzllr?,
wt, == Gm1Q1-'zllrlz

18



Mellorrki N l$ystEmes Dynamiques par l'exemple

En plus des six foactions inconnues #,;,!4,2i,i, : !,2,Ie systbme prdciit6 uret

en exetgue, i
cr.rrnpasffrtes

ique le* si,l: fo:rctio*s 'u,6,lu6,w,;, 't : 1,2, qui reprdse,nte les

veq:teurs'rit;wse pour ls deux corps:

oir f est da,ns eertain ir*terveJle 1. Ph-ls prdcisi,ment, l* cr;urbe srh-rl;icn rest

d6linie da,ns }e 1 sous-vari6td S de lR12 oir :

La piution est

&Yec

L'mpace {? est

V=tu,i,u6,u1):rf,.

une *oxrbe darr* R12 3 Rc x R6 de le, forme

*{t; == {rr(r}, 12{t), }{it), ?;{t)),

E={jxR6,

U={{r1,rz}lrt*rz]1.
it espace des phases du systirrrc dynanrirytc.

diffdrentielles d

2.6 c ps v€:c'toriels et syst;bmes dynarniques

Naus la nrtion de champ veet*riel $rrr u& *ltve.ttr de lR"' Ceci

rlous permettra de ccndiddrer le cdtd gdomdtriqrne des systEmes d'6qr:ations

prernibre ordre.

D6finiitioq 2.6
*,ppJr'cafion

d6.f:rie p*r

ef X' : CI -+ lR.,

1 $oif $ an: ourc.rf cle R3. furi ctharlp rrecfarieJ srtr S esf rme

X;0-+lR'

X{r) : {Xt{t},--. ,X"{c)) :r e {?

- 1,- . " . n scnf ies c*:ttp*santat de X.

1g



h{ellouki N SystEmes Dynamiques par l'exe:mple

Les chanips ont une interprdtation gdomdtrique i.mportante : Pour

unpointr€S,
Ainsi. *u lieu de

interpr*tr: X{r} comme rrn veeteut attachd art polnt r,
i*er Ie vr*cteur X{s} avec colnme poi*t initial I'origine,

on dessixe ce poi en partrrrrt; de s. Ex dessinant ces vect*:urs en des pointrs

fir,gt&t'-. de {?, chticnt 11.a4 fi$uc gdamdtriryrc dc r:bamps <lc vcr:rtct*s-

La figure ainsi obtenue explique en plus i'origine du mot champ

veetoriel vair ci-dmsous:

x(v)
,r{z)

D€finitipa 2"6.2
auto:rnxre.'

{}n ahorele, ::rajnf,enan*, Ia rloilan de soltltion d't:n -svsfF.nre

I/aecsurbe
deR*. Sjtr

SiX est un

lR" s*f une applicatian u: J -+ lR" oti I est un intervaJle

est iilf&'entia,lsle, 1a caurl;,e est tlite diffdrrentiable'

de vecf,eurs sur {?, alars Ja soJu#on du sysfi;ae

\r, )

(D

ril
VlJ

est ute
arif,es :

a) *{*) e

*:t :;1"1

be diffiren*iabie a : I -+ lR" vtiri.6a,nt le,s propri6fds suir'-

pour totss li € I.

20
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Systbmes Dynamiqrnes

{t)), pour tous t E L

t courbe solution du systbme air courbe intr6grale

) dit que Ia courbe * reste dans t1 pour que X(e) scit
poiat r € 0.

dit que ct v€r'ifie le systA*re dcrrt les u-rrnposanttx; sorrt

r*i{*} : Xt{art*},"' ,*'{l)}
drttj : Xs{a1(t), "' , &"(r}}

e;{t} : X*(a1it}, "', e*{f})

?t



r que

&{*)
ous).

SystEmes Dy par I'exemple

a'(t) : X{*{t)),
qst une crrurbe dont le vecteur tangeant & }n courbe au

ide avec le vecte.ur X{a{t}) au mdme point (la figure

a'(t): X(a(t))

?.6. I,e slrs*irne d'dguatiorx diff&*&ielles

Irr: f,(u + xr1

l,fr: -|r2

de vecfeurs X : lRz -+ lRz donnd par

/1 1 \X(*t,rr) : (;f", + nz), -;"r)

trl est

dessin

idde une

depsiner le vecteur X(r) en diffdrents points c de lRz. Le
vecteurx est visitrle dans la figure suivante et donne une
tle ce qne peut €tre X.

22



MellorLrki N Systdmes Dynamiques par I'

Bessirr de Jf(e1,*c2) : (i{*. * *z}, -1ra}

Analytiwrement : En rdsalva.nt ]a cle,uxiBrne dquiation, on obtient n2 : $2s-"t12

*u h2 e*t une ropstante. Eln remFlasent cls,ns l* p,remiAre r:quati*n, on obtir:nt
&1: $1et/2 - *h*-rt'. Donc, la courbe eolution {'lu intdgrale} est

*{f ) :== It br""' - !h*-"'.bre'-'l') . 11l\- 2- /

E*fin, Xes systi.r4es ri5"*amiqrrefi ncs-a$tenorrte.s s*nt reprdsr:*tds par l'€quation ;

nt =' X(trn).

C'est A dire lorsque le champ vectr:rtel X ddpend du temprs t.

23



]nle'llorrki Nadjet Slystbnr*s l)1:rauriques par l'e;rernple

Selle instable

lT-r\qtuq exceptioneiasymp_stabler
Nceud pro,pre asfmprgfa$le

24



ffi;3
'lechniques et canceptions des systbmes

dynamiques

S.1 Techniques!, tConceptions et Ex'emples

I)a1s cc chapitrc rrous traitcruns plusicut's cxcurpl,:s dc systiurcs dynariniques

crr ditail. Qa scra uuc ocr,-:asion d'introduirc tl'autrcs cotlccpts tcls que le:,s

chanps de vecteur gradtants. On €tudiera britvemett la rn€thode d'Eult,x

porr r€sourlre numdriq$eruerl les systbmes *ynamiques. La meilleure f&grrn,

est tl'*tiliser le lagiri*l Maple qui esl; r:n laaguage ad4qnat p*ur obterrir plus

tlc pricision strr la natltrc dc .[a sahrticn'

3.2 La Mdthoder Num€rique De Eluler

Paru simplicitd, ncus iimiterc'ns natre discu.r.sion a,ux systdimas autonornes

s, : X{r),

Avec Jf : S -+ lRo eomtne t:har,mp du vecteurs sur {3.



Etous

mt la

(}n

lli:cons ft
d'une di

7'ttj: x{'y{l}}

1{o}'= c

edjet t&mes Dynamiques

traitqr de plusieurs manibre la m6thode nnm€r:ique d'Euler en

par la pndthode g€cmdtrique.

ps de vue G6om€trique

d6terminer une approximaticn de .[a courbe intdgrale

polnt c € 0 en t :0, c-i,-d, la courbe 7 qrii vdrife

(3.1)

ler
ir*

X{c) au point c nous obtenons la direclbion de la courbe

d* c, prriqtre

X(c):X{r{g))*?'{0)

eq c: ?{0}.

positive. faisons bouge.r le point c le long de la tangente

llX{c}l {rtrir figure ei-dess*us},

hlx(c)l
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h{ellouki N Systbmes Dyrramiques par ltexe:mplc:

pou.r arnver a,u

c1: c+ ftX{ci,

Si le: vecteur X{c) n'est pas de magnitude tirop grande, le point c1 s€r€r

presque slrr Ie int€gr*"le ?. En joigarrt c et c1 nous obteno$s un premier
cdtd de ]' ian palyganale de T. En parl,a,nt de c1 long de la lignr,l

ta.I}€i€Ilde &vec distance de li.lX(c1)1, on arrive au point

t72: c1* &Xic1).

rndthode qu'auparavant entre c12\c2, on obtient le deuxibmr,l

c6td de notre ixratian 'polygon'ale de 'y. Eri rip'dtarrt ie processus N'
fois, noEs o une appnrximation polygonale avec des $orrmats ca -"
CrC1rt2".-,C;g {1l soert *aleirid, su.ccessiverner* par lla

C3i{t : ci'* h,X(cr'),

poulij=0, 1"',
L'approxiraati*a dr= 1
est dit pqs If est <lit

erttre c7 i ca-p1 est

Lcrnrqge le pas Il

l"r..t - c.ii : tllX{c*} l.

suffisamert gr**d, la, mdihode d'Euler danne une approx-,

unal;rofi. &0r

3.2.2 Point e vue Analytique

En faisant la

L*exactitude de

de ?'*ylo: de'y :

se fait daru I'intr:rval {0,111 of T : Nh, h.

le nombre de pas temporel. La longueur

mdthode d'lEuler est lrasd sur le ddvelapp'ement de la sdrie,

m -.{x} l+r
(t+h) -= T t'Tlir^\- '--l ? n:!

ft:ll

27
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1"2: -'{t) + try'$}+ 7r"(rl) +..'

Iln prenant juste les deux pre:nir=ls termes la s6rie Taylor et le fait que /{l;) :
if(T{t}}, nous obtexons ;

{t+h) B ?it)+ht'{t)
: 'y{*} + iix{r(t).t.

r\irrsi* en cornmengaut i. f insta,n.t t : 0, on obtient :

?{i}} : c

?ift.) ft r(0) +ft.x{"r{s))
: c* hX{c} : c,

7t2h) ='y{h} + hx("/th))

^i cr * hX{cr}: cz.

liCi, er dvoqttc tmc apprcximation pe'ndant qllc C2 6rroqtrc dcux approximir'tions'

lDc la mi c fagon, lcs approximar,ticns n f {3h) ' ' '1tMh) ivoqtrr: I'approximation

rle la s6rie de Taylar et lm apprrximations provenant des pas antdrieure. Vons

lpouv{lz iUrAginer comme,nt sa.ut le.s erre$r& acr,umu}des "sur un grand intervale

rle temps, Ceci n*ut a,**ae i *ire combien ent crucii*le le corLtr$le du pa's h'

,3,3 Exemple 1: Ligne de \Iort;ices

Le systbrne de Edo-s esi

,,.t ryrys)4 
wfu,11)

o, - sin(r)
!1' - M{r, v)'

tlu
iH{r;,Y} - cash{y} - cos{r)'
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i\{e.llouki Nedjet Systbmes Dyrramiques par ltexetmplt':

Le champ vectoriel pour le siystbrne est

1,/^. -.\ _ /sinh(g) -sin(r:))A\r,U): 
\,t41"u4 

, nttr*; S

Et cela devient infini si M{:r,1y} : 0 ic-i-d, aux centres tlt tourlrillan}' C*n-

sid{rons le dessil de la courbr: intdgrale pres clu cr:ntre du toruhillon {0,0) :

Si nous choisissor:s un poinlr c prEs de i0,0), par exemple c: (0,0'1), alorrl

hr r:r-r&r'bsl irrtilgf *lt. T tltti C(ltttrrt(ln(r: g11 'a{1qpdt-:rrtp-s, ?{0) := 41, {-r'st un [i:rrnr;]:

ci.rc*laire comrre une ccurlle. Comme ia vitesse du c:curarrt le long d'un,:l

courbe intdgrale est grande pr*s du cerrtre eltr tot::billon, k:s appronimeitio*:i;

nrundriquLes cie 1 seront parwes ir moins que le longneru dLr saut soit pretiter.

Comme le montre les cas suivtr,nt la valeur de ft. :

Si Ia : 0, *5 c& t € [S, }j. Alcrs N : Tflz: 1l0.tlS : 120 sous-intervallers

de !0,1]. L'approxirna'l;icn nnmdrique, qui est un polyg;oae a,ay'ec ?0 c0tdsr,

serait plus intdressante. Cependant dfr i, ler grande vitesse, I'actuell,r:

cuurtrc int6gralc ,y tourrLe autour du center du tourbiLilon 3 fois en un'e

sero*de. Les ?U dtapt:s ue sont pas ;]ssez uUrrlrreusesi poUr doltne,r Une

bcnr:e appr*ximati*n.

Si h, - 0,01 et f € lS,lJ. Alors N : Tlh: 110.0t : 1S0 sous-intervallerr

de [0,1], I'approximati.orL serait un cercle. Ce,ci reste iinexacte

Si ft. : 0,001 i'approxlna,tion serait meilieure.

Si , € l{J,101 et ft : 0.111 aiors T : 10, la csurbe 'y tonrne plusieurs fois

autorr thr eentrc du torrbillon ir,nir figurc). Bicn qrrc 1'approximation ait

la Lrrnrre frfinc, son dpaisscw imliqur I'incxar:titude tlc I'appnxirnatiorr..

zg
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l\dellouki Nedjet Systbmes Dynamiques par ltexemple

h-0.01 T:L

o
h-0.001 T',:L

./\
/\tl\/\./
\*,,'

h:0.01. T-LO

o
3.4 ShamPs de Vecteurs Grad'ients

Beaucoup de *ystknes s, : x{,s} provimeat de eh*mp de vecteur x qui sont

des gradients de channps scalaire X : V F. Tous les systbmes du courant

de la chatpur et queiques systt:mes de courants fluides scnt de ce type' ces

systi.gres *ont spdciarix et I'irrfolmatiog sgppldmeBtaiire que nous ctrtenons sru

ie systlme qLre ncus obtenons de F est souvent trbs ntiie'

D€f.niliqg3.4.1[lnchantrlcluvxtewX:0-+]R*surunenserrcb]eauver|;
o q lR" est appel| un charrrp, du vecteur gradi,ent s'il y a une fonctiort

#elltt F: S -r R, fel gue

VF{e) : X{s)'
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irrt6grale de X a une intersection avec ctraque ensemble de nirteau de F d'une

or*Gr* ar{,hogonale. En dimensions tt, - 2 et * : l} cette ilfornration u*ile

est souvent trLs utile comme le montre ie prochaiu exemple.

,<r Elremple 3.a.1 {Flux de chaleur dans une plaque carr6e) ?orrsJes-fllex

cle chaJeur provienent des charnps de vectew grulient, car les iiglres tles 'flux

sont les eowbes int'graJes clu cjramps vectotiel du flrix de la chaJeut x ' Par

<lflfrniiion, x : -vF cri F esf Ia fonctian temp'6tature. {iamme exemple',

conqitld.roas

F{s,y):beost?'nrJsinh(2riy)otib::1/sinh(:lri}'

jla djstrjb*tjon de terrp#atw-e F prfi,iatt des conditjons au:r bords ori Je bes

t:lu tarr,! e6t Jal-ssd A 0o, le sttmmet est A une temp|rature I'arjant suivanf c

et F{n,1) coc(2zrr) et les c6tas, sont iso}6s {i,,e. Ies champi; de vectews de

rhempdratule x{O,y} et x{1, y)r sant tangents a ces cdtds, respectivement}.

.Ainsi

X(w,vj = (24'bsin{ 2rnJ',tsinh(2ny), -Znbcos{2nr)) cosh(2zry)) '
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P*ints fixes et srtabilitd der; sYstbmes

dlrnamiques

4.'.L Points fixers et Stabilitd

tln nornh*c irnportarrt dc systirnes arutotr.nlcs adutl'itcut tles sclutitins tris
spdrialgs, appclis pnints fi:r€sr iwquels soat impo:rta,nts pas pa'rc€ qu'ils son.t

tris *implas, mai.s aussi parm qu'ils ddtenniuent souve:rt le colnpartement des

courbes inrtdgrales gravitent autour d'eux.

p€,[inition 4.1.1 {Foints Fixas} un point c € $ est appreJd un point fixre

du eharnp du vecteur
X : 0 + 1R*, si X(c) :61'

Tant point frxe engenelre Hne cotrbe intdgrale f,r,l,s .sirnpJe {au.ssi appe}6 n'n

point.fixeJ drr systlme atltononre -'

i : X(r).

A savoir, dlfinissons *(t) : c' pour chaque t e R. Donc

a'(t1:0 et .xlia(f)) : x(c) :0 pour cha4ue t,



lrlerllouki Nedjet Emes Dynamiques Itexernple

II est clur gue e est une coufbe nt6gaJe. -Les points fixes sont aussi appel^s

point's d'dquilibre.

Les s;rst|rnps tiynamique n'on.t pas tous des points lixes, mais leur existence

ilonne trrl aTlexqrr rle,s alrtres solutions dtl systb'rne'

,L.2 Exemple I-

{lonsj,ddrarls le drar:rp de vecteurs suiva'nt

xt*,v)-io*ffi,#W,
)Les p,oints fixes de X sont les salutions (r, y) de 1'6qrratiou X{*, y) : 0, c-I-d'

,ilu s)'stlme alg€briqne d'dquations

o*ffi:o
ffi:o'

La d,e.uxibme dquation danne r:0 or y:0' Si r == S alors a*bly2: i) qui

ne d,r:nne aucurle solttioa reeJltr- En reva'ache si g :0' alors

s: *t,rfbf u: *:r.

Donc, il y a deux points fixes {*r,0). lesquels dans ce cas sont appelds points

de leL stagpation' Ces des poini;s fixes instables'

(4.1)

M
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Syst&mes Dynamiques Pil-ltexem

4.3 mpl4 2

systbqrc abstrait nc rcprdscntant aucunc s,ituation physiqutt

cst donn6 par

*, : (*, _r)a

U' : (r +2)(y - L)(Y +2).

fixes tle ee systbrue sorlt les sulutiorrs vdrifiant

(* -t)Y:s
(n+2)(s-tXY*2):s.

6quption,nous obtenons n : *J' ou gr : 0 '

: tl nou$ obtenons quatre points fixes (1,1), (-1,1), (1' -2) et

, -2).

r@ si 0 celadqnne le point fixe (-2,0)-Donc, ce systEme admet cinq

fixe.

4.4 xemplp 3

Cet
les fixes. Le sgstbme est

illustre lb besoin d'utiliser les m6thodes num6riques pour trouver

{4.2)

(4.3)

Dans la

{O si

ln, == n5A3 + n2 +y2 - 4

\y'== nlu*n2-y2+L

corresporptlarrt ti'6quatiorrs alg6briques pour leri poilts fixes de ce

| *uat + n2 +y2 - 4:0
Irtg*r'-y'*1:0.
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llle systbme ne peut-0tre r6solu algdbriqlement. N6anmois, l{aple peut nous

aidd *, tro11ver nlmdriquement c;ette solttion' En fait, il nous donne la scule

solution qui est

(*,A) : (-0, ?'81?431847, -L,5304tt1384)'

4[.5 Points critiqures et Stabilil,d

iioit clonnd le svstbrne lindaire & tcfficients constants dans le plan

r: a,n* * a,nA et y: a21r * o'zzP

r:'cst-h-clirc /^ orz\.,X: f 'tt t-/r\an {IL
A

oi ddt.4 # 0" L'erigine (0,0) e.st le seul point critiqrre pour r:e systirne. Ilour

ritudier le type du point critirlue (0,0), il faut chercher les veileurs propres de

lla matrice A. Les cas suivants peuvent se prdsenter :

rP Yaleqrs proprs de A rdelles et distinctes .tr1 et '\2 :

r si .lr et 12 sont *l erigae strictement positif, le point (0,0) est dit

noeud imProPre instable.

r si .\r et )z sont *: sigrre stricternent, ndgatif, le pr:int {0,0) est dit

noeud impropre asympt6tiquement stable'

: si .\r et .\: sant de sipres diffdrents, le p*i:nt {0,0} est dit une $elle

instable.

O Valetr propre reeiles dout[es de A Ar : lz :

e si A est diagonalisah,le : ie point {0,0) e$ dit noerrd propre. .[l e8t

instable si .trr : trz >'S et asympt6tiqueu:rent stab'le $i 'h : lz < 0'
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r Si A est non diagonalisable : le point {0,0) est dit noeud excep-
tionnel. Il est i.nntable si A1 : Ir ) 0 et asympt0tiqueurent stable

si'\t:iz<0'

Lorsque les va,leurs propresrsrmt complexes et si )r : p*itl et,\2: ,\r, lm cas

suirru"uts sc pr6scrrtcrrt :

O Si p > 0 et q I 0, le pnint {0,0) est clit foyerr instatrle.

@ Si p < 0 et g I 0, le :point {0,0) est dit foy,er asrynnpt6t;iqu,eme:nt
st;able.

O Si p : 0 et g I $, le p*int (0,0) est dit cenl;re stable'

Prike de mnsulter les sch(im.as de divers points siur les p:tges ci-joints,

e fu4gplg 4.5.1 La nzafice du sys*F.me difr&'entiel suivant

*:U et y:-*

adrnet pour ra,leur' )r : d *f ,\2 - -i. Danc le poit:tt (0, 0) tst u:r ceatre stab.ie.

Par conbr*,

.La mafsj*e du eysfdme diffWentiel suivan*

i':r*g et t:*'11
admet paur vaJeur ir : -1 et \2 : 1. Donc Ie point (0, Cl) est un point se.lle

instalrla I

4.6 Stabilit6 selon Lyapunov

Considdnons lc systirnc difff,rcnticl {,S) n*n liniairc sttr lR*

lr: f (a), s.= (n1,.-. ,nn) € K, f : (ft,..' , f*).
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$r:it I/ unp ddrivabie de classe e* sur lR'. Alors

4.6.1 Cdnsiddraras Ie systbme diff4rentiel nan 1in6afue srx la plaa4E

strrdvant
t i-rgL et'!:gra
i

he point cyr]iique est (0p 0) et

DJr(0,t : (: :) ==* )r : Az - 0.

$:n ne pe$t fien dire d4,ns ce (:an. Soit V(r, A) : ua t y4 une, fonction d4frnie
positive. 4Jbrt

i dV AV. AV.' E:T*r+ *u=u'qa v.a

I)'apres te 

lJaorem 

e prefddent, le potnt (0, 0) est stableau sens de Lyapunav. f
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poirtt ftxeinsuble

ot2

Figure 5 : portraill de phase du systdme (4.2), prage (35).

Figure 6: courbe solrutirrn du systdme (exemrple 4.7.11, page (39).
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