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(e mémoire est composé d’une introduction et de 3 chapitres :

Tntroduction sur systémes dynamiques.
Exemples de systémes dynamiques.

Techuique et conception des systémes dynamiques.

® ® ® ©

Points fixes et stabilité des systémes dynamiques.
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Figure 1 : courbe de systeme (2.2), page (14).
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Figure 2 : courbe de systeme (2.3), page (15).
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Chapitre

Intmducjon sur les systemes

‘
a
I
|

“flémentaire ne veut pas dire facile & comprendre. Llémentaire veut dire qu'on n'a pas

dynamiques

besoin de connaiire grand chose & Pavance pour {...] comprendre.”

Richard Feynman 13 mars 1964

En mathématiques, en physique théorique et en ingénierie, un systéme dy-
namigue est un systeme classique qui évolue au cours du temps de facon 4 la
fois : ;

@ Causale, c’est-a-dire que son avenir ne dépend que de phénoménes du

passé ou du présent ;

@ Déterministe, ¢’est-a-dire qu’a une “condition initiale " donnée & P'instant

“présent”va o rrespondre a chaque instant ultérieur un et un seul état

“futur” possible.
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L’évolution déterministe du systéme dynamique peut alors se modéliser de
deux fagons distinctes :

s Une évolution continue dans le temps, représentée par une é&guation

différentielle ordinaire. C’est a priori la plus naturelle physiquement,
puisque le parametre temps nous semble continu.

e Une évolution discontinue dans le temps.

Ce second cas est souvent le plus simple & décrire mathématiquement, méme
s'il peut sembler a priori moins réaliste physiquement. Cependant, 1'étude
théorique de ces modéles discrets est fondamentale, car elle permet de mettre
en évidence des résultats importants. qui se généralisent souvent aux évolutions
dynamiques continues.

L’étude du comportement des équations différentielles est 4 l'origine des systémes
dynamiques. Les questions qui surgissent sonf de plusieurs natures. Elles con-
cernent :

e le comportement limite des solutions
e la stabilité des solutions par rapport aux conditions initiales

e la stabilité des solutions par rapport & des perturbations portant sur
I'équation différentielle.

Fu: apparence, le cas particulier des équations différentielles homogenes d’ordre
1 semmble étre relativement simple. Elles se résumnent a la donnée d’un champ de
vecteurs sur un ouvert d'un espace vectoriel réel, dont on cherche les courbes
dites intégrales. L’étude des champs de vecteurs a un impact en géométrie
différentielle.

Exn fait, la théorie des systémes dynamiques désigne couramnment la branche des
) ¥ \ i g

mathématiques qui s'efforce d’étudier les propriétés d’un systéme dynamique.

Cette recherche active se développe a la frontiere de la topologie, de l'analyse,
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Chapitre

Exemples de systemes dynamiques

Méthématiquement parlant, un systéme dynamique u sur R™ est une applica-
tion u : R" x R — R™ telle que

@®  ufz,.): R — R est continue.

@  ul.,t): R* — R" est continue.

@ u(z,0)==z

@  w(x,t+s)=ulz,t)+ulz,s) pour tous £, s € R, et tout z € R™.

Les systémes dynamiques sont cugendrés par des systémes différenticls sur R
formé par n équations différentielles du premieére ordre

dx
dt !
avec
I f}
z=] ! et f=1]":

Tn In

11
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olt U'on suppose que les f; sont de classe €". Le sytéme est dit non-autonome
lorsque les f; dépendent de x et de t. Dans le cas ol elles ne dépendent que
de z € R™, le systeme est dit autonéme.

Pratiquement, la plupart des exemples présentés ici proviennent, en majorité,
de la mécanique des fluides ou la mécanique Newtonienne. Ces deux do-
maines, présentent a eux seuls, un riche fournisseur de systémes dynamiques.
Donnons-en quelques exemples provenant de la vie courante et qui illustrent
le phynomeéne de systémes dynamiques.

2.1 Exemple 1 : Courant Circulaire

Soit le systeme d’équations différentielle :
=7y
Yy = —=x.

Les inconnues ¢ = z(t) et y = y(t) dépendent d’un parameétre appelé temps ¢
et les positions principales pour le temps dérivé:

1) a
:zr’z—iety i

ot ot

Une solution de ce systéme consiste en une paire de fonctions z, y qui statisfait
les équations simultanément. La paire de telles fonctions est ¢ = sint, y = cost
qui vérifie facilement :

(sint)’ = cost et (cost) = —sint.
Une telle solution peut étre considérée comme un courbe
alt) = (z(t),y(t)) = (sint, cost).

dans le plan R? :

12
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Y
g e
gl 3 h ' ! ~— Gi(t)
/‘/ F g \,
[ | ) \\ T
L\ /
\ ‘ - = i
I ) (0s Yo)
Courbes solution du systéme z’ = y et ¥’ = —z représentant le flux circulaire dans R2

En fait, la "solution générale” de ce systéme est donnée par :
z(t) = zp8in(t) + yo cos(t)
y(t) = zo cos(t) — yo sin(t). (2.1)

La solution générale s’écrit

a(t) = (zgsin(t) + yo cos(t), zg cos(t) — yosin(t) |

ot les zg, Yo sont des constantes. Il est facile a vérifier que le couple (z,y) est
une solution du systéme. On vérifie que a(0) = (o, yo) Ol Zg et yo sont les
coordonnées du point a(0) en ¢t = 0. Ainsi,

z(t)? +y(t)? = 23 + ¥5, Vt.

Donc « décrit le cercle 22 + y* = 2 ot 72 = x% + y¢. Donc, toutes les solutions
de ce systeme sont des courbes parametrisant des cercles de rayons variables
et centré a l'origine.

2.2 Exemple 2 : Ligne de stagnation

Cet exemple provient de la mécanique des fluides. Il est représenté par un
systéme non linéaire :

13
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¥ = sinh(y)
y" = sm(:r} (2.2)

o z = z(t), y = y(t) sont les inconnues. La solution peut étre considérée
comime une courbe dans R? :

aft) = (=(t), y(t)).

D’autre part, au voisinage de 0 on a sinh Yy=yet —siny = —z. Cedi peut-
étre interprété comme suit - le comportement de la solution de ce systeme est
identique 4 celui de la solution du systéme précédent, & savoir que la solution
décrit un cercle de centre 0. Mais, en s’éloignant de voisinage de origine,
le comportement des deux solutions different. En effet, la quantité &L =
(#(t),4/(t)) représente la vitesse d’une particule fluide & Vinstant £. Tl serait
alors utile d’étudier la solution de ce systeme en des points spécifiques. Ainsi,
ce systeme admet des points fixes, dits points de stagnation lorsque la vitesse
est nulle c’est a dire 2/(t) = 0 et ¥'(t) = 0 done aux points (z,y) tels que

sinhy = 0 et smz =10

Ce qui donne une infinité de points de la forme (kr, 0), k € Z. L’interprétation
de ce phiduomene consiste i dire que le flux du fluide va de gauche A droite avant
les points de stagnation ot de droite 3 gauche apres les points de stagnation.
La vitesse se calcule comme suit

v = Va'(t)2 4 y(t)2 = y/sinh?y + sin?g.

Or, sinz est borné entre —1 et 1 par contre sinhy tend vers 420 lorsque Y
tend vers +o0.

14
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2.4 Exemple 4: Flux de chaleur dans un cube

Soit b = 27 /sinh(2v/2x). Cet exemple traite d’un systéme & trois equations
différentielles :

-

= bsin(27z) cos(2my) sinh(2v/ 27 2)
= bcos(27z)sin(27y) sinh(2v/2nz)
= —1— V2bcos(2rx) cos(2my) cosh(2v/2rz). (2.4)

o

-

]

Il déerit le courant de chaleur dans Ie cube unité U = [0, 1] x [0,1] x [0, 1]. Bien
que le systéme est défini sur R?, on cherchons seulement les courbes sohution
a(t) = (x(t), (t), 2(t)) dans U. Visualiser une courbe en trois dimensions est
difficile, surtout si la courbe est compliquée en visualiser plusieurs et simul-
tanément relévera de I'impossible.

Le probléeme, ainsi décrit, provient d’une certaine distribution de températures
S{,y, 2) dans un cube au point (z,y,2). Le champ vectoriel du flux de la
chaleur est : —VS5 et —VS(z,y, 2) représente la direction de la plus grande
diminution de S au point (z,y,z). En théorie, les flux de la chaleur dans
cette direction et en chaque point sont les courbe a(t) = (x(t), y(t), 2(t)) qui
satisfasse

& (t) = =VS(alt)).

Les termes de cette equation forment le systome -

] —Sx(‘r> o, 5)
?j, = -Sy{@, ¥ 3)
Y = —8,%,y,2) (2.5)

On obtient le systéme précédent en considérant :
S(z,y,2) = 2 + (cos(2rz) cos(2my) sinh(2v2rz))/ sinh(2v/27) (2.6)
qui est la solution de 'EDP S;, + Sy, + S:» = 0. Les courbes solutions sont

représentées dans la figure suivante

16
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| / L~
- 1
3 A
~ <
/ 3 N~ Courbe solution

M

0

Cette solution doit vérifier certaines conditions aux limites, a savoir :

@D  Les cotés verticaux sont isolés

@  Le bas cst tenu & 0 degré

-

®  Lesommet est tenu & une température qui est S(z,y, 1) = 14cos(2nz
degrés au point (z,y, 1).

Notons que la température varie de 0 & 2 degrés du bas vers le sommet. En
utilisant le principe qui dit que

La température vas des endroits chauds vers ceux qui sont froids,

| T 1 5 7 1 S 5 W o e B A B 1

nous escomptant que le flux de la température vas ainsi du sommet du cube
et atteint le fond comme désigné dans la figure. En plus Ce systéeme n’admet
pas de points fixes.

17
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2.5 Exemple 5: Le probleme des 2-corps

Un des plus anciens exemples d'un systéme dynamique est le systéme des
deux corps. Deux corps de masses my, mg, s'attireent mutuellement 1'un
Vautre avec une force d’attraction le long de la ligne les joignant et de mag-
nitude rédproquement le carréd de la distance. Suivant la deuxicme loi de
Newton dynamique [accélération x masse=force|, le modele pour ce systeme
est représenté par le systéme de deux équations de second ordre suivant :

Gmymga(re — 1)/ ""?2
Gmuma(rl —r2)/13,

ff
miry

il

mary
ou
ri(t) = (@ (t), 11 (1), 2 (1)) et 1a(t) = (22(t), v2(t), (1))
représente la position des deux corps. Par commodité, on adopte la notation

?"lg(i) E{ T3 (i} - TQ@} !

pour la distance eutre les corps d Vinstant €. Ce qui nous fournit un systeme
4 12 équations de premiére ordre, & savoir :

Ty T W

3/1 = 1

2 = wy

I = m

Vo = 0

% = g

uy = Gma(zs — 11)/13
vp = Gmalys — 1)/
w, = Gmalza — 21)/T%
uy = Gmu(z: —22)/r
v = =Gy — w)/r%
wy = Gmy(z — 2)/r%

18
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En plus des six fonctions inconnues z;,y;,%;,¢ = 1,2, le systéme précité met
en exergue, implique les six fonctions w;v;,w;, ¢ = 1,2, qui représente les
composantes des vecteurs vitesse pour les deux corps:

Vi = (ui, vi, ws) = 1},
La solution est alors une courbe dans R!? = R x R? de la forme
aft) = (ri{t), ra(t), Vi(t), Val(t)),

ol t est dans un certain intervalle 7. Plus précisément, la courbe solution est
définie dans le 12-sous-variété O de R*? ot :

O=U xR’

avee
U={(rir2) | 1 #12}.

L’espace O est dit espace des phases du systtme dynamique.

2.6 Champs vectoriels et systémes dynamiques
Nous aborderons la notion de champ vectoriel sur un cuvert de R". Ceci
nous permettra de condidérer le coté géométrique des systémes d’équations

différentielles de premiére ordre.

Définition 2.6.1 Soit O nn ouvert de R*. Un champ vectoriel sur O est une

application
X:0-R"
définie par
X(‘T) = (Xl(x)a ) S-Xn(x)) re€0
et X1: 9 =R, i=1,---,n sont les composantes de X.

19
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Les champs VecmLels ont une interprétation géométrique importante : Pour
un point z € O, ﬁn interpréte X{x) comme un vecteur attaché au point x.
Ainsi, au lieu de dessiner le vecteur X (z) avec comme point initial origine,
on dessine ce point en partant de z. En dessinant ces vecteurs en des points
z,Y,2,-]-1 de O, (Ln obtient une figure géométrique de champs de vecteours.
La figure géométrique ainsi obtenue explique en plus 'origine du mot champ

. ) |-
vectoriel voir ﬁguﬂe ci-dessous :

0 (N

Définition 2.6.2
autonome :

\
@  Une courbe

deR" Siw
@ SiX estun

est une cou
antes :

a) aft) € O

On aborde, maintenant, la notion de solution d'un systéme

dans R” est une application « : I — R™ o I est un intervalle
est différentiable, la courbe est dite différentiable.

champ de vecteurs sur O, alors la solution du systéme
x’ = X{z)

rbe différentiable o : I — R™ vérifiant les propriétés suiv-

, pour toust € 1.

20
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b) o(t) =

Une telle courbe
du champ vect

Interprétation

géométrique :

e La proprié

définie en

@ La proprié

pom.: tout

tel

0
o (t)

(1)

X{alt)), pour toust € I.

est dit courbe solution du systéme ot courbe intégrale
toriel X :

té a) dit que la courbe @ reste dans O pour que X(z) soit
chaque point z € O.

té b) dit que « vérifie le systéme dont les composantes sout

X}(Cﬁ}(ﬁ), et ;Qn(t})
X2y (t), - . om(t))

XMau(t),--- (1))

21
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En fait,

signifie que
point aft) ¢
ci-dessous).

< Exemple 2.6.]

est associd au chan

11 est trés facile de
dessin de ce champ

o/(t) = X(a(t)),

 est une courbe dont le vecteur tangeant & la courbe au
oincide avec le vecteur X(a(t)) au méme point (la figure

Vue géométrique d’une courbe intéerale o de X

L Le systéme d’équations différentielles
¥ e A b
‘ ;Efl = 5('.1;1 -+ '.Ifg)
_ 1,
o = — 5%
ip de vecteurs X : R? — R? donné par

) 1 1
X(z1,22) = (5(&”1 + z2), —gxz) :

dessiner le vecteur X(z) en différents points z de R2. Le
de vecteurs est visible dans la figure suivante et donne une

idée une certaine idée de ce que peut étre X.

22
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X2
N\
PN
Point fixe \\' \\ T

\ & ® ®
NN\ 1 ~ / A
\\ \\ \ ] X1

Dessin de X(®1,22) = (%($1 + 23}, -—%ag}

Analytiquement : En résolvant la deuxiéme équation, on obtient 7o = bye~%?
ou by est une constante. En remplacant dans la premiére equation, on obtient
z1 = biet/? — 1be 2 Donc, la courbe solution (ou intégrale) est

4 . 1 5
Q(i) o ( bletfz = 'ébg(i_t/z, bgéf—t’/“) . B
N\

Enfin, les systémes dynamiques non-autonomes sont représentés par 'équation :

; o’ = X(1,»). I

(’est a dire lorsque le champ vectoriel X dépend du temps £.

23
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Noeud propre asymp-stable
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Selle instable

Neeud exceptionelasymp-stable
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Chapitre

Techniques et conceptions des systemes

dynamiques

3.1 Techniques, Conceptions et Exemples

Dans ¢e chapitre nous traiterons plusicurs excruples de systénes dynamiques
en détail. Ca scra une occasion d'introduire d’autres coucepts tels que les
champs de vecteur gradiants. On étudiera britvement la méthode d'Euler
pour résoudre numériquement les systémes dynamiques. La meilleure fagon,
est d’utiliser le logiciel Maple qui est un language adéquat pour obtenir plus
de précision sur la nature de la solution.

3.2 La Méthode Numérique De Euler

Pour simplicité, nous limiterons notre discussion aux systemes autonomes
' = X(xz),

Avec X : O — R” comme champ du vecteurs sur O.

25
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nous pouvons traiter de plusieurs maniére la méthode numérique d’Euler en
commencant par la méthode géométrique.

3.2.1 Le point de vue Géométrique

Supposons gue nous voulons déterminer une approximation de la courbe intégrale

~ qui commence au point ¢ € O en t = 0, ¢-a-d, la courbe v qui vérifie
7 () =X (v()
70)=c (3.1)

En dessinant le vecteur X (c) au point ¢ nous obtenons la direction de la courbe
intégrale qui ira loin de ¢, puisque

X(e) = X(+(0)) =(0)
est la tangente de v en ¢ = (0).

On construit un approximation polygonale comme suit :

Fixons k un nombre positive. faisons bouger le point ¢ le long de la tangente
d’une distance égale h| X (c)| (voir figure ci-dessous),

X(o)

26
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pour arriver au point

¢ =c+ hX(c).
Si le vecteur tangent X (c) n'est pas de magnitude trop grande, le point ¢; sera
presque sur la courbe intégrale v. En joigant ¢ et ¢; nous obtenons un premier
coté de I’ approximation polygonale de v. En partant de ¢; long de la ligne
tangente avec une distance de h|X(c1)|, on arrive au point

y = €1 -+ h4¥{€?1>.

En faisant la méme méthode qu’auparavant entre ¢; & cg, on obtient le deuxidme
coté de notre approximation polygonale de v. En répétant le processus N
fois, nous obtenons une approximation polygonale avec des sommats ¢y =
c,Cy, 600+, Oy qui sont calculé successivement par la

La Méthode d’Euler :

¢t = ¢ +hX(ey),
pour 7=0,1--- N —1.

L’approximation polygonale de v se fait dans Uinterval [0,7] ou T = Nh, h
est dit pas temporel, N est dit le nombre de pas temporel. La longueur
entre ¢; a cj41 est

lera — 5] = hlX ().
Lorsque le pas h est suffisament grand, la méthode d’Euler donne une approx-
imation non concise.

3.2.2 Point de vue Analytique

L'exactitude de la méthode d'Euler est basé sur le développement de la série
de Taylor de v :

2 7(“)

Vvt+h) = Z__i’flm

rd
—0 ol

L)
-l
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o

],..
= F(t)+h(t) + L;’}'"(t) =

En prenant juste les deux premiers termes la série Taylor et le fait que L) =
X (7(t)), nous obtenons :

vE+h) = ~(E)+ Y (L)
= ~(t) + hX(y(t)).

Ainsi. en commencant & 'instant ¢ = 0, on obtient :

70) = ¢

y(h) = ¥(0) +hX(+(0))
= c+hX{c)=¢

v(2R) v(h) +hX(v(R))

Qo

c1 + hX{c1) = e

Ici, ¢; évoque une approximation pendant que ¢z évoque deux approximations.

De la méme facon, les approximations a y(3R) - - - (N k) évoque approximation
de la série de Taylor et les approximations provenant des pas antérieurs. Vous

pouvez imaginer comment sont les erreurs accumulées sur un grand intervale

de temps. Ceci nous ameéne a dire combien est cruciale le controle du pas h.

3.3 Exemple 1: Ligne de Vortices

Le systéme de Edo-s est

g - Hnh(y)
' M(z,y)
A sin(z)
' M(z,y)’

M(x,y) = cosh(y) — cos(z).

28
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Le champ vectoriel pour le systéme est

o sinh(y) —sin(z)
X(z,y) = (M(m,y)’ M(z,y)

Et cela devient infini si M(x,y) = 0 (c-&-d, aux centres du tourbillon). Con-
sidérons le dessin de la courbe intégrale prés du centre du tourbillon (0,0) :
Si nous choisissons un point ¢ prés de (0,0), par exemple ¢ = (0,0.1), alors
la courbe intégrale v qui comnnence en zéro-temps, ¥(0) = ¢, est un fome
circulaire comme une courbe. Comme la vitesse du courant le long d'une
courbe intégrale est grande prés du centre du tourbillon, les approximations
mumériques de v seront pauvres & moins que le longueur du saut soit petite.
Comme le montre les cas suivant la valeur de h :

@ Sih=0,050utc](0,1]. Alors N =T/h = 1/0.05 = 20 sous-intervalles
de [0,1]. L’approximation numérique, qui est un polygone avec 20 cotés,
serait plus intéressante. Cependant dii & la grande vitesse, l'actuelle
courbe iutégrale v tourne autour du center du tourbillon 3 fois en une
seconde. Les 20 étapes ne sont pas assez nombreuses pour donner une
bonne approximation.

@ Sih=00lettcl01]. Alors N=T/h=1/0.01 = 100 sous-intervalles
de [0, 1], approximation serait un cercle. Ceci reste inexacte

@  Sih = 0,001 'approximation serait meilleure.

@ Site|0,10] et h = 0.01 alors T = 10, la courbe 7 tourne plusieurs fois
autour du centre du tourhillon (voir figure). Bien que l'approximation ait
la boune forme, son ¢paisseur indigque Vinexactitude de Papproximation.
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h=001 T=1

3.4
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‘\" //‘/ \:-.6“/

Champs de Vecteurs Gradients

Beaucoup de systémes 2’ = X (z) provienent de champ de vecteur X qui sont
des gradients de champs scalaire X = VF. Tous les systémes du courant
de la chaleur et quelques systémes de courants fluides sont de ce type. Ces
systémes sont spéciaux et Vinformation supplémentaire que nous obtenons sur
le systéme que nous obtenons de F' est souvent trés utile.

Définition 3.4.1 Un champ du vecteur X : O — R™ sur un ensemble ouvert

® C R" est appelé un champ du vecteur gradient s’il y a une fonction

réelle F: O — R, tel que

VF(z) = X (=),
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intégrale de X a une intersection avec chaque ensemble de niveau de F' d’une
maniere orthogonale. En dimensions n = 2 et n = 3 cette information utile
est souvent trés utile comme le montre le prochain exemple.

= Exemple 3.4.1 (Flux de chaleur dans une plaque carrée) Tous les flux
de chaleur provienent des champs de vecteur gradient, car les lignes des flux
sont les courbes intégrales du champs vectoriel du flux de la chaleur X. Par

définition, X = —VF ou F est la fonction température. Comme exemple,
considérons

F(z,y) = beos(2rz) sinh(2my) ou b:=1 / sinh(2m).

La distribution de température F provient des conditions aux bords ot le bas
du carré est laissé a 0°, le sommet est & une température variant suivant x
et F{z,1)cos(2rz) et les cotés sont isolés (i.e. les champs de vecteurs de
température X(0,y) et X(1,y) sont tangents 4 ces cotés, respectivement).
Ainsi

X(z,y) = (2rbsin(2nz)) sinh(2my), —27b cos(2mz)) cosh(2my)) .
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Chapitre

Points fixes et stabilité des systemes
dynamiques

4.1 Points fixes et Stabilité

Un nowbre important de systémes autonomes admettent des solutions tres
spéuiales, appelés points fixes, lesquels sont importants pas parce qu'ils sont
trés simples, mais aussi parce qu'ils déterminent souvent le comportement des
courbes intégrales gravitent auntour d’eux.

Définition 4.1.1 (Points Fixes) Un point ¢ € O est appelé un point fixe

du champ du vecteur

X:0-R" siX(c)=0.
Tout point fixe engendre une courbe intégrale trés simple (aussi appelé un
point fixe) du systeme autonome :

z = X{z).
A savoir, définissons aft) = ¢, pour chaque t € R. Donc

o(t)=0 et X(a(t))=X(c)=0 pour chaque t,
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1l est clair que a est une courbe intégrale. Les points fixes sont aussi appelés

points d’équilibre.

Les systémes dynamique n’ont pas tous des points fixes, mais leur existence

donme un apercu des antres solutions du systeme.

4.2 Exemple 1

Considérons le champ de vecteurs suivant

by* — %) —2bxy
@+ 22 (22 + y2)7

X(z,y) = (a+

Les points fixes de X sont les solutions (z,y) de Véquation X (z,y) =0, c-a-d,
du systeme algébrique d’équations

P o
&+ b_(?j__}_l =0
(22 + 12)?
—2bzy ,
T 0. (4.1)

La deuxitéme équation donne z =0 ouy =0 Si z == 0 alors a + b/y* = 0 qui
ne donne aucune solution réelle. En revanche si y = 0, alors

z = t4/bfa= L7

Dong, il v a deux points fixes (£7,0). lesquels dans ce cas sont appelés points
de 1z stagnation. Ces des points fixes instables.
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4.3 Exemple 2
Un intéréssant systéme abstrait ne représentant aucunc situation physique
particulicre cst donné par

= (2 - 1)y

"= (z+2)(y - Dy +2) (4.2)
Les points fixes de ce systéme sont les solutions vérifiant

(z* - Ly =0
(z+2)(y—1)(y+2)=0. (4.3)
Dans la premigre équation,nous obtenons x = +louy=0:
@ i z = 41 nous obtenons quatre points fixes (1,1),(~1,1),(1,~2) et
(—L —2)

@ Siy = 0 celadonne le point fixe (—=2,0).Donc, ce systeme admet cing
points fixe.

4.4 Exemple 3

Cet exemple illustre le besoin d'utiliser les méthodes numériques pour trouver
les points fixes. Le systéme est

¢ =a5yP+ 22 +y? -4

y =ty +z—y?+1
Le systeme correspondant d’équations algébriques pour les points fixes de ce
systeme est

PP+ +y?—4=0

Py+22—y*+1=0.
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Ce systéme ne peut-&tre résolu algébriquement. Néanmois, Maple peut nous
aidé & trouver numériquement cette solution. En fait, il nous donne la seule
solution qui est

(z,y) = (—0,7817431847, -1, 530451384).

4.5 Points critiques et Stabilité

Soit donné le systéme linéaive & ceefficients constants dans le plan

T = anx + apy et Y = a1 T + Aozl

X _ (Gn am) X
o1 022
R

A

¢’est-a-dire

ot détA # 0. Lorigine (0,0) est le seul point critique pour ce systeme. Pour
étudier le type du point critique (0,0), il faut chercher les valeurs propres de
la matrice A. Les cas suivants peuvent se présenter :

@  Valeurs propres de A réelles et distinctes A; et Ag :

e Si A, et )\ sont de signe strictement positif, le point (0,0) est dit
noeud impropre instable.

e Si A\ et o sont de signe strictement négatif, le point (0,0) est dit
noeud impropre asymptétiquement stable.

e Si )\ et A sont de signes différents, le point (0,0) est dit une selle
instable.

@  Valeur propre réelles doubles de A A; = Ay :

e Si A est diagonalisable : le point (0,0) est dit noeud propre. Mest
instable si A\, = )2 > 0 et asymptotiquement stable si Ay = A2 < 0.
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e Si A est non disgonalisable : le point (0,0) est dit noeud excep-
tionnel. 1l est instable si A; = Ay > 0 et asymptotiquement stable
si /\1 == )\2 < 3.

Lorsque les valeurs propres sont complexes et si A, = p+ig et da = Ay, les cas
suivants sc présentent :

@ Sip>0etqg+#0,le point (0,0) est dit foyer instable.

@ Sip< 0etq+#0,le point (0,0) est dit foyer asymptétiquement
stable.

® Sip=0etq+#0,le point (0,0) est dit centre stable.

Priére de consulter les schémas des divers points sur les pages ci-joints.

< Exemple 4.5.1 La matrice du systéme différentiel suivant
T=y et p=—g

admet pour valeur A\; = i et Ay = —i. Donc le point (0, 0) est un centre stable.
Par contre,

La matrice du systéme différentiel suivant
z=z—y et g}=~£’

admet pour valeur Ay = —1 et A\, = 1. Donc le point (0,0) est un point selle
instable. B

4.6 Stabilité selon Lyapunov

Considérons lo systéme différenticl (S) non lindaire sur R™

I-‘—’f(.?), €r= (551:"' ;xn)ERn) fz(fb ,fn)
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Soit V une fonction dérivable de classe €™ sur R™. Alors

dV =0V i .
’El—t- = - 0_;1;;.']‘;:(:51’ e ,.’Iin) =< gra.d V (3),f(.’1?) Sy

le systéme (S), il existe une fonction V (z1,- -+ , z,) telle que

% o= gT&d V(:U),f(x) >

Théoréme 4.6.1 (Théoréme de Lyapunov sur la stabilité) Si pour |

soit de signe constant opposé a celui de V ou identiquement nul, alors le
point critique (0,--- ,0) est stable au sens de Lyapunov.

=" Exemple 4.6.1 Considérons le systéme différentiel non linéaire sur la plan
suivant

' 4

T=xy et y=yx

Le point critique est (0,0) et

00

0 0>:/\1:)‘2:0'

Df(0,0) = (
On ne peut rien dire dans ce cas. Soit V(z,y) = z* + y* une fonction définie

positive. Alors

E{Z_._‘?_‘{¢+ﬂ--g
dt O 8yy_ '

D’apres le théoreme précédent, le point (0, 0) est stable au sens de Lyapunov. W
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i

. R

45 ="
T ——
o
\$\
o . <
cycle limit+— 1 point ﬁxeinstable

Figure 6 : courbe solution du systéme (exemple 4.7.1), page (39).
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