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lgR6sum6

La premidre partie de ce m6moire est consacr6e ri, l'6tude de lb, thdorie de

Darboux, cette mdthode qui permet de trouver une int6grale plemidre pour

des systdmes diff€rentiels polyn6miar:x planaire de la forme :

I l,t: P(*,U)

I i: Q@,y).

Nous illustrons ceci d travers diffErents exemples.

Dans le seconde partie de ce m6moire, nous abordons la notion dg cycle limite

porr rm systdme diffdrentiel non lindaire. Nous norrs intdressons d un critdre

de non-existence des cyclm limites qui est le facteur int€grant iriverse.
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lgAbstract
The first part of this memory is devoted to study the theory of Darboux,

this rnethod allows to find a first integral for planar polynomiall differential

systgms of the form :

[ *: P(*,a)
t s : Q@,il-

\Me illustrate this, tluough rarious exaruples.

In the second part of this memory, wa discuss the notion cyclB limit for a

non{near differential system. We are interested to a criterion of n]on-existence

of linit cycles that is the inverse inte,grating faetor.
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Introduction

lEn 1878' Darboux a montr6 que l'on peut corLstruire un facteur int6grant
licu une int6grale premidre) rl'rm systdme diff6re:ntiel pol5,p6s11ial plan;rire qui
possdde un nombre suffisant de courbes alg6briclues inva:riantes.

En particulier, il a prouvd que si un systdrne porynOnriar de degr6 rl a au
moins m,{rn * 1)/2 courbes alg6briques invariantes, alors il a une int6grale
premidre. La meilleure am€lioration des rdsultats de Darboux est gErice d,

'llouanolou en 1g?g, Prelle.singer en 1gg3 et, singer en 1gg2. Jouanolou a

montre que si le nombre de courbes alg6briqur:s invariantes d'un svstdme

prolynomial de degr6 m est au rnoins 2+fnt(rrt +1)l2l,alors le systdme a une
imt6grale premidre rationnelle, et par cons6quent toutes ses solutions sont des

c'ourbes alg6briques invariantes.

ce m€moire comporle lrois chapitres. Dans .[e premier chapitre, on ratrF

Srelle certaines notions pr€liiminaires sur les systdmes difllerentieis plapaires.

I,e second chapitre est consacrd d,la recherche des int6grales prernidres pour

dies champs de vecteurs polyndmiaux. Pour cela nrous introduisons les notions

d.es courbes alg6briques inveria,ntes et facteurs int6grants et nous appliquons

ar:tte mEthode sur diff6rents systdmes. Dans le dernier chapitre on s,inl,6resse

i la non-existence des cycles limites pour des systdrnes diff6rentiels potyno-

rrliaux planaires. nous introrluisons la notion de lhcteur int6grant inverse.
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HAPITRE

NOTIOI\S PRELIh{IINAIRES

ce chapitre comporte un rappel succinct sur la th6orie qualitative des

Syst€me dynamique

tion 1.1.1.

un systime dynamique sur E est une application continuemer[t diffEren-

O:lRx E-+R

E dst rur sorus e.nsemble ouvert dans iR', tel que iD1(r) : O(t,c) sati.sfait

1. $6(r):s Vre E

2. i$r o O"(t) : Or+,(r) Vs, t € lR et r e E.

ue 1.1.2. Un systirnc dynarniquc sur. E cst lirfiain: si

Q(t,at + 0y): cr0(t, r) + BA(t,y) Vo,, g,t € lR et *,y ff E.

6
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Exemple 1.1.9.

Soit l'application

O : iR. x iR2 -+ IR.2

&(t,r): ( t' "u-) 
*

"y"),

et pour rs € lR2,

@(o,r)-{to\= \ o L ):c:x

Q(t,r)oo(s,r) : ( t' "9, ) ( t"
( 32"tzt o \
\ o "-".-, )

:(e2("t') 0 \
\ o 

"-b+il )
: iD,+r(z)_

L'application O est un systdme dynamique dans lR2,

1, rs) est Ia solution du problime d, valeur initiale

:An
:fra

o)
-1 )'

{ "r,,

o-{2"-\u

T



Flot d'un syst€me diff€rerntiel

nition 1.3.1.

Soit le sysldme diffdrenl,iel non lin6aire

*: "f{s) i1.3.1)

la condition initiale r{O} : fil, $o € -9, .E ,sst un sous ease.mble ouvert

Rs,et f e Ct{E}.

it 6(f,rs) la solution de (1.3.I).

L'ensemble des applications ![rz dEfiri pa,r

iFr(so) : ib{i, rs)

appel€ le {lot de 1'6quation difi6rentielle {1.i.1).

arque t.3'2. Le fl,ot est dit autsndme ti, f ne d.dpend. pas enpri,ci,tement

temps t, sinon i,l est di,t non autonflrne.

D{pasrErrs}r1. D! M Al'JrExal,tauDs
UBryeRsJl{ Og MaJ lg4g-c!DL&A

1.2 Syst€me quedratique

Un systdme quadratique dans R.2 est de la lbrme

{ : : o-o,o * rt1,jr * ao,ry * a,2,sr2 * &1,1:Dy * ao,zlf
t t : &0,0 * b1,sr * $o,rg * bz,otz -t \,.12g -l hpYz

Un syst€me quadratique dans R3 est de la formLe

I l: -: ao,o,o*or,o,or*a2,s,qr2* ea,r,og*a,1,1,s:c!+oo,r,og1*€s,g,1z *a1,s,1rz*as,1,1!z*as,s,2zz

1 or-3'l':l b;,a,ot*h,*,*{+fu,',;t +brjr'i'ru+t,'i,''ri:*bs,o,1z*bLn,gz*bt,uruz*bs,s,2zz
t 2:co,o,o*cr,o,0fi *cs,s,stz *co,r,og *raJpxc1*coppgz *cs,s,tz*c1,s,1fr2*cs,.1,1!z*cs.o.zzz
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L.4 Portrait de phase

Soit le svstOrue diff6rentiel

[ *: p(r,a]

L i: Q@,a)

P et Q sont des polynOmes en r et y.

(1.4.1)

solrrtions (n(t)'y(t)) d' systdme (1.4.1) sont reprFsentdes crfins le plan
.r, g) par des courbes appeldes orbites.

points critiques de ce syrstdme sont des solutions constanteg. La figure

des orbites de ce systdme ainsi que ces points critiques fepr6sent6s
lp pian (c, y) s'appel le portrait de phase, et le pla,n (a, y) est appeld

.5 Points critiques

tion 1.5.1.

Le point rs € Rn est appeJo un p<-rint critique ou poirrt d'6quilibre du

(1.3.1) s'il v6rife

f(*r):o

.6 Solutions et solutions p6riodiques

Soit le systdme diff6rentiel

h-r,^,,
dt:I(n,t), r€lRo,t€lR. (1.6.1)

sdution de (1.6.1) est une fonction de cla.sse cl sur I un intervalle rle

: t 1 r (t) telle que :



Us:vtssrrC 0B Mat 1948-GuELMr
D6pllrevsrr DE LtarE6uATta;E€

i {t) : t (t,n (t)) , Vr e i.
,D6finition 1.6.1.

on appelle solution pdriodique du systdme (1.6.1), toute sorution r(r)
l;elle qu'il existe uil nornbr.e f > 0 v6rifiarrt

Vt e [0, T] : r(t * T) : 4s1.

l"'e plus petit nombre ? qui convient s'appeile alors p6riode de cette solution.

n.7 Stabilit6 d,un point d,6qrrilibrcr

I.)6finition L.T.L.

Une solution O(t) du syrtdme (1.6.1) telle que O(r0) == iD' est dite stable
a:u sens de Lyapunov si quer que soit e > 0. il existe un d : d(r) > 0 t;el que
pour toute solution r(f) de (1.6.1) vdrifiant r(16) : so s+

ll "(*') - o(rr) ll S a o" aura ll n(t) - o(0 ll < ,. v, :: rn,

c''est A dire :

o(r)/otr.l:oo est stable ssi v e ) 0, I d > 0. telle que ponr toute solution
:xtl,.t) f "6o1:,0

ll "(*o)-o(to)ll .6*v*>0:ll r(t)-o(t)ll <r.

Iii, de plus de cette d€finition on a :

,I1L ll n{t) - o(r) ll: o.

On dira que Ia solution O(*) est a"synrptotique,ment stable.
r'a solution de (1'G.1) o(t)/orrol:oo est dite instabre si pou:r d > 0 aussi petit

10
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rque I'on veut, l'in6galit6 vt > 0 
' lr n(t) - o(t) fi< e n,est pas v6rifi6e pour au

:moins une solution r(t).

1.8 Lin6arisation

D6finition 1.8.1.

Consid6rons le systdme

*: ,f (t,r) r € lR., I e IR (l.g.n)

Le systdrne

oil

i;: Ar

A : Df (ro)

- 
( ofn , ,,\ (1.8.2): 
\*\ro) ) , 

11 i,,i l rt

et

/("0) : o

est appel6 le lin6aris6 de (1.S.1) en c6.

Fl:r:emple 1.8.2.

Soit le syst,dme diff6rent,ie"l

{ 11 -2n2t+rl-2
I i, :n2

t@): ('"'+;f -'?)

11
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Lm points critiqum sont

(-1,0) et {1,0)

Ona

I. Au point {-1,0)

{ i: -Art
I rt -fr2

alors le syst€me lin6aris6 est

{ i} - -Art
| frz :frz

2. .Lu point (1,0)

Df(t,o):(fi ?)

alors le systdme lin6aris6 est

Drtr): (u;' Y'; )

Df {-L,o): ( ;n ? )

t2
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D6finition 1.8.g.

Le point critiqrre i!6 e.st dit hyperboliq'e de (1.8.1), si a.crrne d.s varerus
proprss de la matrice jacobien ne D f (ns) n,a pas de partie r6eile hulle.

l'9 classification des points critiques

copsid6rons le systdme diff6rentiel lindaire ri coefrcients constants :

D6peerwerr DE MarnfulrreJE

(1.e.1)i: An

o{r r =+ (*t,.' -,",o) e* A 
'ne 

matrice ea*6e inve.rsible rl,ordre 2. soient
'11 et )p les valeurs propres de cette matrice. on distingue les {iff.rentes
clp^qsifiqatiou pour le poi rt critique hyperbolique ,, : rs serorr lEs valeurs
propres de A.

1. ,\1 et .\2 sorrt r6elres rro' rrulles et de sigrre tliff6rerrt, re poirt critiqrpe .x : :r;o

est un point selle, il est toujours instable.

13
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t- FrcuRs 1.1 - point de selle

Qxemple 1.9.1.

SOit le systdme

! 't :2x*Y
lt) --y

LE point critique est (0,0), la matrice A est

A:(2 o \\0 -1 J
Lep valeurs propres sont

lr : 2 et .\2 : -1

alqrs le poiut critique (0,0) est uu poirrt selle.

L4
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2, )1 et )2 sont delles de m6me signe

- Si .\t ( ,12 ( 0, le poirit critique t::EB est un noeud stable.

- si 0 < ir ( ,\2, le point critique tr: tr' est un noeud instabre.

- si )1 * )z : ), le point critique fr: tr'est un n*eud propre, il est
stable si ) < 0 et instable si .l > 0.

FtcuRs 1.2 - Point noeud

Exemple L.9.2.

Soit les systdmes diffdrentiels

a)
: -2fi
--v

Les valeu?s lxoprrx sont

At: -2 et ,12 : -1

alors le point critique (0,0) est un noeud statrle.

{;

rpe{d$fs&b fiosndinsfstfs

15
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b)
:2t
:y

Les valeurs propres sott

)r:2et)2:l

alors le point critiqrre (0,0) est rrn aoeud instable.

['t :-3s
t t --3;t

Les valeurs propres sont

)r:)r--3,
alors le pcrint critique (0,0) est un noeud proprc stable.

! 'n :3r
t t; -rY

Les valerus propres sont

)r : )r:3,

alors le point critique (0,0) est un noeud propre instabrel

)1 et .\2 sont des complexes conjugu6es et Im(.\1.2 * 0), alors le point
criltique n:no est un foyer. Il est stable si Re(,\1,2 < 0) et i4stable si
Re(41,2 > 0).

{;

q)

d)

16
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FtcuRn 1.8 - point foyer

$xemple 1.9.8.

Spit les deux systdrnes rliff'6rentiels

a)

['t :A
l. t --!r-a

Les vsleurs propres sont

r --l , .rfr/t7,2 : T *'T

Re()r,z) < 0

alors le point critique (0,0) est un foyer stable.

b)

{: :a
f. g - -r*y

Les valerus propres sont

t7
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)r,z: **t*
Re(,\1,2) > 0

alors le point critique (0,0) est un foyer. instable.

4l' '\1 et )2 sont imaginaires pl[e.s, arors re point critirllle tr : .r0 est un
centre, il est stabre mais n'est pas asymptotiquement stable.

FtcuRn 1.4 - Poiut cerrtre

E:remple 1.9.4.

Soit le svsl,dme

Les valeurs propres sont

)t,z: ti\/6

alors Ie point critique (0,0) est un centre.

I t' :3a
l. g :-2r

18
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f .lq Systdme Hamiltonien

Ddffflition 1.10.1.

Soit ^E un ouvert de lR?, et H e Cr(E) tel que

H : H(u,y) &yec n.y € lR'.

tin sy{tdme de la forme :

.8H
0y

it:-y
OT

ry:(oH oH gs\' 0H0r \O*r'0*r'"''G) ,6:

est appfl6 systdme hamiltonien d n degr6 de iibert. dans ,8.

Exemlle 1.10.2.

Soit le systdme difidretiel

I t -Ass+r
t t :-(4r3+y)

Posoirs f (*,il : 4!!" * r e;t g(n,y): -(4rs * y). On 
" YI 

:
donc il Siste une fonction .FJ tel que

/ AH AH\
\ rr' a* ) 

: (f {''Y)'g(u,il)'

(1.10.1)

(0H 0H af1\7
\A'6'"'' on")

ff: ',

19
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Le systF.me s'6crit

i :f@,a) aH't: 6;\r'a)

it ,= _s(n,il: _ff(r,,u)

ealculorm H(*,A)
dH

W:4Y3+u
donc

Ht*,y) :y4+r,ytu(u)t

AH
A; : lt + it'(r) : 4t3'+ lt

dr:nc

ilfu) :4*s

et

u(r):ra+cte.

On trouve ainsi

Ht*,Y):n4*y4+ry.

1.11 Cycle limite,

Di!finition 1.11.1.

un cycle limite c du systd:me (l.a.r) est une orlbite p6riodique isol6e da*s
Ji'espace des phase. ceci signifie qu'il existe un voisi'age dr: c dans leq'el ir
n'y a pa8 d'autre courbes fenn6es.

20
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Ftcunl: 1.5 - Cycle limite

Exempfie 1.11.2.

Soit [e systdme

y :$*ay-ay(s2+a2).
teJ qrre .,f € R e,st us paramdtre.

i :ar(I_r2)
0 :1

r:0€+r:0,r:1et r:_1.

Aprds Ffsage en coordonn6es polaires (r,0), ce systdme se d6couple en

d'ori

2T
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r:0 et r: -L soat rcfus€s.

Pour f : 1, on a I'orbite pdriodique

{r{t),y{t)): (cos{f * fo), {sin{f + g0})) avec f{0) : po.

cette prbite p6riodique est un cycle limite stable pour a> 0, et in$table pour
a( 0.

si 4r:0 le svstdme a une infinit6 d'orbites pdriodiquas, et iI nrv a pas de
cycle limite.

Remagque 1.11.3. Les cgeles l:funites *pparei,ssmt seulanent, dwts Iu sys-
times rtiff€rentiels non lin€a,ires.

1.LZ M6thode des fonctions de Lyapunov

Soi{ u(rr, xz,t. . ., rrr) une fonction diff6rentiable

Soit le pystdme :

ff : !rt*r,nz,. ..,s,), i :6, (1.1?.1)

#:EW#:Effir'u't (tLzz)

Si r{t} * (r1(t),...,r,'(r)} satisfait {t.rz.1}.

22
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@rtue 1.12.L.

Si ponr le qrstdme {1.12.1), il existe une fonction u(t1,fi2t...,r".) de

signe ld6fini, tel que :

d,u -a' au(u)

":!:-ffif'("''"''rn)
est ulre fouctiorr seuri dOfinie (de sigue irrverse de u(r1, ...,n,") otr ideutiquc-

ment nulle) alors Ie point critique (0,...,0) du systdme (1.12.1) est stable.

u(ry,[z, - - . ,fr,,) est dite fonction de Lyapunov.

Porr la dEmonstration voir ([2]).

Exerftple L.12.2.

S$it le systdme

(0,0) le point critique

soit {(r, U) : xa + Y4, d6finie Positive;

#: #nfu,v\ + Hro,s) 
: 4:f (-rv4) + Avs(vra) = 0

dCfini tel que
da Sar(r) ",;:>)ffir't*""''nn)

23

f, - -nY4: f'(''a)

# :an4: fz(r,a)

=+ (0[0) est stable-

Les drbites v6rifiant trn(t) + yn(t): c, (c > 0).

ThAbrdme 1.12.3.

Sl pour Ie systdme (1.12.1), il existe une foncl,ion u(n1,fi2t . . ., r,,) de signe
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CHAPITRF 2
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Pour *n champ de vecteff de dimentioa de'x,, l'existerrce d,iategrale pre-
midre ddtermine compldtement san poriraii de pham. Les c&smps cle vecteurs
pla*aires Im plus sirnples qri orrt u*e i*t6grale ,prernidre sont Ies Hamilto_
niens' Les charnps de veeteu:s planaires iriiqrabl:s qui ne soni pas Hamilio-
nie.ns sonl gen€rale.menr tr6s diffciles A rlF,te.r:ter. Dans *e r:hapitre on e.t*6ie
l'existe*ce des int6grales premisres pour les cllam5s de vecl,eurs poryndrniaux
par la theorie d'iatdgrabititd de Darboux.

2.L D€finition et notation

u'syst*'re p.lynorrrial est u'systdrne tlifi€rerrtiel tle la frrn'e

d,r

d, 
: *: P{s,yJ

du

E:a:Q@,a)
{2.1.1)

28
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*u bisn

dy _ p{*,y3

*s Q{*,:r}
ori P et Q so't des poly'0mes des veriables r et y d, c.efficierrts complexes.
Le degr6 rru du systdme polyndrnial (2.r.1) est Ie maximum de degr6s des
polyndrnes P et Q.

On note

m: max{d,eg p,deg e}.

2.2 Intdgrales premi€res

on note par F I'ensembre R o* c et par F-proryndmiiar Ie systdme pory-
ndmial (2.1.1) des variables #, gr A, cne.fficients dans F.

D6finition 2.2.t.

Le ciramp de vecteurs x associi au systdme (2.1.1) est d6fini par

x:p++a*dr -dg

Le systF'rne P-polyndmial (2.1.1) est intdgrable sru pn sous ensenrhle 
''vertU de Fz s'il existe une fonction ana\"tique non constante

H:U -+ F

appel6e int6grale prenridre drt systdme (2.1.L) slr [/ et el]e est consta't,e srrr
toutes ies courbes integrales (r(t),y(t)) du systdme (2.1.1) r:ontenues dans [/;
i''e, II(t(t),a(t)): cfc pour toutes les valeurs de f pour les,quelles li-r, solution
(r'{t),g(t)) est d6finie et appartient d t/. clairernent J/ est une int6grale
premidre du systdme (2.1.1) si et seulement si

XI,f:pH,+eHu:0
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D6finition Z.Z.Z.

soit u un 6ous ensemble ouvert de ,F z. on dit qu,une fonction anarytique

H(*,A,t):UxF-+F

wt un invariant du champ de vecteurs X sur t) si H(r(t),AU),f) _ de pour
toutes [es valeurs de r tele que ra solution (n(t),y(t))est d6finie et appartient

^u.
Rerrafque 2.2.8. si un i,nuariant H est i,ndipend,ant d.e t arors c,est une
integmle premiEre.

2.3 Facteurs intdgrants

soie[t u un sous ensembre ouvert de Fz et R ; u -+ F une fonction
analyticlue n'est pas identique.ment nulle sru I/.

D6ffnit[on 2"9.1.

La ftnctron -B est un facteur int€grant du systdme F-poryn6miar (2.1.1)
sur u si au r'oirrs urre tles c.'diti.rrs suivarrtes est v6rifi6e

i) a(n4) 
- -a@Q).0n0y

ii) d:iu($P,fte) :0
iiil Xn: -/J d,i,u(p,e)

ori la divprgeuce du charup de vecteur X est ddfiuie par

OP,AQ
er- aa

d,iu (X): dtiu (P,e):

Les condition z), ii),iii) sont dquivalentes.
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ve. r) =+ df)

DEpaTTEMzNT oe MrraEulrtq;rs

ryll : _t(l Q) .* q(BP) , o(RQ : o0n -Aa --" -6; - -0r,

fr clh, (R,P, R,e) : A

d'on f[).

ti) +,6.tt)
.s/ D r"\

d.iu(RP. RO\ _ a@P) * affiQ)-T - 
^pu

0x 0u
:p#+nff"+aff"nQ
::.#.o#.*i#l .#,
:Xfi+Rd,iu(p,e):0: t\I{* Hd,iu (p,e):0

=+ X4: -l? d;iu (P,Q)

-0

d'orl fa[).

ffz) =+ a).

xR :p#nA#
--R(#*#t
: _*#-r#*i.#:.#-:oH**#

H (*,y) : f *,r*. ri p(*,u)rt+t + h,1n1 (2.3.1)
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oti h pst choisie telle que
OH

6: -n'Q

alors

*: or:+, *,@: Re: -Zy eB.2)dt 0y' dt -'"o - -f
Inlrersement, on donne une int6grale premiire -Fr du systdme (2.1.1), on

peut lrouver un facteur int6grant .ll pour lequel (z.J.z) est satisfait-

systdme !'*polyndmial (2.1.1) a deux facteurs intdgrants .fl1 et R2 sur

ensemble orrvert {I de F2, alors dans },ensemble orrvert #\{R2:0}
ion R1f R2 est une intdgrale premidre.

& est un facteur int6grant, il satisfait XRi: --R* dl,u (p,O) pour

le

la

Preu

orfi,., _ (xftr)fi2- Rt(xftr),rrE;)_T

_ -h d,i.u lP,Q)Rz*! hRzdiu (P,Q) __ u
n4

la propcxitiorr est d6urontr6e.

30
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2.4

D6fi

Courbes algdbriques invariantr:s

f e Cfn,yl une fonction non identiquement nulle.

alg6brique {(*,d: 0 est une courbe alg6brique invariante du

F-polyn6rnial (2.1.1) si pour un polyndme K e C[r, y] on a

.i : xf : PH* oH: Kr. {2.4.1)

Le polvndme K est appel6le cofacl,eur de la courhe a,trg6briquq invaria"nte

f:0
()

de916

note que, si le systdrne polynOmial a un degr6 rr, le cofacteur K a un

- 1 au plus.

2.4.2. Dans la difinition de la courfu alg€bri,que ,i,nu&riante

f: on $qlpose que cette rnrrlp. soil wm,plese, c,e^sl.;d,-rlire j e Cl*,Ul

m€me dans le r*s d,'an sgstime palgnlmial rex,I. Car on uerra c,est, du au fait
is pow'Ies systirntx r{els l'esiste*rc il'i,*tigrule prenrihe rdelle pe'ut

pr l'eri,stence iles caurbes algibriques inuu,riantes compleres.

on aoit pour la courbe algi,bri,gue iwtariante d,'u:"n systime riel, on

systhme polynAmial en m,plene.

le svstdme r6el (2.1.1), .f : 0 est une courhe alg6brique invariante

cofacteur K si et seulement si ] une courbe alg6brique inrariante avec

wrc

Etre
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pU * r:,9! :TT0n - 0q '-r'

consdquent, 7 : 0 est une courbe alg6brique invariante avec le cofac-

du systdme (2.1.1). La rdciproque est similair.e.

08 Mrr 1945-Guelvr I)Eprerwenr DE MaTHEMATTa;E

. on suppose que 
"f 

: 0. est une courbe alg€briique invariante avec

I( du sysl,ime polvn6mial r6el (2.1.1). puisque p eL e sont des

r6els, en prenant le conjuqu6 de (2.4.1), on olbtient

+ K;f g: (Xf)s+ f (Xg) + Krf s+ KnJs: {Xf)s+ f {Xg).

teur

on

()na

f , g € C[*,Al.On suppose que 
"f et g sont prennriers dan6 I'anneaux

Alors pour un systdme plyndmial (2.1.1), f g == 0 est rrrne courbe

inrnriante avec le cofacterrr Klnsi et seule.msrt si /:0 e.t g:0
courbes alg6briques invariantes avec le cofacteu:r KI :0 et Kn : g

nerrt et Kf n: I{1+ I{n.

.Ona

x(fs):6f)s+f6d. (2.4.2)

On que 
"fg 

: 0 est une courbe alg6brique invariante du sys{dme (2.1.1)

&vec cofacteur Kyo. Alors X(f g) : Krolg est par l'6galit6 (2.4.2), nous

Ktnf g : (X f)g+ f (Xg), puisque f et g sonb premieres entre eux,

que 
"f divise XJ et g divise Xg.

la derniere 6galit6 par .f, on obtient

Ktg+Kos:tfflu+IVs)
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$l on

tdme

par Kr le quotient 
# "K" 

Ie quoti e\r I! alors on obtient

Krg + Kng : Kfg + Xg + K'g : Xg

aiors 
N 

: 0 est une courbe alg6brtque inva,riante avec lra cofacteur Kn:0,
ou faif Ia urOrne chose on trouve aussi que "f 

: 0 est utr,e courbe algGbrique

invari{nte du systdme (2.1.1) avec le cofacteur K r : 0,

et Klj: Ky * Kn.

on srrppose que .f :0 et, e:0 sont des corubes arg6briqrres inva,riantes drr

(2.1.1) avec Ie cofacteur Ky el Kn respectivement, alors X/ : Kf f
: Kng d'aprds l'6galit6 (2.4.2) or aet

X(ld: Krls * IKse: tKr + K)[g

K1* I{n: I{f o alors X(/'9) : Kto$d.
cons6quent fg : 0 est une courbe algdbrique invariante du sys-

.1.1) avec le cofacteur K jn.

ition 2.4.5.

que .f € Ct", y] et soit f : f?' . . . t:, sa factorizaXion en des

wt

De

fac irr6ductibles sur C[r, g]. Alors pour le systdrne (2.1.1), f * 0 est une

alg6brique invariante avec le cofacl,eur I{y. si et seulemenl{, si S :6
courbe alg6brique invariante pour i: 1,...,r avec Ie cofacteur KIo.

Kf:r\Kyr*...*r4Ky,..

g€briq

D'aprds le lemme {2.4.4), on sait que "f : 0 est une courbe al-

invariante avec le cofacteur K.i. si et seulement si fi' = 0 est une

algEbrique innariante pour,i: 1,...,r, avec le cofacteu:i Kr-i, en

! : Kf, * .. .*Kg".

33
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xt; _ x(h,)ft - x(h,)h,
h,2

_ Kh,(h,)fl - (h,)4!!h
h2

- 
(K n + e'K + o(t@ s + o(sz\)Knh

^h2
_ Kn(hz) + eKngU sK(h2) +"h2a(a2) + Knhog\ _ Kn{hr) _ esK1,h _ I{6ho(cz)

: eK + o{e2)

x (rfr*) : ]rfi:rfi-'xrfr
: Irtfil:(t + o(e)) (eI( + {,,(r2))

: (K + "f'l)tf)*
consGquent Ia fonction

!

r K + o(e). Qrrand e tend vers zF,ro, l'expression cidessrm te.nd

+
T

o(e')h+eg

ale

vers

(2.5.1), orr obtierrt que

*u t*) (2.5.1)

(2.5.2)x (envt#l) : x*p (#)

Par

la

de916 plus rn - L.

, la fonction (2.5.1) satistait 1'6quation (2.4.1). De rn6me que

alg6brique invariante, la fonction (2.5.1) pos.sdde un cofacterr de
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D6finition 2.5.1.

Soient h,,g € C[*,1il, sllpposons qlle h,g sont premiers entre erx dans

Ck,y[ ou que h: L. Alors la fonction erp (g/h) est appel6e un facteur

expouerrtiel du systdrne i'-polynOrnial (2.1.1) si pour urr polyn6ure

K e {ln,yl de degr6 au pirrs rn-7 satisfait l'Equation (2.5.2). Comme avant

on dit que K est le cofacteur du facteur exponentiel erp (glh).

Rem4rque 2,5.2.

1. On note que les cofacteurs exponentiels ne d6finissent pas des courbes

alg6briques pour le flot du systOme (2.1.1), parce qu'ils ne sont.jamais

nuls.

2. On remarque que dans la d6finition du facteur expronentiel erp (g/h,),

nolrs supposons que cette fonction soit conaplexe, c'est-ildire

h,g € C[r,y] mdme drans le cas d'un systdrrre polynfimial r6el. La raison

est la m€me que dans le cas des courbes algg€briques invariantes r:'est-d-

dire, parfois pour des r;ystOrnes polynOruiaux r6els I'existerrce d'int6gra,le

premidre peut €tre d€duite par I'existence des fa,cteurs exponLentierls

somplexes. Encore, en voyant pour un facte,ur expon.entiel d'un systdme

polyndmial r6el, on considd.re le systdme polyndmial conlnle 6ta,nt en

c2.

Propqsition 2.5.3.

Pour un systdme polynOmial reel (2.1.1) la fonction enp (glh) est rLn

facteut exponentiel avec le c,ofacteur K si et seulernent si la, fonction erp (g ll't)

est un facteur exponentiel aLvec le cofacteur E".

36



I
I

I
I

I

,1

T

T

iT

T

I

l
1

I
1

I
I
I
I
I
l

08 M.ar 1945-GUELM^ D€prrrevexr De MrrsEurrrq:gs

On suppose que erp (g/h) est un facteur exponentiel du systdme

reel (2.1.1) avec le cofacteur K. Alors l'6galitr3 (2-5.2) est v6rifi6e.

P et Q sont des polyndmes r6els, on prend le conjug6 de (2.5.2), on

que

,a *q.F lD . ory :Rerp (i7 lE)

cons6quent , erp (E/E) est un facteur orponentieJ. du systBme (2.1.1)

cofacteur F.

P

avec

si

lr:0

La de la rdr:iproque est similaire.

tion 2.5.4.

- e:rjp blh) est uu faeteur expouerrtiel pour le systOrne {2.1.1) alors

une courbe algdbrique invariante et g satisfait .['6quation

Xs : 9Kn * hKr (2.5.9)

K6 et Kp sont respectivement les cofacteurs de l, et i'.

ve. Puisque F : eap (g/h) est un facteur exponentiel avec le cofac-

F, On a

Xg: gKn* hKt,

tslh) : x(enp b/n)): enp (slh)X{s/h)

- enp 1n11r16dh,=g(xh)
h2

est Equivalent d

(Xg)h-s(Xh):hzKt

37
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Xh. sa a

puisque h et F sont premiers entre eux, cn obtient que h

: hKp
.xF: O-F

ft{Xg);g{xt'.) F,:hl h' "1
,FI

_ h(xs) : s(xh)

9-?Ka

h(xsj - ghKn: n{*st - sxh
Com h divise Xh on trouve Xh : Ks,h- Donc h == 0 est une courbe

invariante avec le cofacteur Kh: Xh/h"

remplq4ant Xh p* ff6ft dans {2.5.4),

(Xg)h - gK*h: hzKr + Xg : 7Kn+ h,KF.

2.6 La m6thode de Darboux

d'dnoncer les principaux r€sultats du *h€or*rnr: de Darboux, on a

de quelques d6finititms.

tion 2.6.1.

m(m

I'

S(n,y):Dfr']oqpif un polyndme de tlegr6 rn - 1 avp

1)/2 coefrcients dans F, alors on ecrit S r: F*-r[*,y]. On identifie

vectoriel lindaire F*-t|1s,g] avec 77m{m+r}/2 par l'isomorpbisme

'S -+ (a66, 610, O0lr . . . t Am-t,At &rn-Z,At. . ., AA,,*-t)
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que r pcints (,r*, yr) € F2,/c: 1r-..,r, sont indEpendants si

des r h5rperpl?ms

rn-1

{(ar)F"@+r)/r' T. aisriyr : g, k : 1,...,r, }
i'{,j:o

sous espace linEaire de dimension {m(m + t)/2) -- r.

tion 2.6.3.

point .sirrgulier (q3,go) du sy.stAilre (2.1.1) est dit faible si

Q)@o,Uo) :0.

2.6.4. D'ap,ris Ie th1orErne de B€zout, le nombre mqri,murn des

singuliers isol€s ilu systime polyndrni,al (2.1.1) est m2. ,I,e nombre

des gtoints sinqu,Ii,ers inrle.penrlants iht systime (2.1.1) est

m(m L)12 et m{m* L)12 < m2 pour m> 2.

2.6.5. (Thdori,e d'i,ntdgrabiliti de Darboun)

suppose que le sysl;6me (2.1.1) de degr6 rn admet p courbes 4,lg6briques

irrdductibles ./; ,= 0 avec les cofacteurs K; pour i: I,...,'p,
exponentiels Pr == esp (g5lh) avec les cofacteurs ,L7 pour

J:1,
l;(n6,

. . , e et r points singuliers ind6pendants (r*, ax) e C2 tel que

) I 0 pour i: 1,. . .,p et k :1,. .. , r.

edstent ).i, lti € C non tous nuls tels que

pq

E )cKi + I &Lr: o
i:L j:1

39
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i et seulernent si la fonction

H(*,y): .fi' ...fi,Pf' ... Ft"u (2.6,1)

une intdgrale premidre du systdme (2.1.1). De plus, pour les systdrrLes

la fonction (2.6.1) est r6,el.

p+ q+r > [m(m+L)/Z)* 1, alors il existe Ae, Fi e C non tous mrls

qlle

I),& +lu*Lr:0.
it j I

p + q + r > fm(m, + L)lzl* 2, alors le systdme (2.1.1) a rme int,il
premidre rationnelle et par cons6quent toutes les trajpctoires du

sout eorrte'ues da.rrs les courbes alg6lrriques irrvarialrtes .

existent \t, Fi E C non tous nuls tels que

pq

I roK" + f thLr.: -d,i'u (P,Q)
i:l i=l

et seuleruent si la fonction (2.6.1) est un facteur int6grant du sys-

(2.1.1).

p + q + r : m(rn + I) /2 et les r points singuliers ind6pendants sont

alors la fonctiol (2.6.1) est urre irrtOgrale preuridre si

pq

Dluxn+ I F"Lt: a
i:l j=!

La fonctiqn (2.6.1) est un facteur int6grant si

p(t

Ilc +lnLt: -d,iu {P,e)
i=l j=l

\ri tti Q C non tous nuls.
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6. S'ils existent \;\ tti €C' non tous nuls tels que

to*r\oK; t;:1 FtL';:-s' pour s € A/{0} alors la fonction

H(*,aJ) : fr ... fi' r{' "' F,r' erp (st} Q'6'2)

est un invariant du syrstdrne (2'1'1)'

Preuve- (voir [13])'

Remqrgue 2'6'6' {}tw fo'rwt'iort' de la Jon*e (2 6'1) est a'ppel4e fut'ctiort

Darbow'ienne

Mpintenatrt'no1l3all'lonslso,i,rquesilesysti,nle:diff€r'entielestr6el,alclrs

{intiqrwlc prem'i'itt' pat'le 'Lh'F'orim'e 
ile Darhott: et;t auss'i' r'i'el'Ie'

CBlad,€couledufar'tsu'iuant'puisquelesyst\m'ed'i'ff€'rentielpolyndnzi'al(2'1'1)

estrdel,rlestbienconnuEruesiunecourbealgdbri'queirt'uari'antedusystEme

au urtp facteur erponentiel n'pparai't' alors son conjn'gud'e a!'ozt apparaztre st'muul-

tandv,ent (uoi,r propost'tr'orz' Q'A}) et (2'5'3))'

ffit'ltltosonsm'ni'ntenantqtt'a'Xastttnch'n'm'prl'r:ttactats'sra'd"Sip'n'r'm'i'las

courbesalgdbriquest'nuart'u'ntesd'eXuncomplereconjugu€'paireJ-:0eti:g

wistre,alorsI'inaari'ant{:2'6'2)aunfacteurrieJ'd'elafo'nneJ'^T^'Iaquelle

otcr:Irn(.IJ/*U)+A'Si'parm'i'Iesf*'ckzrt'rsr:r':pmwrtt'ieLrtleXtrnr:ytairc

d,e ponjugn{, *amplme F : enp {gfh) etF : e*p @lE} et'tste' aktrs l'i'rfi6-

grale prernicre (2'ti'1) pa'ssld'e un facteur i'nt€'grttnt d'e la fornt'e

rcra tjlll't"*P (*))F : enP 0 Re fugh))
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{}n ru.sv,nt e que Ia fonct'ia n (2 . 6 . 1 ) est reelle qu&nd, le syst&me d,iffirentiel {2 . 1 . 1 )
r-st ninl.

42



I

I

I

08 M^l 194$cuElu^ D6PAswEm DE MarHduarlerrs

Quelques applications

ce qui suit, on pr6seute des appiications du th6or0ure de Darboux
systdmes quadratiques, on a m(m + L)/2 : S.

t le systdme quadratique suivant avec abc f 0

ln :r(ar*c),

I, :s(2au+by+c).
(2.7.1)

a ciuq lignes inrrariantes (f.e solutions alg6briques de degr6 r.)-

soient f : ar + Fy + 7 la courbe alg€brique invariante et

K_ * ryl + o le cofat:teur de .f.

Ce

En

On

xf:
Kf :

AI ona

af Afxf - r>;i*Art: Kf

Xf : ar(an+c) + py(2a* + by + c).

Kf : (6n * rru * o)(an + flv + i.
l'dquation prdc6dente, on trouve

+ bfiAz * ZaBxg * mr + cfiA.

' + 0rru2 + (qa + 6fi)xs * (oa + 6gn + (ofr + rt)a t at.

alors le rrr-r*" 

{

5u: au
{h: bfr
69 + qa:2a0
oat * 61 :6s
oB * T1: sp
o"l:a
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sir 0,o * B, fi : A,a t0 on a {o : ",rl 
: 0d : a}

L : dr : 0, d'ori f, : t: 0 esl, une ligrre invarian{,e avec le cofacteuralors

Kl :

si'r 0,o:0,fl:A,u#0ona {r/:0,5:&,.y:*u}
: o,fi * c : 0 est une ligne invalriante avecalors 'z : efi * ia :0, d'ori /2

Kz * ar'

0,o * 0, fi +0,0 : 0 on a {o : ",d 
: Za,q : b}

''t: FA: 0, d'oti ft'= U: 0 est une ligne invariante avec lB cofacteur

Kt: *by*c.
0,o * 0, p + B,a #0 on a {o : c,e : b,6 : 6,o : #}
'o: #fi + 0A :0, d'oti fa: ar * by :0 est une ligne invapiante avec

I(a*ss*bV1-c.

0,o : 0, fl + A,a *0 on a {q : b,6 : 0,,a : #,1 : +}
: #* + gA + # : 0,d'ori /5 : on I by * c: 0 est une ligne

ln avec le cofacteur .Ks: ax * bA.

le

Si "v

alors

si,y

alors

Ie

sir
alors

D'

avec

A

lr Kr

le th6ordrne Darboux, le systdme (2.7.L) a une int6grale premidre

H: !l'B'#'/i,'B"

e C qui satisfait D.,t:, truK, : O.

),2K2* lsK3+ 
^4K4x5Ks: 

)r(ar + c)+.\2(ar) *\s(Zan *ht + c)+

Aa(ar by + c)+ )5(ar t by) : o()r + Iz * ls f )a + .\5)r + b(Ir + )a +
is)s c()r*ls*la):g

conduit au systdme suivantCe
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2.7.3.

DEPATTWENT DE M THEMATJqJE

/ i,*)z*)s*)a+)s=o
{ }t+)r*)s:0
[ )r+).rf )a:0

$i on

Par

Soient /

X

X.f:-
Zfi)xu + w
K.f : 6ar3

ff,= (ax+c)(ax+by)
x(ar*bA+")

)s : 0, )r : -L alors on a ,\5 : *1, )z : ,\+ : l.
rent, l'int6grale premidre est

2,7.2. D'apris le th
,riqu,esinaariante.s,::::;:',,":"::::rr';r"r:"':;r::;", a5

lt :-a-b1az*y2):P

I n :r:e (2.7.2)

ss' + flU, *.yr| * Ax * p,y * u lacourbe alg6brique invarifinte et,K:6s* * o Ie cofacteur de /.
Alors a

:PH"*H:Kr
: l-y - b(x, + y2))(2ax +.yy + )) + r(zBy + p + 1t).: (6x * w + o)(a# + Bgz *.,txa*.lr + Fu * v).
I'6quation pr6c6dente, on trouve

XJ

KJ

- ha' - 4*'y - 2barrz+ (r - b\)xz+ (_U _ b)1rz+ (_Zcv +)y.

frryu" + (rto + 6t)*'a + (6p + rrt)ryz+ (d) * oa)r2 + (rtt, +
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ofr)u'

On

{a:0,
{o: o,

alort, on

"fr : )o
ibu + t,

Kz: -.bn

Douc

Prrisque dr,r

ona

R: f-l

(6p+ qA + ol)ry +. (6u.i!::;eu_t 
o1t)s * ov.

mt au systdrle suivalrt

maple, oD trouve les solutions de ce systerne

deux courbes aldbriques invariantes
ilU - 0, d'ot fr == fi * i,y :0 avec Ie

rlu + oU: -)6_uas)_ p
(,p,+ T^ * o"y -. _Za | 2gqlt* oB: -7 _ b)6)+oa=?-D.l
6B+rn:-2bu
qa.* 6l * -btfrn: -h6a: -2ba

Met'g6urtre.:eg

cofacteur Kt : _br +
: 0 avec le cofacteur

: 0,7 : 0, d - -t, I: ib,) = ), It: ,iA,, 
= 0,o : iI

ll.] -lj: ..1' 
r : *ib') : ), tt: -i),, - a,o : -i\

; fz : )a - i,Ay : 0, alors fz : u _ iy
-iba-t.

f:hfr:n2*u2:o
alg6brlque inrrariante avec le cofacteur

y:Kr+K2__2bx.

P,Q): *2hr: K, d,apr6s le th6ordme (6.1)(a),

1: 
;W est urr facteur i't6grarrt, parr corrs6queut

afi
-E '- RQ: t'? =- n2+!t2
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a]ors

h(u)

d'apr6s

D'

alors

Soient /:
K:6r*

g :_ n

: / -#F*: -i,,,-'i n*,'*" o, o,
calcul6 d'opr6s l,equatia, 

"ff: 
Rp:2ffiU-*) #: np: 

#+h,(y).

MAT|Eulrlqi,.Es

(2.7.3)

h,(il : _fi
h(y) - -by

H:*fh(r2+y\_kt

H -, (r2 * y2) exp (zbil.

x
K

le fasteur iut6grant du systdme

I t :nu'

tn :a(Lc+By+t).

au' + fry, +.,1$u + )* * p,y * v lacourbe alg6brique invari*nte et,U * o Ie cofacteur de /. Alors on a

: PH"aH: Kr

: nu(2qr * w + tr) + s(n + Ba + t)(zBy * lr * u,).
: (6x * rru + o)(arz + \az +.ysu+.lu + lru + v).
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x_f :
K{:
ofr)f

lo:0,fi

ailors, ou a

Jrr :

d'ori /, : 8

2

ddveloppe l'6quation pr6c6dente, on trourre

Ttt * op: 
1t,du*oA-0

6p+r.,).+07:)*p,+t
uit au systdme suiqant l, ,!( * oB : By, + 2F

I aa+ oa':0
!9+y:7+ 2fr+Btqa+67:2a*t
8q:28fi
da: 0

Maple, d'ori les solutions de ce systdme

ry\, p : ffi,^t : #,d : o, r : ;* 8,.\ : o

,, _ *328F
'" - 4mBT1,a:0).

fr,7 :0,,f : 2,rl: ZB,^ - A, 1t :0,v :0, a : 2).

courbes alGbriques iuyaria,ntes

T4*'*ffi0'-ffi,,*ffirnoaffi,
juz*a,-ha++u+ffi,
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r int6grant,

DEpAarExENr DE MATtsErr"rqJEs

e,st

aussi /2

D'ori la

Alors d,

courbe algehrique invariante avec le cofacteur lfi : (| + ny 
"t: fry2: 0, d'ori

Iz:a2:o
algdbrique inrrariante avec le ccrfacteur K, : 2r * IBy + 2.

_di,u (p,e) : _tZB + t)y _ r _ !
,1, K, + l"K" : r'L

' Z * B)r + 2BA2)y *2[zs + Z^2.

I f +r.1, +zB^2:-28*1t 3|: :: _i

ution de ce systime est )1 : _#Het )2 : J.
€s Ie thdorime de Darboux (4) ja foaction

R : a'(;.' * vz - 4ry *a, 1 -l) 
-u'+t
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ITRE 3

EXISTE]VCE DES CYCLES LIMI?ES VIA LEIEACTtrUR INTECRENT I]VV;RSE

intdgrant inverse est rur outil important dans i,6tude qualitative
diff.rentielles' Le but de ce chapitre est d'ut'iser re {acteur

:_:::::*"::: 
urr critdre tle uon existerce des cycles tiuritespour des diffdrentielles planaires po\rn6miaux.

$.r eur intGgrant inverse
D6finition

Le

des dquati

iut6grarrt i

d'dqmations diffdrentielles

{ :' : h(q,rz)
I zz : fz(h,t2),

-+ R, 1 S i < 2 sont des fonctions de classe Ct et [Jest un; sirrpleruerrt counrxe.

(3.1.1)



I

oB M^r tg4E_GUsLMr

Ie champ de vecteurs

,:r,**o*
1.1) peut s,6crire sous Ia forme

i,:F(n), fr:(rt,nzleU.

DEPAITEvEm DE Merndverrq:a

(3.1.2)
D6fi

La

inverse d

d€riv6es

On

dss orbitas

D6finition

Un

qUi rend p

Ceci est

:l,ion rg : U e lR2 _+lR, rl e C|(J,R) est appel6 facl,eur irnt6granl,
(3'1'1) si elle n'est pas rocarement nure et satisfait l,6quation aux

r-#*r,#:(#+fflo
(3.1.3)

e 3'1'3' urr' facteur furtigrarft iruuerse est une sorutirsrt ,e ,equation

'Fd: d'ia(F)t1.

mnt (3.1.1) sous sa forme de pfaff

-fz(q,rq)d,r1* ft(rr,r2)d,n2: g, (nt,rz) e {J. (S.1.4)

que l'6quation ci-dessus est exactement l,6quation differe4tiene
u sysl,dme (8.1.1).

r int6grant pour t"r : 0 est un fonction cle classe Cr, l": [/ _+ ]R
une forme exacte dans le ca^s ori U est simplement connexe

ivalent d
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o(- pfz) _ a7"fr)
orz 0x,

D6p^rrsvEm pe M^rE6ulrletrEs

(3.1.5)

,l:1
p

e 3.1.8. F est urt, facteur irdegrurft de (J.I.4) si et se,utrernertt s,iun facteur integrant ,inuerse 
d,e (J.l.I) d,ans le d,omai,ne approprid.

on existence des cycles lirnites
3.2.1.

: U -+ lR rrn fac.teur intdgrant inverse tte (J.1.1). Si f C {y' est unde (S.1.1), alors 7 est contenu dans l,ensemble
(xt,rr) € U,tg(x1,sz) :0I.
3.2.2. Il est possible d,imposer certaines cond,itionsszr (S.1.5),ner les oas particuliers d,u facteur d,,int€grunt.

3.2.3.

ensemble ouverl simplemen[ connexe. Supposons que le charnp

tr': I'rg * ,' A' - rt6+ lzfi € o,(4R2).
r deux cotditions suivantes est satisfaite alors (g.l.l) ne po$sddelimites dans U

lorl o; =, div(^F)//u ne dep6nd que de ff;, pour i € {1,2}continue.

3.2

Soit

cycle limi

d-](0) :

Soit U

de vecteurs

Si I'une

Pss des c

(i) La

et elle

(ii) ta ion B - rliv(It)/(J'1rz* 
fzl,r) dep6nd cle a: n1r2 etellq est
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reduit d,

qui est

De I'

rt-r(0) :
pas des

Exemple

. Oa considdre le cas (i) &v€c o1 dep6nd uniquement de &r. on re,-un facteur intdgant inverse, utilisons l,dquation a^ssocide

r,#;*o#:(#+ffi,t
que Tl depend uniquement de 11, donc l'equation pr6cddente se

r,{,,:(#,+ff)*,
sous Ia forme

ff ==it#+ff):o,
hese d '= **p(-f"'ar(s)ds) est un facteur int6grant inverse et, don d'apr6s Ie th6
r^- r:*:. - 

ordme (3'2'1), le systdme (3.r.1) ne pmsdde

oB M^r I94E_GuE!MA

DEpaRrwEN" Ds MATHEM.|I1q.JE8

limites. Donc la preuve est complite.

Ie systdme

i7 : _rz + ar! + b"rcos(r2),

-t2: xl,

P : 2u estune fonctio n d.e u2.
la proposltion (3.2.3 (i)), le systdme ne possdde pas des cycles

0na

Donc

Iiqrites.
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Freuve.

On

pas des

Corol

Soit

(3.1.1) n

systdmes

Ona

Corollai

Si r1(a1

est continue

positiou (8.2

div(F)

E 
: ri d'apr6s Ia proposition (8.2.J), ce systdme ne pmsdde

'cle.s limites.

rm champ de veeterrs de classe Cr sru ff. Si div(F) : 0, alorspossdde F&s des cycles limites dans U.
t, nou6 utilisons la proposition (8.2.8) pour 6tudier quelques
aux. Consid6rons l,dquation

DEPAtTEVENT pE MarHEuATrquEs

it:2x1r2,

rz:slnl-ntr--1.

4: rr(nt)rz(nz),

i2 : sl(f1). (3.2.1)

r6sultat srlirant.

3.2.7.

> 0 (< 0), alors (8.2.1) ne possdde pas des cycles limites dans

effet I'expression

div(P) _ ri@i
fi -[6'

et d6pend uniquement de 11, donc le r6sultat d6coule de la pro.3 (t).
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Exerngle A.2.g.

Conpid6rons le systdme

r 1 : (2+ sin(r1))(ai _ rtr * n2),

rz: rt* 5r1.

Il ne pcssdde pas des r.:yr:les limites car (2* sin (*1)) > t1.

lLemarque 9.2.g. re portrai,t de phase de |equation d,iffirentierle est essen_tielleme*t inchangd si, on murlii,pre re champ de uecteu,;rs par une foncti,on nonnulle.

Lernrne 8.2.10.

suppqsons que systdme (3.r.1) a un cvcre limir,e a eL B : (J -+rR es{, unefo'nction positive (n6gative) d .valeurs r6e'es, arors a est un cycle limite dusystdme

it: Bfr,

i:z: BJ'2. (3'2'2)

, 
to**ulant, en ut'Lsant re remme ci-dessus, on ohtient un* g6n6ralisation

fl€ llos resilItal,s.

JPropositipn B.2.tt.

soit t/ [n ensembre ouvert siimprement connexe. supposorrs que
"l] : u -+ rR est une fcmetion positive (n6gative) de crasser 

'r 
tene q'ediv(BF)/4 dep6nd uniqueme:nt n;, pour a e {1,2} et ele est continue.

alors (3.1.1) ne possdde pas des cycies limites dans [/
i'n partlcurier ,e ra propositi,on pr6c6aente ou cru corolairr: (J.2.6), on ale resultat slrivant.
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rl

l'l

og Mr| 1945-GusLM^ DdPAlrEvEN" Mrrs6urrrq:ss

rlst ur

(3.1.1

[/ rm ensemble orrvert simplernent connexe. Supposons qnte

B:U-rlR

forrctiorr positive (n6gative) de classe CI1 telle que div(Bl') : 0, akrrs

ne possdde pas des cycles }imites dans [/.

t lR,[r1, 12] I'anneau polyndmiat sur IR. de 2 variables. Soit J e IR[rr, rzl,

son ensemble nul par

V (f) : {(ruxz) € lR2 : /(r) : 0}.

R[r1,r2], on ddfinit V(,9) I'ensemble des z6ros communs

Y(S) : nrcsV(f).

3.2,L4. Un ensemble ile cette forme est appel& algdbri,que, en

V(f) est connu sow le non de courbe algibrique.

un polynOme homogdne non nul est un facteur int6grant inverse du

diff6rentielle (3.1.1), alors il re possdde pils des cycles lilnites.

/1, /2 sont des deux polyr6rnts houroglnes de ur€ure degr6, alors (3.1.1)

sis

pas des cycles limites.
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Ceci

ce

Coroll

L'

ve. Il est simple de v6ri6er que

t9(* 1, u2)'= & t fz(& t, *") - xzf in t, rz),

facteur int6grant inverse de (3.1.1). Donc ii est clair que ?g est un
homogd[e, Ie r6sultat suit du th6ordme J.2.1b.

3.2.L7.

le systdrue

*:JrE_rL"Z*6n1r$,

sz: u?ti - zrur.

uu cha4p de vevte'rs homogdne. D,apr6s Ie corollaire prpr:6.e.nt,
ne possdde pas des cycles limites.

3.2.18.

diff6rentielle lindaire

it: &:tr * br2,

*z: ctl * rkrz,

pas des cycles limits.

(3.2.3)
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rsConclusion et perspecl;ives
f)ans notre travair rous avons appriqu' la th€orie de Darboux pour <i6ter_

miner les int6grares premidres des syst6mes d.iff6reni:iers. orn veut continuer.ii
6'tudier le p'olongement de ler m6thode de Darboux en dirnension sup.rieur*
* deux (> 2) pour un syst6.rne polyrroruial diff6reutiel.
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