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i Résumeé

La premiére partie de ce mémoire est consacrée a ’étude de la théorie de
Darboux, cette méthode qui permet de trouver une intégrale premiére pour
des systémes différentiels polynémiaux planaire de la forme :

{ = Pla,y)
y=Q(z,y).
Nous illustrons ceci a travers différents exemples.
Dans le seconde partie de ce mémoire, nous abordons la notion de cycle limite
pour un systéme difféerentiel non linéaire. Nous nous intéressons a un critére

de non-existence des cycles limites qui est le facteur intégrant inverse.
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i Abstract

The first part of this memory is devoted to study the theory of Darboux,
this method allows to find a first integral for planar polynomial differential

systems of the form :
{ & = P(z,y)
y=Q(z,y)

We illustrate this, through various examples.
In the second part of this memory, we discuss the notion cycle limit for a

nonlinear differential system. We are interested to a criterion of non-existence

of limit cycles that is the inverse integrating factor.
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Introduction

En 1878, Darboux a montré que l'on peut construire un facteur intégrant
(ou une intégrale premiére) d'un systéme différentiel polynomial planaire qui
possede un nombre suffisant de courbes algébriques invariantes.

En particulier, il a prouvé que si un systéme polynomial de degré m a au
moins m(m + 1)/2 courbes algébriques invariantes, alors il a une intégrale

premiére. La meilleure amélioration des résultats de Darboux est grace

oo

Jouanolou en 1979, Prelle-Singer en 1983 el Singer en 1992. Jouanolou a
montré que si le nombre de courbes algébriques invariantes d’un systéme
polynomial de degré m est au moins 2 + [rn(m+1)/2], alors le systéme a une
intégrale premiére rationnelle, et par conséquent toutes ses solutions sont des
courbes algébriques invariantes.

Ce mémoire comporte lrois chapitres. Dans le premier chapitre, on rap-
pelle certaines notions préliminaires sur les systémes différentiels planaires.
Le second chapitre est consacré 3 la recherche des intégrales premiéres pour
des champs de vecteurs polynémiaux. Pour cela nous introduisons les notions
des courbes algébriques invariantes et facteurs intégrants et nous appliquons
cette méthode sur différents systémes. Dans le dernier chapitre on s’intéresse
a la non-existence des cycles limites pour des systémes differentiels polyno-

miaux planaires. nous introduisons la notion de facteur intégrant inverse.



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

Ce chapitre comporte un rappel succinct sur la théorie qualitative des

systewes différentielles.

1.1 Systéme dynamique

Deéfinition 1.1.1.

Un systéme dynamique sur E est une application continuement différen-

tiable
OP:RxFEF—> F
oi F est un sous ensemble ouvert dans R, tel que Dy (r) = O(¢, ) satisfait
1. ®(z) =2 Vee E
2. &; 0 P,(z) = By () Vs,t cRetz € E.
temarque 1.1.2. Un systéme dynamique sur E est lincaire si

(¢, ax + By) = a®(t,x) + BO(L, y) Vo,B,t R et z,y € E.
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Exemple 1.1.3.
Soit 'application

O:R x R2 5 R2

e 0
@‘(t] .’L') = ( 0 e_t )il?

définie par

an a

@(U,w):((l) ?);I::"
B(t,2) 0 B(s,z) = ( ‘o \) ( 0 )a:

25 Zt
(7 )
e %™
2(.5|L)
- ( &= (s—lt) )

= ‘I)s-i-t (.17) 2
L’application ® est un systeme dynamique dans R?, et pour zy € R?

(2, z9) est la solution du probléme & valeur initiale

{ o) =

ou
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1.2 Systéme quadratique

Un systéme quadratique dans R? est de la forme

{ T =agp+ 102 + ag1y + agx® + a1,17Y + ag2y?
Y =boo+bioz + bo1y + bopz? + by 1y -+ bo2y”

Un systéme quadratique dans R? est de la forme

o »2 . g 5 ;

T = Q0,0 T 01,007 + G2,007° + Qg1 0y + a1,1,0TY + Qo20y° + Q00,12 + Q10,122 + Gg1,1Y% + Qg 22>
¥ a— 2 4 2 i b
Y = booo + b1,00x + bagpx® + by 10y + bi,102y + bo2,0y” + bop12 + by g 72 + bo, 1,12 + bp0222
Z = €0,0,0 + €1,0,0% + €2,0,0Z° + Co 1,0y + €1,1,0ZY + Co20y% + €0,0,1%2 + €1,0,1%2 + Cp 1,142 + Cp 0222

1.3 Flot d’un systéme différentiel

Deéfinition 1.3.1.

Soit le systéme différentiel non linéaire
T = f(x) {1.3.3)

avec la condition initiale 2(0) = zg, 25 € E, E est un sous ensemble ouvert
de R", et f € CHE).
Soit ®(¢,7) la solution de (1.3.1).

L’ensemble des applications ®; défini par
y(2g) = B(t, zp)

est appelé le flot de I'équation différentielle (1.3.1).

Remarque 1.3.2. Le flot est dit autondéme si f ne dépend pas ezplicitement

du temps t, sinon il est dit non autondme.
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1.4 Portrait de phase

Soit le systéme différentiel

&= P(z,y)

ou P et @) sont des polynomes en z et Y.

Les solutions (%(?), y(t)) du systéme (1.4.1) sont représentées dans le plan

(%, y) par des courbes appelées orbites.
Les points critiques de ce systéme sont des solutions constantes. La figure
compléte des orbites de ce systéme ainsi que ces points critiques représentés

dans le plan (z,y) s’appel le portrait de phase, et le plan (z,y) est appelé

plan de phase.

1.5 Points critiques

Définition 1.5.1.

Le point @y € R™ est appelé un point eritique ou poiut d’équilibre du
systéme (1.3.1) s’il vérifie

f(zg) =0

1.6 Solutions et solutions périodiques
Soit le systéme différentiel

% = Flx.4), reR" teR (1.6.1)

Une solution de (1.6.1) est une fonction de classe C! sur I un intervalle de

R:t— x(t) telle que :



UN:vzRsITE 08 MAI 1945-GueLma DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

E)=Flt.z®), Vit e 1.
Deéfinition 1.6.1.

On appelle solution périodique du systéme (1.6.1), toute solution z(t)

telle qu'il existe un nombre T > 0 vérifiant
Ve € [0,T]: x(t+ T) = x(1).

Le plus petit nombre T qui convient s’appelle alors période de cette solution.

1.7 Stabilité d’un point d’équilibre

Deéfinition 1.7.1.

Une solution ®(t) du systeme ( 1.6.1) telle que ®(ty) == ®, est dite stable
au sens de Lyapunov si quel que soit & > 0. il existe un ¢ = d(e) > 0 tel que
pour toute solution z(t) de (1.6.1) vérifiant z(to) = g et
| z(ta) — ®(t) || < 6 on aura lz@®)—2(t) | <e, Vi,
c'est a dire :
®(t)/w(t9)=w, €st stable ssi V £ > 0. 36> 0, telle que pour toute solution

T(t)/ (to)=z0

| w(te) — B(ta) || <6 =Vt >0 | z(t) - () || < e.
Si, de plus de cette définition on a
Jm [ z(t) - e() [|= 0.

On dira que la solution &(t) est asymptotiquement stable.

La solution de (1.6.1) ®(t) /®(to)=a, est dite instable si pour ¢ > 0 aussi petit

10
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que Pon veut, Pinégalité Vt > 0 - | (1) — ®(t) ||< & n’est pas vérifiée pour au

moins une solution x(t).
1.8 Linéarisation

Définition 1.8.1.

Considérons le systéme

z = f(tx) zeR" teR (1.8.1)
Le systéme
= Ax
ol
A = Df(x)
o, (1.8.2)
:(%ﬂ“O’ i %65 <
et
f(zo) =0

est appelé le linéarisé de (1.8.1) en z,.
Exemple 1.8.2.

Soil le systéme différentjel

= 2ad 4 g8 =3
111:2 = T

f(x)z(Qxf+w§—2)

T2

i
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Les points critiques sont
(—1,0) et (1,0)

Ona

o= (5 %)

1. Au point (—1,0)
-4 0

alors le systéme linéarisé est
z 1T = 4x 1
T 9 = Tg

orao=(4)

2. Au point (1,0)

alors le systéme linéarisé est

$.1 = 4.’131
Ty =29

12
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Définition 1.8.3.

Le point critique z, est dit hyperbolique de (1.3.1), si aucune des valeurs

propres de la matrice jacobienne D f(%0) n’a pas de partie réelle nulle.

1.9 Classification des points critiques
Considérons le systéme différentiel lingaire coefficients constants :
i = Az (1.9.1)

Ol z = (71,...,3,) et A une matrice carrée inversible d’ordre 2. Soient
Ar et Ay les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différentes
classification pour le point critique hyperbolique = = x, selon les valeurs

propres de A.

1. Ay et A sont réelles non nulles et de signe différent, le point critique z = 4,

est un point selle, il est toujours instable.

13
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FIGURE 1.1 - Point de selle

Exemple 1.9.1.

Soit le systéme
& =2+y
Yy =-—y

Le point critique est (0,0), la matrice A est

Les valeurs propres sont
/\1 =2et )\2 =-—1

alors le point critique (0,0) est un point selle.

14
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2. A1 et Xy sont réelles de méme signe
= 8i A < A2 <0, le point critique = 25 est un noeud stable.
= 510 < M < Ny, le point critique = = z; est un noeud instable.
= Si Ay =Xy = ) le point critique z = x4 est un noeud propre, il est

stable si A < 0 et instable si A > 0.

noeud instable

FIGURE 1.2 - Point noeud

Exemple 1.9.2.

Soit les systémes différentiels

a)

=2z

|
N,
Il
|
<2

Les valeurs propres sont

)\1=~2€t)\2=~1

alors le point critique (0,0) est un noeud stable.

15
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b)

Les valeurs propres sout

)\1=2€tA21:1

alors le point. critique (0,0) est un noeud instable.

c)
 =—3u
Yy =-3y
Les valeurs propres sont
/\1 = /\2 = —3,
alors le point critique (0,0) est un noeud propre stable.
d)
{ F =3
y =3y
Les valeurs propres sont
/\1 = AZ = 37

alors le point critique (0,0) est un noeud propre instable.

3. Ar et Az sont des complexes conjuguées et Im(\;, 0), alors le point
critique & = z est un foyer. 11 est stable si Re(A1 2 << 0) et instable si
R,P;(A.llg > O)

16
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foyer stable foyer instable

FIGURE 1.3 — Point foyer

Exemple 1.9.3.

Soit les deux systémes différentiels

_— a)
Lot
y =—az—y
Les valeurs propres sont
] -1 3
/\172 = '2* =+ 2—2—-
o RB()\LQ) <0
alors le point critique (0,0) est un foyer stable.
b)

I =y
. Yy =-z+4y

Les valeurs propres sont

17
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V3
i /\12—511222

RE()\LQ) >0

alors le point critique (0,0) est un foyer instable.
- 4. A1 et Ay sont imaginaires pures, alors le point critique z = To est un

centre, il est stable mais n’est pas asymptotiquement stable.

- FIGURE 1.4 — Point centre

™ Exemple 1.9.4.

Soit le systéme

T =3y
— y =-2z

Les valeurs propres sont

)\]:2 = :I:Z\/g

alors le point critique (0,0) est un centre.

18
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1.10 Systéme Hamiltonjen

Définition 1.10.1.

Soit E un ouvert de R?® ot H € (2 (E) tel que
H = H(z,y) avec z,y € R™.

Un systéme de la forme

_0H
=%
(1.10.1)
_on
Oz
ou
OH _(0H 0H  oH\" oH [oH oH {)H')T
Oz \Oxy Oz3"" " 01n) "Dy Oy’ Dy’ Dy
est appelé systéme hamiltonien a n degré de liberté dans J.
Exemple 1.10.2.
Soit le systéme différetiel
P =df 4+
Yy =-(42*+y)
df 0
Posons f(z,y) = 4 + z et 9(T,y) = —(4z® + y). On a E)—j- = 5£ w= ]
ox Y

donc il existe une fonction H tel que

oH
(5 22) = U st

19
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Le systéme s’écrit

calculons H (z,v)

donc

donc

et

On trouve ainsi

B o= gl %’5@, 3

ol

=9y = —o—(v.y)
OH

He,y) =y*+oy+ u2)

H )

u(z) = z* + cte.

H(z,y) = * + y* + zy.

1.11 Cycle limite

Définition 1.11.1.

Un cycle limite C du systéme (1.4.1) est une orbite périodique isolée dans

I'espace des phase. Ceci signifie qu’il existe un voisinage de C dans lequel il

1’y a pas d’autre courbes fermées.
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f/
/%\
\

il

4\
{_

. _//

/

FIGURE 1.5 — Cycle limite

Exemple 1.11.2.

Soit le systéme
T =az-y- az(s? + %),
Yy =z+ay-ay(@®+4?).
tel que @ € R est un paramétre.
Aprés passage en coordonnées polaires (

r,0), ce systéme se découple en

ro=ar(l-r?
§ =1

d’ou

r=0<=r=0r=1etr=—1
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=0 et r = —1 sont refusés.

Pour r = 1, on a Porbite périodique
(2(t), y(t)) = (cos(t + by), (sin(t + 6p))) avec 0(0) = 6.

Cette orbite périodique est un cycle limite stable pour a> 0, et instable pour
a< .
Si a= 0 le systéme a une infinité d’orbites périodiques, et il n’y a pas de

cycle limite.

Remarque 1.11.3. Les cycles limites apparaissent seulement dans les sys-

temes différentiels non linéaires.

1.12 Meéthode des fonctions de Lyapunov

Soit v(z1, 2o, ..., 7,) une fonction différentiable

Soit le systéme :

%:f*’{%x?w-,xﬂ)? i=Tn (L12.1)
dv _ 5~ 0u(z)de; _ I~ Bv(a)

— =N ) 1.12.2
di ~ ~~ "Br, da, 2; T @) (112.2)

Siz(t) = (21(2),...,7a(t)) satisfait (1.12.1).

22
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Théoréme 1.12.1.

Si pour le systéme (1.12.1), il existe une fonction v(z).z2,...,2,) de

sigue défiui, tel que :

dv = 0v(z) |
T~ L gy Hon )

est une fouction semi définie (de signe inverse de v(zy, . .., T,) ol identique-
ment nulle) alors le point critique (0, ....0) du systéme (1.12.1) est stable.
v(Z1, g, - .., Ty,) est dite fonction de Lyapunov.

Pour la démonstration voir ([2]).
Exemple 1.12.2.

Soit le systéme

dx
—:f = —zy' = fi(z,y)
d_:lt/ = yxA = fz(ﬂT, y)

(0,0) le point critique

soit v(z,y) = z* + y*, définie positive;

dv  0Ov, ov . 3 4 3/, 4
o 2 RTINS — A3 (— g APyt =0
- = 1@y + ayjz("”y) d®(—wy”) + 4y” (y2)

= (0,0) est stable.

Les orbites vérifiant z*(t) + y*(t) = ¢, (¢ > 0).

Théoréme 1.12.3.

Si pour le systéme (1.12.1), il existe une fonction v(z1, s, . . -, Tn) de signe

défini tel que

dv = v(zx) , _
Et- = Z ""axl fz(x1 g 73’”)

i 1

23



CHAPITRE 2

THEORIE D’INTEGRABILITE DE DARBOUX

Pour un champ de vecteur de dimention deux, I'existence d’intégrale pre-
miére détermine complétement son portrait de phase. Les champs de vecteurs
planaires les plus simples qui ont une intégrale premiére sont les Hamilto-
niens. Les champs de vecteurs planaires intégrables qui ne sont pas Hamilto-
niens sont généralement trés difficiles 4 détecter. Dans ce chapitre on étudie
Iexistence des intégrales premiéres pour les champs de vecteurs polynémiaux

par la théorie d’intégrabilité de Darboux.

2.1 Deéfinition et notation

Uu systéme polynomial est un systeme différentiel de la forme

& =1z = P(z,y)
g; (2.1.1)

26
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ou hien
dy _ Plr.y)
dr  Q(z.y)

ot P et () sout des polyndines des variables et y a coefficients complexes.
Le degré m du systéme polynémial (2.1.1) est le maximum de degrés des
polyndmes P et Q.

On note

m = max{deg P,deg Q}.

2.2 Intégrales premiéres

On note par F I'ensemble R ou C et par F-polyndmial le systéme poly-

nomial (2.1.1) des variables z, y & coefficients dans F7
Définition 2.2.1.
Le champ de vecteurs X associé au systéme (2.1.1) est défini par
0 0
X = P% + QEE
Le systeme F-polyndmial (2.1.1) est intégrable sur un sous ensemble ouvert
U de F? 8'il existe une fonction analytique non constante

H:U—-F

appelée intégrale premiére du systéme (2.1.1) sur U et elle est constante sur
toutes les courbes intégrales (z(t), y(t)) du systeme (2.1.1) contenues dans U;
i.e, I(x(t), y(t)) = cte pour toutes les valeurs de # pour lesquelles la solution
(#(t),y(t)) est définie et appartient a U. Clairement & est une intégrale

premiére du systéme (2.1.1) si et seulement si

XH=PH,+QH,=0

27
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Définition 2.2.2.

Soit U un sous ensemble ouvert de F2. On dit qu’une fonction analytique
H(z,yt): UxF 5 F

est un invariant du champ de vecteurs X sur [J s H(z(t), y(¢),t) = cte pour

toutes les valeurs de ¢ telle que la solution (z(t).y(t)) est définie et appartient

al.

Remarque 2.2.3. Si un wwariant H est indépendant de ¢ alors c’est une

intégrale premieére.

2.3 Facteurs intégrants

Soient U un sous ensemble ouvert de F2 et R : U -3 F une fonction

analytique n’est pas identi uement nulle sur /.
) p q

Définition 2.3.1.

-

La fonction R est un facteur intégrant du systéme F-polynémial (2.1.1)

sur U si au moins une des conditions suivantes est vérifice
. O(RP) d(RQ)

) ox Ay

1) div(RP, RQ)=0

i

iti) XR = —R div(P,Q)

ou la divergence du champ de vecteur X est définie par

div (X) = div (P.Q) = 22 %2*’

Les condition 7), 41), #4) sont équivalentes.

28
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Preuve. i) = ij)

ARP) __ARQ) _ A (RP)

ARQ) _

dx - oy dx

= div (RP,RQ) =0

d’ou ).
i) = iii)
div(RP,RQ) = 8(11}’) B(é%Q)
I P% BP Q— BQ
ox d/
0R+ ‘2 y P 0

—-)&R+Rdzv (PQ)

= XR = —Rdiv (P,Q)

d’ou #i7).
i) = 7).
KR = POk gD
ox 0
or de
=l or o Ty
or Ra”Q
[ 8:17 ay
=3 P—(?Q’i + R———- + Q QQ =0
Iz 3./ r‘?y
= B (RQ)
=0
Ox
N (3(RP) (’)(RQ)
ox oy
d’ou ).

Oy

L’intégrale premiére H associée au facteur intégrant R est donnée par

H(z,y) = / R(z.y) P(z, y)dy + h(x) (2.3.1)
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ou h est choisie telle que

OH
i
alors
ds _ .., _oH dy OH

- = 3y == RQ = O (2.3.2)

Inversement, on donne une intégrale premiére H du systéme (2.1.1), on

peut trouver un facteur intégrant R pour lequel (2.3.2) est satisfait.
Proposition 2.3.2.

Sile systéme F-polynomial (2.1.1) a deux facteurs intégrants R; et Ry sur
le sous ensemble ouvert U/ de F?, alors dans l'ensemble ouvert [7\{R, = 0}
la fonction R, /R, est une intégrale premiére.
Preuve.

Soit R; est un facteur intégrant, il satisfait XR; = ~R; div (P, Q) pour
i=18

Alors

. Ri.  (XRi)R; — Ri(XRy)
X(R)= 2

_ —Ridiv (P,Q)R; + RiRydiv (P, Q)
= 7

par couséquent la proposition est démontrée.

=0
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2.4 Courbes algébriques invariantes
Définition 2.4.1.

Soit f € Clz, y] une fonction non identiquement nulle.
la courbe algébrique [(x,y) = 0 est une courbe algébrique invariante du

systéme F-polynémial (2.1.1) si pour un polynéme K ¢ Clz,y] on a

/ /

f=Xf= e =Kf. (2.4.1)

Q5

Le polyndme K est appelé le cofacteur de la courbe algébrique invariante
=
On note que, si le systéme polynémial a un degré m, le cofacteur K a un

degré m — 1 au plus.

Remarque 2.4.2. Dans la définition de la courbe algébrique invariante

f =0, on suppose que cette courbe soii compleze, c’est-a-dire [ € Clz, y]
méme dans le cas d’un systéme polyndmial réel. Car on verra c’est du au fait
que parfois pour les systémes réels Uemistence d’intégrale premiére réelle peut
étre produit par Uexistence des courbes algébriques invariantes complexes.
Quand on voit pour la courbe algébrigue invariante d’un systéme réel, on

pense au systéme polynomial complexe.
Proposition 2.4.3.

Pour le systéme réel (2.1.1), f = 0 est une courbe algébrique invariante
avec le cofacteur K si et seulement si f une courbe algébrique invariante avec

le cofacteur K.
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Preuve. On suppose que f = 0. est une courbe algébrique invariante avec
le cofacteur K du systéme polyndmial réel (2.1.1). Puisque P et ) sont des

polynémes réels, en prenant le conjuqué de (2.4.1), on obtient

@ 8
P+ QL =KT.
or - Q(’)g/ !

Par conséquent, f = 0 est une courbe algébrique invariante avec le cofac-

teur K du systéme (2.1.1). La réciproque est similaire.
Lemme 2.4.4.

Soient f,g € Clz,y]. On suppose que f et g sont premiers dans 'anneaux
Clz,y]. Alors pour un systéme plyndmial (2.1.1), fg = 0 est une courbe
algébrique invariante avec le cofacteur Ky, si et seulement si f = 0 et g =0
sont des courbes algébriques invariantes avec le cofacteur Ky = 0 et K, = 0
respectivement et Ky, = Ky + K.

Preuve. On a

X(fg)=(XNg+ f(Xg). (2.4.2)

On suppose que fg = 0 est une courbe algébrique invariante du systéme ( 2.1.1)
avec le cofacteur Ky,. Alors X(fg) = Ky, fg est par U'égalité (2.4.2), nous
obtenons Ky, fg = (X f)g+ f(Xg), puisque f et g sont premieres entre eux,
on obtient que f divise X f et g divise Xg.

On a

(Ky + K,)fg = (XPg+ [(Xg) = Kefg+ K,fg = (X f)g+ f(Xg).
Divisons la derniere égalité par f, on obtient
K9+ Kog = (%)g + [(Xg)
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: . 1
sl on note par K le quotient —fj—t et K, le quotient 29 alors on obtient
g
Krg+ Ko = Krg+ Xg = K,9 = Xy

alors g = 0 est une courbe algébrique invariante avec le cofacteur K,=0,
ou fait la méme chose on trouve aussi que f = 0 est une courbe algébrique
invariante du systéme (2.1.1) avec le cofacteur K =0,

et Kjg= Ky + K,

On suppose que f =0 et g = 0 sont des courbes algébriques invariantes du
systéme (2.1.1) avec le cofacteur K; et K g respectivement, alors X f = K, f

et Xg= K,g d’apres I'égalité (2.4.2) on a

X([9)=K;fg+ [Keg = (Ks+ K,)[g

on pose Ky + Ky = Ky alors X(fg) = Kyzy(f9g).
Par conséquent fg = 0 est une courbe algébrique invariante du sys-

téme (2.1.1) avec le cofacteur Ky,
Proposition 2.4.5.

Supposons que f € Clz,y] et soit f = f ... f* sa factorization en des
facteurs irréductibles sur C[z, y]. Alors pour le systéme (2.1.1), f = 0 est une
courbe algébrique invariante avec le cofacteur Ky. si el seulement si f; =0
est une courbe algébrique invariante pour i = 1,... 7 avec le cofacteur K s
De plus, Ky = m Ky, +...+n,Kj,.

Preuve. D’aprés le lemme (2.4.4), on sait que f = 0 est une courbe al-
gébrique invariante avec le cofacteur K;. si et seulement si f/* = 0 est une
courbe algébrique invariante pour 7 = 1,...,r, avec le cofacteur K iy en

outre Ky = Kyni +... +Krr.
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Puisque
h X(he)h — X (h)h.
X(?-) — ( ) S )
_ K, (he Vh — (h-)K,h
h2
_ (Kn+eK +0(c*)(h+eg+ 0(e?)h — (b + eg + o(e2)) Kph
h?
_ Ky (h?) + eKpgh + e K (h?) + h20(s2) + Knho(e?) — Ky (h?) — egKph — Kyho(e?)
5 h?
==K + o(c*)
On a
hs 4. . 1 h: —1
x () =2drdexd
1 Bz , 5
= E(W) (1+0(e))(eK + o(z%))
he 1
= (K + of2)) (52!
Par conséquent la fonction
h+¢eg+ o(e?) :
h
a le cofacteur K + o(g). Quand ¢ tend vers zéro, Pexpression cidessus tend
vers
oy 17 (
exp (=) (2.5.1)
h
et d’aprés (2.5.1), on obtieut que
g g 4 7
P . ool = =). 25.2
X (eop (3)) = Keap () (252

Par conséquent, la fonction (2.5.1) satisfait I’équation (2.4.1). De méme que
la courbe algébrique invariante, la fonction (2.5.1) posséde un cofacteur de

degré au plus m — 1.
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Deéfinition 2.5.1.

Soient h,g € Clz,y|. supposons que h, g sont premiers entre eux dans
Clz,y] ou que h = 1. Alors la fonction exp (g/h) est appelée un facteur
exponentiel du systéme F-polynodmial (2.1.1) si pour un polyndme
K € C[z,y] de degré au plus m — 1 satisfait I'équation (2.5.2). Comme avant

on dit que K est le cofacteur du facteur exponentiel exp (g/h).
Remarque 2.5.2.

1. On note que les cofacteurs exponentiels ne définissent pas des courbes
algébriques pour le flot du systéme (2.1.1), parce qu'ils ne sont jamais

nuls.

2. On remarque que dans la définition du facteur exponentiel exp (g/h),
nous supposons que cette fonction soit complexe, c’est-a-dire

h,q € Clz,y] méme dans le cas d’un systéme polynémial réel. La raison
est la méme que dans le cas des courbes algébriques invariantes ¢’est-a-
dire, parfois pour des systémes polynomiaux réels Pexistence d'intégrale
premiére peut étre déduite par l'existence des facteurs exponentiels
complexes. Encore, en voyant pour un facteur exponentiel d’un systéme

polyndmial réel, on considére le systéme polynémial comme étant en

-
Proposition 2.5.3.

Pour un systéme polynémial réel (2.1.1) la fonction exp (g/h) est un
facteur exponentiel avec le cofacteur K si et seulement si la fonction ezp (g/h)

est un facteur exponentiel avec le cofacteur K.
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Preuve. On suppose que exp (g/h) est un facteur exponentiel du systéme
polynomial réel (2.1.1) avec le cofacteur K. Alors 'égalilé (2.5.2) esl vérifiée.
Puisque P et @ sont des polynémes réels, on prend le conjugé de (2.5.2), on
obtient que

0 exp (g/h)

P8 exp (G/h)
dy

oz

+Q = Kexp (7/h)

Par conséquent, exp (g/h) est un facteur exponentiel du systéme (2.1.1)
avec le cofacteur K.

La preuve de la réciproque est similaire.
Proposition 2.5.4.

Si F' = exp (g/h) est un facteur exponentiel pour le systéme (2.1.1) alors

h = 0 est une courbe algébrique invariante et g satisfait I’équation
Xg=gKn+hKp (2.5.3)

ou K}, et K sont respectivement les cofacteurs de h et F.
Preuve. Puisque F' = exp (g/h) est un facteur exponentiel avec le cofac-

teur K, on a

Xg=gK,+ hKp

Ky exp (g/h) = X(exp (g/h))
= exp (9/h)X )gg/ Z) -
:ewp(g/h)( 9) };g( )

Ce qui est équivalent a
(Xg)h— g(Xh) = h’Kp (2.5.4)
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Par conséquent, puisque % et F sont premiers entre eux, on obtient que A

divise Xh. on a
Xg—gK, =hKp
XF
= h—F—
h(Xg)—g(Xh) F
= it .

1
_ h(Xg)~ g(xh)

< WM(Xg) — ghK), = h()](zg) —gXh
Comme £ divise Xh on trouve Xh = Kuh. Donc b == 0 est une courbe
algébrique invariante avec le cofacteur K = Xh/h.

Maintenant remplagant Xh par K,h dans (2.5.4),
on a

(Xg)h — gKnh = B’Kp = Xg = gK, + hKp.

2.6 La méthode de Darboux

Avant d'énoncer les principaux résultats du théoréme de Darboux, on a

besoin de quelques définitions.
Définition 2.6.1.

Soit S(z,y) = Zﬁ.;io a;;z'y? un polynéme de degré m — 1 avec
m(m + 1)/2 coefficients dans F, alors on écrit § € F,_1[z,y]. On identifie

'espace vectoriel linéaire F,, [z, y] avec F™™+1/2 par I'isomorphisme

S —% (0’007 410, Ap1y - - - 5 Qm—1,0, Am-—-20 - - ,G'O‘;mvl)

38



UnN:vsrsiTE 08 Mat 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Deéfinition 2.6.2.

On dit que 7 points (z1,y) € F2,k = 1,...,r, sont indépendants si

Iintersection des r hyperplans

m—1
{(aij)Fm(mH)/z : Z ai;jr'y =0, k=1,...,7}

=0

est un sous espace linéaire de dimension (m(m + 1)/2) — r.

Définition 2.6.3.

Un point singulier (xp, yo) du systéme (2.1.1) est dit faible si
div(P, Q) (w0, yo) = 0.

Remarque 2.6.4. D’aprés le théoréme de Bézout, le nombre mazimum des
points singuliers isolés du systéme polynémial (2.1.1) est m2. Le nombre
mazimum des points singuliers independants du systéme (2.1.1) est
m(m+1)/2 et m(m+ 1)/2 < m? pour m > 2.
Théoréme 2.6.5. (Théorie d’intégrabilité de Darbouz)

On suppose que le systéme (2.1.1) de degré m admet p courbes algébriques
invariantes irréductibles [; = 0 avec les cofacteurs K; pour i =1,...,p,
q facteurs exponentiels F; = exp (g;/h;) avec les cofacteurs L; pour
J=1,...,q et r points singuliers indépendants (x;, yx) € C? tel que
filze, ye) #Opouri=1,...,petk=1,...,r

1. Ils existent );, 4; € C non tous nuls tels que

i /\'Lh’i + i ,U;-iLi == ()
i=1 j=1
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si et seulement si la fonction
H(z.y) = f*... fRrF . Fk (2.6.1)

est une intégrale premiére du systéme (2.1.1). De plus, pour les systémes
réels la fonction (2.6.1) est réel.
2. Sip+q+r>[m(m+1)/2]+1, alors il existe A, 1 € C non tous nuls

tels que
P g
il il

3. 8ip+q+r>[m(m+1)/2] + 2, alors le systéme (2.1.1) a une inté-
grale premiére rationnelle et par conséquent toutes les trajectoires du

systéme sout contenues daus les courbes algébriques invariantes .
4. Ils existent \;; u; € C non tous nuls tels que
P q
Y NKi+ Y L= —div (P,Q)
i=1 Gl
si et seulement si la fonction (2.6.1) est un facteur intégrant du sys-
téme (2.1.1).
5. Sip+g+r=m(m+1)/2 et les r points singuliers indépendants sont

faibles, alors la fouction (2.6.1) est une intégrale premiere si

p q
Z Az](l + Z/A‘%‘Li =0
== Jj=1

ou la fonction (2.6.1) est un facteur intégrant si

i MK+ iui[@ = —div (P, QJI
i=1

=

avec \;; ; € C non tous nuls.
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6. Sils existent Ai; pj € C non tous nuls tels que

SP LMKt o pils = —8, pouT s € C/{0} alors la fonction

H(z,y,t) = O ... Ftexp (st) (2.6.2)

est un invariant du systeme (2.1.1).

Preuve. (voir [13]).
Remarque 2.6.6. Une fonction de la forme (26.1) est appelée fonction
Darbourienne

Maintenant, nous allons voir que si le systéme différentiel est réel, alors
Vintégrale premiére par le théoreme de Darboux est aussi réelle.

Cela découle du fait sutvant, puisque le systeme différentiel polynémial (2.1.1)
est réel, il est bien connu que si une courbe algébrique invariante du systéme
ou un facteur exponentiel apparait, alors son conjuguée doit apparaitre simul-

tanément (voir proposition (2.4.3) et (2.5.3)).
Supposons maintenant que X cst un champ de vecteurs recl. Si parmi les
courbes algébriques invariantes de X un complexe conjugué paire f =0 et T=0

existe, alors Vinvariant (2.6.2) @ un facteur réel de la forme j'ATA, laquelle

- S - . ! : |
,(:;__ 2;;;7& )« 0y gfé_@'{ﬂi (‘ _;:ﬁ )) I

avee ITm(X) Im(f) #0. S parmi les facteurs cxponenticls de X unc paire
de conjugué complere F = exp (g/h) et F = exp (G/h) existe, alors ’inté-

grule premiére (2.6.1) posséde un facteur intégrant de la forme

est une [ongtiQTL réelle

I

et

erf

[(Re f)* +( ;,,, fﬁ e

(eap (L)(ezp () = ezp (2 Re (u)
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On résume que la fonction (2.6.1) est réelle quand le systéme différentiel (2.1.1)

est reéel.
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2.7 Quelques applications

Dans ce qui suit, on préseute des applications du théoréme de Darboux

P

pour des systémes quadratiques, on a m(m+1)/2 =
Exemple 2.7.1.

Soit le systéme quadratique suivant avec abe #0

T =z(ax +c),
(2.7.1)
¥ = y(2ax + by + c).

Ce systéme a cinq lignes invariantes (¢.e solutions algébriques de degré 13
En effet, soient f = ax + By + v la courbe algébrique invariante et
K = dz 4 ny + o le cofacteur de f.

Alors on a

of

of
—p
}ax-I-Q

Xf 3

—Kf

X[ =az(ax+ c) + By(2az + by + ¢).

Kf =(0z+ny+o)(az+ By + 7).
On développe I'équation précédente, on trouve
X[ = aax® + bBy® + 2aBxy + cax + cBy.
Kf = daz®+ By’ + (na+ 6B)zy + (ca+dv)x + (68 + yn)y + o.

[ da = aa
pn=bp
On obtient alors le systéme < 0B + o = 203
oo + 0"}/ = CQ¥
eB+vyn=ef
| or=10
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Si7:0,07&0;,[320,(17&0ona{azc,nzO,J:a}

alors fi = az =0, dolt f = z = 0 esl une ligne invariante avec le cofacteur
Ki=azr+ec.

Siy#0,06=0,=0,a#00n a n=0,0=a,y= 2}

alors f, = az + ta=0,dot f; = az + c = 0 est une ligne invariante avec
le cofacteur K, = azx.
Siy=0,0#0,8#0,a=00na{s=cd=2a,n=>b}

alors fs = By =0, d'oit fs =y =0 est une ligne invariante avec le cofacteur
K3 = 2ax + by + c.
Si'y::O,a#O,ﬁ#O,a%Oona{a=c,n:b,5:=a,a=%ﬁ-}

alors fy = %az + By =0, d’od f4 = az + by = 0 est une ligne invariante avec
le cofacteur Ky = az + by + c.
Siy#0,0=0#0,a#0ona{n=>bd=a,a= %,’y=%}

alors f5 = ‘—’f—x + By + % = 0, d’olt fs = ax + by + ¢ = 0 est une ligne
invariante avec le cofacteur K5 = ax + by.

D’aprés le théoréme Darboux, le systéme (2.7.1) a une intégrale premiére

YYEFO VIFS SIFS VP W
H=f"2 1500 f

avec Ai € C qui satisfait Zle MK = 0.

Alors, on a
MK+ 2K+ A3 K3+ MKiAsKs = Ai(az + ¢) + Aa(ax) + Aa(2az + by + ¢) +
M(az + by +c) + As(az -+ by) = a(Ar + Ao+ Az + Mg+ As)w + (s + A, +
As)y+e(A+As+Ag) =0

Ce qui conduit au systéme suivant

E=



K=bz+ny+ole cofacteur de f

On
Xf=—2bazg?— vy — bya2y
28)xy + puz — Ay.

Kf = daz® + pyys + (ma + dy)a2y + (

Un:vzrsiTg 03 Ma; 1945-GueLmy
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/\1+/\2+)\3+/\4+/\5:0
)\3+/\4+)\5:0
A1+)\3+)\4=O

Si on pose Az =0 =

—1 alors on g As = =L Ag=}; =1
Par conséquent, I'intégrale premiére est

7 (az + ¢)(az + by)
o z(az + by + c)

Remarque 2.7.2. D’aprés le théoreme ((2.6.5) (3)), le systeme (271) a5

courbes algébriques nvariantes, on q une itégrale premiere rationnelle.

Exemple 2.7.3.

& =Yy=b@*+y?) = p

(2.7.2)
y =z=Q

Soient f = g2 + BY? +yzy + Az + 1y + v la courbe algébrique invariante et

Alors on a

_ B Of af
Xf —P%ﬁ-Q@—[(f

X[ =[-y- b(z? + v?) (2azx + Y+ A) + 2(28y + VT + ).

Kf =0z +ny+ o)(a2® + B2 + yay + Ag + py + v).
développe Péquation précédente, on trouve

— 2bazy® + (v — bA)a2 + (=7 = bN)y?+ (=20 +
9B+ my)zy? + (6A + oa)z? + (nu +
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B’ + (Ou+ 1A + oy)y + O+ oX)e+ (g + op)y + o,
ov=90

v +op=—})

oV + o) = L

o+ nA + oY = -2+ 28
M+ 0of=—vy—p)
5)\+0a='y-—b/\

0B+ 1y = -9

ceci conduit ay systéme suivant J

N+ 8y = —by
Bn = ~by
da = —2pq

.
On utilise maple, on trouve leg solutions de ce systéme

a=0,ﬁ=0,7=O,5=—b,n=ib,x\=)\,u=z’/\,uzz 0,0 =i}
{a=0,= Oy =0, § = b7 = —ih, k= Ab=—i\y= 0,0 = -4}
alors, on a deux courbes alébriques invariantes
Hh=2Xx+ 1Ay = 0, d’on fi = x4 1 = 0 avec le cofacteur K, = —Bip -4
by + i, et fy = g — 1Ay = 0, alors =24y =g avec le cofacteur
Ky = —pp — by — 1.

Douc on a

f::f1f2=x2+y2=o

est une courbe algébrique invariante avec le cofacteur
K= A’1 + KQ = —2bz.

Puisque @iv(P,Q) = —%y = K , d’aprés le théoreme (6.1)(4),

on a
L 1 . . . ,
R=f1-._ est un facteur mtégrant, par conséquent
2 4 o2
T+ vy
JoH z
o, —RQ= 72 1 .2
ox T4+ y
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& 1
alors [ = ,/—172 T yza’:c = —5111 (@ + %) + h(y)... (%)

OH —Y — b(x? + 42
h(y) est calculs d’aprés Péquation w =RP = —ﬁﬁg\yz
. oH y )
d"aprés (x) 5= RP = o 7 + W (y).
D’ou
H(y) = b
hy) =—by
alors
H ==

~3ln (2 +y%) — by

H = (224 42 exp (2by).
Exemple 2.7.4.

On cherche le facteur intégrant dy systéme

T =gy,

(2.7.3)
Y =ylo+ By + 1).

Soient f = qg? 4+ BY* + vy + Az + HY + v la courbe algébrique Invariante et
K=6z+ny+ole cofacteur de f. Alors on a

cf = pof | Of
Xy _P%+Qa—y—](f

Xf =xyaz + YW+ A)+y(z+ By + 1)(28y + vz + 1)

Kf =©0z+ny+ o)(ax? + By? + VXY + AT+ py + v).
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On développe Iéquation précédente, on trouve
Xf= 235;y3+(20+7)x2y+(
K[ = dax® + By’ + (na +
7B)y* + (du

Y+2B+ By)zy?+ (Bu~+24)y2+ (/\.—l-u—i—’y)xyﬂ-{—uy.
LY + (08 + my)ans? +
+ A+ oy)zy + (v + o))z + (
ov={
nw+ou = 1
v+ol=(

J (5ﬂ+77/\+a~/=/\—f—,u+

. . i - M+oB = By + 283

cecl conduit ay systéme suivant AL o =1
Jﬁ+7}7=7+2/3+37
N+ 0y = 2a +
Bn=2Bp
L da =0

(OA + oa)s? + (np +
W+ oy + ov.

v

On utilise Maple, d’ot les solutions de ce systéme

_ 1683 _39py 0}
“""mﬁ’”“mﬁ’”“ '

-{Q:O,ﬁ-:[)’,'yz{),ﬁ:2,17:123,)\=0,//,=0,1/=0,cr=2}.

alors, on a deux courbes alébriques Imvariantes

| —32B8 _, 4BB , 16Bp 1685
hi= 4B* “4B 3% t1 oY

L 3288
1+ 2B To5Y BTy 4B+ 12

8

8
2 2 _ 5 4
B-—3$ +y —day + y+2

B+1’

d’ou f1 = b
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esl une courhe algébrique invarianie avec le cofacle

ur K; = (% + By el
aussi fy = By? = 0, d’on

L=y*=0
est une courbe algébrique invariante avec le cofactenr K. 2= 25+28By 49
On a
—div (P,Q) = —(2B + Ny—z-—1
A
A]K] =+ )\ng = (-2—1 + B)\] + 23/\2)3} + 2/\21‘ + 2)\2
Alors on 3
% + B/\] + 23)\2 = —2B e ]
2)\2 = —1
2A2 = -1
D’ou 1a solution de ce systéme est )\; = — 2B+2

= =1
2511 et g = 3L

Alors d’aprés le théoréme de Darboux (4) la fonction

2B+2

Byl 2 2, doy+dy+ -5 )T
Y\ Y - dey+ 2B+ 1

est un facteur intégrant,
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CHAPITRE 3
i !

NON EXISTENCE DES CYCLES LIMITES VIA LE
FACTEUR IN TEGRANT IN VERSE

Le facteur inté rant inverse est un outil important d
g b

ans I'étude qualitative
des équations différentielles. Le

but de ce chapitre est d’utiliser le facteur

€ pour douner un critere de non existence des cycles limites
pour des systémes différentielles planaires polynémiaux.

intégrant invers

3.1 Facteur intégrant inverse

Deéfinition 3.1 1.

soit le systéme d’équations différentielleg

T = fi(z, ) :
(% i @11
ou f; : U C R?

=W 12958 sont des fonctions de classe C*

et U est un
ensemble ouvert simplement connexe.
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Considérons le champ de vecteurs

0 1)
= f Y -
1 flf)xl +f26m2

Alors (3.1.1) peut s’écrire sous la forme

T = P(’I}), r = (.’L’l,.’ﬂg) el (312)

Définition 3.1 2.

La fonction ¢ : U ¢ R2 _ R, v ¢ CY(U,R)

est appelé facteur mtégrant
inverse de

(3.1.1) si elle n’est pas localement nulle et

satisfait ’équation anx
dérivées partielles

a9 o 9fi  8fu.
— F ————— — S— ————— . .]_.|3
fi Oz * Jz(?xz Oz * Oz, i 3 )

Remarque 3.1.3. 4, Jacteur intégrang inverse est une solution de | ‘Equation

Fo = div(F)p,

En réécrivant (3.1.1) sous sa forme de Pfaff

W == *fz(l‘l, fL‘z)d(El -+ f1 (.’L‘l, lig)dl‘z = U, (.1‘1, .Z';g) eU. (3.1.4)

On note que 1’6 uation ci-dessus est exactement 1’équation différentielle
q q

des orbites du systeme (3.1.1).

Définition 3.1 4.

Un facteur intégrant pour w = 0 est un fonction de clagse ('

U= R
qui rend 4 w une

forme exacte dans le cas o U est simplement connexe
] -] P il b
Ceci est équivalent 3
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I(=uf) _ 9uf) (3.1.5)
| Iz, dzy R

} Remarque 3.1.5. u est up Jacteur mtégrant de (3.1.4)
|

|

|

st et seulement g
V= — est un facteyr mtégrant inverse de (3.1.1) 4
P .

ans le domaine approprié.

| 3.2 Non existence des cycles limiteg
|

Bl Théoréme 3.2.1.

Soit 9 : U 5 R un facteur intégrant inverse de

(3.11). 8i~y c est un
| cycle limit de (3.1.1),

alors 7 est conteny dans I'ensemble

P70 = {(21,22) € U, d(a, ) 0}.
R

emarque 3.2.2. ]/ egt possible d’imposer certaines conditions sy (3.1

5),

‘ pour déterminer les cqs particuliers du foctey d’intégrant.

‘ Proposition 3.2.3.

Soit U un ensemble ouvert simplement c

onnexe. Supposons

| que le champ
|
i de vecteurs

Jo__ ¥ d " a vl 2
F ~jla—£+/2872 € C"(UR )

| Sil’une des deux conditions suivantes est satisfaite alors

(3.1.1) ne possede
‘ bas des cycles limites dans U
! (i) La fonction @; = div(F)/f; ne depénd que de z;, pour i € 11, 2]
et elle est continue.

| (ii) La fonction B = div(F) /(fiza + faz1) depénd de

% = 179 et elle est
continue,
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Preuve. Op considére le cag (i) avec a, depénd uniquement de z,

. on re-
cherche un facteur intégrant, inverse, utilisong I'équation

associée

_(9h | of
f axﬁf% Gy * 55007

Supposons que ¢ depend uniquement de 1, donc l'equation précédent
reduit

te se
720 _oh | of,
6v1 6301 Oz,

qui est réécrite sous la forme

=N

Blogﬂ _ 10k  of _
0$1 fl (9271 + == 5:1:- ) =¥
De I'hypothése 9 — exp( [

I=H0) = ¢, le systeme
pas des cycles limites. Donc la preuve est compléte.

@1(s)ds) est un facteur

intégrant inverse et
don d’aprés le théoreme (3.2, 1),

(3.1.1) ne possede

Exemple 3.2.4.

Considérons le systéme

T1 = -2+ az? + ba; cos(z,),

1L:2 =&y,

div(F)

On a ‘T = 2a est une fonction de z,.

Donc par la proposition (3.2.3 (i)

; le systéme ne posséde pas des cycles
limites.
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Exemple 3.2.5.

Considérons le systéme

Ty = 2212y,
Ty = gix? - z3—-1.

z; d’aprés la broposition (3.2.3),
J1
pas des cycles limites.

Ona —id = o e systéme ne possede

Corollaire 3.2.6.

o1 un cham € vecteurs € classe sur
Soit F hamp d t de cl *

(3.1.1) ne posséde pas des cycles limites dang {7,

U. Si div(F) = 0, alors
Maintenant, nous utilisous Iy proposition (3.2.3) pour étudier quelques

systémes spéciaux. Considérong I'équation

By =1y (1'1)7‘2(.2}'2),

_ (3.2.1)
Ty = S1 (1‘1)
On a le résultat suivant.
Corollaire 3.2.7.
Siri(z) >0 (< 0), alors (3-2.1) ne possede pas des cycles limites dans
U.

Preuve. Ey effot Pexpression

div(F) _ 1i(m)
S r1 (371) 7
continue et dépend uniquemen

position (3.2.3 (i)).

est t de 24, donc le résultat découle de 1 pro-
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Exemple 3.2.8.

Considérons le systéme

Ty = (2+sin(z,)) (x5 — 2 + ),

.’L:Q = :L‘il =t 5.’61.

I ne posséde pas des cycles limites car (2 +sin(z;)) > 0.

Lemme 3.2.10.

Supposons que systéme (3.1.1) a un cycle limile av el B : [J s R est une

fonction positive (négative) a valeurs reéelles, alors o est un cycle limite dy
systéme

.fi')l "—‘th

(3.2.2)
&y = B/,

Maintenant, en utilisant le lemme ci-dessus, on obtient une généralisation

de nos résultats.

Proposition 3.2.11.
Soit U un ensemble ouvert simplement connexe, Supposons que

B :U = R est une fonction positive (négative) de classe (1 telle que

div(BF)/Bf; depénd uniquement z;, pour ; e {1,2} et elle est continue,

alors (3.1.1) ne possede pas des cycles limites dans 7

En particulier de 1a proposition précédente ou dy corollaire (3.2.6), on a

le résultat suivant.
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Corollaire 3.2.12.

Soit [J un ensemble ouvert simplement connexe. Supposons que

B:U—->R

est une fonction positive (négative) de classe C! telle que div(BF') = 0, alors

(3.1.1) ne posséde pas des cycles limites dans U.
Définition 3.2.13.

Soit R[z1, 2] 'anneau polynémial sur R de 2 variables. Soit f € Rz, 3],

Définissons son ensemble nul par
V(f) = {(z1,32) €R*: f(z) = O}.
Si S C Rz, xy), on définit V(S) Pensemble des zéros communs
V(S) = NyesV (f).

Remarque 3.2.14. Un ensemble de cette forme est appelée algébrique, en

particulier V(f) est connu sous le non de courbe algébrique.
Théoréme 3.2.15.

Si un polynéme homogéne non nul est un facteur intégrant inverse du

systéme différentielle (3.1.1), alors il ne posséde pas des cycles limites.
Corollaire 3.2.16.

Si /1, [2 sont des deux polynomes homogeénes de méme degré, alors (3.1.1)

ne posséde pas des cycles limites.
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Preuve. 1] est simple de vérifier que

V(. 272) = & fala, T3) — Zo fi(zy, T3),

est un facteur intégrant inverse de (3.1.1). Donc il est clair que 9 est un

polynéme homogene, le résultat suit du théoréme 3.2.15.

Exemple 3.2.17.

Considérons le systéme

%y 55 B - i 4 6z1x3,
Ty = Ty — 220,

Ceci est un champ de vevteurs homogene. D’aprés le coroll

aire précédent,,
ce systéme ne posséde pas des cycles limites.

Corollaire 3.2.18.

L’équation différentielle linéaire

T1 = axy + bxy,

(3.2.3)

&2 =y + dus,

ne posseéde pas des cycles limites.
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rConclusion et perspectives

Dans notre travail nous avons appliqué la théorie de Darboux pour déter-

miner les intégrales premiéres des systémes différentiels. On veut continuer &

étudier le prolongement de 15 méthode de Darboux en dimension supérieure

a deux (> 2) pour un systéie polynomial differentiel.
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