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Ce

Introduction

premier travail met en évidence 1’élaboration d’estimateurs a posteriori pour

’équation de le chaleur. Il est basé premiérement sur une discrétisation en temps

par la méthode de Rothe et en deuxiément d'une discrétisation en espace a l'aide

d’é

léments finis de Crouziex-Raviart.

ns la premiére partie on va étudier I’existence, 'unicité, ’erreur d’estimation du

procédure d’approximation. La méthode de Rothe s’est avérée un outil théorique

numeérique efficace dans ’étude des problemes d’évolutions. De tels problémes

ont été étudiés par plusieurs auteurs pour différents type d’équations : parabolique,

verbolique,. ..

On propose dans la deuxiéme partie une brieve description des éléments finis de

buzeix-Raviart. Ces éléments finis sont de type non conforme autrement dit que

Pespace des approximations n’est pas inclus au sens ensembliste dans ’espace de

de la solution.

ns le cadre d’éléments finis conformes, plusieurs approches ont été introduites

pour définir des estimateurs d’erreur pour I’équation de la chaleur.

Po

ur étre capable d’étendre ces techniques d’éléments finis non conformes a des

problémes de type spatio-temporel, on a besoin comme dans le cas des problémes

staj

d’e

tiques elliptique d’estimer un terme de consistance qui apparait lors d’estimations

rreurs. Ce terme est controlé dans a 'aide d’une décompositions d’Helmholtz de

Perreur.
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Une fois le probleme discrétisé, on met en ceuvre non seulement un indicateur d’er-
reur a posteriori basé sur le saut normal et le saut tangentiel du gradient de notre
approximation, mais aussi un indicateur d’erreur en temps basé sur les gradients suc-
cessifs de 'approximation. L’équivalence entre l’erreur et les indicateurs est prouveée

avec des conditions minimales sur le maillage.

Pour mettre en oeuvre des estimations d’erreur a posteriori, on doit prouver ’exis-

tence d’une borne d’erreur 1 qui vérifie le critére suivant

lu = wunlly S 7k, un, fn) + & (£).

Ou &, (f) est une quantité négligeable devant n (termes d’ordre supérieurs). La

quantité 7 se calcul trés facillement & partir des données up et fp, par suite il est
facile d’obtenir une borne de I’erreur globale, cette borne est appellée estimateur
global. En pratique, I’estimateur global est une somme d’estimateur locaux Ny, OU

K est une maille de notre triangulation Tph. L'estimateur global s’érit, alors
= /% "
KETPh

L’objectif de cette thése est le suivant : la Section 2 rappel le probléme continu
et sa discrétisation. Dans la Section 3, on donne quelques outils analytiques, en
particulier quelques propriétés de lerreur spatiale ainsi que de sa décomposition de
Helmholtz. La Section 4.1 est dédiée & I'analyse a posteriori de la discrétisation en

temps. L’efficacité et la fiabilité des estimateurs d’erreur spatiale sont établies dans

la Section 4.2.




Chapitre 1

Rappel d’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques théorémes d’analyse fonctionnelle.

1.1  Types d’équations aux dérivées partielles

Il existe une classification des équations aux dérivées partielles linéaires du second

ordre.

Considérons par exemple une equation aux dérivées partielles écrite sous la forme :
Aty + Buy, + Cugy + Du, + Buy+F =10

L’application "elliptique", "parabolique" ou "hyperbolique" d'une équation aux dé-
1A SR . N . 9. . 192 . )
rivées partielles correspond & la nature de la conique d’écrite par ’équation carac-

téristique correspondante, ¢’est—a-dire
Az® + By* + Cay + Dz + Ey + F = 0.

Donnons maintenant des exemples d’équations elliptiques, paraboliques et hyper-
p

boliques.

1.1.1  Problémes elliptiques

L’équation elliptique modeéle est :




ou
riab

Cet

— = f

n
Au = 3~ 07u, 0; désignant la dérivée partielle par rapport a la i — éme va-
i=1

le (et donc 8?7 la dérivée partielle d’ordre 2 par rapport a la i — éme variable).

te équation modélise par exemple le phénomene de conduction de la chaleur

stationnaire.

1.1.2 Problémes paraboliques

L’équation parabolique modéle est :

ut—AU:f

ot u; désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps (u est donc une fonction

de a, variable d’espace et de t, variable de temps).

Cette équation modélise par la conduction de la chaleur en régime instationnaire.

Cette équation parabolique comporte deux opérateurs : la dérivée d’ordre 1 en

temps et la dérivée d’ordre 2 en espace.

1.1

3 Problémes hyperboliques

Les équations de type hyperbolique interviennent principalement en mécanique des

fluides. Elles sont souvent obtenues en négligeant les phénoménes de diffusion (parce

qu’ils sont faibles) dans les équations de conservation de la mécanique. L’exemple

plus

classique d’équation hyperbolique est ’équation des ondes :

Uyt — Au = 0.




2 Espaces de Hilbert

éfinition 1.2.1 (Produit scalaire) :

appelle produit scalaire dans un espace vectoriel F, une forme bilinéaire symé-

trique définie positive sur £ ,on a le produit scalaire de deux éléments z,y de £

s la forme (z,y).

éfinition 1.2.2 (Espace de Hilbert) :

espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (z,y) qui

complet lorsqu’il est normé associée a ce produit scalaire.

Définition 1.2.3 (L’espace L*{Q2)) :

L’e
de

Ja

Le

réj

th
De

space L2 () des fonctions de carré sommable sur €2, ot {2 est un domaine ouvert
R? ou R?, c’est & dire telles que l'integrale:

|f(x)] dz < co, muni du produit scalaire

(f,9) = / Flmlgleis,

1.3 Espaces de Sobolev

s espaces de Sobolev ont été introduits au début de siécle et permis de résoudre

bon nombre de probléme concernant les équations aux dérivées partielles restés sans

bonse jusque la.

Nous nous limiterons aux espaces les plus utiles en gardant bien & 1'ésprit que la

¢orie sous-jacente est beaucoup plus vaste.

ins ce qui suit , sauf mention explicite du contraire, on suppose 'ouvert {2 borné.



1.3.1 L’espace H' ()

Définition 1.3.1 On note H' (Q) Uespace fonctionnel linéaire défini par :

HY(Q) = {u e L2 (Q)\ gzi e L*(Q) ,w}

que I’on munit du produit scalaire noté ((u,v)); g :

()1 0= /Q (u-v+Vu- Vo)

et par le fait méme d’une norme induite :

1

oo = (wna)* = ([ @2+ va2))’

1.3.2 L’espace H; ()

définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace du H' ()

et qui nous sera trés utile pour les problémes avec conditions aux limites de Dirichlet.

Définition 1.3.2 Soit C (Q) lespace des fonctions de classe C* & support com-
pact dans Q) et dense dans H}. L’espace de Sobolev Hy () est défini comme U'adhé-
rence de C& (1) dans H (Q2).

On peut définir que H} (£2) est un sous-espace de H' (§2) constitué des fonctions qui
s’annulent sur le bord 9 puisque tel est le cas des fonctions C& (€2) . En général,
HY () est strictement plus petit que H' () car C& (£2) est un sous-espace strict

de|C¥ (D).

1.3.3 L’espace H™!(Q)

Le|dual de I’espace de sobolev H{ () est appelé H™! (Q)

{0 = {f = Wy +~; gzzz avec vg, vy, -+ vy € L (Q)} :




1.3.4 L’espace H?(Q)
Onl note H? (€2) 'espace

2

8:ci8:rj

ou

8.(1)‘1'

HA {7 = {u e L*(Q)] € L* () et e L*(Q), w,j}

1.4 Quelques inégalités utiles

Soit 2 C R™.
Inégalité de Cauchy-Schwarz

/uvdm < </ \u\de) </ |v\2da:> :

0 Q Q ,

. N N 3 N 3
w;v;dz| < / u?dm / “vfd:v )

Inégalité de Cauchy avec I’c

Vu,v € L7 () :

Qu’on appelle aussi I'e-inégalité

, €, 1 .
|ab| < §|a\2 g b]*, Ve >0, Va, b.

La généralisation de cette inégalité est appelée I'inégalité de Young

D

¥

1 p—11blp—-1
[ab(§—|w\p+p——l—|p 1, Vp > 1.
D p |¢€
Inégalité de Poincaré-Friedrichs
Vu € Hy (Q) : [[u(t)ll 2 < cllVulla) -
1.5 Probléme abstrait

Sait V un espace de Hilbert réel de produit scalaire (-)y. Fixons une forme bilinéaire

continue




La

)

[a—

a

a:VxV-oR:(uv)—aluyv).

bilinéarité signifiant la linéarité sur u et v, tandis que la continuité est équivalente

existence d’une constante M > 0 telle que :

la (u,v)| < M |jullv| vy, Yu,ve V.

Nous considérons le probléme abstrait (ou variationnel) suivant : étant donné

fe

L2 (),
Trouver u € V telle que (1.1)
g, 1) =F(z); Yo eV B

L’existence d’une solution & ce probléme est basée sur la coercivité de la forme a :

On

s’il

dit que la forme bilinéaire a est V-elliptique ou coercive sur V' si et seulement

existe a > 0 tel que

a(u,u) > alul} , YueV.

Alors on a la théoréme suivant :

Th

Sil

Le

éoréme 1.5.1 (Laz-milgram)

a forme bilinéaire a (u,v) est coercive et si f (v) une forme linéaire continue sur
alors :
probléme variationnel

chercher la fonction u € V' telle que :
a(u,v) = f(v), YoeV

admet une solution unique dans V.

De

plus, si a est symétrique, ce probléme est équivalent au probléme de minimisation

{ cherchons la fonction u qui réalise le minimum dans V' de

J(v) = 3a(v,v) = f (v)




1.6

On cadre abstrait du §"1.5"

bil

reprend le
inéaire a: V xV — R,
La méthode d’approximation interne
consiste 4 remplacer Ies

finie, h > 0 étant parametre réel destiné a
V

A

, lorsque h — 0.

insi pour chaque h, on résout le problém

{ Trouver up € Vi
a (wn, Un)

f—

aces Vj, sont supposés inclus dans V.

Lemme 1.6.1 (de Céa)

Soient u € V la solution du probleme (1.1

Alors il existe une constante C

llu— uplly <

Démonstration

On a immédiatement en vertu des problémes (1.1

a(u,v) = f(v)
a(un, vp) = f(0n
Puisque Vj, C V, on peut prendre v = Up,

pour obtenir :

a(u — up, vp) =0

- §oient V' un espace Hilbert

(dite méthode de Galerkin

space V par une famille

f (Uh) )

. méthode précédente s’appelle méthode d’approximation interne

Approximation interne du probleme

réel, une forme

continue est V-elliptique.

) du probleme (1.1)

de sous-espaces Vi de dimension

tendre vers 0, de sorte que V,, tend vers

e suivant :

solution de
Yup € Vi

i

(1.2)

car tous les es-

) et up € Vi solution du probleme (1.2).

indépendante de h telle que :

inf |lu—wvnlly

o ueVj

)et (1.2)
v eV

),

Yoy € V.

dans la premiére équation et soustraire

,\V/’Uh = Vh



En particulier :

a(u — up,up) =0
et on en conclut que :

a(u —up,u—up) =a(u—upu—1vy), VYo, €V,

la CL)er(:ivité et la continuité de la forme bilinéaire a nous permettent alors d’écrire :

”V , Yo, €V

aHu—uh“%/SC’Hu—uhHVHu—Uh
1
ce dui entraine que :

, Yu, €V,
1%

C
U — Up VS— U — Up
«

puisque cette derniére inégalité est vraie quel que soit v, € Vj, on a le résultat.

Définition 1.6.1 On dit que la famille des problémes a(u,,vy) = f (vy), Vv, €V).

associée 4 Vy est convergente si et seulement si : lim ||u — ]|, = 0.
h=0

On dit que la convergence est d’ordre r si et seulement si il existe C' = 0 (indépen-
dant de h) tel que

lu— unlly < C.

1.7 Eléments finis

La méthode des éléments finis consiste & approcher, dans un sous-espace de dimen-
sion finie, un probléme écrit sous forme variationnelle dans un espace de dimension
infinie. La solution approchée est dans ce cas une fonction déterminée par un nombre
fini de parameétres, comme par exemple, ses valeurs en certains points (les nceuds
du maillage).

Avantages : traitement possible de géométries complexes, détermination plus na-
turelle des conditions aux limites, possibilité de démonstrations mathématiques de

convergence et de majoration d’erreurs.




Inconvénients : Complexité de mise on ceuvre et colt en temps de calcul et en

mémoire.

1.8 Le maillage

Dans la méthode des éléments finis, la construction du sous espace V}, nécessite
de la discrétisation préalable du domaine €2 en éléments géométriques simples. La
discrétisation du domaine §) est un probléme technique difficile et la qualité du
maillage est cruciale pour la qualité de ’approximation .

En dimension deux, les éléments sont des triangules ou des quadrangles de coteés
droits ou curvilignes. En dimension trois, ce sont des tétraedres ou hexaedres.

Un maillage en éléments finis doit satisfaire les critéres suivants :
1/ Les éléments K; du maillage doivent recouvrir le domaine (2 :
LK =41

Ceci implique que, par exemple en dimension deux ce domaine soit polygonal ou
approché par un polygone si 'on utilise des éléments droits.

2/ 'intersection de deux éléments distincts ne peut étre que :

-'ensemble vide.

-un sommet.

-un coté.

-une face (en dimension trois).

10




1.9 Formules de Green

Version 1 :
Siue H2(Q) et ve HH(Q),ona:
" ou
~/ Au(z)v(z)dr = / VuVvdz + 5—vd5
Q Q r ov
avec % — Yy v ol v est un vecteur normal extérieur arl.

Version 2 :

L

Z

suit curlw = (

En outre, si D est un ouvert

. valeur moyenne d’une fonction v sur une aréte /face E est définie par :

Me(0) = 57 ],

lous aurons également besoin des formules de Gireen suivantes : si D est un ouvert

Horné de R? et v,w € H'(D), alors on a

r

/ Vv - curlw = / veurlw - n = Vo - tw, (1.3)
D - aD

=T

1 # est le vecteur unitaire tangent le long de 8D et curlw le vecteur défini comme

8-210 \

—81’LU
borné de R3 et v e H'(D),w € H'(D)? alors on a :

/ Vv - curlw = / veurlw -n = / (Vu xn)-w. (1.4)
D oD 8D

11




Chapitre 2

Discrétisations du probléme

Soit Q) un ouvert borné de R d = 2 ou 3, avec un bord I' polygonal (d = 2) ou
polyedral (d = 3). Soit T un nombre positive fixeé.

On considére I’équation de la chaleur dans R¢. Soit u une solution de

u_Au=f  dans Ox10,T7,
u(.,t) =0 sur I'x]0, T', (2.1)
u(.,0) = ug dans €.

La donnée f € L2(0,T; H™ (1)) et la valeur initiale up € L* (). Sous ces condi-

tions, le probléme (2.1) ou de maniére équivalente

(Byu(t), v) + (Tu(t), Vo) = (F(),0), Yo € Hy (@), vt € (0,T),  (22)

posséde une unique solution faible dans L2(0,T; H: () nC ([0, T] Frdi1i P

2.1 Discrétisation en temps par la méthode de

Rothe

On suppose maintenant que la donnée fe (o, T H1(€)). On introduit éga-
lement une partition de [0,T] en sous intervalles [t,_1,tp),1 < p < N tels que
Ol=to <t1 <--<tn=T. On dénote par 7, = t,— tp—1 la longueur de [t,_1. ty)

et par T = MaTyTp.

12



L’approximation semi-discréte du probléme continu (2.1) par la méthode de Rothe

consiste & déterminer une suite (u”)o<p<n solution de

p__ Pl
{y_—u —zﬁup:fp dansQ 1§p§N,

Tp 99

up = sur I" 1 S p —<_ N, (ZL)
ud = ug dans €,

ave¢ f* = f(.,t,). Ce probléme admet une solution faible unique w? € H; (£2) dont

la

formulation est

/u”v + Tp/ Vu' Vo = / uwPlu + Tp/ fPv, Yv € Hy (). (2.4)
Q Q Q Q

rd

2.2 Probléme complétement discrétisé

2.1 Eléments finis de Crouzeix-Raviart

Description topologique

Nous fixons un maillage Ty, de €2 qui est régulier au sens de Ciarlet [6] autrement

dit}, il existe o > 0 tel que

h
K <o, VK €T, (2.5)

PK

ou| hi et py désignent respectivement le diameétre de K et le diameétre de la plus

grande boule inscrite dans K. Tous les éléments sont des triangles/ tétraédres notés

K.

ég

ar

ensemble de toutes les arétes/faces de Tp;, est symbolisé par £ On définit
alement 1’ensemble f;’,? des arétes/faces intérieures de Ty, et I'ensemble {y des

stes/faces d’'un élément K. Enfin pour une aréte /face donnée E € {x NEy, on

désigne par hg, la longueur ou le diametre d’un élément E.

il
dé

est également nécessaire de définir des patchs locaux : pour un élément K, on

finit wy comme la réunion de tous les éléments qui partagent une aréte/face avec




K. Pour une aréte/face E, wg désigne la réunion des triangles/tétraedres ayant E

pour |aréte/face.

Enfin, pour un nceud z, on définit w, comme la réunion de tous les triangles/tétraddres
) b xT

ayant x pour nceud. De la méme maniére, on définit par wx et wg la réunion de tous

les triangles/tétraedres partageant respectivement un nceud avec K et E. Ny, re-

presente I’ensemble des noeuds de la, triangulation T}, et N;;‘ft I'ensemble des neceuds

intérieurs de la triangulation Lo

Le probléme (2.4) est maintenant discrétisé par une méthode d’éléments finis non
conformes. Pour tout p = 0, L,---, N, On introduit I’espace d’élément finis non

conformes de Crouzeix-Raviart :
Xpn={v€L¥Q):v, € P,VK € ot
/ Vg = / UL, VE € § NELNE™ K, L € Ty,
E E ph

/U,K =0,YE €€ NT,K € Ty).
E

Dans le cadre 2D, I’espace peut étre reformulé comme suit :

Xg = {v € X, : v = 0 au milieu des arétes du bord T

avec

.Xph = {U S LZ(Q) CY € P VK € Tph,

v est continue au milieu des arétes}

14




2) Définitions et propriétés

On utilisera également, lors de ’analyse par éléments finis des équations aux dérivées

partielles, la propriété suivantes :

/ (]l =0 VE €& Yun € Xih (2.6)
E
ot le saut d’une fonction v & travers une aréte/face E au point x est défini par

Tm - _ B G E &t
o @)]], = { lim, v(z+ang) —v (T ang) i Hedn

v(x) si B €&, \5””
Notons également que le signe de ([v (2)]]p dépend de 'orientation de 7ng. Néan-
moins,des quantités telles que le saut du gradient [[Vv - ngl|p sont indépendantes

de dette orientation. Pour une fonction v € X gh, on définit le gradient discontinu

Vpu par :

(th)\K = VU\K,V.K € Tph.

Le probléme complétement discrétisé (2.1) par la méthode de Rothe et une discréti-
sation spatiale par éléments finis de Crouzeix-Raviart est donnée par : étant donnée

une approximation u) € X3, de ug, trouver uh € X ph? 1 <p<N, telle que :

/uhvh—l—Tp Z / Vub Vvh—/uh U+ T / fPup (2.7)

KET h

polir tout vy, € X,

Définition

Soit uP une solution de (2.4) et uj une solution de (2.7), alors on note I'erreur

spatiale par

P
e =uf —up.

15




2.2.2 Opérateurs d’interpolation de Clément

1) Elément finis conformes de premier ordre

Nous avons défini précédemment les éléments fini conforme P;

ave

Von = {v ok (Q) CUK € P,YK € TPh}7

VS = Von N Hy ().

2) Définition

Pour notre analyse a posteriori,nous avons besoin de linterpolé de Clément.

Pou

L’q

ir p=1,---, N, on définit
Y ={v e L*(Q) vk € H(K),VK € Tp,

/U|K:/U|L,VE€£KQ£LQ£Z/?,K,LETph},
JE E

Y5 ={vel*Q): vk € HYK),YK € Tpp,
/ Vg = / v, VE € €, NE, NEpt, K, L € Tpn,
E E

J/;UIK = O,VE e fK N F,K & Tph}-

marque”’a’ Notez que H*(Q) C Ypu et que Xp), ® IS = Y

standard 'application qui & tout nceud z associe A\, € Vp, vérifiant :

/\z(y) = 6m,y»vy & ijh-

pérateur d’interpolation de Clément est défini comme suit : on définit de manicre

Paur tout élément v € Yy, et w € YP%, on définit les opérateurs Iov et [ dw par

lev= 3 us ([ v

(%
xENph Wz

16
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T = Z |wx\_1(/ W) Ag. (2.9)

w,
Z‘ENph *

Remarque "b" Icv appartient & Vpn, alors que I2w appartient & Vb

3) Propriétés de l’opérateur d’interpolation de Clément

Les

pérateurs de I'interpolation de Clément définis précédemment vérifient les

propriétés suivantes.

Lemme Pour tout v € Yy, et w € Ypoh, on a:
o = ool S i IVnvlay - VE € Ton (2.10)
lv = Iovllg S hg IVavllg,  VE € o (2.11)
|lw = Iowl|, S hx [IViwllg, VK € T (2.12)
3 / int
|w — I2w|| 5 S hEIVAWla, VE € &, (2.13)
V18|l S IVnwll,, VK € Ton (2.14)
Démonstration
Toutes ces propriétés sont démontrées dans 8]. On pourra également se référer a

14,

Pou

16] pour des estimations équivalentes faisant intervenir d’autres opérateurs.

¢ terminer nous introduisons quelques notations relatives aux sauts normal et

tangentiel du gradient de uj.

On

définit les quantités J5 , et Jp, comme suit :

g, = { (el RS .
En siE €&\

o)

Sid = 2, alors

JP { ([(Vu}, - tellg si B € f;rflzt, '
-Vuh - tg si E € {I’;h\ﬁgfl‘.

Sid = 3, alors

o [V el SEEGE
~Vuh -ng siE e fgh\ggﬁf.

17




Chapitre 3

Outils et propriétés analytiques

Dans cette section, on établit quelques propriétés satisfaites par Ierreur spatiale e”.

Celles-ci seront particuliérement utiles pour établir des bornes d’erreur.

3.1 Relations d’orthogonalité

Lemme 3.1.1 (Orthogonalité au sens de Galerkin,).

Perreur eP satisfait la relation d’orthogonalité de Galerkin suivante :

eP~l — eP

> / Vre? - Vop, = -—-———vh,wh V.- (3.1)
KETph rp

Démonstration

Tl suffit de soustraire (2.4) avec v = vp € V7§, a Didentité (2.7)

/ uPuy, + A,,/Vu Vvh—/uhvh—7p Z /Vuinh
Q Ik

1 KeTy

= /up’lv + 'rp/fpv—/ufflvh - Tp/f”vh.
Ja Q Q Q

on| obtient

18




par suite

— €p~1 — ep 0
}_J Vie” - Vo, = —wy, Yy, € Vph.
k )

-
KeTyn P

Lemme 3.1.2 Soit g € H'(Q) sid =2 et ¢ € H' (Q)® si d = 3. Alors Uerreur

satisfait l'identité suivante :

/Vhezp curl p = Z / Ji s P (3.2)
Q E

E'Eﬁph
Démonstration

Supposons que d = 2. Une intégration par parties dans () sur chaque élément A

donne|(cf.(1.3))

[ -
Viet -curlp = / VuP - curl p — 2 / Vub - curl p
Q = Jk

L K€L, V"

curl g - nu? — ) / Vub - txp
/r Z‘ ox

KETph

Comme uP € Hy () et ¢ € H' (), on conclut en utilisant la définition de Jp ,. En

utilisant la propriété (1.4), la preuve est similaire en 3D.
Lemme 3.1.3 (Orthogonalité de ’erreur).

L’erreur satisfait :

21 / Vie? -curlg, =0, Vo, € Vo sid=2et o, € (Vpp)? sid =3 (3.3)

KeTpn
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Démo
Consid
Comm

on obt

i1ag

7
=

nstration
lérons en élément arbitraire ¢, dans V,, si d = 2 ou dans (ViR di.d == 4.
e précédemment, une intégration par parties (cf. les identités (1.3)) et (1.4)),

ient (en rappelant que u? € H} ()

j[ Ve -eutlypy = /Vu” curl ¢, — T / Viuh - curl p,

R VB Kely,

= /up-curlgoh-n— E / ub - curlp, - ng
¥ KTy Ok

= - Z/ ub - curl g - ng

KETh
= — Z/ ub]] . curlgy, - ng
= = % (ewlgynp) | - ufll.
Keg,,

comme la fonction (curly,.ng)\p est constante sur E € £,,.La propriété des élé-

ments

finis de Crouzeix-raviart (2.6) satisfaite par v} € Xgh, nous permet de

conclure cette preuve.

3.2

Relations de ’erreur

Lemme 3.2.1 L’erreur e? satisfait :

Smeeen B ) 5 e

KeTon KeTyn Ee€,,

pour tout w € HL (Q).
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Démonstration
Une intégration par parties sur chaque élément et le fait que Au} = 0 pour tout

élément de A € T, montre que

}: /Vhepr = /Vu” Vw — S‘ /Vu -Vw
KeTy; v K

KeTy,

=1
it
Q Tp y
. X
_ Z ( /Auhw+/ n - Vuhw)
oK

o G
~ Z Z /En-VuZw

Ee€Ty, BPegy

On conclut en utilisant la définition de Jb.n et la continuité de w a travers les

arétes/faces.

Corollaire 3.2.1 Pour toutw € Hj (Q) et p € H' () sid=2 et p € H! (Q)° si

d=3ona:

- a P _ gp—1
Z / Vie? - (Vw + curlp) = Z / <f” =% % ~~> w (3.4)
KeT, ph K

T
KE Fph G

+Z/ (T + T2, o).

Ect,,

Démonstration
Jest une conséquence directe des Lemmes 3.1.2 et 3.2.1.
D’aprés le Lemme 3.1.2 on a :

/V;,epcurlcp— Z / Jgi

Eet,,

21




ou bien

D’autre

i

On fait

§RA

/ VieP curl p = Z /J]’;t

K€Ty, Eet,,

e part, le Lemme 3.2.1 implique :

/Vhep Vw = :}_J /K<f - p~-£i>w+z /]Enw

CETpn KeTpn Eeg,,

la somme entre les deux inégalités, on a donc :

: - Vie? - (Vw +curlp) = Z/(J?t 4=t Z} En

Ty, K

On rappelle maintenant les résultats suivants (voir [10] en 2D et [7] en 3D ou [11]) :

3.3

Décomposition de Helmholtz de ’erreur

Lemme 3.3.1 (Décomposition de Helmholtz de Perreur)

On a la/décomposition de ’erreur suivante

avec P

Vief = VuP + curl ¢, (3.5)

€H' () sid=2et ¢P € (H ()’ sid=3et wP € HL(Q).

De plus, les estimations suivantes sont vérifiées :

W]y o < IVRell, (3.6)

[#7l0 S Vel (3.7)
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Dé

manstration
Considérons le probleme de Dirichlet suivant : trouver w? € H} (€) solution de
div (Vye? — VwP) =0 dans ,
{ wP =0 sur T (58]

La

formulation faible du probleme (3.8) est :

/ Vu? - Vv = / V,eP - Vv, VYve€ e gie)p (3.9)
Q Q

Comme le champ de vecteurs V,eP — VuP est a divergence nulle sur Q.i.e.,

div{Vpe® — VuP)=0 dans Q,

Par [11], il existe ¢¥ € HY(Q)sid=2et ¢? € H' (Q)* si d = 3 telle que

curl P = Vye? — V'

L’inégalité (3.6), en utilisant (3.9) avec v = wP, est alors démontrée. L'inégalité

(3.7) est obtenue comme suit : en utilisant le développement (3.5), on écrit que

/ |curl ¢” _— / curl P - curl ”
Q Q
= / curl o - (Vpe? — VuP).
Q

A T’hide de la formule de Green et de 1a condition au bord w? = 0 sur ', on obtient

L’

-

Si
pu
Le

/ |curl P12 = / curl P - Vpe®. (3.10)
Ja Q

négalité de Cauchy-Schwarz nous permet de conclure que

el ]| < Vel
d = 2 linégelité (3.7) est une conséquence directe des estimations précédentes

sque ||, o = [lcurl "

s lemmes précédents vont nous permettre de prouver les identités suivantes.
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Lemme 3.3.2 L’erreur P satisfait les égalités suivantes

uf — Pt
7',,/ Vie? - Vuf = 7',,/ <f” — L——h—) (wP — I3wP)
Q Q Tp

+%§:égﬁw—@w) (3.12)

Eeg,,

_ /(e” _ ep—l)wp,
Q

Vie? - curl @ = Z /EJEJ (P = I%p), (3.13)

Q E€t,,

ler |3+ 7, f Vi = (7€)
¢

+(e? — eP7l eP — wP — I%(eP — wP))

Jr-’rp/ Vel - VIZ (e’ — wP) (3.14)
Q

P pe=la
U, — U
+@/0h-h’uyw—gw)
Q Tp

#7y 3 [ (TBalw? - )+ B, (4 ~ o).
Eefph.

Démonstration

L’identi

f, = Ig

té(3.12) est issue de la relation de Galerkin, du Lemme 3.1.1 avec

wP € V) et du Lemme 3.2.1. La seconde identité (3.13) est une conséquence

du lemme 3.2.2 et de relation d’orthogonalité de lemme 3.1.3 avec ¢, = [P,

En utili

sant, la décomposition de I’erreur (3.5) on peut écrire

Tp/ |Vre?|? = Tp/Vhep-(Vw” + curl ¢*).
0 i
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Les identités (3.12), (3,13) ménent directement a

R O
Q JQ
A
1, / (7 = By — I807)
Tp
+7p ) / (8 (wP = I&wP) + T (@7 = Lc¥")).
E€t,n

On écrit de maniére équivalente que
e 475 [ 190 = @)
+(eP — Pt e —wP — I(eP — wP))
(eP — P IR(eP — wP))
/ <fp U —T:h 1) (P — I2wP)
+Tp Z / — I2wP) + g (¥ — Ieg)) -

EEEph

Cette derniére identité et la relation d’orthogonalité de Galarkin (3.1) conduisent

au résultat (3.14).
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Chapitre 4

Analyse a posteriori de ’erreur

4.1 Analyse a posteriori de la discrétisation en
temps

4.1.1 | Borne supérieure de ’erreur

En s’inspirant de la littérature existante [12,05], on définit des indicateurs d’erreur

en temps :

=74 |[Vaf — 2| 1< p < N (4.1)
Dans la définition de l'indicateur(4,1), nous avons écrit Vi(uh —u2™") alors que

uﬁhl et 1} n’appartiennent pas a la méme triangulation, mais la différence uh —ul!

peut étre vue comme une fonction P; sur la triangulation T, N Tp—1,n. Le gradient

discontinu est alors calculé sur la triangulation T, N Lot e

Pour plus de commodité, on introduit les notations suivantes : on dénote par 7, f
la fonction étagée constante 3 f(tp) sur chaque intervalle (to-1,t:), 1 < p < N,
Four une suite v? € X,?h ® Hy (2),0 < p < N, on dénote par v, son interpolé de
Lagrange, qui est a fortiori affine sur chaque intervalle [tp-1,%5], 1 < p < N, et
égal & v¥ au point t,,i.e., défini par,

t—t

—20F Wt € [ty 8,1 <p < N.
Tp

i, —t
u,(t) = F—gP=l
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Enfin

)

la form

En prer

Cette é¢
Théore

l erreur

Démons

I’équatic

on note e, = u — u,, Perreur de discrétisation en temps. Etant donné que

-
u’ —uf

Oty = ——— sur (to-1,%p),
Tp

ulation semi-discréte (2.4) est équivalente &

(Orur(t),v) + (VU', Vo) = (£, 0), Vo € Hy(Q),Vt € (tp-,t,). (4.2)
hant la différence avec (2.2), on en deéduit I'équation résiduelle suivante
(Geer(t), v) + (Ver (1), Vo) = ((f = f7)(£), )

+ (V(w —u,)(t), Vo), (4.3)
Vv € Hy(Q), Vt € (tp-1,t,).

Juation nous permet de montrer le théoréme suivant .

me 4.1.1 (Borne d’erreur supérieure en temps)

en temps e, vérifie I'inégalité suivante

n

lerttlZ+ [ 1Vers)Zds < S~y
( /0 er(s ;n

tn
+ [ IV ) 0) P s
0

2
T =7 fllza 0t -

stration

n résiduelle (4.3) donne (voir[05))

ferltnll+ [ Vel @ < 23 LTIV —weras s

2
+2 | = 7TTf“L2(D,tn;H—1(Q)) :

a0




Par définition de u,, on a clairement

| IV = o)l ds = T2 v - oty

p—1

I’inégalité triangulaire nous permet alors d’écrire que

\]

De plus [05] donnent

tp

7o V(@ = @) + 7 [V = w2 )|)* < / IVh(ur = unr)(5)| ds.

tp—l

I’identité précédente, ainsi que ces deux estimations donnent

[ 19 02 —w)lds 5 02) + / " I (tr = war) (3)]P s

tp—l p—

o

Cette estimation dans (4.5) permet alors conclure.

4.1.2 | Borne inférieure de ’erreur

Théoréme 4.1.2 (Borne inférieure de Uerreur en temps).

Pour tout p = 1,..., N, on a lestimation suivante

Tlf ! ”Vher”m(tp_l,tp;m(n)) + Hater”L%t,,_l,tp;H"l(ﬂ))
1 e
+72 (th(uf" —ub)|| + th(u7""1 — 1‘)“)
2
+ |- ﬂ’rf“L?(t,,_l,t,,;h(-l(ﬂ)) ‘
Démonstration

A Tlaide de I'inégalité triangulaire,on obtient

28
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(4.8)

(4.9)



w S [V - u )|

~

+[[Vr(w? = b)) + HVh(u”"l == u,ﬁ*l)” .

1
L'estimation du terme 72 ||V (u? — uP~1)|| est proposée dans [05], ainsi en utilisant
(4.6) (avec n = p), en prenant v = P — ur dans (4.3) et en intégrant le résultat sur

Uintervalle t (to—1, tp).

4.2 | Analyse a posteriori de la discrétisation spa-

tiale
4.2.1 | Borne supérieure de ’erreur

1’élément résiduel exact est donné par

De manijere classique [15], ce terme est remplacé par un élément résiduel approché

P p—1
Uy, — U,

fp-t=
)
h Tp
ol f' est une approximation de fP via des éléments finis P° lus précisément
h -

. L .
(f,f)/K = I—K—I J’K fP, pour tout K € T )s

Définition 4.2.1 Soit p > 1. L’estimateur d’erreur local 1y, est défini par

P p—1
Up — Uy

i

T2 (Bl + ).

K

Tp

L’estimateur d’erreur global n" est donné par
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P2 =Y ()

KGTph

les termes d’approximation local et global sont donnés par

Po= i |7 = FEllues (€)=Y (&)

k:GTph
Théoréme 4.2.1 (Borne supérieure de l'erreur)
L’inégalité suivante est vérifiée
n n
len P + D7 IVaePl® < D max (B, 7y} (7)° (4.10)
p=1 p=1
n
2 = 2
el + D e ()*
p=1

Démonstration

Cette borne supérieure est une conséquence des lemmes 3.3.1 et 3.3.2. On estime
quelques-uns des termes de droite de I'égalité(3.14) du lemme 3.3.7. En utilisant
successivernent 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, 'estimation (1.12) et la définition de

l’estimateur local, on obtient

=¥ ul — !
Z\ - 8 _ (wp - I‘lwp)
, h - -
kT, ¥ B p
P p—1
\ P ’Lbh — Uh p
DI LEE = T
k‘ETph p K
o !
PP
i Z, M [w Il,u')K'
kE’Tph

A P'aide de linégalité discréte de Cauchy-Schwarz, on obtient
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uf — oyt 0
<ffz: - T‘) (WP = IZw?) S P P, . (4.11)
D

3y

k€T, v K

De la méme maniére, en utilisant (2.13) et (2.11), on estime les termes avec les sauts

tangentiel et normal des gradients :

2: /ng (wP - IdwP) < Z [[Jz,,lflEllu,’p ~ Igw?||
Eeg,, VE Eet,,
ik
S D Wkl hg w4,
Eet,,
S 2 Tl g,
KET,),
> [ 1) < Xl Lol
Eeg,, & Eeg,,
1
S D0 15l 231 o
Eeg,,
S Z M ’Sppll,u‘;,{-
KeTy,

Comme précédemment, I'inégalité discréte de Cauchy-Schwarz donne

Z /7§n (wP — Igw”) < P [wP], q, (4.12)
Ee¢,, VE

) /G’fn (WP = RwP) <o P, (4.13)
E

L’estimation (2.12) nous permet d’évaluer le terme :
A 7 0/

2. [ =@ = 18wr) < 3T - Sl ey,
BeT,,; Y K KETy,

et par conséquent

Y /K (7 = f) (w? — I0uP) S €7 [P, 5. (4.14)

EE’I’ph
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En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1’estimation (2.12), on obtient

(€ =" e —wP — I3 (" —w))| S hy [le” — || |V (€” — wP)].

Les estimations précédentes et I'inégalité (2.14) injectées dans I'identité (3.14) per-

mettent d’écrire

I 47, [ Vi < (o)
+Chy “e” — ep"1“ NV (€ — wP)||
+COTp [[Vae?|| - [Va (€2 — w?)| (4.15)

+C1pn? 'SDPILQ

+C7p (7° + €F) ’wpll,n. )

avec une constante C' > 0 dépendant uniquement de angle minimal de Ty,.

Cette inégalité ne donne pas directement ’estimation désirée & cause des facteurs
IV (7 —w?)]|, [w”],,, et |¥”]; o. On a donc besoin d’estimer ces facteurs. On
débute tout d’abord avec le dernier cité. En utilisant les identités(3.10) et (3.13) on

peut écrire

/Q|curlg0p,'2: Z

Eeg,),

/Jg’t. (gpP ~ ]Cgap) 2
E

En utilisant erreur d’approximation (2.11) et la définition de I’estimateur d’erreur

a posteriori, on obtient

i 2 P| P
/Qlcurlgcpf <n I‘P ’1,9'

Pour ’estimation de la norme V, (e? — wP), on commence avec

|V (ef —wP)|* = th (e” —wP) -V}, (e? — wP),
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En utilisant la décomposition de Helmholtz (3.5), on peut écrire

Vi (€ — wP)||® = /Vh (ef — wP) - curl ¢P.

Q
I'utilisation du Lemme 3.3.2 et de la formule de Green (en rappelant que w? = ()

sur I') permet d’obtenir

lWMﬁﬂWW=§:/hm@“%wW
E

Eet,,

En utilisant les estimations (4.13), on obtient

[Vh (€” — wP)|* < 9" (4.16)

A Taide de I'inégalité triangulaire

VWPl < [V (wP = )| + [ Vae?]]

et par llinégalité classique (a+b)? < 242 + 2b%, vérifiée pour tous nombres réels a,b,

on obtient

IVw?||? < 2(|Vh (wP — )| + 2| Vae? .

A Paide de (4.17) on arrive a

IVwP|? < C (17)% + 2 ||Vre?|?, (4.17)

avec une constante C' > 0 dépendant uniquement de I’angle minimal de T i
On peut & présent conclure : en utilisant les estimations(4.16) , (4.17) et 'inégalité

de Young dans (4.15), on peut écrire
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[ieren [ el < (@)
’ - +Chy [[e? = &Y|| 17
+C7, ||VieP|| P
+C7y (((77’“)2 + <EP)2)

1
‘f‘g’fp |U)p|1ﬂ )

avec une constante C' > 0 dépendant uniquement de 'angle minimal de L

En utilisant (4.18) pour estimer le terme |w? |fQ et I'inégalité de Young, on arrive

finalement 3

JQ Q
1 2 ‘ ;
+aller =+ chg Py
+Cry () +€7)%)
+ 2|Vl
1 1 112
< el +5 e

+C (max {hp, 7} (7)) + 7, (€7)°

)
+ 294

avec une constante C' = 0 dépendant uniquement de ’angle minimal de T),.

ette inégalité est équivalente a

le?||? + Tp/ |Vre?|? < “ep—1HZ +2C (max {R2, 70} (n2) +7p (5”)2) ,
Q

et on conclut en sommant sur p =1, - ,n.
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4.2.2

Assert

tout élément, K de T,_; ;, ou de Iy

hx ~ h

Borne inférieure de Perreur

ion Pour tout 1 < p < N, il existe une triangulation conforme Tph telle que

K-

Théoreéme 4.2.2 (Borne inférieure de l’erreur locale }

Si les a;

ssertions 4.2.2 sont vérifiées, alors pour tout 1 <p < N, on a

eP — ep—l

Mg S hi + [ Vher|l,, + .

o -

Démonstration voir [05, 17].

35

r SOit la réunion d’éléments K de Tph telle que

(4.18)
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