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prermier travail met en 6vidence l'6laboration d'estimateurs a posteriori pour

sur une discr6tir;ation en temps

discr6tisation en. esDace A, I'ai,le

tion de le chaleur. Il est bas6 premidrement

la m6thode de Rothe et en deuxidment d''une

nts finis de Crouziex-Ra.riart.

la premidre partie on va 6tudier I'existence, I'unicit6, I'erreur d'estimation <lu

ure d'approximation. La m6thode de FLothe s'est av6r6e un outil th6orique

unr6rique efficace dans l'6tude des probldmes d'6volutions. Der tels probldmes

6t6 6tudi6s par plusieurs auteurs pour diff€rrents type d'6quations : paraboliqtLe,

b,olique,.. .

propose dans la deuxidme partie une brieve description des 6[6ments finis ,le

uzeix-Raviart. Ces 6l6ments finis sont de type non conforme autrement dit que

des approximations n'est pas inclus itu sens ensembliste clans I'espace ,1e

de la solution.

le cadre d'6l6ments finis conformes, plusieurs approches ont 6t6 introduites

d6finir des estimateurs d'erreur Dour l'6ouation de la chaleur.

€:tre capable d'6tendre ces techniques d'6l6ments finis non conformes d des

dmes de type spatio-temporel, on a besoin comme dans le cas des probldmes

S r-res elliptique d'estimer un terme de consistance qui apparait lo,rs d'estitnations

d' Ce terme est contrdl6 dans d I'aide cl'une d6compositions d'Helmholtz Ce

llt

I'e
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foiis le probldme discr6tis6, on met en euvre non seulement un indicateur d,er-

a posteriori bas6 sur le saut normal et le saut tangentiel du gradient d.e not re
imation, mais aussi un indicateur d'erreuLr en temps bas6 sur lers gradients su,3-

ifs <]e I'approximation. L'6quivalence entre.['erreur et les indicaterurs est prouv6e

des conditions minimales sur le maillaee.

r mettre en oeuvre des estimations d'erreul a

borne d'erreur 17 qui v6rifie le crit6re

posteriori, on doit prouver I'exir;-

suivantd'une

titti n se calcul

d'obtenir une

. Jln pratique,

u.ne maille de

llu - unllv S rl (h,un, Jn) + €nff) .

(/) est une quantit6 n6gligeable devant 4 (termes d'ordre srup6rieurs). La
or

q

faci

la

tr6s facillement d, partir des donn6es u7, et f n, par suite il est

borne de I'erreur globale, r:ette borne est appeil6e estimateur

I'estimateur global est une somme d'estimateur locaux r77., oii
notre triangulation Tpn. L,estimateur global s'6rit alors

L'ob if de cette thdse est le suivant : la section 2 rappel le probldme continu
et dii;cr6tisation. Dans la section 3, on donne quelques outils a.nalytiques, en

ulier quelques propri6t6s de l'erreur spatiale ainsi que de sa d6composition de

Hel holtz. La Section 4.1 est d6di6e d l'analyse a posteriori de la disrcr6tisation en

bem . L'efficacit6 et la fiabilit6 des estimateurs d'erreur spatiale sont 6tablies dans

tion 4.2.
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hapitre 1

ppell d'analyse fonctionnelle

ce chapitre, nous rappelons quelques th6ordmes d'analyse fonctionnelle.

Types d'6quations aux d6riv6es partielles

une clasgification des 6quations aux d6riv6es partielles lfin6aires du seconcl

d6rons par exemple une dquation aux d6riv6es partielles 6crite sous la forme :

Aurc I Buoo * Cury + Du, + Euu lF : 0

ication rrelliptique'r, rrparaboliquet ou 'hyperbolique, d,une 6quation aux de.
partielles correspond d la nature de la conique d'6crite pa{ l,6quation carac_

t€ ique correspondante, c'est-d-dire :

Ar2 + BA' + Cry * Dr * Ey * F : 0.

maintenant des exemples d'6quations elliptiques, para$oliques et hyper-

L'

n

1.1. Problemes elliptiques

L' elliptique moddle est :



l

ou

-Au: f
u: i}lu,0i d6signant la d6riv6e partielle par rapporb d, la ,i - bme va-

i:l
(et donc dr2 la d6riv6e partielle d'ordre 2 par rapport d la i- bme variable).

6quation mod6lise par exemple le ph6nomdne de conduotion de la chaleur

S onnatre.

n

Ce

or)

de

Cet

Cet

.2 Probldmes paraboliques

uation parabolique moddle est :

u1- A'u: f

d6signe la d6riv6e partielle de z par rapport au temps (u est donc une fonction

, variable d'@space et de f, variable de temps).

6quation mod6lise par la conduction de la chaleur en r6gime instationnaire.

6quation parabolique comporte deux op6rateurs : la d6riv6e d,ordre 1 en

et la d6riv6e d'ordre 2 en espace.

3 Probldmes hyperboliques

sont faiblee) dans les 6quations de conservation de la m6cg,nique. L'exemple

pl classique d'dquation hyperbolique est l'6quation des ondes :

u11 - Au: 0.

1.1

Les

qu'i

de type hyperbolique interviennent principalementl en m6canique des

flui Elles sont souvent obtenues en n6gligeant les ph6nomdnes de diffusion (parce
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Espaces de Hilbert

ni.tion 1.2.L (Produzt scalaire) :

appelle produit scalaire dans un espace vectoriel E, une forme bilin6aire s/rnLe-

ue d6finie positive sur E ,on a le produit scalaire de deux 6l6ments r,y de E

la, forme (r,A).

njition I.2.2 (Espace de Hi'lberr) :

espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d'un produit sr:alaire (r,g) qui

cornplet lorsqu'il est norm6 associ6e d ce p,roduit scalaire.

nition 1,.2.3 (L'espace L2 (A)) :

L' L2 (9) des fonctions de carr6 sommable sur O, of Q est un domaine ouvert

de

h

N

R2 ou IR3, c'est d dire telles que I'integrale:

lf (*)ldr < n, muni du produit scalaire

(f ,g): l,f @)n{,)0,.

3 Espaces de Sobolev

espaces de Sobolev ont 6t6 introduits au d6but de sidcle et pelmis de r6souclre

n<tmbre de probldme concernant les 6quations aux d6riv6es part;ielles rest6s seuns

jusque ld,.

nous limiterons aux espaces les plus utiles en gardant bien d, I'6sprit que la

ie sous-jacente est beaucoup plus vaste.t

D s ce qui suit , sauf mention <txplicite du contraire, on suppose I'ouvert Q born6.



,1 L'espace f/t (0)

nition L.S.L On note Hr (Q) l'espace fon'cti'onnel li'n\ai're dlfi,ni par :

rr' (0) : {ue 12 (el; \ *: . r' 1o1 , v,}
t d.rr )

I'on munit du produit scalaire not6 ((u, u))r,o :

((r,r)),n : [ @'u*Vz'Vu)' Jn

Ie fait m6me d'une norme induite :

, tl

ll"llr,n : ((,r, ,),,,n) :

2 L'espace Ild (CI)

dual de l'espace de sobolev Hd (0) est appel6 f{-t (CI)

H-' ((-)) : { ,: un i. i * &'t)€.c us,ul,' ' "t),l'-"'' Lfi2ri
\ ?:r

(l,r'+ v"));

1.

d6

et

nissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-efipace du Hl (0)

ui nous sera trds utile pour les probldmes av,ec conditions aux limites de Dirichlet.

nition L.3.2 Soi,t C3" (A) lespace des foncti,ons de classe C* d, support corn,-

da,ns{l et dense dans Hl. L'espace de Soltoleu Hot (0) est d€,f,n'i comnlel'adh6.-

tle Cf ({l) dans H' (ft) .

peut d6finir que -I1or (fl) est un sous-espace de I1t (0) constitu6 cles fonctions qui

nulent sur le bord 0Q puisque tel est le ca,s des fonctions Cff (0) . En g6n6ral,

(Q) est strictement plus petit que f/l (Q) car C3" (0) est un sous-espace strict

3(n)

3 L'espace 11-t ((-))

On

sta

Hl

de

t.

Le

€ ,'z (a)) .
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.4 L'espace //'(0)

note ,FI2 (Q) I'espace

(
H'(A): l z €

t

QueIques

r,'(0) | H.r'(ft) " #e 12 4o; , ,u,i\

in6galit6s utiles

t0clR'.
it6 de Cauchy-Schwarz

yu,u e L, (a),11,**l= (l,t f o,)t (l.t f o.)t

llr uo'oa*l<

tl
/ n N \' / r N \t
(,/"I u?tu) (/"I uldn)

it6 de Cauchy avec I'e

'on appelle aussi l'e-in6galit6

lobl S |lol' * *ff , ve ) o, Ya, b.

g6ndralisation de cette in6galit6 est appel6e l'in6galit6 de Young

p

lobl s rlrolo++lllt-t ,Yp>r.'-p" p lEl

it6 de Poincar&Fliedrichs

yu e H] (o) : llu(r)llz,,rnl S c llVull1,,loy .

5 Prolbldme abstrait

it V un espace de Hilbert r6el de produit scalaire (.)y. Fixonq une forme bilin6aire



l,_

a:V x V --- IR : (u,u) --+ a(u,u).

it6 signifiant la lin6arit6 sur u et v, tandis que Ia conti4uit6 est 6quivalente

d'urre constante M > 0 telle que :

la(u,u)l < M ll"llvll rllu, Yu,u e V.

le probldme abstrait (ou variationnel) suivant : 6tant donn6N

f

L'

consid6rons

L, (Q) ,

(1.1)

d'une solution d ce probldme est bas6e sur la coercivit6 de la forme a :

dit que la forme bilin6aire o est V-elliptique ou coercive sur I/ si et seulement

isteaF0telque

a(u,u)>"ll"lh, YueV.

on a la th6ordme suivant :

L.5.L (Lar-milgram)

forme bilinEaire a(u,u) est coercive et si / (u) une forme lln6aire continue sur

f Tlouver u €V
I o(r, u): f (u),

telle que

Yu €V.

On

s'il

Si

V,

Le variationnel

f chercher la fonction u € V telle que :

t a(u,u): f (u), Vu e V

adr

De

une solution unique dans 7.

lus, si a est sym6trique, ce probldme est 6quivalent au probldrne de minimisation

cherchons la fonction z qui r6alise le minimum dans 7 de

J(r):to(r,u)- f (u)



It
r*f\

I

o

Approximation interne du probleme

reprend le cadre abstrait du $ill.b', : soient v un espace Hilbert r6el' une fonne

n6aire a:V xV * lR, continue est V-elliptique'

m6thode d'approximation interne (dite methode de Galerkin' 
i: 

t:lT,l"i];l]
' mef,noue u oivvrvr!r'----- 

-^ r^-illa tle sorrs-es'a*es vt' de dimension

nsiste d. remplacer l'espace V par une famille de sous-espa

rie. h F 0 6tant paramdtre r6el destin6 d tendre vers 0' de sQrte que Vl' tend vers

, lorsque h -t 0'

insi pour chaque h, on r6sout le probldme suivant :

( Tlouver u1, €V11, solution de

t o("n, rn):/(rn), vu6€v6
(1.2)

m6thodepr6c6dentes,appellem6thoded,approximationirpternecartousleses-

Vn sont suPPos6s inclus dans V'

t.6,L (de Cea)

ient u e V lasolution du probldme (i'1) et u1' e V7' solution du probldme (1'2)'

Iors il existe une constante C ind6pendante de h telle que I

C

llu - unll, < i :![,ll' -'nllu

D6monstration

On a imm6diatement en vertu des probldmes (1'1) et (1'2) I

a(u,u) : f (r) ,Yu €V

a(uy,,u6): f (un), Yun €Vn'

Puisque V1, C V , on Peut Prendre t't

pour obteniP :

: un dans la premidre 6quation et soustraire

a(u - u7r,u71) :0 ,Yu6 e V7



En particulier :

a(u - u1r,u6) :0

n e:n conclut que :

a(u - u1",'u - u6) : a(u - Ilh,'ttr - un), Yun eVn

rcivit6 et la continuit6 de la forme bilin6aire a nous permettenl; alors d'6crire :

*ll" - "hll? 
< C ll" - unllrll,", - unllu, yu1, € v

ui entraine que :

ll,-,'ll" = :ll,--11", vun evn

ue cette dernidre in6tr1alit6 est vraie quel clue soit u7, €V1,, on a le r6sultat.

nition r.6.1 on di,t que la fami,lle des probld,mes a(u1,,un) : .f (un) ,yu1,€v1,.

;,€e d.V6 est conuergente sz et seulemenf sri : lim llr- rollv:0.

it que Ia convergence est d'ordre r si et seulement si il existe C' > 0 (ind6perL-

de h) tel que

llu-unllr<C|h'

El6ments finis

ode des 6l6ments linis consiste d appror:her, dans un sous-eslpace de dimen"

tn

finie, un probldme 6crit sous forme variationnelle dans un espace de dimension

ie. La solution approctr6e est dans ce cas une fonction d6termin6e par un nombre

nnl

du

paramdtres, comme par exemple, ses varleurs en certains points (les neuds

On

dan

La

illage).

A tages : traitement pclssible de g6om6tries complexes, d6termirLation plus na-

le des conditions aux limites, possibilit6 de d6monstrations mat;h6matiques detu

nce et de majoration d'erreurs.
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de

: Complexit6 de mise on Guvre et coot en temps de calcul et en

Le rpaillage

la m6thode des 6l6ments finis, la construction du sous espace V6 n6cessite

discr6tisation pr6alable du domaine o en 6l6ments g6om6triques simples. La

ion du domaine Q est un probldme technique difficile et la qualite du

est cruciale pour la qualit6 de I'approximation '

dimension d.eux, les 6l6ments sont des triangules ou des quadrangles de cOt6s

its ou curvilignes. En dimension trois, ce sont des t6traddres ou hexaddres'

maillage en, 6l6ments finis doit satisfaire les critdres suivants :

Les 6l6ments Kl du maillage doivent recouvrir le domaine f,) :

U;Ki:9

implique que, par exemple en dimension deux ce domaine soit polygonal ou

par urn polygone si l'on utilise des 6l6ments droits'

I'intersection de deux 6l6ments distincts ne peut etre que :

-l'ensemble vide.

-un sommet.

-un cdt6.

-une face (en dimension trois).

10
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Forr[rules de Green

1":v
Si H, (Ct) dE u eHt (Ct), on a :

- Iro'(r) 
T'' (r) o* : 

lnYuYud* 
n LX'ou

Bu

-d1) = Vu'tr of u est un vecteur normal ext6rieur d f'

2z

valeur moy€nne d'une fonction u sur une arl'r-ffane E est d6finie par :

Mn@): it 1,,

ous aurons 'figalement 
besoin des formules de Green suivantes : si D est un ouvert

n6 de R2 @t u,w e Hr(D), alors on a

I v' ' ''u't' 
: I u curl 11) 'n: Iuro' 

't'' {:1'3)

,Jn raD=,

testlevecteurunitairetangentlelongde0Detcurlwlevecteurd6finicomrne

Irrr'curlw 
: 

Iuoucurlut'n: luo(ou 
x n)'w' (1.4)

11

/ ,,,, 
)itcurltu- ( _rr"

1outre, si D est ,rn ./t""'t born6 de R3 et r'r € Ht(D)'w e Hr(D)3 alors on a :
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hapitre 2

iscr6tisations du Probldme

fl un ouvdrt born6 cle -Rd, d,:2 ou 3, avec un bord f polygonal (d:

al (d,: $). Soit T un nombre positive fix6'

2) ou

considdre l'$quation de la chaieur dans Rd' Soit u une solution de

( * - L,u: f dans 0x]0, T[,

{ ;(., t) : o sur f xlo, T[,

|. "(.,0) 
: ,o dans f,]'

(2.1)

donn6efeL'(0,7;H-r(Q))etlavaleurinitialeuseL2(Q)'souscescondi-

le problQme (2.1) ou de mani0re 6quivalente

(Lru(t),o) + (Vu(t), Vr) : (/(t), u), Vu e Ai 1er) ' 
Vt e (0' T) ' (2'2)

une uflique solution faible dans -L2 (0, T; I$ (fr)) n C ([0'"] ;" (0)) '

Dispr6tisation en temps par la m6thode de

Rothe

n suppose fnaintenant que la donn6e / e C([0,7];H-r (O))' On introduit 6ga-

t une p[,rtition de [0,7] en sous intervalles [to-r' to)''l < p S 'N tels que

: to ( tt I .. . ( t,nr : T. On d6note par rp - tp- tp; la longueur de lt,:'to)

paf T : rnq'rpr.p.

t2



L'

co

imation semi-discrdte du probldme corrtinu (2.1) par la m6thode de Rothe

A d6terminer une suite (ue)o<o<t solul;ion de

(2.3i)

fo : f (.,tr). Ce probldme admet une solution faible unique uP e Ht (Q) dont

mulation est

( Y-Y- - t\up : fp dans Q 1

lro
] ur==O surl
I uo : u6 dans fl'

(p(N,
1(p(/f,

Inuou+', fntt'
o .vu: 

fru'-', nt, Inf'u, 
Yu €.H; (a) ' (2't)

Probldme compldtemerrt discr6tis6

El6ments firnis de Crouzeix-Raviart

ption topologique

maillage 
,.1o7, de 0 qui est r6gu.lier au sens de ciarlet [6] autrement

> 0 tel qu.e

2.

1)

N fixons un

di il existe o

4n .o,
Px

Yk eTon, (2 5)

orilno et px d6signent respectivement le diarndtre de K et le diarndtre de la plus

gr{ra" boule inscrite dans K. Tous les 6l6menbs sont des triangles/ t6traddres nol;6s

K.l I'"n."rrrble de toutes les aretes/faces de 1"pn est symbolis6 Par {pr,' On d6finit

I,ensemble {'ftt des ar€tes/faces in1;6rieures deTpn et I'ensemble {t des

/faces d,un 6l6ment K. Enfin pour une arote /face donn6e 'E € €x ll{;, on

par h6,la longueur ou Ie diamdtre d'un 6l6ment E'

L 6galement n6cessaire de d6finir des parbchs locaux : pour un 6l6meut K, on

nit,wy comme la r6union de tous les 6l6ments qui partagent une arete/face ar'ec

13
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K, une arele/face E,tuE' d6signe la r6union des triangles/t6traddres ayant E
pour ardte/face.

Enfi , pour un n$ud r, on d6finit tr.r, comme la r6union de tous les triangles/t6traddres
/ pour neuS. De la mome manidre, on d6finit par ris6 et ri.tB la r6union de tous
angles/t6tr4ddres partageant respectivement un neud avec K et E. No1, r+

I'ensembfe des neuds de ra triangulation Tp11et r{ff r,ensemble des neuds
int6 de la triangulation ?pa.

bldme (2.4) est maintenant discr6tis6 par une m6thode d'6l6ments finis non

introduit I'espace d'6l6ment finis non
. Pour $out p : 0, 1, . . . ,1y', On

es de Crouzeix-Raviart :

X$,: {u e L2(e) : u6 € P1,VK € Tph,

1",,* ,K,LeTpn,: 
.[u',r,YE 

e €xn€ra€'io'

Dans

I

l^rW: 0, VE e €* I l, K € Tenj.
JE

cadre 2D, fi'espace peut 6tre reformul6 comme suit :

Xfn+ {u € Xpn: u:0 au milieu des arOtes du bord f

Xpn: {ue L2(A):u6e pr,VKeTph,

u est continue au milieu des ar6tes)

I4



I

r*
j

2)

On

itions e[ ProPri6t6s

ilisera6gale}prent,Iorsdel,analysepar6l6mentsfinisdes6quationsauxd6riv6es

, la proPri6t6 suivantes :

(2.6)

l"fiun)l": 
o ,YE e €pn', Yun e xf;n'

sautd'unefionctionuA'traversunear6te/faceEaupointrestd6finipar

u(r *ann) -u(r - anB) si E e {'{}'
siE€€n\€lf

6galeme4tquelesignede[['(')]]"d6penddel'orientationde4s'N6an-

s quantfitt6s telles que le saut du gradient [[Vu 'nB]1" sont ind6pendantes

orientation. Pour une fonction u e Xf;1,' on d6finit le gradient discontinu

(Vru)qr: V,\K,YK e Tpn'

e corffrpldtement discr6tis6 (2'1) par la m6thode de Rothe et une discr6ti-

spatiale $ar 6l6ments finis de Crouzeix-Raviart est donn6e par : 6tant donnee

approximation ufl e XSnde Lrs, trouver 4e Xln'LSp ( lf' telle que:

( ti*
[[r(r)]l':t;ilj

de

Vr,

I
t ^.P^. I nI uLuh + r.p

J$l

tout u6 e X$y

nition

up une solution de (2' ) et upn une solution

iale par

e' :'u,' -'ltroh'

(2.7)

de (2.7), alors on note I'erreur

.D I -Y 
ue1,Y u1, : 

fnuon-' 
un * rp lnf 

un

neiph

15



2.

1)

2 Op6nateurs d'interpolation de Cl6ment

Yph: {u e L' (fl) : u1r € H|(K),YK € Ten,

ff
J "",* 

: 
J 
"r,",vE 

€ €Ko €2, I €!{t, N, L e Trn),

Yon: {u e r2(o) :u1x € H'(K),YK e Tpn,

ff
J 
"r,n 

: 
J rr,t,vE 

e {"Kn €, I €lti, N' L € Ten,

f
J 
"ur* 

: 0,VE € €K n l, K € Tpnj'

ue"a" Notez que /{1(Q) CYon et que X;h@Hot(A) cY}n'

nt finris conformes de premier ordre

avons d6fini pr6c6demment les 6l6ments fini conforme P1

Vpn: {u e Hl(Q) : u1r e P1,YK e Tpn},

Vin : Yeh n /4 (O) '

2)

P rnotreanalB,seaposteriori,nousavonsbesoindel,interpol6deCl6ment.

P: l,''' , N, on d6finitP

d'itrterpolation de Cl6ment est d6fini comme suit : on d6finit de manidre

l'appllication qui d, tout neud r associe A, eVpn v6rifiant :

)"(g) : 5,,o,YY € ALn.

r tout 6l6ment u e Y.pnet tt € Yfi,,ond6finit les op6rateurs -I6:u et I$w par

Igu: ; lr,l-'t / u)A*, (2'8)

t€NPn '/'tDt

16



i--

(2.s)

Re

3)

L e "bf' -I6:u appartient d Vpn, alots que 1$u''

de I'op6rateur dtinterpolation de

Les rs de I'interpolation de Cl6ment d6finis

suivantes.

Pour tout u e Ypn et tl € Ypo1,, on a:

appartient a Vfn'

Cl6ment

pr6c6demment v6rifient les

(2.10)

(2.11)

'i6t(

me

ration

cespropri6t6ssontd6montr6esdans[8|.onpourra6galementser6f6rerd

16] pour des estimations 6quivalentes faisant intervenir d'autres op6rateurs'

llu - Isull* f,h6llVnullan,YK €T'pn,

t.
llu - Isullt { h'"llV nullau ,YE e tpn,

ll,, - /3Trll 6 Shx llVn'ull,r,. ,YK €Tpn,

llu, - $'ull 
" 

S h|llVr.rll,r",v E e €';;,

llvfl,rll" < llVnullo*, YK €Ten'

,p - I llv"i'nr)), si \e (fi,,r;,":lii siE€{on\€'ti.

si E e {"fi|,
si E e €in\€'ti.

si E e ('fr\,
si B e tin\t'#.

(2.12)

(2.13)

(2.t4)

T

Lt4,

Po terminer nous introduisons quelques notations relatives aux sauts normal et

iel du gradient de u!n'

On d6finit les quantit6, J'",* et Jeu,, comme suit :

: 3, alors

rL,,: {

tp -l"u,, - \

[[V"fl 'te]la
-Yuen'tB

[[V"on' nu))"

-YuP1r'n6

17



FJ
1

I

cette section, on 6tablit quelques propri6t6s satisfaites par l'erreur spatiale ee'

iserontiparticulidrementutilespour6tablirdesbornesd'erreur.

Relations dtorthogonalite

3.1.1 (Ar-thogonali,t€ au sens de Galerki'n)'

tils et ProPri6t6s analYtiques

t de soustraire (2.4) avec o :'uh € y& a I'identlta (2'7)

Ytf;,Vu6

t I vn"'
*.?n^J n

(3.1)

Inuoon*ro lnYu' 
'Yun- 

Iru'n'n-", E,^lo

: ln*-', * 
r, 

Inf', - lnuon-'rn 
- 'o frf"n'

fneeun 
+ rn .Yu1, : 

ln"o-t,n

repsatisfhitlarelationd'orthogonalit6deGalerkinsuivante:
r f eP-L-eP -,n

t lVn"o'Vu;,:1" - u6'Yu6evin'
.UL'JeTp

nelDh

18



I

I

l

l

I

l
ou'"Tt"

] E ^I'n"o 
vun- l"+u6'Yu7'ev:n'l"'

I

temf 3.L.2 Soiftg e /11 (O) si,d,:2 etg e ,F/1 (O)3 s,id,:3. Alorsl'emeur

satisfQi,t I'identi,tE suiuante :

I

I l"V7,eP 
curl , : D 

nl"n',,' 
,' (3'2)

ocrn{rot"ation

Sunn$ons que d :* 2. Une int6gration par parties dans 0 sur chaque 6l6ment K

donnej(cf.(t.3))

Il^
I lvns 

.cnrre : I,r* 'curls - *-r^|r"r'curls

] : 
/.",r e .nup 

E'r^lr.vuen.tye
I

Comrrje up e H[(fl) et g e Ht (0), on conclut en utilisant la d6finition de Jfi,,. En

utilisaft la propri6[6 (7.4),la preuve est similaire en 3D.

"**"f. 
3.1.3 (Ofihogonali,t€, de I'erceur).

L'erre$r satisfait :

S [,.Vnuo 
.r:rrrlg7,:0, Ypn e V,pnsi d,:2 et 97, €. lVon)r si d:3. (3.3)

xefn'^

l

l

I119
l

1

I



I
f.6-

-.'l

Cons en 6l4rnent arbitraire g, dans Vpn si d - 2 ou dans lVen)3 si d : 3.

Com pr6c6demrnent, une int6gration par parties (cf. les identit6s (1.3)) et (1.4)),

(en rappelant que ur e Hj (0))on

com

ments

conclu

YneP .cnrlg6 :

cette preuve.

Relations de lterreur

3.2.L L'erreur ee satisfai,t :

u € Hor (Q).

[ ,uo. curl cpn -- I I vnurn.curl snJa Ftron J K

Ir* .'rtel, " - pr^lu*rr. c.,rte.,. nv

- f [^.,"i'.'^trte1,'ny
KeTrn u on

- t [^[uon]luc.,rIsl,' nB
K€€pnu o

l^Tpn

\- z r \ f ,,n..: -L (curtph.nB) I.llu.nle,
K€eph J E

la fonction (curlgh.ns)\B est constante sur E e (o1,.La propri6t6 des 616-

finis de crquzeix-raviart (2.6) satisfaite par uf, € x\n, nous permet de

3.2

rf^L I^J;,",,
EcF JL_ _\pn

20



I
ll

Une i ion par parties sur chaque 6l6ment et le fait que Aupn : 0 pour tout
de K e ?o4 montre que

Corol

cl:3

O'est u

L, l^fu,,'v
F.c rD

E^l.vneevw 
: l,r* .vw _ 

E^l.vuf,.vw

I.Q, -q--s:),
- Pr,( ILuf,w 

* 
Iu*

IQ'-"' ,{-')'
- I >, [-n'vuenw'

E€Trn E€€x u D

, Vri*)

t)n lut en utilisant la d6finition de J$, et la continuit6 de u a travers les

a,r6tes/

3.2.1 flourtoutta e H$ (0) et I € Hr (CI) sz d:2 etg € f/l (e)3 sz

f [.-v n"o ' (V, * curl rp) :
KeTpn u 

^

frvn",curlg:

ration

cons6quenpe directe des Lemmes 3.1.2 et 8.2.L

I)'apr6s le Lemme 3.L.2 on a:

E^|.(r-n#)' (34)

- 
A f "Q",,' 

+ rE,,' e) '

27



l-'

n^l.Y ne. Yw : 
Pr^|.Q - ry)' * 

P*^1,r8,,,

E 
^l.Y1,ep 

ctnt,: D^fuJ'",, v

part, Ie Lemme 3.2.1 implique :

la somme entre les deux in6galit6s, on a donc :

VTreP:VwP +cttlgP,

e I11(fl) si d:2et ge €(Ht (f2))3 si d,:Zet,wp e/4 (CI).

les estimations suivantes sont v6rifi6es :

l'olr,n < llVi,eell ,

ldlr,aS llVn"oll .

f*v nu,. (V, * curr ir) : 
Fr^|,(r,,,, 

* 
E^I,rr,,,)

* pr^|.('-* ,:'-')'
e maintenant les r6sultats suivants (voir [10] en 2D et [7] en 3D ou [r1]) :

;3.3 D6composition de Helmholtz de lterreur

3.3.1 (Deaomposi,ti,on de Helmholtz d,e I'erceur)

d6composition de l'erreur suivante

,On

zlec tpp

De pl

(3.5)

(3.6)

(3.7)

22



Vt

r
i

ation

s le prdbldme de Dirichlet suivant : trouver wp € Ht (ft) solution de

f aiv (Vr,er - !.rrlr) : o dans Q'

{t"o:O sur l'

mulation failble du probldme (3'8) est :

[ ,ro'Vu: I Yn"o'v'' vu e Hol (cr)'

lr'- Jn

le champ de vecteurs V 1,en - Vtr'rp est d' divergence nulle sur O'i'e''

*r, ir existe r". "i';t":*o:or!r'i:"ffi 
l''':3 terle que

cwlf :YneP -YwP'

5alit6(3.6)oenutilisant(3'9)avecu:'t't)P'estalorsd6montr6e'L'in6galit6
est obtenuq comme suit : en utilisant le d6veloppement (3'5)' on 6crit que

f ' pf : /.trtf 'r.,rnltf
;f lcurl,r ' Ja

: 
,/."a d'(Ynee -Vwo)'

delafo|muledeGreenetdelaconditionaubordwp:}sur|,onobtient

/ t""t dl' : / '"'r d 'Y neP '

t6 de Ca,uchy-Schwarz nous permet de conclure que

(3.8)

(3.e)

L'i

(3.

(3.10)

llcurl c/ll < llVr,ePll'

:2l,in6gp]it6(3'7)estunecons6quencedirectedesestimationspr6c6dentes

Que lC[,o = llcurlgrll '

IemmesprQc6dentsvontnouspermettredeprouverlesidentit6ssuivantes.

23
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L'ervreur er sail,sfai,t les €gali,t€s su,iuantes

,o 
fnvo",.ywp 

:

f*vn"o 
.cwtpp: 

A |"tfi,,

,,1,(r 
"#),,,-rgwn1

+rrD [^tou,,rro-I[wn1
E€€on u o

- lrn, - "n-t1yP,

(3.12)

(3.13).(f - r\d,

ll"oll

u6 - I!.

clu

Iln utili

*', fnly nepl2 1 on-l opl1" l

*@n - "n-r, 
sP - u)P - t$@n - w\)

f-frp I VneP .VI[(ee - wo)
JA

(3.14)

3.12) est ipsue de la relation de Galerkin, du Lemme 3.1.1 avec

e Vro1, et {u Lemme 3.2.1. Laseconde identit6 (3.13) est une cons6quence

3.2.2 et dS relation d'orthogonalit6 de lemme 3.1.3 avec gx : Icd.
la d6composition de I'erreur (3.5) on peut 6crire

ff
ro 

JnlY 
neel' : ,o |,nV nr, . (Vwo * curl cpe).

24



t/,,/

l"*

t-
On

ll

Cet

aul

,. I lvnuol' : - [ t"' - "n-r)wn''Jn''"' Jo'

*r, [ 1yo -u'n-]'n-')(r, - I|,wn)
'o Jn" Tp

r", I I QL.^@' - $'o) * fn,r' (Po - IcP\)'
'Hlc

Fca "D! L\pn

it6s (3.12), (3,13) mdnent directement d

t de manibre 6quivalente que

dernidre identit6 et

Itat (3.14).

*@n - "n-r 
,II(eP - wP))

*,- [ ( ,, -u'n- 
u'n-'\ ("r' - I3r')-''Jr,\' Tp /'

+r, t I QL, (*o - IIuP) + J'u,r' (P' - IcP\)'
'Hla

Ecl , JD
! !!Dn

la relation d'orthogonalit6 de Galarkin (3'1) conduisent

2 + rp 
fn$nel' 

: (eP-r,en)

+(", - ,P-r ,, sP - u)P - t[Pn - wn)1

25
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,A

4.L

,4,.L.L

Iln s'i

()l tem

Dans

r$'et
pr<lut

cilisconti

Ibur pl

la fonc

F'clur

Laugr

qal d

pitre 4

yse a posteriori de lrerreur

Analyse a posteriori de la discr6tisal,ion en
temps

Eforne sup6rieure de l,erreur

pirant de la litt6raturr3 s).istrante ll2,0b], orn d6finit des indicateurs d,erreur

,t : ri fvn(u!n- u?n-')ll ,r < p < N. (4.1)

d6finition de I'indicateur(4,1), nous avons 6crit V7,(zf" _ ,ul,-r) alors que

f; n'appartiennent pas d la m6me triangularbion, mais la diffdrenc e tfn- upo-t

vue comme une fonction p1 sur la triang'lation Ten oTr-r,n.Le gradient

est alors calcul6 sur la triangulation TpnnTo_r,n.

de commodit6, on irLtroduit les notations suivantes : on d6note par r, "f
6tag6e constante i, f (tp) sur chaque intervalle (tr_r,tr), 1 < p < llt.

suite up a X}n@I/01 (O),0 < p ( N, on d6note pat ar son inLterpol6 de

, qui est a f orti,ori, affine sur chaque intervalle [to_1,to), ]. < ,p ( N, et

au point to,i.e., d6fini par,

u,(t):tp.,-trn-r +t-,to-'rp, vr € [tr_r,tr],1<p < l/,Tp T"p

26



Enfin, note e" 4'u,-'.tr", l'erreur de discr6tisation en temps. 6tant donn6 que

o1,Lr, : uo 
:uo-' sur (rr_1, tp),
'p

semi*discrdte Q.Q est 6quivalente d

(1p"(t),u) + (Vu', Vu) : (fo ,u),Vu e 1/01(O), Vr e (t,_,,t,). (4.2)

ant la diff6rence avec (2.2), on en d6duit l,6quation r6siduelle suivante

(01e"(t),u) + (Ve,(t),y u) : ((f _ fo)(t), u)

+ (V(a" - u,)(t),Vu), (4.3)

Vu e .aj(A), V, € (to_,,t).

noug permet de montrer le th6ordme suivant .

4.1.1 (Borne d,'erreur sup14eure en temps)

temps e" v6rifie l,in6galit6 suivante

Il""(t,)lf * 
Io'" llVe"(s)ll2ds s r2

)

llV n(u, - u6,)(s)ll2 d,s

* tu2tt r J ll L2 (O,tntit-1 (O)) .

L'6quati r6siduelle (4.3) donne (uoir[}l])

la for

L,r,tr
P=1

ft"+l
JO

+ll/-

n rt^
zD, I llv("0 - z")(s)ll2 ds

p=1 Jtp-r

+2llf - r,f ll7,<o,tn;H-L(a)).

27
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I

l

I

ition de 11,6, ofr a clairement

rrll

L'ident pr6c6den!9, ainsi que ces deux estimations donnent

l14o

J,"._,lr(ur-"")(")ll2 or:}llv("" _ur-r)llr. g.6)

it6 triangul*ir" r,ou, permet alors d,6crire que

llv ("" - qp-') ll s ,f, + ,j 1]v 1,1u, - u\)ll + ,i 11tt olup-t - uo-,)ll .

[05] donnent

@, - d)ll' + rrllv7,1uf-' -,r-rrll, S l"_,Llvr,(u" 
_ u6,)(s)ll2 d,s.

f'o ,,-. - n ftp

Jr,_,|, 
(uo - u")ll'dt s hil * 

Jr,._,llvo(u, - 1rn,)(s)ll'?ds.

(4.7)

(4.8)

(4.e)

Oette imation dans (4.5) permet alors conclure.

4.1".2 Borne inf6rieure de lrerreur

T 4.L.2 (Bom,e i,nf4rieure d,e I'erreur en temps).

Pour t p: I,,.., N, on a I'estimation suivante :

rlf S llY ne,ll n" p, -r,teiL2 (a)) + ll}1e,ll 
"r 

rtp_ 1,tp ;H - | (e))

+r;1 (;1vo1uo - uf,)ll+ llvnlzn-' - rX-')ll)

+llf - r,f ll7,e,_,,ro,r_,(o)) .

l'in6galit6 triangulaire,on obtientA l'aide
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I

I

I

I

I

-l

I

rp uon -'f,-t

L'e,s

,tf S r; llv 1u, - "N-r)ll
+ llY l,(ue - "illl + llV 1,1un-t _ 

"fl-r)ll .

ion du terme ,i11V1u, -ur-t)llest propos6e dans [05], ainsi en utilisant
(4.6) ( n - p), en prenant u :'rp - z" dans (a.3) et en int6grant le r6sultat sur
I'i le t € (to_r,t).

Analyse a posteriori de ra discrdtisation spa-4.2

,L.2.1

tiale

Borne siup6rieure de lrerreur

t r6siduel exact est donn6 par

T,P

classique [15], ce terme est remplac6 par un 6l6ment r6siduel approch6

fr'

on ft
(filrx'

D6fini 4.2.1 Soi,t p > I. L,estimateur d,,erreur local rf* est d,€fini, par

tp ufl- uX-'tn__ip ,

une appro>cimation de fn via des 6l6ments finis p0 (plus pr6cis6ment
1

P^

tXl l* /P, pour tout K e Tpn).

rrrc : hxll,, - "#il.* P*h'" 
(llrou,^llu + llr'",,11,)

r d'erreur global qP est donn6 par

29



(no)' : D ?f")'.
K€Ten

d'approcimation local et global sont donn6s par

€Px: hxllf - fohll-*, ({o)' : | {e?)'
k€Tpn

4.2.I (Borne sup4rieure de l'erreur)

it6 suivante est v6rifi6e

ll"'ll'+ frrlYneell2 5
p:I

f -u* {n?r,r} (no)2

p:L
rL

+ ll"oll' + t ro(€o)' .

P:I

(4.10)

Cet

que

borne sup6rieure est une cons6quence des lemmes 3.3.1 et 3.3.2. On estime

uns des termes de droite de l'6galit6(3.14) du lemme 3.3.7. En utilisant

ivement I'in6galit6 de Cauchy-Schwarz, l'estimation (1.12) et la d6finition de

r local" on obtient

L I.Qr-*#)(*-n'o)k€Teh

s D n-lltt - 
"#11,. 

t,.""t,,",.
keTen

5 L 'f.l'ol','*'
k€Tpn

de I'in6galit6 discrdte de Cauchy-Schwarz, on obtient

30
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l

I
I
I

(4.r2)

(4.13)

SfL l..w - fil (,o - rflwn1 
= r ttr" _ ff,llol,ol,,,*,

EaTon " 
K 

K€Tp1,

ntous permet d'6valuer le terme :

E ["U, - f,) (.o - 4.,) S €,lr,l,,n.
E€ff h't t{'

(4.rr)

manidrp, en utilisant (2.18) et (2.rr), on estime les termes avec les sauts
et normql des gradients :

E"^|.(,r-4#) (,'- 4-o) s,rt.,t,,n

I I n",, (,o - 4,o) s
Ee€rn J E

E [,"'''' (eo - Icd)
E€tonJ E 

E€€on

5 D lltor,,llrnkldl,,r,
E€€pn

S D ,klsol,,**.
K€Ten

t, I'in6galit6 discr6te de Cauchy_Schwa,rz donne

rf
L l^4," (*o - I3.o) S, ,f lrol,,a,

Ee€oo J E

...-f
L, l-Jou," 

(ro - 4ro) S ,f lrolr,n,
Ee€on J E

\, Il t'","ll u ll",' - 4.oll 
"E€€pn

D llt,,,ll"r,!tu1,,*,
E€€eh

D *l,olr,r*.
K€Tpn

(2.12)

31
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uant I'infigalit6 de cauchy-schwarz et I'estimati<>n (2.r2), on obtient

(ep - en-|,€ - wp - r$ pn - rr))l S nrllen - en-t ll llv, (uo _.r)ll.
ions prdc6dentes et l'in6galit6 (2.r4) inject6es dans I'identit6 (3.14) per-

d'6crire

Les

met

avec

+Chellen - en-t ll 
. ll\/h ("o - ro)ll

*Cro llVr"eoll . llY n ("o - wo)ll

tCrrrTP ldl'n
*Cro(rf + "r)lrrlr,n,

constante c > 0 d6pendant uniquement de l'angle minimal de To1r,

^f
ll"oll' +ro | 1vn"r1'

JN

(4.15)

Cette i it6 ne donne pas directement I'estimation d6sir6e d, cause des facteurs

llvn ( - wo)ll, lwrlr,- et lppln. On a donc besoin d,estimer ces facteurs. On
,d6bute t d'abord avec Ie dernier cit6. En utilisant les identit6s(3.10) et (3.13) on

peut

I'erreur d'approximation (2.11) et la d6finition de l'estimateur d'erreur

, on obtipnt

,/ ,.'n dl' : 
E^lrtt,.(p' - 

rcp'') .

/' l."n ,fl, Sn,lprl,,n.Jsl ''
mation de la normeV6(ee - wp), on commence avec

: 
Inrn(ep-wn1 

.vn("o -wr).llvnGo - r')ll'
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r_1

I'utili

la d6composition de Helmholtz (J.S), on peut 6crire

llYn("o -.o)ll' : I Oo @e - w\. curlcpp.'Ja
n du Lemme 3.3.2 et de la formule de Green (en rappelant que up : 0

met d'obbenir

llYn(", - *r)ll': t I t",,. (po - r,:e\.
nTcrnJ e

les estiffnations (4.13), on obtient

sur f)

llVr, (eo - ,o)ll' S rt".

de I'in6galit6 triangulaire

(4.16)

Al'

Al'

llvroll < llVo (., - "o)ll 
+ llVr,"oll ,

r:t par I n6galit6 clapsique (a+b)2 I 2a2 +2b2, v6rifi6e pour tous nombres r6els a.b.

on t

fiVtrloll' S 2 llvr, (.o - "o)ll, 
+ 2llv 1,eell2

de (4.17) orpr arrive d

llvlu'oll'<C(rf)'+ZllVneell2, l4.t1)

constante C > 0 d6pendant uniquement de I'angle minimal de 7,1,.

0n d pr6sent conclure: en utilisant les estimations(4.16) , (4.rT) et l,in6galit6

de You dans (4.15), on peut 6crire

avec u
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I

avec

Enu

(en-r , en)

+Chellev - ee-tllrf

*CrrllV neell rf

*cro (tf,ff * e")')

*irrl.ol|,,n,

constante C > 0 d6pendant uniquement de I'angJle minimal de To1,.

isant (4.18) pour estimer le terme lrol?.n et l'in6gailit6 de Young, on arrive

Inv'l' *,,lnlvn"ol2

lnl"'l' * 
ro 

lnlYn"ol

d

(en-r , en)

+;llr, - ep-t ll' + c nl ?f)'
*cro ((tf)'* E")',)

+|llvn"oll'
tunen' +;ll'"-'ll'
*C (max {h?,r} (rf')') + ro(e\'

T+f llVneell,

constante C > 0 d6pendant uniquement de I'angle minimal

it6 est bquivalente d

luoll' + ro 
lnlvn"ol' < lluo-'ll'

de Tpn.

2 
+ zC (rnu* {h?,ro}

'.. ,rL,

(,fi) + ro $\') ,

ut en sognmant sur p: L,
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Jl,*

-t

Borne f,nf6rieure de lrerreur

ion Pour torurt 1 1p .ry', il existe une triangulatio;n conforme fpr, telle que
K deTo-vn ou de Te6 soit la r6union d'6l6m.ents k a.fp7. teile que

4.2.2 (Borne i,nf1rieure d,e I'eryeur locale).

tions 4.2t2 sont v6rifi6es, alors pour tout li-p1 .lf, on a

,f* S h*ilryil_r* Ilro"oll-o+ t;,*.

voir [05, 17].

(4.18)
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