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Chapitre 1

Introduction

Comme on le connait bien, ’atmosphére contient 'eau dans Pétat gazeux
et a la différence des autres molécules comme N,, O, ..., qui restent toujours
en état gazeux dans les conditions ordinaires de I'atmosphére, H,O peut
avoir trois états : gazeux, liquide et solide. La proportion de H,O dans Pair
est trés variable ; nous trouvons I’air trés humide quand il pleut et Pair trés
sec par exemple dans les déserts. Comme nous I'observons quotidiennement
la présence de la vapeur d’eau dans I'air est un des aspects essentiels de
Pévolution des phénoménes météorologiques.

Méme si la description du mouvement de lair avec la transition de phase
de I'eau, donc avec d’éventuelles gouttelettes d’eau, est cruciale pour la modé-
lisation des phénoménes atmosphériques et météorologiques, I'étude mathé-
matique de ces phénoménes est peu développée jusqu’a maintenant i cause
de sa complexité : le mouvement de I'air doit étre décrit par les équations de
la mécanique des fluides, qui doivent étre accouplées avec les équations de la
transition de phase de 'eau et celles de coagulation des gouttelettes d’eau.

Dans [2] et puis dans [8] on a proposé un modéle mathématique pour le
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mouvement de I’air avec la transition de phase de I'’eau et démontré un théo-
réme d’existence et d’unicité de la solution local pour un systéme d’équations
approché de ce modéle.

Dans le présent mémoire nous allons démontrer, suivant les raisonnements
illustrés dans [8], Pexistence et Punicité de la solution locale d’'un systéme
d’équations qui modélise le mouvement de I’air avec la transition de phase de
'eau. Comme dans [2] (voir aussi [1], [6]), dans ce mémoire nous considérons
seulement la transition de phase de I'eau de gaz en liquide et vice versa. Or,
dans les travaux [8], [2], pour des raisons techniques les auteurs ont posé des
conditions qui ne sont pas naturelles. Dans le présent mémoire, nous allons
mettre en évidence ce point critique et donner quelques idées pour trouver
la solution dans des conditions plus naturelles.

Avant de présenter cette problématique, nous rappelons les lignes géné-
rales de la démonstration de I'existence et de 'unicité de la solution locale
du systéme d’équations en question. Comme nous le verrons dans la suite, le
systéme d’equations que nous allons examiner sera le systéme (3.2)—(3.6) et
ces équations sont non linéaires. Les inconnues des équations sont la densité
de Tair g, la densité de la vapeur 7, la densité de I'eau liquide o (densité
par P'unité de volume de Pair), la vitesse de I'air v et la température 7. La
pression sera donnée comme fonction de g, 7, T (voir (2.1)) et donc ne figure
pas comme fonction inconnue dans le systéme d’équations. Les équations de
la vitesse v et de la température T, ¢’est-a-dire (3.2)—(3.3) sont des équations
de type parabolique, tandis que les équations des densités (3.4)—(3.6) sont
de type de transport (de type hyperbolique du premier ordre). Pour démon-

trer I'existence d'une solution, on va résoudre d’abord les équations pour p,
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7 et o avec v et T données. Pour cette résolution des équations (3.4)-(3.6)
avec v et T données, on considére d’abord les équations linéarisées et puis on
cherche la solution comme point fixe de 'opérateur défini par la résolution
des équations linéarisées. Pour montrer que cet opérateur admet un point
fixe, il est essentiel d’obtenir des estimations adéquates des solutions des
équations linéarisées. Si nous obtenons la solution des équations (3.4)—(3.6)
avec v et T données, nous pouvons procéder pour la résolution des équa-
tions linéarisées de (3.2)—(3.3), qui définira une application G; qui associe a
chaque (7,T) € B; la solution (v,T') des équations linéarisées de (3.2)—(3.3),
ot B, est un ensemble convenablement choisi des fonctions qui peuvent étre
la solution. On démontrera que pour t suffisamment petit, 'application G,
est une contraction dans B;, ce qui nous donne P'existence d’une solution.
L’unicité de la solution se démontre d’une maniére habituelle, ¢’est-a-dire,
par P’estimation de la différence de deux éventuelles solutions.

Retournons i la question sur la problématique des conditions posées. En
effet, le résultat que nous venons mentionner est démontré sous la condition
que la composante normale de la force extérieure sur la frontiére s’annule,
c’est-a-dire que V® - n = 0 sur 90 (voir (3.15)). Mais, il est clair que, dans
un modéle correspondant a 1’atmosphére réelle, la force extérieure VO est
la force gravitationnelle (® est le géopotentiel) et que sur la frontiére d’un
domaine §2, si on choisit le domaine €2 d’une maniére naturelle, on ne peut
pas avoir V& -n = 0.

Dans le présent mémoire, nous allons mettre en évidence les points cri-
tique de la démonstration relatifs a la condition V® - n = 0 sur 9. Cet

examen des détails du calcul nous permet de trouver des cas ou 'on pourra



UNIVERSITE 8 Ma1 1945-GUELMA DEFPARTEMENT DE M ATHEMATIQUES

résoudre le systéme d’équations sans imposer cette condition peu naturelle.
En effet, dans le dernier chapitre, nous proposons une condition initiale pour
o qui nous permettra probablement d’obtenir la solution avec la force exté-

rieure naturelle V.



Chapitre 2

Systéme d’équations

Dans ce chapitre nous rappelons le systéme d’équations que nous allons
examiner, en suivant I’exposé de [2]. Les quantitées physiques qu’on va consi-
dérer sont 1a densité de Iair sec o, la densité de la vapeur d’eau 7, la densité
de Teau liquide o(m) contenue dans les gouttelettes de masse m, la vitesse
v = (vy; vp; vs) de Vair, la vitesse wy(m) = (ug1(m); wa(m); uis (m)) des gout-
telettes de masse m, la température T et la pression P.

D’autre part, pour la pression P et la vitesse de goutteletie de masse m
w(m) = (uz1(m), w2(m), u3(m)), nous supposons qu’elles sont déterminées

par (2.1) et (2.2) (voir la section suivante).

2.1 Equation de quantité de mouvement de I’air

On sait que la pression partielle de l'air sec et celle de la vapeur d’ean

sont représentées respectivement par

-@9 T et EO—?!‘T,

Ha Hh
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ott Ry, ftq €t pn sont respectivement la constante universelle des gaz, la masse
molaire moyenne de 1’air et celle de 'eau. On rappelle que la pression d’un
gaz composé par deux types de molécules est la somme des deux préssions
partielles de chaque partie. Donc la pression P de Pair est donnée par

o T
P By —T 2.1
D(lfua #h) ( )

D’autre part, pour la vitesse u(m) des gouttelettes de masse m, supposons

qu’elle est donnée par

‘ ) 1
u(m,z,t) = v(z,t) — @EV@, (2.2)

ot v(x,t), ay(m) et V® représentent respectivement la vitesse de Tair, le
coefficient de friction entre les gouttelettes et I'air et la force gravitationnelle.

Pour la commodité du traitement mathématique on suppose que
a(-) € CH[0,00]), a(m)>0, Vme][o, ool.

Compte tenu des considérations citées ci-dessus, en les adjoignant I’'équa-
tion classique de la quantité de mouvement d’'un gaz avec les coefficients de
viscosité 17 et ¢ (voir [3]), pour ¢t > 0 'équation de quantité de mouvement

de T'air est la suivante

(o+ w)(%;; +(0-V)o) = nhv+ ((+ DV(V o)+
— Rody (- + %)T} —(o+m+ / h o(m)dm)Vo. (2.3)

2.2 Equation de bilan de I’energie

Tntroduisons une fonction S;(m) qui représente la surface des guottelettes

de masse m comme la somme de la masse de H,O et de celle des noyaux (dit

7
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aérosols) a D'exception des gouttelettes d’eau de diamétre trop petit. Nous
supposons que
Sy(m) € C?*(|0, 00]),
; i
Sim)=0 pour 0<m< Ta,
2 . 1 2
Si(m) = 35(4n)sm3 pour m > M4,
avec 0 < T, < M4 < oo (M, et M4 représentent les bornes inférieure et
supérieure de la masse des aérosols susceptibles de la formation de goutte-
lettes). D’autre part, on désigne par Tys = Tys(7') la densité de la vapeur
saturée, dont la valeur est donnée approximativement par

7,63(T—273,15) . )
Tus(l) = }%Eg 1077515 avec Fy = 6,107(mbar).

Nous introduisons la quantité de condensation sur les gouttelettes de masse

m (par unité de masse)

Si(m)

hg(m) = hg(T,m,m) = K (m — Tusy(T)),

ol K est le coefficient positif de la vitesse de condensation ou d’évaporation.

En ce qui concerne ’équation du bilan de I'énergie, on rappelle que celle
pour Pair sec est donnée par (2.3) du chapitre I de [4], Pour Pair contenant
la vapeur d’eau, il faut ajouter & 'équation (2.3) du chapitre I de [4] le terme
qui représente la contribution de la chaleur latente de la condensation ou de
Pévaporation

HyLy.

ott Hy la quantité totale (dans 'unité de volume et de temps) de HoO qui

se transforme de gaz en liquide (son éventuelle valeur négative signifie la

8
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quantité de H,O qui se transforme de liquide en gaz), et qui peut étre donnée
par

o0 S;(m)

m

Hy = Ho(T,m,0() = Ku(m ~Toay(T) [ 2 o(m)dm.
0

Si on suppose que le coefficient de conductibilité thermique « est constant,

on aura

BT o 8T
+m)ey( 5 Vo) = 2
o+ MGy + L vy (24)
=1
AT — F 0 vis v - Jv; Ov; 2 5 ov;
= kAT — Ro(— + —)TV v+ = = 20V v)—+
: Lg(pz.ﬂ ,u;,,) ! ”Z(axj dr; 3 U)ﬂ;ic:j

1,j=1
+':(V : 'U)z + E’rad 2 Lnggla
oit E,.q est la contribution thermique de la radiation sur I'atmosphére et ¢,

la chaleur spécifique de Pair.

2.3 Equation de continuité de I’air sec

Comme il n’y a pas de possibilité de transformation de I'air sec & H>O ou
de H,0O a un des éléments de T'air sec, la loi de la conservation de la masse
s’applique séparément a lair sec et & H;0. Donc, pour lair sec, qui n'est
pas assujetti 4 la transition de phase, la loi de conservation de la masse est
exprimée par I’équation (2.1) du chapitre I de [4], que nous numérotons de

nouveau
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2.4 Equation de continuité de la vapeur d’eau

Considérons la variation par rapport au temps t de la masse totale de
3 . . s L.
vapeur d’eau dans une région générique Vp

g f
— | #w(t,z)dz= | On(t,z)dx.
dt Jy, Vo

Cette variation doit correspondre exactement a la différence de la masse qui
entre dans Vj et de celle qui sort de Vj et a la différence de la quantité de
H,0 qui se transforme du liquide en gaz et de celle qui se transforme du gaz
en liquide, c’est-a-dire, en utilisant la fonction Hy (T, 7, 0), qui représente la
quantité totale de condensation (ou d’évaporation) dans I'unité de volume et

de temps, on a

d

—] 7 (t, ;r)d:x::f v(t, z) - n(x)m(t,z)dS — | Ha(T,n,0)dz,
dt Jv, v

Vo

ou n(x) et v(t, ) désignent le vecteur unitaire de la normale extérieure & 9Vp
et le vitesse de Iair, tandis que dS est 'élément de surface de dVj. La quantité
v(t, z) - n(z)w(t, £)dSdt sera donc la quantité de masse de vapeur qui sort de
V, passant par I’éléement de surface dS et pendant le temps infinitésimal dt.

On en déduit que
[ Oym(t, z)dr = — [ v(t, z) - n(z)m(t, z)dS+
J VB JaVD

— | Hy(T,n,0)dx.

Vo
D’autre part, grace a la formule de Stokes, on a

/ o(t, x) - n(z)r(z)dS = [ V- (n(t,2)v(t, z))dz.
o

Vg Vo

10
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Il s’ensuit que

/ Or(t, x)ds = — j{ V - (w(t,x)v(t, z))dx —/ Hy(T,w,0)dx.
Vo Vo Vo

Comme Vj est arbitraire, on en déduit que
on

g + V- (wv)=— gt(T,ﬂ,J(-))- (2.6)

2.5 Equation de continuité de ’eau liquide

Pour la densité de I’eau liquide o on propose I'équation

do d(mhgo)
+ V- (ou) + a———

ot 27)

= hgo(m) + go(m)[N* — N(o)F[1 = Toe(T)]T - gr(m) |7 — Tos(T)| "0 (m) +

m [
+5 / Blm —m/,m o (m )o(m — m')dm'+
Jo

—m /oo B(m,m’)o(m)o(m’)dm/,
40
ou B(m,m’) est la probabilité de rencontre entre une gouttelette de masse m
et une de masse m’, et hy(m) est 1a partie de condensation (ou d’évaporation)
produite sur les gouttelettes de masse m. Pour déduire I’équation (2.7), nous
devons avant tout rappeler la définition des fonctions Hy (T, 7, 0(-)) et hg(m)
introduites précédemment. Il est utile de rappeler que, selon les affirmations
des météorologues, les aérosols jouent un réle essentiel dans la formation des
nuages. A cause de la pression de la vapeur saturée élevée pour les gouttelettes
trés petites due i la grande courbure, dans ’atmosphére réelle les gouttelettes
de diamétre inférieur 4 I'ordre de 0,1 i ne se forment pas et les gouttelettes se

forment sur des petits objets présents dans Pair, objets dits aérosols. Comme

11
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dans la nature les gouttelettes de rayon plus petit qu’une certaine valeur
critique peuvent difficilement se former, on peut supposer que om) =0
pour 0 < m < M, avec My > 0.

Nous supposons que le taux d’apparition de nouvelles gouttelettes de

masse m est

go(m)[N* = N(o)]*[r = Tust (T)]

ot N* est le nombre total de gouttelettes qui peuvent étre formé dans Punité
de volume ; d’autre part, N est le nombre dans P'unité de volume des aérosols
qui se trouvent déja dans des gouttelettes. D’antre part, on suppose que le

taux de disparition des gouttelettes de masse m est donné par

gi(m)|m — Tus(T)]™

avec

supp go(-) C [Ma, M4, supp 1(+) C [0, M. (2.8)

12



Chapitre 3

Fxistence et unicité de la solution
locale

Dans ce chapitre nous allons reconstuire, en suivant la démonstration
donnée dans [8], la démonstration du théoréme d’existence et unicité de la
solution locale du systéme d’équations introduit dans le chapitre précédent
dans le cas ot état solide de ’eau est absent. Par rapport au théoréme 4.1
de [8], ce que nous allons démontrer est un cas plus simple, mais la nature de
la difficulté principale demeure essentiellement inchangge, c’est-a-dire que la
régularité de la solution (g, 7,0) des équations de continuité linéarisées n’est
pas suffisante pour obtenir la régularité de (v, T') qui devraient étre solution
d’équations du type parabolique. En outre, nous allons illustrer avec des
détails le raisonnement oi intervient la condition “problématique” V& -n = 0

sur o).

3.1 Reésultat principal

Les équations (2.1)—(2.7) constituent un systéme qui peut décrire le mou-

vement de I'air et les processus de transition de phase de H>O dans Patmo-

13
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sphére. Pour 'étude mathématique, cependant, pour des raisons techniques,
nous considérons un systéme approximatif, en substituant une moyenne lo-
cale g de 7 dans les expressions de hg, Hg. Plus précisément, étant don-
nés un domaine © ¢ R3, on considére une fonction suffisamment réguliére
9 € CY(R?) telles que

dr)dr o 9y >0, Vr>0,

9(z) = 9,

9(0) >0, IR, >0 tel que dr)=0, Vr=>R;.

dr

Nous définissons i

Jom(ly, )9z — y)dy (31)
Jodz—y)dy '

Cleci étant introduit, on considére le systéme d’équations

7z, t) =

(0+m)(G + (- TW) = nhv+(C+ V(T -0+ ()
o T [
~Roo:[(—+ —)T]—(e+7+ j o(m)dm)VQ.
Ha  Hh 0
aT ’ aT
Ov, B’U , Ov;
= kAT — RO(M ——)TV v ; : + 5. Sétjv v)- Tf

+C(V -v)2 + Eraa + LgHg(T,ms,0),

do
—+V- =0 3.4
2 1V (o0 = (3.4)
or -
T +V - (mv) = —Hy(T, my,0), (3.5)
do ‘ dmhgo)
5 +V (ou) + e ha(T, 79,0)0+ (3.6)

+go(m)[N* — N{(o)|T[m — Tus(T)]" — 31 (m)[m — Tws(T)| "0+

14
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1 TrL o0
—E~%— fg B(m—m/,m)o(m—m')o(m')dm’—m /0 B(m,m)a(m)o(m)dm'.

Pour construire la solution des équations (3.2)-(3.6), au moins dans un inter-
valle de temps suffisamment petit, nous considérons les conditions initiales

et les conditions aux limites suivantes
v(-,0) = w(-) e WJ(Q),  wolsa=0, (3.7)

(0 =To() €WAQ),  infTo(@)>0 Tlon=T o (38)

0(-,0) = oo(-) €W, () inf eo(a) >0, (3.9)
7(-,0) = m() € W,(Q)  inf mo(z) >0, (3.10)
o(--0)=ao(-,") E W, (Ry xQ),  0of) 20, (3.11)
v|0Q = 0, (3.12)

Tlsa=T € W2(80x]0,t]), (m}t)eg%i Jo,tli?(m’ )>0, t >0,
(3.13)

30 >7ia tel que oo(m,z) =0 si m €]0,7,]U [M', o0l (3.14)

Pour les fonctions ® et E,,g nous supposons que
& =30, Vd-n=0  sur 90 (3.15)
(n est le vecteur normal a 92),
E,oq € LI(Q2x]0,1]). (3.16)
Supposons en outre qu’il existe une constante M telle que

B(m',m") = 0 pour m’ + m” > Mj. (3.17)



UNIVERSITE 8 Ma1 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE M ATHEMATIQUES

Théoréme 3.1. Soient p > 4, 2¢ > P > q > 3. Supposons les conditions
mentionnées ci-dessus sur les fonctions et les constantes qut figurent dans les
équations (3.2)-(3.6). Alors il existe un > 0 tel que le systéme (3.2)-(3.6)
avec les conditions aux limites (8.12), (3.13) et les conditions initiales (3.7)-
(3.11) admette, dans lintervalle [0, %], une solution (v, T, g, 7, 0) et une seule

dans le classe

vEW,HQ), Tew?, T>o (3.18)
e € C°([0,;; Wy (Q))), W e(@,1) >0,

m € CY([0,1); W, (©), =>0, o € C°([0,1; W,(Ry xQ)), o>0,
ou

lellwzs gy = lelleewz@) + 190l Q= (2)x]0, 8.

3.2 Equations linéarisées pour les densités.

Pour démontrer le théoréme, on commence par la résolution des équations
de continuité de Pair sec, de la vapeur d’eau et de I'eau liquide contenue dans
les gouttelettes avec v = 7, T = T données. Pour commencer, introduisons
les classes

6} = {v e W2L(Q,)|vvérifie (3.7), (3.12)}, (3.19)

O = {T € W2\(Q,)|T vérifie (3.8), (3.13)}. (3.20)

16
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- - — A ) T Ok X p . s s s
Soient données (v,7T) € 92’} X 8& ), on considére les équations linéairisées

do

28 L% () =D 3
5 + V- (ov) =0, (3.21)
on » o ‘
Fri V- (a%) = —Hu(T,7s,0(+)), (3.22)
do . O(mhy(T,ms,0(-))0)
PR S, - e 2
5 T V- (om) + B (3.23)
— h(T, g5 m)o -+ Ga(m)N* — W) Fon (P = g1 m) {7~ Tun TN+
m [™ «©
+5 | Blm—m!,m)o(m—m)o(m)dm’ —m / B(m,m )o(m)o(m’)dm/,
2 Jo 0
avec

oo - o
N(o) = / Gl + C; / o(m)dm, ou Cj est constante
0 0

m

1 \
B=1— : b
5 =1 axlm) Vo (3.24)

Lemme 3.1. Soit v € Gg’}. Alors Uéquation (3.21) avec la condition

initiale (3.9) admet une solution g et une seule dans la classe
0 € C°([0,t]; W;(ﬂ))
En outre on a
lo(- Dy < qot), 0 < ap(t) < o) £ B, < 00 dans Qy,  (3.25)
ou

. pl p-l
o,(t) = Héfz g,g(xjeam(—cR@,t;tﬁp g Bolt) = suggg(;t)ezp(cll(w)t 7 ),
Te zE
(3.26)

. p=1 o
qe(t) = leollwy exp(cRmot 7 ), Rap = 0llwzaq,)-

17
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Démonstration. Par la méthode de caractéristiques on démontre que
0 < a,(t) < oz, t) < B, < o

Maintenant on multiplie Péquation (3.21) par ¢!, de sorte que I’on obtient

100

&3,

+V-(ov)]=0.

En 'intégrant sur €, on a

/g” 1—d1—i /gf)‘lv ov)d

- ~—~/ppdl+/gp L) - £ /@p YV - 7)adz =

pdt/ppcfr——/(v vgpdr-%/(v v)oPdx,

1d —1

dx
pdt Jo Qp

on rappelle que, commme p > 3, en vertu des inégalités de Sobolev, on a

donc

(V -9)dPdz, (3.27)
Q

1020l < eflvllwz, 7=1,2,3
Donc de (3.27) on déduit que

d
—llellze < cllvllwgllelz.- (3.28)
dt

On remarque que

/ |VolP~ 2}: 25 0)(Or; 0z, 0)vid =

i,7=1

= —( —-])/[Vglp 22 (Oz;0)(0r; 05, 0)v cl:r—/(v ©)|VolPdx

i 9=1

18
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et donc

P2 L ) Pdx
/lVﬂ] Z((?mjo) Or;0n; 0)vidx = p/(v ) VolPdz.

1,3=1
Cela étant, on applique I'opérateur V & (3.21) et on multiplie par |Vo|P—2Vp

Iéquation obtenue puis I'intégre sur €, de sorte que 'on obtient

- N olPdr — p—2 )
i / VolPda: = / Vol Z(cm, )8z, 0)0s, Didz-+

/}Vﬂip 22@( 9,(V - 1) d:z:—/lVg}p ZZ 0z;0)(Ox,;0r; 0)Vidx—

=1

3
. /{; |VoP(V -v)dx = — /{; !VQ[P—2 Z;(@xig)(axj g)@a,jv‘ﬁid;gﬂ;_
J <

3
- 1
- / VoY 0(8s,0)8:,V - vdw — 2~ / IVolP(V - 5)da
0 = ‘ P Jo

En utilisant les inégalités de Sobolev pour les termes du second membre de

cette égalité, on obtient
d .
Vel < cllvllwzllelly; (3.29)
En adjoignant les inégalités (3.28) et (3.29), on obtient

d
Slelw; < clvllwzlleliw

d’ont il résulte
t
llollwz < lloollw; exp (c/@ Hinwggdt’).
Or, on a

t Lot
[ g <65 [ e

19
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On en déduit que

lelhuy < lllhwg exp (et (| [olFygat).

La premiére inégalité de (3.25) est démontrée, ce qui achéve la démonstration

du lemme 3.1.

Pour I'équation linéarisée de 7

%g +V - (10) = —Ha(T, T, 0(-)) (3.30)

nous avons le lemme suivant.
Lemme 3.2. Soient données v € 82’)_, T e (-)g),? € CO[0,1,]; W (),
o € CU([0,ta); W (R x Q)). Supposons qu’il existe une constante M telle
que supp (6(-,-,1)) C Dy pour tout t € [0,t,] avec
Dg I]O, H{X Q.

Alors Uégquation (3.30) avec la condition initiale (3.10) admet une solution 7

et une seule dans la classe
7 € C°([0,1,]; Wg (Q)).
En outre on a
Hﬂ-(') @HWQ % Qﬂ'(t:}f (331)
ol
P _;l o
= (t) = [|mollwy(e) ezp (Ctp” (“UHLP([(),t};wg(Q))+ (3.32)
‘ Bl
| Haill oo pwip ) + /0 Cl|Hgllwy ezp (C(t—1t')7

< (ol e awz@) + 1 Hall e e awp@)))dt’

20
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Démonstration. Comme dans le cas de p (lemme 3.1), en utilisant la
méthode des caractéristiques, on construit la solution 7 sous ’hypothése de
la régularité des données.

Puis en multipliant les deux membres de (3.30) par 77! et en les intégrant

sur €1, on a

19/

/ﬂp”lﬁtmix = — / 1% - (Vr)dz — [(V -D)nPdx — / 7P Hyder.

D’autre part on a
j I ,
/ P Owdr = = / O(m?)dx
Q0 PJa

1d
_ 2 P\ J.
v Q(’,fr Ydz
1d
= ;:@”ﬂ I e d
et
— /?Tp—l’ﬁ'(Vﬂ)dx—/(v'a)ﬁp(ix‘/Wp_ngld'l’
Ja Q u
= F V(n?) - vdz — / 7P (V - v)dz — / ! Hyd
P Ja Q Q
=1 [ w9 e~ [ 29 e - | 7o
- ll?/ﬁ?(v.ﬁ)dx—/ﬁp“ngzd;r.
Yo Q Q
On a donc

L /w"'dm == (1——;))/ ﬂp(V-E)dm—p/ﬁp_{Hg;da:.
dt Jo 0 Ja

En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

1 =

i[[fr}[” <1 —pl/ 7P|V -Eldac+p[/(ﬂp_1)55d:r}% [/(H'{,g)pdzz}p}
dt Le(1) — Q Q o g

21



UNIVERSITE 8 Mat 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE M ATHEMATIQUES

ou
d P = P p—1
g;llﬁllmm <1 -pllIV 'v"Lm(Q)”?Tan(a) + P”HngLp(ﬂ)nW“m{m-

Or, comme on a
7llZ m(m < (1 + 7 lze @)
on obtient

j 1712 gy < €IV - Tll @ 1oy + ll Hatll o) (L + I17lizo))

Comme p > 3, d’aprés I'inégalité de Sobolev on a
IV - Ol < cllTllwzo-

Donec on a

2 0y < ClilEn [l + 1l + [ Halla- (339

Maintenant en appliquant Popérateur V a I'équation (3.30) et en la multi-

pliant par |Vr[P~2V7, on intégre sur {1, de sorte que Pon obtient

flV7W}p—2V7T-V(Btw)dﬁc: —/ |VaP=2Vr - V(Vr - 7)dx
Q Q

~] }Vﬂ]p“QVﬂ'-V(ﬁV-‘ﬁ)d:l:—/I‘Vﬂip—ZVmV(Hgl)ds’s.
Q Q

Or, on a

V- V(atﬁ‘)

VP2V - V(B dz = / (V!
Q Q |Vl

B -1 VT - 0(V)
—/;BIVMP vl dx

:fwwﬂmww
4

22
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- / (VP

52&/ iV?Tipd:l?
- % Wﬂ"f{pm)

et

|VrlP~2Vr - V(Vr - 0)ds + / |VaP~2Vr - V(7V - v)dx
Q Q

+/ |VrP~2Vr - V(Hg)dz =

- /Q|V7r§3’“2 L ;)0 (O, 7)) d:r+/ |V [P2 Z O ) O (M0, 0; )+

i,j=1 i,5=1

3
f |Vrfp2 'Z(&mjﬂ)amj(Hg;)dx
Q _

3
= [ |Vxf~? Z(d ) (O, 0, ) vzd,r-i—/lVﬂp ZZ ;) (O, ) O Tidx+

i,i=1 i,j=1

‘ 3 3
/ VPV -Bd+ f (Va2 7(8s,m)0s, V-t / (VP2 S (0, m)0, (Hyp)da.
Q Q ot Q e

D’ailleurs, on a

/]Vﬂ'[p ZZ o T)(Or,; O, Vs dix = /V]Vw]p vdz

ij=1
1 _
= =— /[Vﬂipv-vdx_
P Ja

On en déduit que

g [ Vrlpde = -2 1 / VAPV - Fds

23
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00 o0
N@@) = [ glm) +C / 7(m)dm, avec une constante Cj.
Jo 0

m

Lemme 3.3. Soient donnéesv € 8&’), T e 6", T € CO([0,1:]; Wp (D)),
7 € C%[0,1:]; W) (R4 x Q)) avec leur norme majorée par une constante Ry
dans les espaces prévus (indiqués). Alors il existe une constante M < oo telle
que, pourvu que o(m,x,t) = 0 pour m ¢ N[, Véquation (3.35) avec les

conditions initiales (3.11)-(3.14) admette une solution et une seule dans la

classe
o € C°([0,t:]; Wy (R x 2));
on a
o(m,z,t) = 0 pour m ¢ ==, M|, (3.36)
“0('3 '7t)‘iigif§(a+xﬂfg = “O-('v ‘7ﬂ“€y}}(p2) < ‘k(ﬂ? (337)
avec

0o(t) = loolgiony e ([ of(€)d0) + [ g(t") eap ( ] Fie")at"),
(3.38)
ot f(t), g(t) sont des fonctions de T, v, o.
Demonstration : Résolvons 'équation (3.35) le long des caractéristiques

(m(t), (t))sepo,y) définies comme solution du probléme de Cauchy

dm(t)

— = m(tha(T, T, 1, 2(2)), de(t)

pra a(m(t),t, z(t))
m(0) = mg € [0, M], (0) = xo € L.
Si on considere la dérivée totale de o dans I'espace Dy =0, M[x{

d \_ 9
— = 0y + mhgOpm + E_J Ut

1t 7
dt = T;
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on peut écrire ’équation dans la forme

d - - .
320{ m) = [ha(T, To; m)+B1(F; m)—g1(m)[T—Twsy)(T)] " lo—0(m) V m,z) Uns(m) +

+go(m)[N* = N(@)|*[F — Tos(T)]* + Ba(;m).

Cette équation, ayant la dérivée totale %O’g au premeir membre, peut étre
résolue le long de la trajectoire (m(t); z(t)) (la méthode des caractéristiques).
Donc en procédant de maniére analogue a la démonstration des lemmes 3.1,
3.2, on montre P'existence et 'unicité de la solution du probléme (3.35). Dans
la suite pour la fonction S(m',m"”) qui figure dans (3.35), nous supposons
qu’elle est suffisament réguliére et qu’il existe une constante M (M < 1) telle
que

Bm',m") =0 m' +m" > M.

En outre pour des raisons techniques, nous introduisons la fonction de la
moyenne locale de 7.on pose une fonction 6 telle que :

i)0 € CP(R?)

11)0 > 0 et 0(z) = 6(|x|)

111) fRs O(z)dx = 1,

et en substituant 7 par (7*6), défini par fRs 7(z—y)0(y)dy, on remarque que
c’est une régularisation de 7 et donc on constate facilement que méme avec
la substitution de 7 x # & T et la condition (3.1), le lemme 3.3 reste valable,
car pour sa démonstration on n'utilise que la continuité des fonctions du
deuxiéme membre et 7 est continue. Pour simplifier, on pose Dy = x]0, M|
et en multipliant ’équation (3.35) par o?~!(m) et en intégrant sur |0, M[xQ,

on obtient
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57 o
/ / o?"H(m)do(m)dudm + / / o'V - (o(m)a)dedm+
Jo Ja ¥ I

M M
+ / / 0P (m) O mhga(m)|dedm = / / a1 (m)hg(m)o(m)dedm+
Jo Ja o Jo

1 1@ ¥ il 2 , S P p 7
+5 / / mo?~(m)B(m — m', m")g(m’)a(m — m’)dm’dvdm+

2Jo JalJo

M p poo
- / / f mo? " (m) B(m’, m)&(m)o(m)dm’ drdm+
o JaJdo
M‘ ~ —
-i—/ / o® 1 (m)go(m)[N* — N (@) [(F % 0) — Tps(T)] " dzdm+
0 Q

M
- / / L ik e ) — T, T b)ebmidin.
1] 104

Orona

M p M
/ j 0?1V - (o(m)a@)dxdm = / / o* Vo -u+ oV - udxdm
0o Jo o Jo

7y _ 7o
= / / o? Vo - udzdm + [ j o?V - udzdm
Jo Ja o Jn

- / / VoP - adzdm + = / j 0PV - udxdm
P Jo Q P Jo Q

_ M
= ?—}— / / oV - udxdm,
P 0 Q

et

A p ‘ i M .
/ J/ 07 (m) D [mhgo(m)|dzdm = = / f Om0® (mhg )dzdm
0 Jo PJo Ja

A
+ / / 0P O (mhy)dzdm.
Jo Ja
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D’autre part, comme @ vérifie la relation

1

V-uzv-v—al(m)

Ad,

en substituant cette relation dans 1’équation, on a

g
/ f oP(m)dzdm 2= f [ o?(V -7~ Ad)dzdm+
pdt a;(m)

o M i
3£ 1 / [ 0 (m)Om(mhg)dzdm = / ,/ 0" Y(m)hgo(m)dzdm+
" Jo Ja

+3 / / / mo?~ (m)B(m —m',m)a(mYa(m — m/)dm/dxdm+
o Jaldo
M oo
- [ / [ mo?~ Y (m) B(m’, m)a(m)o(m)dm'dzdm+
o JaJo
- ) B
+ ] / ® Y (m)go(m)[N* — N(@)|T[(7 % 0) — Tus(T)] " dzdm+
o Jo
-H- —
- / / 0P (m) g1 (m)[(F % 6) — Too(T)]~dadm.
o Jo
En utilisant P'inégalité de Holder et en tenant compte que 3, go, g1, [N* —

N(@)]" sont bornées, avec ¢ = va et en désignant par Cs la quantité

constante Hal(%mg A®|| 1 (py), On &

lp — 1]
p

H Iz < IV - Tllee + Co)lloliZo+

"’ = U8 (mg)l e 12 + etllz o () [t

+2¢|[ e ol 1Tl 2w + cllolfe 17 + Tusllze + cllofollT + Fusllzos

ou, compte tenu que p > 3, et donc W} — L%, et que [[m(mhg)|re,

g (m)llee < c(limllwg + IITi!wgﬂ),

d 4
_HG"{ w0 [

1+ llollwy + (IFllwg + 1Tlwg)lloli +
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HIF 3 ol + ol (il + 1T lwz) + ol (T llwg + (Tlwz)-
Encore, compte tenu de inégalité
lollfyy < (1 + llollf,),
on obtient
d., .. _ o P
Gilloltie < C (ol on |1+ 1wy + Flwy + I Tllws ]+
13 (@ + Nl liyy) + (3 + ol (lwg + 1 Tlhw) ),
ce qui implique que
d : m _ _ = it
ol <C ({iafil‘;,wz) [1 + [0llwz + T llwy + T llwz + 2“0!3%@;] +

By + 7wz + Tl ) (3.39)

Maintenant en appliquant 'opérateur V a I’équation (3.35) et en la multi-

pliant par |[Vo|P~2Vo, on I'intégre sur |0, M|[x(2, de sorte qu’on obtient

M
/ / [Vol|P2Veo - V(8,0(m))dzdm+
0 Q

M
+ / / |VaP2Vao - V(V - (o(m)@))dzdm+
o Ja

M "
+ / / [VolP~2Vo - V( o [mhgo(m)])dzdm

0o Jo om
M

= jf f [VolP=>Ve - V]hgo(m)|dzdm+
0 0

1 ﬁ m
+= / / m / [VolP2Vo - V[B(m — m/, m"&(m)a(m — m")|dm/ dzdm+
o Jo Ja

I{-V o
- / / m / Vo P~2Vo - V[B(m', m)a(m')o(m)|dm dzdm+
o Jo Q
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+ /; | 1¥at296 - Vian(m)N* ~ K@)} {7 = 7o ()] dadmt

_/G | /Q]VUP_QVU'V{[Q’l(m)ﬁ_ﬁus(T}]"U(m)]dg;dn-l,

Orona

-
/ ] IValP2Ve-V(V-(o(m)a))dxdm = f / |VeoP~2Ve-V(Vo-itoV-a)drdm
)

74
/ /W’U]p QZ(@E 0)04,;[0z,0U; + oV - Gldxdm

%,3=1

/M f Volr- zz(a%a)(a%a OVt / / Vo2 Z (90, 0)(Bns0) (80,70t

t,J=1 1,5=1

M M
+ / |Val? -V - udxdm + / / |Vol|P—2 z 0;,0)00,V - udzdm,
0o Ja =
on a encore

M M p
/ /[VJF"2 Z (02;0)(0n; 0,0 )s = 1/ / |VolP~2(8,, |Va|*u;dedm
2Jo Jo

i,j=1
1M
= - / / (0x;|ValPYu;dcdm

1 ¥7e
== L—)]V(}]pﬁ oo ——/ / Vo |PV - udzdm,

en vertu de la condition % - n|sq = 0 on a

/;H fn Vo P2V - V(V - (o(m)a))dzdm

_p-1 g M
f /{V0]¥V udrdnﬁ/ /}Vap”zz 0y;0)(02,0)(0r,; 3 )dxdim

tj=1
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T 5
+’/0 /{; VolP~ 2;_‘1 (8r,0)00,.V - ududm;
0=

en outre, en vertu de o(m) = 0 pour m < Mi,, et m > M4,

M 8 ’ _
/ f IV:&?]"‘Q‘Vcr-V"(———[:m,h‘,ﬂU(m)])a!:a:dlm:‘z)——E / Voo, (mhg)dzdm
o Ja Om P Ja

+ / / Vo P20V oV (O (mhgy)dedm+ f |V |P~2Va-V(mhy)dpodrdm.

0o Jo 0o Ja
Donc on aura

y7e T
td / / [ValPdrdm + p-1 / / |Val? -V - udzdm
pdt oy Ja D Jo Ja
M 3 . M ’

+ / [ Vo2 Z; (0r;0)(0r,0)(Or;70; ) dz:dm+- [ / Vo P26V o-V(V-a)dzdm

o Jo by 0o Jo

Pl , ; M -2

+T / |V |POm(mhg)dzdm + / / [VolP~2oVo - V(0 (mhg)dxdm
] Q 0o Ja

+ f / [VolP~?Vo-V(mhy)dpodrdm = / [ Vo |P~2V o -V |hgo(m)|dedm

o Ja o Ja

1 ﬁ (‘1’}1 X 7 e N— s r

+3 j m [ |[Vo|P~*Va - V[(m —m',m)a(m)a(m — m")|dm'dvdm
o Jo Q
M poo
- / / m [ |Vo|P™*Vao - V[B(m/, m)a(m)o(m)]|dm’dzdm.
o Jo Q

+ /{; /{; [ValP=2Va - V]go(m)[N* — N(@)|T[F — Toe(T)]|dxdm

oM
— -/0 L }VG[P—QVU : V[!]i (m) [T — _ﬁﬂs(T.)]—G(n;‘)]difbn« (3.40)

Pour avoir une estimation de |Vo[P~2Vo - V(mhy)0na, Vo - VO, (mhy)e,

et |Va|P~?Vo - Vhyo(m) nous avons besoin d’une régularité plus élevée de
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7. Pour cela nous utilisons les propriétés régularisantes de la moyenne locale

(7 * 6), introduite plus haut. De plus nous utilisons les relations

1 1
- Tl== P — —AP. et - - X7 = gy ) =
V-a=V-7 orlm) \®, et V(V-7)=V(V. 1) pow

V(AD).

En utilisant ces relations, nous réécrivons (3.2) dans la forme

1d fﬁ |VolPdzdm + p-1l /H/ |ValP(V -5 L A®)dzdm+
— ofPdz — T — ——Ad)dxd)
pdtJo Jo p Jo Ja a(m)

A 3
1
V0P S (04,0)(85,0) (0o;Ti — ~—7— O, 00, ) ddm
+/{; L]VUI (Oz;0)( 2.0 ) (O, ¥ o) 0% Ydzdm+

ij=1

M
+ / J[ |VolP~20Vo - (V(V -7) — ——I——V(Atl)))dg:d.m%—
Jo Ja

aq(m)

B s
+2-?———£ / Vo |POm(mhg )dzdm + / / |ValP 20V - V(8m(mhg))dzdm+
P Ja 0o Ja
s &
-+ / / |Vo|P~2Vo-V(mhy)modrdm = / j |Va P2V a-V[hgo(m)|dedm+
0 Q 0 2
1 M " r -2 3 f N— N— & i1
5 mj [VolP~2Ve - V[B(m — m/, m')a(m')a(m — m)|dm/dzdm~+
o Jo Q
M poo »
- / f m / |Vol|P2Ve - V[B(m/,m)a(m)o(m)]dm’dvdm+
o Jo 9

3| 5 ) B
4 / |Va[P2Vo - V]go(m)[N* — N(@)]"[(T % 0) — Tps(T)| " |dzdm-+
0 1Y)

_ f(, /Q ‘V07P—2Vcr - Vg1 (m)[(7 * 0) — os(T)) "0 (m)]ddm.

Comme d’aprés Iexpression de hy, on a
V(mhg) = K1Si(m)V[(T % 0) — Tus(T))]

= K.Sy(m)|(7 * VO) — VT,(T)],
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il vient

s / Vo P2V - V(mhy)dmodzdm|
<l thgznmag)uwnfm)uwnm)namonma
< clSillz=(on | s 0n 1700 + [Tl )| 190125 10
< C|Illwy on) + Tlwion | 190155ty 1m0 Lo o0

Analoguement

M
I / / \VolP20Va - Vo, (mhy)|dzdm
0 Jo

< C|IFlhwy ey + ITlhwzn) | IVo sty loll o,

et
&
1 / / [VolP2a(m)Ve - Vhydrdm)|
0o Jo

= =1
< Vhgll ooy Vol i?,p(pz “VU”ﬁp(Dz)HUHLP(Dz_)
< C|IFllwg on + ITllwzcon | 190155, ol o).

Done on aura

"‘“”V ollz < —‘—”VU”LP”V Ul| e + —_“V 0

AL~ +[IVollZ Znarjvzumﬂl%u Zu 05, V|t

< =

HIV(V - D)lr o) IVolZz ol + Vol o]l |

x|

( )V(A@)!lam+
HIV (O (mhg) o Vol ol oo + 1V (mhg)ll e [ Vo | |Omo| o+

+———!i3 (mhg)llIVollZe + IVhglle= [ Vollz" o o+
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Hlhgll=IVollLs + 2 Vol [l | V5| o + 2¢][ VoL, [+
Hlolea IVl IV * 8) + Fos D [l + Vol (T % 6) + T (T)] || 0,
ce qui implique qu'il existe une constante C telle que

H‘?Gf < ClIVollL Vol + IVollf, + [[Voll? - lloll = IV(V - B)|| Lo+
HIVallZ llollze + [Imllwy + [ Tllwzl Vol o]+
Himllws + I Tlwa Vol 10mollo + (17w + I Tllwz ]l Voll2,+
Hilmllwg + ITlw2lIVollZ lollze + Vol 7] e+
HIValZ 5l = V8l o + ([ lws + ITIw2llVelZ: o]+
Hllwllwy + ITllw2llVallf,]. (341)

Maintenant en appliquant I'opérateur 8,, a 'équation (3.35) et en multipliant
par |00 [P~28,,0 I'équation obtenue, on Pintégre sur 0, M[x, ce qui nous

donne

M
/ / |00 [P 0,,0 0 (9,0 (m) ) dmdm+
0o Jo
M
+ / / |00 |P28,,00,,(V - (0(m)T))dzdm+
0o Jo
M,
+ / / [Om0 [P 20Oy (O [mb gy (m)])dzdm
Jo Ja
Y7
= / / |Om [P 28,00, [ hgio (m)]dxdm-+
73
f / m ]8 0[P 280,,00,[B(m — m!, m"\& (m)e(m — m) Jdm'dzdm+
Q

M
- / / m / |00 P2 OGOy [ B(m, m)G (Mo ()| dm dzdim +
o Jo Q
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/ flo 20 P20 O go(m)[N* — - N@)* [T — Tos(T)] T |dzdm+

__/0 /Qla P2 0,00,, [lg1(m)[T — Tys(T)] o (m)|ddm.

Cela implique que
/ [ [Omo[Pdzdm+

p dt
M
+f /18 0[°20,,0[0,V0 - T+ Vo - 8,7 + B0V - U+ 00,V - uldrdm+
¥l
/ / OB 28,,0]02 m(mhg)o + mhy 82 o + 20,00y, (mhg)|dzdm
:/ /[r) "5 il zémcf@m(hgg)a(m)d:rqut/ [[Bmo]” 20,0 (hgt1) Do (m)dxdm +
o Ja
+% / / ‘ / O P2 8ma B(m — m’, m ) (m’ )& (m — m’)dm/dzdm+
2Jo Jo Ja
1 M m
~i—§ f / m / 00 [P 20,00, 8(m — m!, m/ )& (m! )a(m — m))dm' dedm+
o Jo Ja
l H T
= / / m / |0 P20 B(m — m!, m! )& (m/ )Om@(m — m')dm/ dzdm+
= Jo
/ / / 00 [P~20ma B(m’, m)&(m)o (m)dm/ dxdm+
— / [ / 0[P 8,,0 0, B(m!, m)T (m yo(m)dm/dedm+
o Jo Q
M
- / [ j[ 0 [P~20,,0 B(m/, m)F (m )Omo (m)dm’dzdm+
0
M _
4 / / 80 [P 20,08 go(m)[N* — — N@)]T[T — Tos(T)] " dadm+
o Jo
Xl‘ i~ —_—
¥ / / |Om [P 200 go(m)[N* — N (@) T O[T — s (T)] T dzdm+
0o Ja
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H,
_ [ / 1O P201n0Bpn 1 (M) — Tooa ()]~ (m) izt
JO (9

M
— / / O [P 200 g1 (m) [T — Tws(T)|” Omo(m)dadm,
si m = m' on peut éliminer le terme [ B(m — m/, m/)G(m/)5(m — m')dn?,

done on a

ji / {dmalpdz,dm o / [Omo|P(V - T — A®)drdm+

pdi ( m)
A 1 M
- f / |Oma|P~20,,0V o - VB8, ——dxdm — / / [0 |P20,,00 ADx
o Jo ay(m) o Jo
1 -1 (¥ " -
x@m_dxdmz+—2—— f / |Omo [P O, (mhyg ) dxdm+ / / |00 [P 200 %
ay(m) P Jo Ja o Ja
574
Xai?ﬁl(ﬂzhgl)dzrdm = / ]8,,7,0]”_25",,03,,1(hg;)a(m)dﬂcdm—%»
0o Jo
M
+ / / |Om0 [P 200 (hgt) O (m)dzdm+
0o Jo
I o e ¥ p—2‘ 7 N— N— ! 7
+§ |0mo P> 0mo f(m — m', m")G(m" )& (m — m/)dm/ dvdm+
Jo Jo Ja
1 M .
- / / m [ |Om0 P 20,00, B(m — m/, m Y& (m & (m — m')dm/ dzdm+
2Jo Jo Ja
1 M m
+5 / / m Qlamalp“zﬁmaﬁ(m —m', m )& (m")0,,5(m — m)dm'dzdm+
=Jo Jo
M poo
- / / / |10ma [P200 B(m!, m)E (m)o(m)dm’ dzdm+
J0Jo JQ
M poo (-
— / / m j |00 [P28,,08,, B(m’, m)& (m)o(m)dm' dvdm+
o Jo Q

M oo
— / ] m / |10m 0[P 20,0 B(m’, m)&(m/)Opmo (m)dm’ dzdm+
0 0 Q
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M
+ f [ (B0 P28,,08,g0(m)[N* = M@ [(7  0) — Too(T)]* dedme+
0 Q
EI— o~ ——
+ / / |OmO P 20mogo(m)[N* — N ()] Om[(T * 0) — Tus(T)| " dxdm+
] L¢]

P A
- / 100 P 2000 g1 (M) [(T % 8) — Tps(T)| " (m)dxdm+
0o Ja

M p
- / 100 P20, g1 (M)[(T % 0) — Tps(T)]~ Omo (m)dzdm,
0o Ja
d’apreés I'inégalité de Holder on obtient de cette égalité I'inégalité

1d p—1
T gm a.m . S - V'_’ o + 8m . 7t
ool < Eo=(1V Tl + ca)lOnelty

P y— . — 2p—1 ¢
+C¢H<’m0ll§:plﬁvﬂﬂm + C«ﬁflamallipi llollce + %_,lam(77lhy£)llL°°”dmgnz*ﬁ“

+|02 (mhg) | [18mo |7 o |5 + 10mhgll L= 10mallEs ol o+
H|Oma |5 I hgtll oo + 2¢l|Omolls [E | ol e + 26l|0m e 10m || o [T+
+20]|0m0r |5 17l e+ |1Ome {5 10l o 15 1] o= + 2] Omor |17 1| (F40)~T o (T) | o+
+cl|Omollallo |55 (7% 0) = Tos(T) | o=l ll o + cllOmoll o | (7%0) = Tua(T) | oo,
ou

d . g _ . i
}z_ﬂi@mﬂllip o & HIV ) U”Lm”dmg“?ﬁ + Hamﬂﬂzip + liamﬂllzz’;lﬂVGHLﬁ

+|Omolle + 10maliEs lollze + [iFllwg + 1T NwellOmo 7o+
+HIFwz + I Tlw 2l Omo 55 ol o H10mo 17 15 oo+ 10mo 15 llo | 2Tl e+
+18m 17z 7 o 19me o + [T llwg + ITllwz]l1Omor 75"

+I7lwy + [ TlwzllomollZ lollze + 7llwy + ITlwzllomollze]  (342)
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En sommant I"inégalité (3.2) et (3.2), on obtient
d & 5 ~f - P
%[”dman i»(py) t I VUHLP(D2 )] Chv - ””L”(Dz)("v‘g”m(pﬂ

ﬂwm‘c’”ip(aﬁ)) + (“VU”%(DZ + Hdmallm(p )+
+{II7

7wy + I Twzlllo o) 1V o nay + 18m0 175 () +

q]{“V7GHZ‘I);p{D2 i3 ”afno-”zp(D2))+

HIF ||z (10mells + 1V lLs) + 5]l (190molEs 1055 o+
HIVallZ I1VElee) + [Tl + ITlwal(l0me i7" + [Vollf: ')+
HIFlwy T lwelllollee (19no iz +IVall: )+ Tlwg+ [ Tlwzl (10mo G+ Vell),

ou, en utilisant le gradiant V(;,,) de ¢ dans Dy = D,, x Q et 4 laid de

Pinjection de Sobolev, aprés les simplification on a
i
llo(, -, Hlwapa) < lloollwa(py) exp ( / cf(t)dt’)+
0

i i
+ [ o(t) exp ( / cf(t)dt")de,

avec f(t), g(t) sont des fonctions de T, T, &
(Pour plus de détaille voir [6])

3.3 Equations pour les densités de I’eau avec la
température et la vitesse données.

Pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution (7, 0) du systéme
d’équations (3.22)-(3.23) dans un intervalle du temps suffisamment petit, on

rappelle d’abord le lemme suivant
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Lemme 3.4 Soient v € (—)f;“", Te 9§T) et Ry > 0. On suppose que

1 3
[ollwz @) < Ro, T lwzr@s) < Ro. (3.43)
Alors il eriste un ty = to(Rp), 0 < ty < ty, tel que, quelques soient
7€ C[0,1); Wa (), 7€ C°[0, 1), W, (Ry x ©2)),
avec les conditions
7 llcogo,rapwr@) < lImollwz(e) +1 (344)
[lﬁilcﬂ(ge,tzj;wg(m =€) < ‘io-(}!lW;}(R+xQ) +1
o(m,x,t) = 0 pour m §Z]%—,§f1[,
la solution (w,0) des équations linéuirisées (3.30)-(3.35)avec les conditions
initiales (3.10)-(3.14) satisfasse auz conditions
Imllco o) < lImollwp@) +1
lolloogosapwim, <) < lloollwi . xa) +1
my
o(m,xz,t) = 0 pour m ﬂ-zi, M.

Démonstration : En rappelant les lemmes 3.2 et 3.3, A partir des in-
égalités (3.31), (3.37) et des expressions (3.32), (3.38) et (3.36), on obtient le
lemme

Lemme 3.5. SoientT, T, My, Ry, to = t2( Ry) comme dans le lemme 3.4.
Alors il existe un t3 €]0,ty] tel que les équations 3.5-3.6) avec la condition

initiale 3.1} admet une solution (7, 0) et une seule dans la classe
r € CO0, L WAQ), o € C0, 1] Wi (R, x ),
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et on a
I llcoqo.slwa@) < lImollwa) + 1
llolleo o,y e, xay) < lloollwyr, xa) + 1
o(m,z,t) = 0 pour m ¢ ﬁ;ﬂ, M|

A

Démonstration. Pour 0 < ¢ < t2 nous définissons

Apg = {(m,0) vérifier les conditions (C.1) - (C3)}
avec

(C.1) T € C[0,¢; W (), o e Yo, W, (R, x )

(02) ?T(': 0) = 7(0('): 0('2 " 0) = Jﬂ(')
(©3)
Irllcoqo.gmy @) < lI7ollwy y+1, llollcoqo,g.wi (r xay) < lloollw: m xy+1

o(m,z,t') = 0 pour m g]%):ﬁl[, r€Q,0<t <t Vi €0,y
e, telot].
Soit Gy, I'application qui a (7,7) € Cy([0,]; LP(€2)) x Co([0,t]; LP(Dy)) as-
socie la solution (7,0) des équations (3.30), (3.35) avec (7,7) indiquées ci-

dessus. En vertu du lemme 3.4 on 3

G1 ¢ ‘4[,3} — Aig} Vi E}O, tz[

2

Donc, pour démontrer le lemme 3.5, il suffit de démontrer qu’il existe un
ts € [0,1,], tel que Popérateur G4, Testrient & Ay, soit une contraction dans
la topologie

Co([0, 8s]; LP(Q)) x Co([0, 15]; LP(D,)))-
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Soient, (7;,3;) € Ap,) et (mi,0:) = G141 = 1,2. Alors les différences

Il = 7y — 74, Y =5y — 7, (3.45)

H‘—“ﬂ'g—’/’ﬁ, E:Gg-—dg.

satisfons aux équations

on - T — ,

N + V- (HU = Hgg(T, T18,01) — | gg(T, Ta6,02) (346)
o 0 — e
FTi %:(ﬂ?}zgl(T,, Ta9;m) + V- (X)) = (3.47)

= ha(T, 72,6 m) + B1(G2; m) — g1(m)[Ta — s (T)] "+
bl (T, 1,:m) — by (T, o)} +
+[hg(T, Ta,0;m) — hg(T, Ty ,9;m)]or + [By(G2; m)—
—B1(@1;m)oy + gi(m)([T1 — Tusy (T)) "~
~[®2 = Tosny(T)]7)Z + go(m)(IN* — N (2)]* [Tz — Tosyy(T)] ]~
—[N* = N(@)]*[71 — Tosoy(T)]7]7) + Ba(F2;m) — Ba(@1;m).

En multipliant les équations (3.46)-(3.47) par II|II|P~2, T|T|P~2 respéctive-
ment. Et en faisant I'intégrale de la premiére sur Q et de 'autre sur D; en
tenant compte de conditions (3.44) et les estimations déja obtenues, aprés

Pintégration et des calculs élémentaires, on obtient les inégalités
d » - ?
2 Hllze ) < cllvllwz 1Tl zn o)+
+e(1+ T llw@) (Ml zeg@) + IZ 2o (2)) I 7o ), (3.48)
= Nv o0y < (L + I Tllwac) + 17 lwz@) I e p,)+
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o1+ [ Tllwy @) (M) + (SIS L. (3.49)

En multipliant les deux membres de (3.3)-(3.3)respectivement par NHM;{;}),

i]Eﬂ;fm, tenant compte de (3.43), on déduit Iinégalité

IIC, D)llzr@) + 12, )] ooy <

1

< B
4 +i

o E ‘1 — - %
gef i "+ ¢ ) (Mloogogsze @) + IZllcoqosgcrway)-

Il est clair qu’il existe un t3 > 0 tel que
g-1 p-1 o
cecllatts® +7 ) (g, +1‘;T1 el
* 3
Par conséquent, rappelant la définition de Gy et (3.45), on peut déduire
que P'application de G ,, restreinte a Alss) est une contraction par rapport a

P'espace métrique
C°([0,3]; LP(Q)) x C°([0, t3; I?(Dy)),

ce qui prouve le lemme.
Lemme 3.6. Soient g,m,0 sont les solutions d’éguations (8.21)-(3.23)
avec les conditions initiales (3.9)-(8.14). Dans les mémes conditions de lemmes

3.1 et 3.5, il existe un t4 €0, t3] tel que pourt € [0,1y] etz € Q on a

1.
lleCs Dl < 2lleo() 115, 5 Inf 0o(a') < o(x,t) < 2 e oo(z")  (3.50)
0 < 7w(x,t) < sup mo(z’) + 1. (3.51)
z'eQ)

Démonstration. L’existence d’un 4 €]0, 5] tel que on ait (3.50) résulte
immédiatement de (3.25)-(3.26). En intégrant (3.22) le long de caractéristique

z(t) nous avons

i3 el ¢ — t — Jpff 5
m(x(t), £) = mo(awo)e™ Jo VI — / Ha(T, w9, )™ J V7" gy’ (3.52)
Jo
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En rappelant la définition de Hy et les hypothéses et les résultats du lemme

3.5, nous obtenons
o r L
|V -o|dt’ < cRot#T, |Ha(T,ms,0)| < c.
0
Par conséquent, a partir de (3.52) il s’ensuit qu’il existe un t4 €]0,%3] qui
s’applique également a (3.51).
3.4 Equations linéaires pour la vitesse et la tem-

pérature.

Dans cette partie, nous examinons les équations linéarisées pour v, et 7.

» iy = s " TN
Nous fixons v € Gg’), Te 8( ) et nous considérons les équations linéaires en

vetT
9 |
(0+m)5 —ndv—((+ V(Y -v)= (3.53)
(4T V- RV( + LT) — [ [ odm+ 0+ 7]V9,
Hh Hea - J0O
3 _
dT A 8T T _ i
(g+fr)cﬂ—§—-—hAT— —(o+7)cy jgvj?rj_ﬁ{}((;;;“{’ ;z;) T)V-v+ (3.54)
3
dv;  Ov; v, 9 Pp—
+?7 Z (55; =t a‘ri 6“-V ‘U)a—; + Q(V . ’U) + E,-ad + nglfgl(T: T, G’)

olt p, m, o sont les solutions des équations 3.21-3.23 avec les conditions ini-
tiales 3.9-3.14, dont Pexistence et I'unicité ont été démontrées dans le lemmes
3.1 et 3.5. Comme dans [8], nous introduisons les fonctions auxiliaires
Vi )= llv P \ ol tl P
,'U)( ) ”L“Wél(Qt) + OS;‘LtI’I;t “U( ) )”W:_%(Q‘)’

‘/{q,T)(t) = “anm {(Q ) + Sup ”T )Hi 3_5(9)
q
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Lemme 3.7. Soient v € 9§f) et T € Gg). En autre, soit (g,7,0) la
solution du systéme d’équations (3.21)-(3.23) avec les conditions initiales
(3.9)-(3.14) donnée par les lemmes 3.5 et 3.6. Alors les équations ((3.53)) et
(3.54), avec les conditions auz limites (3.12)-(3.13) et les conditions initiales

(3.7)-(3.8) admettent une solution et une seule
v e W/;:)Z’I(Qm): Te H”E?’I(Qt‘;),
el on a les inégalités

¥ 2g9—-p
(mﬁ\mmﬁﬂ®+£0+%@mﬂwﬂq ), (355)

2q

ﬁ@n><$mwzz—wrw%h_ Y (1) F +
) 1 (aax]o, D

1
+ /0 (1 + ‘[sq T)(t )‘/(P %)(t )q/p + ”1 md“ Q(Q))dt'} B (356)
Pour 0 <t < iy.

Demonstration. Pour la démontration voir [§]

3.5 Existence et unicité de la solution locale

Pour prouver le théoréme 3.1, nous commencons par le lemme suivant
Lemme 3.8. Il existe deuz constantes positives R, Rr et un ts €]0, 4]

tels que, si
0<t<ts, 1€0, TeOP e Vpn(t)<R, Vx5t <PRr,
alors la solution (v,T) des équations (3.53) et (3.54) avec des conditions
auz limites (3.12)-(3.13) et les conditions initiales (3.7)-(3.8) satisfaisse aux
mnégalités
.V(z},i;) (t) S E; V.(q,T) (t) g ET-
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Démonstration . Le lemme résulte immeédiatement de ’expression de
deuxiéme membres des inégalités (3.55)-(3.4).

Nous définissons
B, = {(1,T) € O x O | Vo (t) < Ro, Vigy(®) < Rr}  (357)

Pour 0 < t < 5 on désigne G, 'application qui associe a chaque (7, T)e€ B,
la solution (v, T') du systéme d’équations (3.53) et (3.54) avec les conditions
aux limites (3.12)-(3.13) et les conditions initiales (3.7)-(3.8). Du lemme 3.8,
il g’ensuit que

Gi(By) C(B), 0<t<ts

Maintenant, nous pouvons démontrer le théorére principal.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1 Nous définissons pour

0<t<ts,
Y, = [[P(@; & HA(Q)NL®(0, & L (:Q))] x [Lz(o, £ HYQ)NL®(0, t; 2 (9))] ,

On observe que ensemble B; défini dans (3.57) est convexe et fermé dans
I'espace Y;. Par conséquent, pour prouver le théoréme il suffit de vérifier qu’il
existe un 1 €]0, 5] tel que Popérateur Gy est une contraction dans la topolo-
gie de Y;. Soient (w1, T1), (ig,Tg) € B, t < 0 < t5. Considérons d’abord la
solutions (g1, 71,01) et (g2, T2, o2) des équations (3.21)—(3.23) avec les condi-
tions initiales (3.9)-(3.14), et en remplagant respectivement T = 7y, T = T,

et T =Ty, T = T2 et posons
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—=I[T]

Peg-—m D=Ti-T

En outre, pour la commodité de 'exposé, nous définissons
_ _ 1
wi(m, z,t) = vi(x, 1) — qub(z),
Ui = (mha(T, mi0; m), Uit; Wi, Wig) "
(1 =1,2) et nous posons
U]
D" =Ugy — Ugp.

Des différences de (3.21), (3.22), (3.23) pour g1, 71, 01 et pour g, T, 02 il

s’ensuit que
8,E9 + 7, - VEE + D" . Vg, + EOV .7, + 0,V - DV (3.58)
8,E™ 45, . VEM + DY . Uy + EMV .5, + mv - DY (3.59)
= Hy(Ta, T, 02) — Hu(T1, T, 01),

B [ [#)
(}tE[ }+U41 g V(m,:r)E }+DE ul V(m m)02+E v(mr) U411+02V(m::) ‘DE ‘ﬂ} =

(3.60)
= [hgt(T1, m1,0:m) + Bi(or;m) — gu(m)lm — Tos(T1)] 71 B+
+{hg(T1, m1,6;m) — hq(T2, Ta.9;m) + Bi(o1;m) — Bi(o2;m) — g1(m)
([ = Toa(T0)]™ —[m2—Tus(T2)] ") Yoz + go(m) ([m1 s (T1)] " X [N* = N(a)] "~
—[ma = Tus(T2)]" x [N* = N(02)]" + Ba(01;m)) — Ba(og;m).

Nous rappelons les relations

5 1 1\2
J[(m VEE)Ele dm———/(v vl)(E N2di,

Q
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f (7, - VEF)Ell gy = . / (V -51)(E™)?dz,
Q 2 Ja

/ (Uy,y - VEYEPl gz = L (V- Uqy)(E9) 24z
Dy 2 Dy

Par conséquent, en multipliant (3.58)-(3.60) respectivement par Eld El
El et en mtégant les deux premiers sur ) et Pautre sur Dy, avec les calculs

habituels pour les estimations, on obtient

d _ vl
(‘g" EIQ}H%R(Q) < ell+ ”'Ulﬂwg(zn))”Eig]Hz}ﬁ(g) + ¢||D l]%{l(ﬂt): (3.61)

d B B
EEHEMH%%Q) < c(L+ |[illwa@ + I1T1llwz@) (3.62)

b o 3 L ITh i
X< (B[220 + 1B Ba(0,y) + (D™ 2y + 1D 220,

& - _ _ |
;ﬁ“E[g}“%ﬁ(Dg) < e(1+ [[viflwz) + HTxll%vg(m + HTsz%zvg(n))X (3.63)
T xifed ——{ﬂ] _{T] 3

x (|| E! ]‘Hiz(m + || El }Hi?mg)) +c(||D ]13{1(9) +||D H%?(Q))-

A partir de (3.61), (3.62), (3.63) et les conditions initiales
E€(,00=0, EF(0=0  EFI( . 0=0
il s’ensuit que

HEM@”%?(Q) + ”Emft)”i%m + ”Elg](i)“%z(pz)) 5 (3.64)

p—1 g2
i+t P+t 97 )

i —,,
[ (ID™ () sy + Do)
0

< ¢ce

(o1 + m)8, D — nADM — (¢ + g)V(V.DM) = —(E¥ + E")du5+ (3.65)

—(o1 + ) (T - V)Ei{"’i — (B9 + B (%, - V)5, — (00 + ﬁg)(ﬁ'i’u] - V)tp+

(5 o)) - (4 1))
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- [ J[ Elgm + Eld 4 EW} Ve,

(o1 + m) c,,aipm - kADT = --(EM + EMe,0To — (o1 + mi)eux  (3.66)

3
Sy 10T, 875
X;U}J 9 2 ID d (El +E )Cvz Uzl"'ti+
01 T +lvl 01, T1 =T, _ Eld EM\— _
—RQ(—+——)T1VD —Ro(—‘f‘“—)D V'UZ—R()( —i——‘&—}sz_V"Uz‘f‘
‘@ h Ha 'h
] - _[ } &
6D aDJ 2 @—1 6_2 d_&g 2
. . =5 D 'i« V3 j e
+7}. g ( )'1J dr; 3 é:,V ) dz; +7}Z: (8 ] O, 36;3)(
on! | _ _
XV'@) —a‘,ﬁ*ﬂﬂ(v'ﬁ)z— (V-02)*)+ L[ Ha(T1, 71,8, 01) — Hy(T2, 2,9, 02)].
Dlvl plT]

En multipliant les équations (3.65) et (3.66) réspectivement par - = +m o =

et en intégrant sur (2. Nous rappelons la relation
o1 +m1) aD [’1’ ANo1+m1) M
813 Ez Br; z
! d.rl +({(+3 I f ! dz| <
??!/ (01 4 m)? (€ ) (01 +m)?

_ H'“
< ellellwp@ + Imllwy@) 1Pl gy | D NLz(m

2 2

< el| DMy + Cellled ™ Nlwp) + 177~ llwa )| DM

ﬁézgﬂ)y
et I’analogue pour D1, Ensuite, compte tenu de majoration déja connue
Gzl ey < E(1+v2llwzen), 110 allLa) < S+ Tellwzi) HIT2llwzw))

(T est une constante convenable) et a I'aide des inégalités de Sobolev, Hél-
der et de Cauchy-Schwarz, appliques a plusieurs reprises, nous obtenons les
inégalités
D22 0y + Sl DV 0y < (3.6)
<1+ Hvzﬂwzm))(up[vlH%z(n) + | B3 20+

49



UniversiTE 8 Matr 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE M ATHEMATIQUES

FIED 220y + 1B 20y + 1D 1320 + 1D 12200
D0y + ol DBy < (3.68)
<c(l+ ”T2HW2(Q) + |7l W2(Q) )(”D 3 @) T HE{Q}”%E(Q))“?
HIEP 2y + 1B gy + 1D B2y + 1D 2y
A partir de (3.67)-(3.68), il s’ensuit que

’
”DM”?LZ(Q) + ”Dm!ﬁ?(ﬁ) + 50/0 (IID‘”E(t’)H%—l(m + ”Dm(ﬂ"fi{l(sz))df <

g== =2
< (;P(H't 7t

—2
a-=2 —[T] Tl
(t+t7 i )[ND 2o 0,227y + 1D 10 0,2, 20523+
FIEDIR o120y + IR0 30y + 1B oy -

Ensuite, compte tenu de (3.64), nous avons

t
ID¥1E s + 1D 20y + @ [ (1D o)+ DO o) <
(3.69)

B Yo
< cel™t )(f +ta )[“D “Lm(m r2(@)) T ”D Hrm(ez 2@t
Ll_g.t' 'I
+ee™ ) [ (DU gy + 1D )]
Jo ’

De (3.69) on en déduit qu’il existe un t €]0, 5] tel que

T
1D 07,22y DT o 07,12 ) H PP 20,213 ) HIP T N0, ) <

Hlvl =l ¥ad
Sﬁ(ﬂD ”iw(o,i,L2(Q)+“f ”Lw(ﬂtﬁ(gff 1D Ni?(ﬂ,{,m(g))ﬂll) ni?(ﬁ,z,m(n)))

avec 0 < k < 1, ce qui signifie que opérateur Gy : B; — By est une contrac-
tion. Cela nous permet de conclure la preuve de P'existence et I'unicité de la

solution dans [0, f]. Le théoréme est démontré.
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Chapitre 4

Vers une généralisation

Le résultat illustré dans le chapitre précédent a été obtenu en supposant
que V® -n = 0 sur 90 (voir (3.15)). Mais cette condition est visiblement
contraire & la condition naturelle. En effet, si ® est une constante fois x3
(en plus une constante arbitraire) comme dans le cas du champ de la force
gravitationnelle (& = gx3), la composante normale du gradient de ® ne peut
pas s’annuler sur toute la frontiére 90 de ). Pour éliminer la condition peu
naturelle, dans ce chapitre on va montrer les idées pour obtenir un résultat
analogue sans supposer la condition Vd-n = 0 sur ) dans un cas particulier.

Pour ®, nous supposons au lieu de (3.15), seulement ® € C3(Q)) et nous
ne supposons pas V@ - n = 0 sur oL

D’autre part, pour les données initiales, nous supposons qu’elles vérifient
les conditions (3.7)-(3.14) et (3.16), que nous avons SUpposees dans le chapitre

précédent. De plus nous supposons que

suppo(-,0) =w # 4, (4.1)

inf x — y| = dist{w,0Q) > 0 4.2

o |z — y| = dist(w, 082) > 0, (4.2)
7(z,0) < Tps(T(,0)) — bz, 02> 0 Vz € Sq, (4.3)
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ol

' 1 -
Sq={z €, dist(z,00)< échst(:z:,ﬂ)}.

Si o est continue, il existe un 5 > 0 tel que

crl =0 pour 0<t<ts>0.

a0
Pour cette raison on a
f Vo? -udrdm = — / o?V - udzdm
Q Q

et donc

573 M
/ f o? 'V - (o(m)u)dxdm = / f 0?1 [Vo -u+ oV -uldzdm
0o Jo o Ja

M M
= f / o? Wo - udrdm + / / oPV - udzdm
0 Q JOo  JQ

1 M 1 M
= - / / Vo? - adzdm + — / / oPV - udxdm
PJo Ja pJo Ja

= &E-UPV -adzdm. (4.4)

Tout analoguement on a

/M / ‘VO‘[I"“ZVO' . V(V ; (J(ﬂl)ﬂ))dxdnl,
0 Q

L E g o
o= B;} ] / |Vo PV udzdm+ j / }Vcr}”‘zZ(8:,;],0)(Bmiuj(&lfjﬁi)d;xd?rl
o Jo o Ja

i,7=1
M
+ / / }Va]”‘z
4] 4

3
(0y,0)00,,V - udzdm. (4.5)
1

1j=

52



UNIVERSITE 8 Ma1 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE M ATHEMATIQUES

Ces relations ont le résultat formellement égal a celui que nous avons vu
dans la démonstration du lemme 3.3. Par conséquent, si on peut démontrer

la continuité de la fonction

o:0—->R,

on aura les estimations formellement identiques a celles utlisées dans le cha-
pitre précédent, de sorte que Ton pourra démontrer les résultats analogues
au chapitre précédent d’une maniere analogue.

De cette maniére on pourra avoir au moins un cas particulier, ou sans
supposer la condition peu naturelle V® - n = 0 sur 99 on peut démontrer

Texistence et I'unicité de la solution locale (v, t, o, , o).
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