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Chapitre 1

Introducrbiotn

Comme on lle connait hien, l'atmosphdre contient l'eau dans l'6ta;t, gazeux

et * l* diff6rence dsrautres moldcules comme N,;, 02,..., eui restent l;oujours

en €tat gazeux dans lm rconditions ordinaires de l'atmosph€re, l/.12o peut

avoir trois €tats : gas€uxr liquide et solide. La proportion de J?2{} dalrs l'air

est trds riariab}:; nous l,ro'uvons I'air tr* humide quand il pleut et I'air tr€s

sec par exemple dar:rs les ddserts. Comme nous I'obsryons qurrtidiennement

la pr€sence de Ia virpeur d'eau da,ns I'air mt run des aspects e*entiels de

l'6volution des ph€n'omdnes m€tforologrques.

h{€me si la dscriptian du moulement de l'ajLr avec la transition de phase

de I'e,au, donc airec dt€l'entnelles gouttelette,s d'ea,u, e.st cruciale pour la, mods

lisaticn des ph€rnamdnes atmasphdr:iques et mdt6orologiqum, l'€tude mathe-

matiqre de c.m ph€nomEnr*s €st peu ddveloppee jusqu'd, maintenant * caure

de sa complexitd : le mouve.ment de I'air doit 6tre decrit par les €qual;ions de

1a mecanique d*x fluides, qui doivent €tre accouplem avec les €rquatio'rns de la

transition de phase de I'eau et cellm de caagulation des goutlnlettes d'eau.

Dans [2J et puiis dans ISJ on a prr:pm6 un rnc,ddle mathdmatique pour le
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mouvement de I'air avee lil transition de phase ele l'eau et d6montr6 un th6*
rdme d'existence et d'unicjit€ de l* sclution local pour un systdme d'etluations

appror:h€ de ce mod*le.

Dans le pretent rn€moi:re nous allons d€mantrcr, suivant les.raiscnnements

illustrs dans !$1, I'r:xistetce et I'unicit€ de la solution locale d'un systdme

d'€quations qui mad€lise le mouvement de I'air avec la transitio ele phase de

I'eau. Comme ctans li2l (voir aussi [1], [6]), dans rce m€moire nous coru;id€rons

seulement la t*ansition de phase de l'eau de g'az;en liquide et vice vema. Or,

dans lm travaux [8], [2], prour des raisons techniques les auteurs ont nms€ dm

eonditians qui ne so'nt pas naturellc. Dans le pr&ent m6moire, nous allans

mettre en 6vidr:nce ee point critique et donner quelques id6es pour trouver

la solutian dans dw conditions plus naturellm.

Armnt de pr€senter r:et,te problematique, norns rappelons k* ligurx g*n*

rales de la d€mLonsbration de I'existence et de I'unicit€ de la solutio.n locale

du systdme d'6qrati,ons en qumtion. Comme nous le verrons diens la suite, le

systdme d'equations que xrorrs allons examiner sera le systdme {3.2}-.{3.S} et

ces €quations sont non linriaires. Les inconnue.s rlm €quations sont la densit€

de l'air p, la dr:nsitrl de lil ra,peur ri, la densitii de l'eau liquide n t[densit€

par l'unit€ de lolune de l'air), la vitesm de I'air u et la temp6ratu.r,e ?. La

pre*sion sera dcnn6e:comme fonctiem de p, n, ? {voir t2.1}} et dcnc ne figure

pa.s ccmme firnr:tion inconnue clans le systdme d'6quations. Les *trual;icns de

Ia vitmse u et d,e la tempdrature ?, c'st-A-dire {3.2}-{3.3) sant das 6quations

de type parabc'lique, tandlis que le Equations rles densites {3.a)-{3"6) sont

de iype de transporl, {de lype hyperbolique du premier ordre). Pour d€mon-

tre.r I'existence d'une soluliicn, on ra rfuoudre d'abord les €quatian$ pour g'
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'E et c avec r' e$ f donn6m. Pour eette rAsolut:ion des €quatioils (3*4)-{3.6}

&vec ?: et ? donn€es: oI] cCInsiddre d'abord les Equatians lindarise* et puis on

cherche la salution *,omm* point fixe de l'op€rer,teur d6fini par: la r*solution

des @uations lin*arirees. Pour montrer que c€t op€rateur admet un point

fixe, il est es.sentiel d'obtenir des sstimations addquates des soluttons dm

€quations lin€ariseesr. Si n*us obtenons la solution dm €quatic'ns (3.'f)-{3.6}

a\rcc u et ? do'nn6€s, nouis pouvoils proc€der pour la rdsolution des €rlua-

iions lin€aris€es de ti3.2)-{:3.3),, qui d€finira une application G,1 qui *ssocie i
chaque {o,?) € 81 1a solubion {r, ?') dm €quatitns lin€aris6es rle {3.:2)-(3.3),

of Br est un ensemtrle {:snyenabl€xrent choisi drx fonctians qui peuvent €tre

}a solution. On ddm,ontrem que paur t suffisarrtment petit, l'applica,tian Gs

est une contrmtion dans 817 te qui nous donne I'existence d'une solution.

Lognicit€ tle la solution * tl€montre d'une ma;ridre habituelle, t:'eslii,-dire,

par l'mtimation de la diff*rence de deux Cventuelles solutions.

Retournons i la question sur la probldmatique des canditicms pex*es. En

effet, le resultal, que nous venons rnenticnner est ddmontr€ sota Ia ccndition

que la compmante .nonnale de Ia lorce ext€rieflre sur la fronti*re s''a$nule,

c'est-d-dire que VtF-n : B sur Ef,) (voir {3.15)). Mais, il est dair qne, dans

un mod$le con:espondant e I'atmcaphdre reelle, la force ext€rieure VO est

]a force gravitatianrrelle {,F mt le g6cpote*tiel} et que sur la fronti,i:re d'un

damaine $), si cn chroisit Ie domairre O d'une rrranidre naturelle, on ne peut

pas avoir ViF'n.:0.
Dans le pr4sent m€moire, naus aJlons mettte en €vidence les points cri-

tique de la dErnonsbratiorr relatifs A la conditir:n VO ' n : {} sur ilfl. Cei

exanrcn des dAtails r:lt cal,cul nous permet de trouver des cas r:i lton porlrTa
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rsoudre le sysl;dme d'6quations s&ns impmer cette condition peu naturelle.

En efiiet, dans le der.nier chapitre, nous propffirllrs une condition initiale pour

o qui nor:*s penn€ttra prolba*rlemenLt d'obtenir lia solution aver: la for,ce ext+

rieure naturelle VO.



Chapitre 2

Systdrnre d'€:quations

Dans ce chapitrtl nous rappelons le syst0me d'6quation,s que nous dlons

examiner, en suiivant I'exposd de [2]. Les quantit6es physiques c1u'on la eonsi-

d6rer sont la der6iit€rde I'cr,ir sec dr, la densit€ de la vapeur d'eau a', la densit€

de I'eau liquide o(nr) ccntenue da,:ns les gouttelettm de masse mr lfi" vitesse

1, - {r1;rzi1b) de l'rr,ir, 1a'viiesse q(rn) : {q.1{r:n);us,2{rn);q'3(rn)) des gout-

telettes de masse mrla tempEratule ? et la pression P.

D'autre part, pc,ur la prwicn P et la vite$ie de gouttelette de mass€ rr?

ut(*): {us,1(nz) ,us,2{rn},q,*{*}}, nous suppsDl}s qu'elles sont dete'rmin€s

par {2.1} et (2.2) {voir la section suivante).

2.L Equation de quantit€ de illouvement de I'air

On sait qur: la prm.sicn partielle de I'air sec et celle de la vapetr d'eau

sont representires respmtivement par

Ra^
-81lf,a

&,,",
ltn
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ori &r, Fo el Fnsont respe<*ivement la constante universelle desr gau, l;a maffi

molaire moyerllle de l'air et celle d,e I'eau. On rappelle que la pressir*n d'un

gaz compmra plr deux fgpes de mr:l€cules est la somme des rleux tr,rkqions

partielles de chaque partie. Donc la pression P de l'air est dorrn€e par

n7rP: Ro{e + --)?'
Fa ltn

D'autre part, prour lla vitesse tr,{rn) des gouttele*ies de masse rr}? supposons

qu'elle st donnfu par

u(wt., r,t) : ;u{r,t; - j,VO,

ori u{:r, fi, a.{rn) et; VtF representent respeetirrement la vitmse dr: }'air, le

coeffirie.nt de fricticrr entre les gouttelettes et l'air et la force gravltationnelle.

Pnur la cammcrdit€ du triritement math€matiqtte on suppose {luf}

,rr{') e C1{[0, ool), as{rn) > 0, Vm € 10, *l'

Compte tenu dles consid€rrations citees ci-dessus, en les adjoigpant fi l'€qua-

tion classique de la quantit€ de mouvement d'uLn gaz avec les coeffir::ients de

viscosit6T €t (; {vorir [5]), pour t ): 0 ]'€quation de quantit6 rle mouventent

de l'air mt la suivante

{a + n11fi, r-{u'V}u) : rTAu * tr, + llvlv'u)+

-fi-s",t{f; r*}r}-(s+ n* 
!o** 

a(m}c{m}vdr' {2.3)

2.2 Equation dle bilan de I'energie

lntroduisorg une fcncli,ion Sr{rn) qui l€prcsente la surface dle,s gUr;'itelet'ts

de masse nL comme la sornme de let masse de. HzO et de celle des na;yaux (dit

{2.1)

{2.2)
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aermols) i I'excepti.sil des goilttel,ettes d'eau cte diam€tre trop petiit. Naus

supptrans que

&{*) e C2{[0, oo[),

5'1{ru):g Pour D1m'

Jlr(-,i .= s31476;i"yi3 pour

avec s I rruo .( frtt < m (rruo ei rna represerrtent les bornes infdnieure et

sup€rieure de la mu$se dm a,€rosols susceptibles de la formation de goutte*

lettes]. D'autre pafi, on d€signe pa,r tto" : li*t?) la densiti! de Ia llap€llr

satur€e, dont ia valcur est, donn€e approximativement par

?r,s{r) = ,*Eo. lg!q##-!i avec }16 :6,187tmbur}.
H4;r'

Nous introduisrons lia quantit€ de aondensation sur les gouttelettes de ma-{H€

nl (par unit6 de masse)

hn1{wt'.} : hsr(T, n, nt) : Krry(t - f'"tq{?)),

otr I{1 est le coefficie:nt pc;itif de la vitsse de condensation ou d'€vaporation.

En ce qui acncerne 1',6qualion clu bilan de 1',6nergie, on rappelle tlue celle

pour l'air sec est dc,nn€e par {2.3} du chapitre I de [4], Four n'air contenani

la vapeur d'eau, il faut ajouter & I'€quation {2.3'} du chapitre I de [a] k teme

qui represente tla eontributicn de lar, chaleur latente de la condensatictt au de

l'€rraporation

HaLa-

ori Ilsl la quantit€ totale {dans I'unit€ de valurne et de temp:l) de iT2O qui

se tr*nsforme 'de gaz en Iiquide {rson 6ventuelle valeur n€gative signifie Ia

- 
'llra

2'
m)ffi,h
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quantite de E2O quil se trarnsforme dle liquide erl !Iau), et qui peut 0tre do*ttee

par

Si on suppse lpe le: coefiieient de eonductibilite thermique n est const*tt,

on aura
.A'.T =l AT ,tpt")r,(=;*Iuifr;J: (2'4)

3:L

: xAr - o"(* + !-)rv -u 1- n}.r#"'#-'ruo,o q#e*-l'4o ltn i,:t l -

+,({V-u)z + E,oa* LgsHsr,

ori E *a mt la contributiorr thermique de Ia radiation sur I'atmosphAre et c.,

la cl*leur specifique de l'air.

2.3 Equr*ion dre continuitd de I'air sec

Comme il n'y a pas de possibilit6 de transformation de I'air sec A, fIzO ou

tle Il:O A un des €liiments tle I'air sec, la loi de la conserrtation de la masse

s,applique s€parf.mgnt i, I'air sec et t" HzO. D<mc, pour l'air sec, qui n'est

pas assujetti d la trimsitic'n de phase, la lci de ,conservation de la masse est

exprim€e par l'truAhicn (2.1) du ehapitre I de :[ ]' que nons num€rotons de

nouveau

# *'o . (su) : t. i2.5)

I
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2.4 Equatian dr: continuitd d,e la vapeur d'eau

Consid$rons la variaticn par rapport au iernps t de la masse iotale de

vap€ur d'eau dans une region gdn€rique Vs

d{ f
; I n{t,r}dr: | 06(t:,r)tu.
[rL JV,a JVo

Cette variaticn doit correspcndre exactement * la diff6rence de Ia masse qui

entre dans Vir et de celle rpi sort cle Vo et A la diffdrence de la quantit€ de

ggQ qui se transforrne du liquide ern gaz et de t'r:lle qui se transforme du gaz

en liquide, r:'est-d,<1i:re, en utilisant la fonction I{d{7,T,0), qui repnxente la

quantiG totale de co,ndensation {ou d'€vaporaticn} dans I'unit6 de volume et

de temps, on a

!{
d,t Juo

ori n{r} et u{i, r) dfuignenb le vecte,ur unitaire de la normale ext€rie;ure a EVo

et le vitesse de ltair, tandis que d,S est l'61€ment de surface de EI"g. La quantite

u{t,t:} -n{r}r(t,r}dl;rtt sera dcnc la, quantit6 de masse de vapeur qui sort de

Vs passant par l'€l€rnent cle surface, dS et pendant le temps infinit€s mal d{.

On en d6duit que

ff
I Es(t,nldn : - ,l u(t,n)'n(rln(t,r)dS+
J'uo J EVs

f
- | Elil(T,n,o)dn.

JVt

D'autre part, grAce d la fcrmule de Stokes, oll 3u

n{t, r)dn: : 
t*"u{t, 

x) . n{rfu{t, r)a!,s - tu", ndr, n, o}drc,

!ur,utr,r) 
.n{r}zr(eid,s : 

!r,o 
' {o{r, r}u(t, r}}dr.

10
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Il s'ensuit que

ff
I atntt,n)dn : - I V . (r(I, rlu{t,r))d,r -
Juo Jvo

Ccmme tr/s est arbitraire, (,n €n d€duit que

X .V' (r'u) : -Hsr(T,it, ot))-

t'u,'nl''n'old'r'

{2.6}

2.5 Equation dr: continuit€ d,e I'eau liquide

Pour la densritd de l'eau liqufule r on propos€ l'Cquation

Ao - /_r,O(mhn:,o)_
At+v-\ou)+ Ufi-: (2.7)

: Irsrs(ru) + ss(ffl)fV- - ,V1o;1+ltr -8,"{T)l* - s{m}lr * r',{?)l-o(rn}+

1T rm
*; J, fi{,,wt, - m|,nt')o{w{}o$n' - m]dn{+

-n { fi(m,m')o(m)o{nt'')dw{,
.lt

ori ${nr,, n/) est la probabitit€ de rencontre entre une goutteletl;e de masse rn

et une de masce ru', r* iirl{rn) est Ia partie de c,anrlensation (ou d'€rraparation)

produite sur les goUl;telettrx de masise nr. Pour dGduire l'€quation {2.fl, nous

devons avant tout rappeler la d€finit;ion des fonetions HA{T,n', rr (')) eI hn1{rn)

intraduite pr€r:Gdenrment, I est utile de rappel,er que, selon les affirmations

des met€orologues, lss a€rclsols jouent un rdle mrcntiel dans la formal;icn des

nuaggs. A catrse de lar pression de la.rapeut saturi:e €levee pour les gout'teleites

tr*s petites due d la lpandr:ccurburr3, tlans i'atmtxph€re reelle les gouttelettes

de diamdtre infiiriernr: i l'ordre de 0,1 t, ne se fornrent pas et lm gouttetrettes se

fcrment sur dm peti[s objets prfuenLts dans I'air, objets dits aerasols. Comme

11
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dans la naturre les gputtetettes de rayon plus petit qu'une

critique peuvent difficitement se formet, on peut suppffier que o(

pour 0 1m S rn, {rrcc rno } D.

Nous suppooon$ que le taux d'apparition de nouvelles

ma$se rr} est

go(rn[$- - fr (")l*[n' - r",eo(?)]+,

ori JV* est Ie nornbfp total de gouttelettes qui pe;uvent €tre form€ dan

de volume; d'autre part, JV est le nombre dans I'1nit6 de volume des

qui se trouvent d6jir dans des gouttelettes' D'autre part, on

tanx de disparitiorf des gouttelette de masse w, wt donn6 par

gttm)lr -r,'(T)l-

UNwrn$T6 I MN

avec

valeur

):0

I'unit€

s*rf ao(.) c [mo,mc], suppgr(.) c [0,M"]. (?.s)

L2



Chapitre 3

Existence e{:; uniicitd die la so}utian
1ocale

Dans ce ch;apitr,e noutr allons reeonstuire, r:n suivant la rldrnanrstrutiott

tlonnfu dans [8!, la d€mor:r*stration du theordm<l cl'existence e* unieit€ tle la

solution locale {u s.rst€m,e d'Fquations introduiit dans le c}rap,itre pr€c'€dent

dans le cas oi l'6ta1; solidr: de l'eauL mt absent. Par rapport au thEtl"r€me 4'1

de [S], ee {lue nous a}lons d€montrer mt un cas plus simple, mais na rirature de

la difficult6 principe[e clennelre essrentiellement inchang€e, c'est-ddire qEe la

r*gularit€ de la, solution {47, n, o) des €quations de eontinuit€ lin€aris'iies n'est

pas su{fisante pcur ,obt*:nir 1a r€gullarit6 de (u, !") qui dewaient €tre solution

d'€quations du' type par:r,bolique. En outre' nous allons illustrer irvec ds

ddtails Ie raisonnement or)i intervient la condition'lrobl6matiqud' V'F'n': S

sur dfl,

3.1 R€srnlta,t princip,al

Lee €quatic,ns i21.1)-{2.?) constiituent un sysldme qui peut d€c.rirr::le mou-

ve.me.nt de I'air: et ires plofitrisus de transiticn de phare de H2t) danr; I'atmr>

13
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sphdre. Pour l1[tude mathfmatique, cependant' pour des raisans teihniqum,

llous collsidErons uil syst(lme a,pproximatif, en substituant une moyenne Io-

cale rr,, de r dians iles exprmsions de hst,H$- Plus precis€mentr 6tant don-

n€s un domairLe O C R31 on consider€ un€ forrction suffisamment ;reguli€re

# e C1(n3) telflm que

d$b\rlr
r1{r} : .?(l"l), ::ft-:- < a, r?{r} Z a' Vr } 0,

?t.(0) > 0, :lRr > 0 tel que r?(r) : 0, Vr 2 fir'

Nous d€finissons

UNrvERsrE 8 MaI 1945-GuELLl,{

Ceei €tant inir:odtit, on r:cnsiddre le systdme d'equations

{rz + n}{4+ (u ' v)u) : rTLu * {( + 3)v(Y 
' u}*

- R*a,lt{* + h)n- (P + 
" 
* J: o{m}tut')Y&

.ar -l i)?,
(rr + r)q,( E + 

*rt ,r*, 
:

: mAr- *(;* n:Y-1rv -r:,*'ioE-,#; .X-f,so,v'fpq.

+({\f ' .,}2 +'Eroa * LryTH s,rtT, r8,' 6},

& -r V.(ou) : rl
dt

Ex
ai * V' (rru) : -Hst{1"'1t8'o)'

Y *V '{t i}(mhao)
dt ,"1 +:ffi : it'st{T,n,e,o)o*

+go(rn)[N- - N{o)j*W -'T,"(T)]* - 91(rn'}[n - r",i")]-o.+

(3.1)

{3.?)

(3.3)

{3.4}

{3.5)

{3.61

t4



,ndlo(m - nt)o(m'),}*' - * [* p(m,nd)o{rn}alnt}elnt -

JA

Pour construire lA snlution des equations (3'?)-(3.6), au moins dans un inter-

valle de temps sutrisamment petit, nous consid6rons les conditions iniiiales

et les conditions 4lx limites suivantes

,ut.,o) : to(-) e I.Iro2{O), rolao : 0, (3.7)

"{',0) 
: ?o(') € w{2(n}, jpf ro(c) > o Tolan: Jolr*, (3's)

q(:',0) ='po(') €w;t{z} ip$co(") 
> o' (3'e)

4(',0) == *o(') € I4/p1(Q) ;g[ro(r) > 0, (3'10)

6(',',0) : oo(','; e l;Iror(R+ x o), os(',') 2 0, (3'11)

ul8fl: 0, {3.12)

Tf6g,: f e vf,ltaexlo,t1[), 
1c';e$xlo,r,,rf 

(*,f) > 0, t1 ] 0,

{3.13)

l&f > me tul que os{m,s) : 0 si rn e]g,mo] u Fd-', *[' (3'14)

Pour les fonction# O et ll'na nous supposons que

DdPAnrilErtT DE MATH6TATIQLES

(3.15)O € C3(f,}), VS - n: 0 sur 6fl

(n et le vecteur tr,ormal e Af,}),

E,a € la(Ox]o, t1[).

Suppmons en ou{re qu'il ociste une constanteM p telle que

fi(nr',nt'j :0 Pour n{ +'n{' >Mfi'

(3.16)

15
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Th6or€rne s-L. soientFz 4,2q> p> q> J. suppasorwles c*ndttions
rner*i.ormees ci,-des,sas sur les fonctians et tes eanstantes Eui. Jigurer* daxs les

quati,ons {3.?)-{3.6} . Al,rsrs il e*,i^ste un I > a tul que le sy.st}rne {8.2}-{3.6}
auu les und'iti,ons au,r,lim'dtes {s.tg), (s.ls} ett les unditi,ons ini,tiales {s.t)-
{3.11} arlnrctte, dans l'imtercc*llelt},t}, une sarution (u,T, g,r,o} et une seule

dcns le classe

r € c0{[0,lJ;w]{n}| r } 0, re C11o,jl;}{rol(R+ " t?)), o:"0,

o*t

l[Pflw",,'ira*) : llrlk'qa,e,r4r,2{f!)) * ll?vllL,e,s, Q, : ifJl)x]C, r[.

3.2 Equrati{}ns ltindariisdes poilr les densitds.

Pour d€monLtrer lle theordme, on commence par la r6solution des €quations

de cantinuit6 d<l I'air see, cte la r.apeur d'eau et de I'eau liquide contenue dans

las gouttelettes avec u : ''fr, T :Ttdonn€s. pcrur commencer, introduisons

les classes

€,j:) : {u e wf-1{ \lr)lav€rifie {8.?), i3.12)},

sll) : ff € rvi,t6lr)lr v€rifie q's.s}, {s.ls}}.

u rw,|.t{er),

g e {:s{[c,t; u/j{rt)]),

T e wlr, ? ) o, {3.1s)

t*,S.{*, 
s{*' t) > B'

(3,1s)

{3.20}

16



Soient donn6es (o,E ) e e{i} " 6jI}, on considire les 6quaticns lindairis€er

X.v'(Eu) : o,

X -V . (z'o) : - 'f.nilT,no, o(.)).

*i.v.(ou) *w&#,:t:4:
: hd{T,r6;nt}o *gro(rn)[N. - N(a]l*[n'- -o,"{f)]* - gr(nr)pr -r,,(T)J-"+

*T f" fi{* - nl qwd)o{rn - nt}ogr{)d,n' -,n 
Io* 

p(m,mi)o{m}og,.)itwt,

rrrlo; : 
1"" # * *, 

to* 
o(ntldm', orl cr est constante

u: fr- -i . vt,
u{m)

Lemnce 3.1. tioit fr € gll). Abrs l'fouat:ion (3.21) aue* k
initinle (3.$ aernQt rme sohfii,on g et une seule fu,ns la dasse

e € cs([o,t1];wj(n)).

0 < a*(t) S g(r,t) :i fie < m dons Qs., {3.25)

{3.21)

(3.22)

(3.23)

En outrc on a

lle{''4llL; 5 a4(t)'

ort

on(f) : 
;E[ so{s)rsil(-cquatf ;,

qett) : 
f 
l rar llil; wp{"Rao s1t+ },

(3.24)

catdi,tion

fr ntt) == sup go (r) €fp(cft16,4t* ),eef,i 
(g.26)

trl(",r) : llDll%&'qq,).

17



D6monstratig:a. Par la mdthode de caract€ristiques on d6montre que

0 .< an{t) 1 Qtn,t) < frn < oo.

Mainte,nant on mrfltliplie l'6quation (3.21) ptr d-i, de sorte que I'on obtient

{-'tX+ v'(eu)l =' o.

En I'intdgrant sur [], on a

!"n-H* * I*d*'v 
. {is')d" :

:;* I ta* + t*e'-(vp)' ad,r i- .[*#w ',Jsdn:

td {rdn-rfrc r: ii tn- p Jn' 
' 'o)f dn + / (v 'v)f tu'

donc

,!r* !r-{dn: -+ t*rr' 'n)rdr,

on rappelle que, eqrnme p ) 3, en vertu des in6galit€s de Sobolev, on a

llE"oufls,* S cllulls."", j == 1,2,3

Donc de {3.27) on $,€duit que

fiu atz, < 
"llullwll 

plr'",.

On remarque que

-3
T

/- lvel-t | {a*raX E*,8*,s)aiih :
Jn ij:l

f": -(p- r) / ly p1t--z | {a,reX 0*,0*,p)uid,r - { p . u)lv plpdn
Jd, i,i:r "/f,

{3,27)

(3.28)

18



et donc

[^lv ny-'i t,unlr a,,a*,p)uidn : -; frro' 
r)lvplptc,,.

Jo ij:l

Cela €tant, on apSlique I'op€rateur V A {3.21) et on multiplie nar lVp;r-ryn
I'6quation obtenug puis I'int6gre sur fl, de sorte que I'on obtient

!! tr\/plpd* : - [lvslo-'ftr,",ntt a*,s)0,,oide,+
(ttp t{rt -' Jn' j:l

- / tont"- * p@*,ga*,1v -E)d&* / tont'-'f4.,d{0,,0'op)oidr-

ff3
- | lv elr l,,v - o)ttn : - l lvslo-' lta,,e)ta,, p)E*,aidr+

JA Jfi j=l

rs
- /- lvelp-'i p{0*,s)0*'Y 'u&'E -L:t / lonl"(o 'o)d'r

Jn' j:r P Jn'

En utilisant les infigalit&r de Sobolev pour les termes du seecnd membre de

cette 6galit6, on optient

,fiuv ar* t clloll*,llall'r;

En adjoignant ls i:n€galites (3.2S) et {3.29), orr obtient

$uoru; s "1*1qllellu*;,

llall*;, { llall*,, e*p {" t' no\*r*1-

fo' *u{|*ror . t# t L' uouiodrf rr'.

Lg

{3.2e)

d'ori il r6sulte

Or, on a
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On en deduit que

o-r 7t
lloll'; < llall*; exp {ct? {J,lltll!rydt')trn1'

La premidre in€galitd de {'3.25) est d€monlr€e, ce qui ach€ve la d€monstration

du lemme 3.1.

Pour l'6quirtioR lin6arisrn de n

Dr*/-\
* r V'(nz) : -HdtT,tr*,Fr{')) {3.30)

nous avons le lemme suirant.

Lemme 3.2. lloient donn€est € gjl), T <= otl),r € Cs{10, til;wj{fi}},

a € Cs(f0, t1j;W1{R+ x A)). Sappasons qu'il eriste une unstanteM telle

gle supp F{.,-,t),} C n:, pour tout f € [0, t1l tzaec

IJz :]0, M[x[-].

Aiors E'&p:ation (S.3A) ar:sec la cond,i,ti,on dnitiale (3.10) advnet ute solution r
d une seule d^arus t,a clastse

n € Co{[O, 11]; 14# {fit)).

En outrc on a

ll"(., t)ll-; < qn(t',t,

q^{t) :llnollwo,tnl e*p {Ct#{llt'llptto,rt,wo,{o)}* {3.32)

llEldll"-tto,*t;w,l{r:t})) * tr' cll}rrrliw; eey tc{t- t')#

x { llDl I qr" 1r.-e};wu2{fi)) + | | I/gl ll r,"t1r',4 ;wu' 1a; ; ) ) dt'.

(3.31)

sir
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Comme dans Ie cas de p (lemme 3.1), en utilisant la

m6thode des eara${€ristirlues, on construit la solution 7r sous I'hypothdse de

la regulaxit€ des dc,nn€es,,

Puis en rnulti$iant les deux membres de (3.J0) par zrp*l et en les int6grant

sur CI, on a

t'n*-'arnd* * - tn*-',-(vrld,* - f*rn 
.alnrdn - tnou-'nn 

a*.

D'autre part on a 
lrr*uurnd*:! !nar6o1a*

:;* I*t*t*
: 

|$u"rr'"o{.*d*

- ,{ 4-'" 
- (vn)dr - Irro 

-o)rdr - tnuo-'nn 
d*

-- -i 'o*-, .otu- l**r, .6)d#* 
fnnu-'ao,a

: 
; t ,,o(v -o)ds - I,*ro 

.Eld,n - tnnn'no,,t*

== \P I**ro 
- a)it* - tnon' 

naa*.

On a donc

* It'o*: tt - p) I**ro 'd)d* -, I*'r-'H6dr'
En appliquant l'fufi€galit€ de Hiilder, on obtient'

I 
ot !.'utv aldr + ul l.t*-)*d{ 

* 
| L*,,ra"] 

i
*4llo16*, < 11 - vl [.,'1v 'aldr r ul {,t"'-')#dd = | [,W,,)od"]i,

21,
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ou

$tt"ttLon, s 11 - plllv -tllr*rarllallLrr,: + pll{allt't":ll"ll5inr'

Or, eomme on a

ll"lli,l*r < (1 + llolll,rnr],

on obtient

$ilrrll1,",n, 
S, cllv'ullr*{o:lltl11,"ta: + cllFlgrl['"tott1+ ll"llt"inl]'

Comme F ) 3, d'aprds l'in€ga1it6 de Sobolev on a

llV 'tll",-tn; < clltr[[ra,'qsz;-

Donc on a

tl

$11,,111,"u,, 
< r3llrll!,"1o, 

illtll*",,n, 
+ llHgrllr"tn,] * llH*11""1n1' {3'33}

Maintenant en appliquani I'op€rateur V *, l'€quation (3'30) et en la multi-

pliant par lv;nlp-zvn, o:n intdgre sur f,I, de so:rte que I'on obtient

t
f lorrl-'Yr'v{l1r)dn : - l*V"f-'vn 

'v(vn 'a)dn

f
- !*lv*f-'vo" 

v(nv 'u)dr - !*fo*f-'vn'vtlst)d'n'
Or, on a

! nF 
nl'-'v,r' Y(D;a- |d'r :J lva,1o-' Y$i3d''"

Jn' lv?i'l

f .- 1Vr '01(7r) 
"*:J lynle_.ffi ,dx

t: 
Jnlvrl,-ta'(lv"l)



:; 
t'-e(lvolo)

:;* 
tntonYn''

: 
i*,'o"lll,rnr

et
f-

fnlvnY-vzr 
.v(vr 'o)dr * lnvnl'-'vn 

'v(av 'a)d,

* { Fnr-'vn -v(Hit)dn,:
Jo.

rgtS: 
J nlv " 

lo-r,p,,f u,, r) E*, ((E,nF t aa + 
J nl 

v.n P-z D 
r(u,,o) 

E, 
o 

(n E,,u I dr +

! nN 
* Y 

- f{u,,n) u., tH fi d,r

313: 
tnlvny 'F-fu" n){fr,,a,,n)od* * 

fnrvul'- E ,,r)(8,,r)fr,,aid's*

/ V" ro- od^r+ ["W olo-' f, o p,, da, iv'a (tn * ! nW 
nlo- f {u", o } 8,, {H n] dn -

Ja Ja E r{l i=r

D'ailleurs, on a

!*to 
*1,r-'f tu,,o) {8,,8,,n)Ead,r == 

! 
lnv lv nY' ra*

: -;/ to"ro 'ntu'

-'+ lnlonloo'ro*

On en neauit Cf

h* I"trnt'itr:

23
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,tr(r) : {* y@ , c, {* o$n}hn, avec une constante c,'\/ ^lo m Jo

Lernme 3.3. Soient danntust € Ol:), ? r= e!f), a e C0([0, *1];IVol(fl]),

f € {:0([0, t1];Wor{ILr " n)) aue* leur norr,Te maiorfu p&r un'e rcrxtante Ra

dans le^s qryleces p,r{nrus {ind,i,qu{.s}. Al,ors il esi'ste une constante a{ < w telle

que, Wurtru Ete6(m,r,tj : fr pour * {l*,FIl, I'quatton (3.35) au* Ies

tnnd,i,ti,ans i,nittiales {3.11)-{3.14} admette Lsfte saluti'an et une seule da*s Ia

classe

{r € co{[0, rr];woi{R+ " ft});

&ft {t

a{tm,rc,f) : fl Pour m' e1)Jf7,

llo(., ., t) lli},'1a.* *n1 : llo(., -, r) llLo' io,t < a"{t'},

{wfa:

pt st 7t
q,ttj : ffos[lm,o,qo,y ** \ 

Jo 
cf (t']ttt'] + 

Jo 
sft') * ( 

Jo 
(:f (t"Jd{'}dt',

{3.38}

ail f (tj, g(t) sant des fonct'ions deT,E, o.

Denoonsl;ration : R,esolvons l'6quation {3,35} le long des cara*tiristiqum

t*{t),.r{t))rcto,al d6finies coilrme solution du probldme de Cauchy

ry: nr{t}hd{ 7, tr, t,*{t)), \? -- a(m(t},r, *{t}i

rn{fi) : r}s € [9,ff1, r(c; : ro € O.

Si on considdre la rl€rivire totale de o dans l'espace Dz :l0, Ir[xtrl

,*.: ur+ mh*o*+ 
?l 

,rrfl

{3.36)

{3.3?)
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on peut drrire l'dquation dans Ia fonne

d

,ao{*): [hsri?, tr6;w,)*81{a;rn)-s1{rn)[n-r,,6(?)]-1"-r{rin)V1*,,yut11m)+

+sg(rn)[ff. - lr{a}]*la'- r""rrl(T)1" + B2{6;nl.

Cette 6qual;ian, ityant la ddriv6e totale fto1 au premeir membre, perrt €tre

rtoolue Ie long de la trajectoire (nz{c);n(t)} {la m6r,hode des car*r:t€ristiques}.

Donc en proc€dant de maniAre analogue i la tl*moratration dm lemmes 3.1,

3.2n on montre I'existence et l'unicit€ de la solutioir du probl*me {3.35}. Dans

la suite pour la fonction fi\,.n{,rn") qui figure dcms (3.35J, nous supposons

quoelle est suffisament r€guliidre et qu'il existe une constante n,f {.M < 1} telle

que

{}{nz',rn"} : g,n' + ?ntt 2 M.

En autre poru des raisons iechniques, nous intr,oduisons la fonction de la

:moyeilne lacale de a.on p{rs{} une fonction g teJle 'que :

;)S e Cfr"{R3)

iilfl > 0 et 6{r) == 9(1"[]

itt)&f{r)dr:1,
rrt en suktituant n pa{ (n*$r}, d€fini pax .k {x-y)${y)dy, on ft:marqu€ qu€

r:'ast une r€gularisation de ar et donc on constate facilement que m€me avec

lh zubstitution der T * I & n- et la conrlition {3.1), [e lemme 3.3 rr:s'te valable,

csr pour sa d€mronstration on n'utilise que la crintinuit€ des fonctic'ns du

deuxi€me membn: et 7i st crontinue. l?our simplifir:r, on pos€ f)z: ftxl0, tV[

r* en multipliant l'€quation (3.35) par op-t{m) et en int6grant su.r 10, Xf[xft'

rn: obtient

27
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!r* !-r-r 1m1aro{m)d,nrtm * !"* !nn-'o 
. (o{m)a}dnrtm*

fMf rMr
* Jr Jnd-t(rn)0nlmhnto$n)1drdm 

: 
J, Jnoo-t(*)hsdmlotm)dn{hn+

-; { I" .{: rnop-I ti,m} frt* - n{ , n{}a{m!}e {m - n{)dn{ d*d,nz*

7TI

- I"* I" f"* *u,J-t {nt) fl{n{, nr}a{nd}o{m,)d,nt dsd;rn+

7Mr
* Jr Jnon,tm)go{*)l}r- - $(a)l*l{a * #) - r""(7)l* d*dm*

- f- I-op-tg'nls1fufif(r* 
p) - ru"li,T)l-o{m}d,rd"rn.

Orona

!r* !.op-lv 
.{o{m}tt)rtndm: 

!r* !.d-'tlvo.u * 
ov .Eldndm

: 
Io* t'nor-"vo 

.udrdm * 
-{r* !,'n*, 

.ud.rd,rn

: ti 
I"* f.vop 

.urtrdwt r; !,* !r*o 
.udnd,nt,

: r-1 
!r" f.opy 

.Ed,s:d,m,

et

pMflf'Vf
I I oo-L{nfi0*jnl\no{nildrdnt, : : I I a*or{nrhsidntun
Jo Jn - PJo Ja

pMf
+ | | oeE*{wthsidllthn.

"fo Jf)

28
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D'autre ;xrt, cornme tr, v6dfie la relation

Y -a-- v -u - -* ,no,
fty{rnJ

en substituant c,ette relation dan-s 1'6quation, on a

ti# 
L" lnoe 

(wu)d,*dm * + L' !-oo 
(v, - ,fu.Ln)drd,*+

P-I fM f n/ \n / ' \' , '* 
f

+r - t Iop(m)0*(mhnldr&n-_ | |on-1(m)hg$(m)drdxn+p Jo Jn Jo Jst

.: { !- !r* 
m,orL {m} fitu, - m' , nt')o{m'}o{wr - nt'}*r{ d,sd,nt*

- f { f m^rr-'(m)0(*',m}a(nt'}o(n)dm'drdm+
Ja Ja Ja

sEf t
+ I I on-r {m}.eo{r")[ff. - lr(a)]*l{r * r) - F,,{f)l* rlrrlrn+

Jo Jdt

- l"* ln*r*rn,(*)[(r 
* d) - n,,{T}]- dad,m.

En utilisant I'in6gafit6 de "Fliilder et en tenant compte que P, 9*, 9r, [,nf. -
lf{f}l* sont bo n6e-s, avec Q : ft, et en d6s*gnant P&r 6-o la quantit€

con*stante ll*fuAO1t*1nr1, orl &

1d - In-1| -

, 6rllollo", 
:< i-r (llv' ull"* + Go)llollt"+

*E - I|1ga* {rnhs}llL*llollo",+ [lhgrllr* llo{m}llp",+p

+zcl[a[[r,*ll"lliitllall u + cllallfi'llr + rn"llnu + cllolf!"lln -r no"lla*

ou, compte t€nu qpe ? )' 3, et donc 14/j * tr*' et que llrn{rnhsr}llr,*'

llhsr(rn)llr* ( c(llrll*,' + llTll%,),

fiilo ilo", 1; c[ 
l lol l sr", l l 

o 
l l"*; + ll o 

l l s'"' + ( 
l l' l l *"' + l l 

? 
l l "t ) l l " ll;; +
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+ tlalliu; tl " lli4i + t l " llfii { l lrllw; + ll7ll ry ) + ll" ll?q fi lrll,; + il-ril *q ).

Enccre, compte tennr de I'in6galit€

ll"ll?"? < {1 + llollL,,,},

on obtient

d

ftiloll'n{ c{il6il4;,o", 
[1 

+ lpllry + llrllw; + fifla]+

+ llall'?*. ( r + | I " I | 3"; ) + { r + i I 
a llp,",, ) { | lin-i I wo. + | i 

7l 
I ry )),

ce qui irnplique que

fi|laf*< r;(lhll?*;rrr:lt + llo116,,, + llnll*; + ll7g1*-, +zllallfrn.]+

+llirllil, + llr-ll*; + ll?l|*;) {3.se}

Maintenant en rrypfiquant I'op€rateur V i l'dquation (3.35) et; en la multi-

pliant ptr lVolr-?Vo, on I'intdgre sur l0,-&{[xQ, de sorte qu'on cbtient

sEF r

A Jnlv "lu-'v 
o - Y {a6o{m',t}rlrdm+

u !-* !n$,nlr-'vo 
.v{v.{oinz)i;)) d^xdrn+

* Io t'nlv 
oy-'v o - v (*lwhnro(n)l)d:rdnr,

lEI r
-- 

J " J nlv 
olu-'vo . v[hgr o {rn}}tladm+

.; I: fr* 
,, 

.{nLVolo-'rr'-v[g{rn - nf ,ttt'}at{n/)o{nt - nr|)ldnr'd;*dtn+

tMfcrrf
- I | * / lvo;u-too - Vlfi{nr',rn)a'(rrt}o(rn}}drrt'd,x&ra+

Ja Ja Jn

30
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. f: t'nrvoln'vo 
.v[s'{,n}|ff. - ru1a;1+;r * r,,{?)]* }d,rdm*

frr
- J" Jnlv"l'-tvo 

. v[[e1 {nt)lr - ro,{7)]-o(m)ldrrtm.

Orona

sFF r rfrf r
J, J nlv "lo-'vo-V(v.i 

a(rnla)jd,no* : 
J o l,l,,l, "Y*vo.v(vo 

;ti*ov -d,)dndm

ifr f, 3

: 
Jo /, lv"lo-'| {a",") O,,l},,ou'i* ov ' uld"td'nt'

pM f .3 rM f 3

: 
J o J nlv 

ol'-' f {a', o; 
1 
6* i a*oo}a# 

J o J n 
v olu-' L tu",, {E*oo} ((E',a;}} drdm+

N r rt 
/ ,oo,o-, 

'i(u,ro )ol,,v .urrnrlnt,+/ f lv"l' .Y .udnrbn+ 
Jo rcr ;T_

on a €ncor€

{^o t'^lvo1r-z i {u,,ox a*,a*oo}ri+ : ; Ir* l r'rrlv 
oy4 t**,lv olz}wdndrn

Jo Jdt ,,F,

I F f ,_: 
; J" Jn{u.'lVole)4d:'c&n

-- llro'r*. *]* - * f !*v"ro 
.Ed*dm,

en vertu de la condition u'rulaa : 0 on a

!,* !.lvop-zoo 
.v{v- {o(rn,)a)) d,rd:rn

:o-t {* f to 'o'Ilvo1r-'i,u",o,, 0*o)(0*,4)d,rtunp Jo 1n* 
olev'-udrcd'rn+ 

Jo Jo ,Er
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* [^* [^Fo1'-'trf {u",o)o a*,,v -urlxilwt;
Ja Jfi #,

en outre, en vertu de r{rr,'} : 0 pour yp, I rn,a, ef, m } ma,

filtf ^ il
Ir- Il vr 

; 

o- z'no - v t fiy*n sp @!l) d^a rtm : p-:] 
t nlo 

o r u*gnh st) drd.nt

tfrr ;Mr
* J, Inlo 

ol'-'oVa.Y{€}* twrhsilttrd,m+ Jo rl nlv 
oY-'va'v{nr.lanr}E*artrtun.

Dcnc on aura

;# !," !-lv ol' d^r d,rn *'+ l"* lrtv 
ot' - v - ud,r d.rn

* [^* [^lo oln'i tu,,',t 0*no](it,,nt)drdm+ 
fo* t'nlo 

rr-zava.v( v -n]dndnt
Jfi Jn 13:l

-+ lnF olru*(nth4)d.rd:rn * !r* f*lVa;o-zoo 
o - v (0*(mh,s)d,nd,nt

* fo f lnolo-'oa.virnttnr) B*od,rd,nt: f* f loo;o-'o o-vlhnogrfi]rtrdnt,
Jo Jrr ' r'r Ja J'n ' '

*t f"* !o* 
* 

fnEnf-'vo-vfg(rn - w{,m')o(rt}a{m - m'}ld*{rtndm

- !"o lo'* 
* 

fnlv,,rlo-'y 
o . vffi{m', m)tr(m')o(m)]dnt d,nd,m

rMr
* J, f*, 

lv";o-tvo . v[so(rni[ir. - ;r'r1a;;+;r - r,-(T]]*]dnd,m

fmf
- J, /r, lvolo-tvrr.v[e1(wt)[r - r,"{Tll-o{nr.)}drdnr" {9.40)

Pour avoir une estifnatian de lVolv-zgo .Y{m,hsiE*o,Vo .V0,o{m,h't)o,

et 
f 
Vclr-zVo -Vh6a(rn) nau"s avons besoin d'une r6gularit6 plus dlevee de
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zr. Pour crla nous utilisons lm propridtfu r6gulaririantes de la moyentre locale

(r- x 6), introduite pllus haul;. De plus nous utilisons les relations

v.u : v.r'- fr;rr*, et v(v .E) :v(v.d - #v(a,F).
En utilisar-rt cm r:elations, nous r#crivons {3.2} dans la forrne

t 
# [ l.ly oledr&n. + !,* !.lvole(\z " - #Ao)*dm+

gM f s

+ {" l^l'lo1n-' I {i}-ro)( l'oo){d*,Ei - ;rfiu,,0*ntb)d,nrlm*Jg Jdt dj=l

fi{f ^ l
* J, /n lv"lo-'aYo '(v(v ' u) - *,(r,,, 

o(oQ))dnd,'m+

.r+ f nW 
oY r*{nt ho) rl-ud,n * | o* f I 

ool'-' oY o'v(E*{r#61} }rlrdrn+

pJ.urfMlr
+ I / lV"1o-t"d.V{mh,$)0*od,rdm : | / lVolo-'Oo-Vlh6o{nr)}d*dm+

Jt Jn Ja Jfi

lffrr" ,r*; J, J, * Jr lVrle-2!'o 'vlfit* - rr{,m'}a(n{}a{nz - ni}}d'm'dndm*

- {o {o' rn { Noy-'oo . Ylfi(rn',nz)ap#)o{rn)ldm'rlrdrn*
Ja Jo Jn'

vEr
+ I I lv";o-'Oo-Vlss{d |ff. - ntlr;1*11r* 0) - t,"{T)l+ldr,tlm,+

Jo Jn

rfr{r -

- | / lVn;u-tvo .Yls1{mX(a * 0} --rr""(T}l-o{m}}drdnuJo J{t

Comme d'aprs I'expression de lr4, on a

V{mhna} : K$ttm)vl(r " 
fl) - n,"(?)l

: K1,S1{rnX(r * V0) - Vzr,"(?)],



il vient

, fr* fnl, 
of-v o . v (mtrgii)*odEdrnl

< ll vrn ft.sr || ;* 1o, 3 i I 
vr ||?;L) II v oll u, p,tfi a*o ll u {o")

( rllsrllr*r',) 
lllrlhr,,,rp,rllvrllr*(rz) * ll?llryprl] Ilvolleilo,rlla*sl1,oro,r.

< c 
[ 

| Fll *; (pr) * ll?l | -"" ro,; ] il v" lli" L 7ll0*o ll u w,7.

Analoguement

, lro lnilo 
nf-' av o . v fr*{mnn1)ld*d*

< {r 
| 

| F I h4,; (&, ) * | | 
? 

| | -", rr, I ] ilv o llliito,y | | 
o ll * I o, 1,

et
rM r'

I J" Jr,,lv"lo-'o{nt}Yo' 
vh,udrdnl

s | | 
vh* 

I I r- 1o, I I I 
vr 

I lrifr",llv ol 
| ilL ) | I 

tr 
| | rp {Dz)

< {r 
[ 
iltr il *; tp, ] * | lFl | *t r o, r ] llv " ll'rito,tfloll u w.

Donc on aura

|$rro"rrf . 
*/ttooll,,lv - rtt"* * f nvrttl"x

.I33

"il#Aollr,* + llvalfi" Ylla*,oollr- + llvollor" I rrja,volll*+

+ ll v{v . o} ll ,,,to"r ll vo llp;;1 lloll "* 
+ llvolf!;l ll,'ll * il ;fu v(A6} ll 1* a

+llv(E*{ml',nt))llp"llv"llll'll"llr.. * llV{rnirr)llr*llvdlffilila*rllr"+
,P-1,,^ I+- lla*(mh n]ll p llv "llo* 

+ 
I I vhd 

| | r,* I I vo 
I I 

o*' 
I I 

a 
I I * +
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+[f lesrf lr*llYollpao+zcllvollp*";;r;;r*;;vallp+zcllvollp",lfrttr*+

+ll"ll'"llv"ll?;'llvl{r* s) + F,"(T)J*ll:,* * llv"lli"llt{r* d) + r,"{r)J+llr*,

ce qui inplique qu'll existe une constante C tell,e que

d

*llvolleu < cillvdllLllV*ll"* + tlvolfer, + ltvall!.-.llollr*lfv{v .rillp+

+ ll vallfi, t 
ll o[[ zr + [ llrll'"", + llTll-""] ill voll!;' lla ll r, +

+ lllrll q + ll?Nl ry J ll I'oll!;1 lla,*trll r' + illrll *; + ilTil*illl voll!" +

+ [ llii I I w+ + | | 
Tl 

| *"' ] | | va 
| | 

er" 1 

| | 
a 

| | ;" + 1lv o lle*llal I r* -r

+ ll vofff;l lldll "* ll s'all r, + fi lr[w; + lt?ll ,';] I lv ollf,l lloll r, +

+filrlll4'; + fl?ll14,;l llv"ll?,1. (3.41)

Maintenant en appliquant l''op6rateur E*a,l,ecluation (g.3b) et en multipliant
par f6*alr-'E** l'dquationr obtenue, on I'int*gre, sur ]0,ltZ1xe, ce qui nous

donne
nMr
| | lit*o1v-zg*o0*{eo(nr),r}dudwr*Jo Jn

fMr
* J, Jnla",olo-28*o8*(v 

. (o(ru)z)) d,rdlnl-

tffir* J, J nla"'olr-z 
o*o0,n{0*[tnhntr{nt)]) drd.rn

pMr: I J;a,"oy-za*c\,olhn1o{nz}}d,xdm,*

-i 
!r" I* * jr'rrl0,oof-26*o0*l({w-r - !n, ,m,)o'{m,)a{m - m,}ld,m,ds}d,m*

tMf*t^
- Jr J, n, 

.fia*olr-, 
O*oE nlfr(m,,m)a(m,)o(rn)lrtm,, d,rdm*



fMf
* J, J;a*aY-28*,r0*lss(*)[nr. - l,r1a11+Jr _ 7,"{F)J*}drd,rn+

frr
- J, fia*"f-2a*oa*[{s {rn)[r _ r""{?)]- o{m}lthzdm.

Cela implique clu€

;r* f,* fl'*ol'dsdnz*
s7Fr

* Jo JnlA*oY-2A,*o1E*rVo 
.u*'Vo .E*u+ gt*oV.u * oE*V.uldrdm*

. { *0*o1n-z6'o{fl{rnftgt}o * mhs#*tr * zLn o0*{mhst}ld,rdm

fEf rffir: 
Jo Jnla*of'-24*o8 o{,ttot}o{m}dxdm+ 

Jo J;a*"f-zl*o{hnt}a*o(m}d*dm+
LfMfmf*; J, J, Jnlfi*oY-1ta*oB{m - ffi,,rn)afun}a{m - m,}&n,dsdm*

** !r* !r* * -{Jfr*ol?-a0*oeo(tm - n{,n!}t;{wt}a{nt, - nd)d,m,dc:dm*

.; l* I* u, 
,{nl4*olp-za,ncl}{m - frL,,nz,}a(rrf}0*a(m - nr|}d,n{da;d,rn*

fMf*f
- J" J, Jnl?*ole-za*o 

B1m',m)a{m,i )o{m}dm, drd.m*

- f: I- * 
t';a*uy-z E*oa*fi{r{, m}o{m,}o{nt}d*t! da;rtm,*

lilf fm f ^- Jr J, * fia*r,lp-20,oo 17(m, ,m)a(m')0*o(rn)d,m,rJrdm+

* !"* !J0*oll-26*ol*ss{nt}lnr* - l,r1a31+1zr- - r,"{f)l* d*dm*

7Mr
* J" Jnla,""Y-28*a,s6{m) {rr. -.nr1r11+a",gx - no"{T}}+d,nd.',"*
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fEi r
- I l_la*ole-2r,*o**s(m)[r - %*{F}J- o{m}d,ndm+Jo Jsr

- {* { p*o1o-rl*os1{nt){T- r,"{?}l- 0*o{m}dsttnr.,Jo Jn

si ra: nt' on peut dliminer le terme I{ B{* - T/d,m,)a{m,)o{m - m,)dnt,,

donc on a

Ld, fM f ,.- .. *' i ,rfri f 1:; | | la*,o1odrdnt,i-= I I ll*olp(v.r- -+, Leldndm,+p {rf, Jo Jn p Jg Jn ' " a{nt}

- !-* t*tu*rr-z4ovo. vsr*;#) d,rrlnt. - Ir* t'_10*of-26*oaAirx

* a**] a*a^,+28 
1'r* t'*lln 

ole o*(mhnt) dxdm+ 
Ir* !.1l*ole-z 

0*o x

x s E!{nzh u1) d,n rtm == ! r* ! nlL,noln 
-2 E*o f* {h n} o {m} d,r dn'+

. f |lu,nolv-z 
s*o(hn1)0*o{m)d*d,m*

*: 
fr* fr*,{n u*orp-z a*a fi(ntr - Tn', m'}a(nz,}a(m - m!}rtni r}*;itm*

-I !r* l* ,n 
t'JLooolp-2,1*ol*p(m - d,rn)zr{m,)a(rn - d)rtnzldnrlnz*

.* f* !r* 
* 

.[nld*olr-2,]*og{* 
.- ffi',m,}a{wt }E oatm - rn}drn,drd,m+

rM ro(

- t'r* fr* t'-ll*of-z 
g*o 

19(rn', rnlo{rn' }o (rn}d,n{ rtrr}rn+

- { {' * 
!nll*d,f-z 

O,''oL,*p{rr{, wt)af,n{ )o{m)drrt drttm+

7M foo

- fr*,f0"' 
* 

t'nlu*oy-z 
a*o pqm', mlo{m}}0*o(m}ilrt dritm4
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sMf
+ I I p*,r1r-u E*ol*ss(m)[tr- - it(ri]*[{r * 0) - r,"{T}]+ dndm+

Jo Je

rMr
+ I | 1a, ,rlp-26*oss{m){1y'* -- lrla;1*a*1{?r- * g) - -""'{7)l* d;rtlm*

Jo J{,

fErf ^
- | I p*o1o-"&,oo**sy{rn}[{r* 0} -tr,,{T}}-o{wt}rlxd,m*Jfr JN

frr
- I I 1a*o1r-'8*osr(-)[(r *e] -r,,(T]]-0,"o(m]drdnz,Jo Jr)

d'aprds I'in€galit;€ de H<ilder on obtient de cette Agalit€ I'in€galit€

1 *ttu*ollo* t\](llv 'oll"- + cilila*ollpLe+p,jt" p

+c6ffa*affottllvoll+'+c6ll0*ofi?,l,lloll"'+2fiJua*(rnher)lL,*lld,-oll?,+

+ llfl{m'tz n1}ll ** ll0*ol 11"' I I " I I 

"" 
+ Ua, h sll r* ll0*o lloo' | | 

o 
I l ro +

+fia*ofi\,llhnrllr* +zcll?*olll;'llalk"ll6llr* +2clla*ollfr'lls*ollr llrlll*+

+ 2c 
l I 
s* o 

l l'ol1.: ll t* +l l 
a* 6 

fl 9; 
1 

l l 
o ll t l1' ll "* 

+ 2 ell it *o lr; 
1 

l l {r* 0 ) - r," ( F} 
1 1 

"" 
+

+c[l8*o[l;"ll"lll;tll(rx0]-7,"(T)llr,*llollr' *cll,]*ollp",ll(rx0)-4",(T)ll"*,

ori

n

ft,na*nllor, 
< cillv .tllr,* 111*6ll'zo * ll?*olleru + ll8*rller;tllvollr"+

+ 
[ | 
a*o' 

I l!" + fi a*o 
I l!" I I 

o 
I l r" + [ | | 

ri- 
1 l r". + | | 

7 
| | q ] I l1*o llp* +

+[tlrll*; +llfll*"']ll0*"llF'll"llr,"rilE*ollLllrlL,* +il4*"ll?;'llollr" lldllr*+

+ 
| | 
a* o I 

p"; n 
llu | | "* | | 

d*6 
| | ;' + [ I I 

r 
| | *"' + 

| | 
T 

| | q ] ll0*o lleur +

+[llrll*; + ll'Fllw;ills*o'llFrllollp + illrll'; + llTll*e]ll?*oll'ul- (3-42)
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En mmmant I'in6galiite {3.2) et (3.2), on abtient

n

dtllla*"lYLrq D,3 + ll'Foll1,"ro,.ll < {]' i I I 
V' 71ll 7* p; {ll vol 

| ?"ro,t

+ 
| | 
d*cr 

| | 

e"" 

{ r,, I ) + ( 
| | 
V o 

I I ?, r", I + 
| | 
ii* o 

I loro qo,1} *
+illrllw; + tt:fllw,]{ll\'"[llio,r + ll4""llio1o,y)+

+ illrl I N'; + 
| If f [ ry ] f l" lllro,,i { ll v" lli,Lr + lla*ofip*L, }+

+ 
| lal l r* { | I 

E*,o llL, r ll Vo- 
| l!,, ) + | lrll "* 

( 
| ls,"ollo*t ll d*Fll r" +

+llvrll!"r llvrll"") + illrllwJ i ll?ll,I'"'ullfl*"ll?,' + ilvall!;1ir-

+llln'-ll*".+lf?lh,rylllollp(ll€*o[[1,1+ llvoll!;']+il lrll'",'+ll?ll'ry1(llCI*ol[!"+llvollor,,),

cu: en utilisatt le gradianl; Vq*,*) de o dans E2 : f),n x f,l et A l'aid de

f injecticn de Solaolev, apr€,s les simplification on a

llo{t,.,.)llra,;rr,,r I llrrolllw;rDz) exp ( { cf ft'}di'}+-Jn

+ f' s$]e*p ( [' "yft')at")dt',JrJ Jt,

avec .f{t), g(t) sont d,m fonr:tions de ?, u, o.

{Pcur plus de d€tailkrvoir 16l)

3.3 Equations F,our les densitdis de I'ean evec la
temp,$lature et la vitesse donn6es.

Pour d€montrer I'existe.nce et I'unicitd de la solution tn,,n) du svstdme

d'fouations {3.2it)-{3.23) da,ns un intervalle du temps suffisamment, pe*it, on

rappeJtre d'abord le le:mme sruivant
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Lemme 3.4 So6,enf ?r € ej:),? e ejf et Ro > 0, On suppose Erre

llulls"o'.'1g,.) ( &, llTllw"'.'1q,,) < R0. {3,43}

Alors il e*dste unt2: tr{fio}, 0 < fr, !fu, tel que' quelques soient

?r- € {P{[s, r2J; t&](fi)], o € co([0, rzl; I{tot(R+ x tI}},

auet les conditions

llrllc"tto,rrt,wj{n)} { lhsllu';tn; *1 {3.44)

I lal lc"6o,rrl,!vo1 {R-r xf,i)) { ll oc ll s'r' qn+ x a} * 1

6(m,r,t) : 0 llaur rn AT,OIrl,

la solutian(o, o) d,as equati,ons tiniai.risdcs {33r0)-(3.35)auec les rcnditi,*ns

initi,ales (3. 10) -(3. 14) so*ds,fi*s e &u,n r*ndi'tion s

lltllc'qp,r,t'wf{rl)} < llroll4rnl * 1

|| dl|c"tto,rrl,wu1 (n+ xri)) < llao ll*; tn.1 xal * 1

o{tn,:r,t) : 0 Wur rn #)\t, Ur|.

D€monstratioil : En rappelant les lemms 3.2 et 3.3, e partir ds in-

egalite {S.*t;, (3.37) et de{I expressions (3.32}, (3.38) et (3.36}, on olrtient Ie

lemme

Lemme 3.5,, S qi,ent u., T, M y Rla, tz : tz(Ra\ e'amme darx Ie temme S. l -

Alors il e#*ste un *3 e]0, tzl tel ryn les {4nti,ons 9.5-{3.6) o,u?x la conditi.on

initiele 3.14 advnet une solut'ian {o, o) et une ssttle dans Ia classe

r e {P([0, *3]; Ia'j{a)), r € c0([0, tr1;Hro1(n* x fi]),
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etona

llrllco{ta,rrl,r.{.J6}}} < llrollrylcal * I

llollco{{0,r"!,r{,o1{R+ xo)) S ll"ollqfa+ xa} * I
o{nt,r,t) : Cr Wur m, *l\f ,mr1

Ddmonstrirtiqn. Pcur 0 < t < f2 rous d6firnissns

AIr] - {{n,r) v€rifie,r les c.onditionsr {C'.1) _ {C13}}

av€c

{C.r} ?r' € c0{[0,4; H,t'(fi)), o e co{[c,,]; r4/ur(n.* x fU)

tC.Z) ?r'(.,0) : rs{.), r(., .,0) : oo{.)

{r.3}

lfnll6rqo,el,4'{a}) < llrollra.;r,ol+1, lloll""rp,rt,*o1(n,.xo)) < flooll*;t+-xf,i}*1

o(nt,t:,f') : 0 pour rn Ary,-MrL,r € e,0 ( t, ( t, vr eJo, t2[.

r € O, r'e [0,t].

Soit Glr I'applir:ation qui ii {r, r) e. CB{[8, *J; fp(n]) x C6([0, rJ; Ir{$r}J as_

socie la solution (r, o) de €quations {3.30), (3.:rE) avec {n, r) incliqu€e* ci_

dssus. En vertu du lemme 8.4 on a

G41: A61a Aftt Vt eJO, t2[.

Donc, pour ddmontrer Ie lrrmme 3.ii, il suffit de cl€montrer qu'il existe rur

tr € 10, t?], tel que 1'sp6rateur G1";. restrient i.Alrrt soit une contraction dans
la topologie 

{r'([s,tai; rp{o)) x cs([0, r3j;rp(D2))].
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Scient tf*Au) € dl*4 et (na,cr*) : Ct,*'i,: L,2. Alors les diff6rence

IT -- a-r -T1 E : sz -- ot, {3.45)

Il: Tt - nr, E: 6z -- r1-

sati$ons aux equatipns

aII
E + V'{IId) : H${T,nr,*,ot) - f{d{T,trz$,ozJ (3.46)

axa
fr+ 

^,{*ha(T,iTz,$m} 

+lI-{xa) : {3.4?)

-- hd(T',zrv,ait.n) i- B{a2;rri - e{n }ft2 -n"<q(T}]-X+
0

+ *; {mlhnt(T, tr r,o) m} - hd(T,r 2 s; m'}lo 1} *

+{h sttT, n 2,6 i n t) - h sAT, tr y6 ; rn)lo 1 + lB 1 (6 2 ; m) -
B{or;rn,)iq + glm)(Fr -'ras{t) (7)l--

-ft, - r""rqif)i-)E -r ssinax[ff. - lr(ar)]*lnz - n,"61{f}l-]*-

-[.rf. - ru{at}l*lzrr - ra"{q{T}]-l*} t B2{os;m) - B2(6;m}.

En multipliant ls €quatiols {3.46)-(3.47) p* III[p-r, Xlllrz rspective-

meni, Et en falsnnt fl'int6grale de la premi*.re sru'f,] et de l'autre sur D2 en

tenant cornpte de cqnditioms {3.44) et les etim:rtions d€jA, obtenues, apr€s

I'int€gration et dm qalculs &l€mentaires, on obtient Is in€galitfo

rl

fr llnlH'ra, < clloll-"1n1 llrlri"in,+

+c(i+ ll7ll*,'rnr)(llFll','tnr +llEll""ro,r)lltrll?"tlr, (3.4s)

I
;ilrill,"r",, 

( c{1+ lf?lln,'6n) + 116 lw;rat)llxll'"o1r,1+
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+r:{1*llFll*;enrXlltrllr"r'r+llEllr,,rp,r)llril?"Lr (s.4s)

En multipliant les deux m,embres de (3.3)-(3.3ir:espectivement pu, flEllFt:,
llXlll"lnt,tenarrt compte cle {3.43), on d6duit I'in€galite

lltr{., {}llr"1n; + flx{., t}llr,,o,t S
. rr P-l

cee\t+t c +t p 
) (r + t? ; 6llIJlll""rro,r],""(a)) + flXll5,,61o,4,r,oqo*)) ] "

Il st clair qu'il existe un tlg ) S tel que

oa,t"+rf*rrt#' 4-r 1

'(fr+t*" )<i.
Par consGquent, rappelant; Ia ddfinitian de G1,s et {3.48), on peut dduire
que l'applicatiorr de G1,6* r'estreinte a .4trrl est une ccntrac.tion pa,r rapport *
i'espace m€trique

Co{i0. i3l; Ip{fi)) x C0fi0, tul; Lp{D2}},

ce qui prouve le lemme.

Lemme 3.6. soient gt,T,G sor;t les sorutiols d,'equati,ons {s.gI}-{B.ES)
atsee les rcndit'ionsini*i,*Ies (s.g)-(s.14i,. Danslestmlmes mnditians de.lemme^s

3.1 et,5,5, ii e*i,ste un ta elO, tz) tet que pour f € 10, tn) d n €d,l on a

lls{ , t)ll{s'; < :ellBo{.)lliu;, i *lt" utn') < ptn,r) 
= 

n:}:e s,a{r,) {3.50J

S <, a'{r, f} :i sup a-6{r') -F 1.
nt€f,)

{3.51}

D€manstration. L'exirstence dhn ta e]0, t3] tel que on ait {'g.50) rasulte

imrnddialement de (3.25)-{9.2s). En int€grant {9.:n) le long de caract6ristique

r{t} nots avons

n'{:r{r}., f) : ng{r6}e- fiiv'tx' - .tr
43
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En rappelant la dEfinition ele Hst et lm hypothcrn et les resultats du lemme

3.5, nous abtenons

yt.

/ tv .rlrtt' 1 c4atft ,
Jt)

Par consfuuent, A partir de (3.52) il

s'appliquB dgalement e (3.51).

lHst(l-,ns,o)l3 c.

s'ensuit qu'il existe un tl eJ0, ts] qui

3.4 Equatisns lindaires pour la vitesse et la tem-
p6rat;ur,e.

Dans cette parii€, noufi examinons les 6quations lin6aris6s pour u, et ?.

Nou.s fixons t € 8ll), ? e eif et nous consid6rons Is dquations lin6airs en

uet?
{e + "\}- riau - {{ + }lvtv 'u) : {3,53}

: -{p + n)(o'v)E- Brv((* * *Fl - | [* odm* o + n]v6,
" ttn Fo' l- Jo

(s+ nlc,t- nAr : -(s+ ",r E 
r,#- nb(t# * !ff)v'o+ (3's4)

3,4u, ov 2, F -,aui*r[r{ffi +ffi- ir',ro ,) u",+ ((v'a)" + E,oar LntHs{T,ro,o)

ori g, a, o sont les galutiorr des Equations 3.21-3.23 avec les conditions ini-

tials 3.*3.14, d.ont I'existernce et I'unicitd ont 6tdt d6montr6es dans le lemmes

3.1 et 3.$. Ccmrne dans [811, nous introdulsons les fionctions auxiliafum

Ye,o t ( r ) : l l 
u 

l l |",,,,a, ) + 
o?1?, 

l l u { ., r' ) l l 

o*,, 
- 
"',n,,

vuntt): llrllL_,"{8n) * 
o$,o., 

ll"t., /)ll;,_?rnr.
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Leroroe 3.7. Sai,er$ u € gjl) etT e Ql.'r'). En autre, soi,t (g,r,cj I*
salution du systdrye d'futmtions {3.21)-{3.23} auee les canditians dnitiates

(3.9)-{3114) donn& par lf"I; lsnmes 3.5 et 3,6. Akors tes fuuation"s /(J.5B)J ef

(3.54), Euu les cond'itiorw aur l'i,m'ttes (3.12)-{3.13) et tes condi,tion* ini,tiates

(3.4-{3r8i admettmt une salution et tm,e seule

u e FFJ,t{8a), r e $t;!ttQt},

et on a les indgnli,t4s

I{o"r (r) < c(lluollL. z-} .-_, 
+ {' 0+ yk,a) (/) \dt + fYv*ovtt}}, {3.ss)w; P (rr) Jo

Hrc,nir) s clllrollt 
.z-8,.^,+ ilf il:. :-1 r-r + t\dvrp,at(r)?+-wo a{q ' 'w"-a''-2?qanx1o,r1;

pt
* J_tt+ 

v1,,,r3(r') v*,q(t')nt, + llJr*dlll"{a))dt,] . (3.b6)

Pour0{t(fa.

Derqonstr:rtion, Pourr la d*montration voir: [8]

3.5 Existence et unicitd de lar solution locale

Pour prouver le th€or*me 3.1, nous commenrqons par le lemme suivant

Lemrrne 3.s. trl easte dets rnnstantes positiiuesE",E, et un ts €10, tnl

tels Ete, si

0 { t { t5, .'e Oju), 'F e efr) et }'tu,"l{t) < A, Vto,rl(t) < Ro,

alors la solution {ry, ?} d,* {qtations {3.53) ct {3.5A} auu, des rcnddt'i*rx

aw li,miles {3.12)-{8.13) et les cond;tti,ons i,nitides {3.7)-(3.S) sati,slaisse aw

,nqgalitis 
vte,,ltlt) < Fo, v10,71(t)< -Er.
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D€monstration . Le lemme resulte immediatement de l'expression de

deuxi*me memb:res des in€galit€s {3' 55)-(3'4)'

Nous d*finirstons

Br: {(u,:r} € et") *, ott) [v,'*,";(t] sE*, vts,4(f) S Rr] (3.57)

Pourfi<tsf5ond€sigpeGllnapplicationquiassocieachaque(u,T}e81

la solution {u,TJ du systerne d'6quar,tians {3.53} et {3.5a) avec le's eonditians

ailx limites (3.12)-(3.13) et les conditions initia,les {3.?)-(3'S)' I)u lemme 3'8'

il s'e.nsuit que

cttq* e (Br), o < t d ts'

Maintenantln0uspouvoffid€montrcrleth€ordrrneprincipal.

DEM0NS,TRATIOI$DUTHEOaSM]E3.lNousdefinissonspour

0<t(tr,

Onobservequ,el'ensemblEBrd€finidans(3'5?)stconvexeetferm€dans

l'espace Yr. Pal cons€quenLt, pour prouver le th60r€me il suffit de v€rifier qu'il

existe un t e]S, t5] tel que I'op€rateur G; est une contracticn tlans la topok>

gre cle Y;. Soient [Dr,fr], (Ez,-Tz] € Bt, t < 0 < fs' Consid6rons d'abord ]a

solutions (gr, n'r, o1) et (4r,nr,o2) des €quations {3'21}-(3'23} avec ies eondi-

tions initiales (3.9)-{3.14]1, et en remplaqant respectivement Ti : T1, T :Tt

e;t E: uz,T =72 et, Post)ns

g[e] =. 0r - {2, E[*] =, 'ttr - 1rz, E["] : 6L - o'2,

r,: fr'?4o,t;firol(cl))nto'(s,t;;,'{rn))] 
x 

lr2{0, 
r;s}(fl})n'Lo"(o't;r'?ifi))l'
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Dtol : Er - Ez, El4 :Tt, -Tr.
En outre, pour la c$mmodiit6 de l'expoe6, nous dl€finissons

ur(m,r;, l) : D6 (u, l) - *, 1*-!1 
O*t"),

ff*,; : {mhst!, r,i,s ; nz} 1 r.t4,t, f.ia p,*r,u}t

{i:1,2) ei nous pssons

V{trn-3:{J+r.r-{Ju,z.

Des diffenences de (3.21), (3.22), (3.23) pour p1, 'ttr, 6r et pour Qs,,tT2,o2 il

s'ensuit que

0rgl*l * 9r .y,glel + lT"] -Vgz + glaly 'ur * 4pV .Dhl : 0, {3.5S)

Ergbl t ut-Vgl"l + Fhl -Iorz+ gl'lv .q * rzV .Ebl == {3.5g)

* Hn{172,r,1fl,r.2} - H${Ttrtd,sr),

ilrfltd 16 a1.1 'Vq,m,a; E lol *V;Luail 'V qrn',loz*EH V1,*,*; 'U uJ+ ozV 1*,*1'I'lun'I :
(3.60)

* lhst{1't,rt,*im).t Bi{r1; m) - gr{m)lrrl - t;"("1)l-1et'l+

+{hst(T\EL,s1ril') - hd(Tr,r2,sinL} * B1{o1; wb} - B{or;rra) - g{rru}

( [*r - 4," (Tt ]l 
* 

-_ lor - r'" {:f2 )] - ) } oz + go (rn) { [n r -T o "(T]l 
* * [ trf 

. 
- N ( dr )J 

+ -

-I*, -?r;"(r2)l+ x {tr{* - nr(tr?)l+ * B2{o;m)) - B2{o2im}-

Nous rappelons les relatiorrs

f " .' 1 f r-r

J/"(rt 
. vsf'd;stol d* ,: -;/,,(o 'ot)1Elal)2dr,
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-i-

f*rrr. esh,t;6t'1 o* : -* I.r, ui(E"l\zdn,

to,to *,, 
. s sk41 sI,1 n : -f, l r,ro 

. a n,,)(Et'tyz rJn.

Par mnffiuent, en multipliant {3.5S)-{3.60) relpectivement par Elal, g:[ol,

5[ol, et qr intdgant [es deux premiers sur fl et I'ar,utre sur D2, avec les calm]s

habituel4 pour Im eptimations, on obtient

.l

frllnt'tillruay 
( c{t r- llolll-o"1a1)lleler1111n1 + cllt-l'lll},tnr, {3-61)

lOll#t4ll'r,qn1 < c(l + lltrllr.qrar + ll?,ll'ryral)x (3.62)

" 
( il Erd 

| | ?,,rr,l + ;5 
at"l 

; ; 3" sr,)) + 
"{ I lp-t"l | | ii, t*r + llDfi l[],1o1 ),

fillnt"tll'",rr>,r F c(l+ llarllw;rsu + llrrlffiqt*u + llFrlli,",ror)x (s.63)

" { ll Ei"r ll?,1sr1 + ll r;l"l ll?,, p") + c( llDl'l 1111, 1p; * llFH ll?,rnr ).

A partir de {3.6f), {3.S?), i(3.63) et les condition,s initials

gtel6.,0) : 0, gt"l{.,0) : 0, E[']{.,.,0) : s

il s'ensuii que

llEl*l{r}ll?,'1c1 + llEhl(r)ll?,'rnr + fiel"lp;;121"1p,,1) { {3.64)

< 
""c(t+e#*'#1 fr gnH pl ll.r,rar + nH1ryl b,&]d,t./o '

{s. + r}ftDbt - .4ADtul - {( + !)Vtv.l*}; : -1atel + nwt)a64+ {3.6b)

-{p. + nr){tr -v}FI"l - {glpl * g{"1;(or .v)u, - {sr+ nr11Dt'l .V)a+

-,%v{f# + #)?,) -*o ((',:-#)a}*
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-l ,{ ste)4*a ste} + atd]vd,

{pr + rr}c"41}H - nAll"l : -1lltel + EH)c,,?rTz - t1.,* 11)q,x {3.SS)

S- dDIt.1 3 -
" *u\t^ - (p, + ",)* E 

jj1!# - Gt{pt + Et*1}'ulr*,'?#.

-*(;* a;r,v Dtd- 
^tft*\1ffv.u,- 

n Pf* I9)r,o o,*

+ raDY aEry ? -',i)*ru + n * p3,! ,{!u _.?; .*' 
!r=rt"", - a; - ;"tiv ' D' , o*, ?rt o, * t# - ifr,''*

x v'*z) 
S 

+,: t{y' u, )2 - {v' t2)21 + L siL d{T 1, ?rr,o, o1} - H nll1 2,'r2,8, oz}f .

En multiplia.nt les dquations {3.65) et (3.66) r€spectivement par - !i:l- c}t #*
et en int6grant sur fl. Ncu,r; rappelons la relation

-l [^+#u, ,ry-.|]',.i -rr+lil {:E!GzY1 , r -
nl l" 1" -d"l * (( . s,t Jn (s, + ffi d*l <

s E{ ll s, ll wu, (or -r !tnr llw; rar I * I}h} [| lrlilrr ll nr'r || 1",;,-,, :=

{ e ll nbl 
I h, rnr + c; ( fi sff {l wo, qa} + llo.i*' ll w; aal ) lf nt*l llt,rnr,

et l'analogu€ ponr D[4. En$uite, compte tenu de majoration di:jA connu€

ll4,ulll-tat 5 e{ri+llt4ll*?rnr}, lld*?}llr"ray S e(1+ll"2llw;rn1+ll"zllnqe*r}

(a mt une eonstimte converrable) et a I'aide des in€galitfu de Sobclev, Htil-

der et de Cauchy-Schwarz, appliques d plusieurs reprises, nous obtenons le
inFgalitts

n

; llr,*' ll?'rcr + allt{'l llt',,in: {
{ c{r + lla:ll'"teaii{lt;ll"tll?,"rnr + llalo}ll?,rnt}+

4g

{3.64
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+ | | 
eH ilfu rn) + | ii 

Eh] ll?." {n"} * llDt'l | | ?,, r*r + ll Dvt 1125, 1gr1

'fifinvtll're1a; *-rolloall',,,rnr { (3.68}

( 
'(1 

+ ilrqll?r;{nr + llsrll'qrnrxllsHll},,1p1 + lle{nlll?,rnr)+

+ I I 
s!'1 ll?.+tn1 + | | 

E{a 
I l!, p,} + gD{'t y'r,Ea, + llF{"| I I ?,rnl .

A partir de {3.6'r)-(S.68), ill s'ensuit que

lll:t"lll|,rnr + iltmll?,1o1 * co 
to' 

tllnt"tt111|r1c) + lllll4{4ll?r,1a,)dt'' <

! **rr*o+"*'F) {t * t\'+t+ ) illrltlll?.*(0,r,r2(a)) 
+ ilnl"llli*10,4r1p11*

+llete]1;';*(q,r,rz(a))+ltet'lll].*16,4r.2(0;+llEt'llll*p1,r,z(e)jf-

Ensuite, compte terlu de {:1.64), uous avons

llDf illi,rnr + lllrFr11f,1ol * co 
/'illot'1t';;l|rr1:rr) 

+ 11ot"l1y11l,1a3)dr,' <

(3.ss)

s e*t+r*n:***'n#)([ a 7ff:+t+tff] 
l11rtttll2l*16p,r..:qall 

+ llDt'lll],*qo;,r.:1n]]+

+ ce$+t+ 
+'+ r,{ 

^' Unt'l (r, } 1 

zs, 
qat + llrn (r, ) ll 

t, 
anl }af ] 

.

J'o

De {3.S9} on €.n ddduit qu'il existe ua * e]0, t5] tel que

llDt'lll?*toaa"1n11+lf ovlllz'*lag,zrisry;+llDt'l1l!,,1o,r.,rr.qr,1t+llpnll?"qo;,arqa;1 !

< 
" (ilnhll l|.*p,7,r,1g41+ lllin 1z *(6j,r,e{CI})+ llFt"l ll?,ro;,r.qp11* llFn ll},,10;,rr,1n11)

avec 0 < r{ < 1, ce {ui signifie que l'op6rateur G; : 87 4 87 est une c'ontrac-

tian, Cels nous perqnet de conclure la preuve de I'existence et I'unieit€ de la

solution dans [0,4. I€ thftrr€me et d€mo*tr€.



Chapitre 4

Vers une g€lrdralisation

Le r€rultat illus+r€ dans le chapitre pr€cedenrb a €t6 cbtenu en suppmant

que viF .ftr : 0 suf df| {voir {3.15)). Mais cetl;e condition est visible-rnent

contraire d la cond[tion naturelle. En effet, si 'D mt une constant'e fois nl

{an plus une cCInst4nte arlfiraire) comme dans le cas du chantp de la force

gravitatii,onnelle (i[ : glrs), la composante normi*e du gradient de o ne peut

pas s'annuler sur t4:rte la fronti€re EQ de CI- Pcur €liminer la condition peu

naturelle, dans ee qhapitrer ofl va, montrer lm id'6m pour obtenir un r$sultat

a,nalogue sans suppffer la canditicn VO'n : 0 sttt 0f,1 dans un cas partieulier'

Pour iD.' nous srFppo$$ils au lieu de (3.15), srlulement iD € C'3{ft) et nous

ne supposons Pas ViD'n == 0 sur 0f,1'

D'autre par[, pour ls donndes initiales, nous supposons qu'elles v€rifient

les condfltions (:l.Z]*(S.f4] rat (3.16), Que nous avons suppo# dans le ehapitre

pr6c6derrt. De plus nous suppasons que

stqryto{',0): w t' fr\,

*.',ili'rn l" - Yl: dist(o' aCI) > o'

n(r, o) SE,*{T{& oi} - d., do > o Vr € 'Ss'

(4"1)

{4.2)

(4.3)
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dist(r, O)).

(t6)0.

oPV .$ds{hn

1

I)<

e

:t

ao)

que

0<

!.

Sio

{ on'v. (o(nz)a)dc d;rn : f r' f -or- 
r [vo' E * ov' u]drdrn

Jn

: !: fnon'vo-udritm. i: I**o'ud*tun

:; i: fn,oo 
uirritrn *; L* ,{**o 

-ud*dm

*","** ""; 
T"o'Ed,,dm' {4'4)

rMr

l, Jnlv"lo-'vo 
' vtv ' (o{rn)c)} drd'm

rTI , ffr f *

f "* I.lvalpv.zdr 
dnr+ 

Jo /,, v"r-'Lru,,o){0,,o){0,,rt*)dsd'm

1frr '* Io"'/ lv"l-t L@,,o1"E'iv' u'd'r&n- (4'5)

52

et donc

f\
Jo

*"1

p-tl: ul

SrI f {a e f,I, dist(r,

* {o*io*, il existe un is > 0 tel

"l ': o Pour
lasl

cetfe raison o$ a

I
Jno*'udttun:'
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Cm

dans la

la

r&ultat formellement 6gal i celui que nous avors Yu

du lemme 3,3. Par consequent, si on peut d6montrer

fonction

o:dl4R,
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