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Introduction

Le trut de ce travail est d'appliquer la m6thode de Rothe dans 1'6tude d'une

6quation integro-diffArentiellm d laquelle sont jointent des conditions non loeales

int6grales du premier type.

On va 6tudier I'existence, I'unicit6, la d€pendance continue de la solttion par

rapport aux donn6es, l'ureur d'estimation du proc6dure d'approximation.

La m6tlrode de Rothe s'est av6r6 un outil thdorique et mrm6rique efficace dans

1'6tude des probldmm d'6volutions.

De tels probldmes ont €t6 6tudifu par plusieurs auteurs pour difbrents types

d'6quations : paraboliques, hyperboliques, pseudo parabotques, ....

Cette m6thode, appel& aussi rr method of linestr trouve son <xigine dans ls travaux

du mathdrnaticien Allemand E. Rcthe en 1930 {11], elle a 6t6 6galement utilis6e et

dGveloppfu dans la rsolution des dquations byperboliques d'ordre sup€rieur par le

math€maticien K. Rektorys 19 - 10], et J. Kacur l7].

On peut dgalement citer le travail de A. Bouziani [4].

Plusieurs autres rfuultat ont €t€ rGalis€s en changeant I'ardre des d6riv6es cu en

changeant l'6quation et la conditiors par exemple l'6quation de tel6graphe [5J ainsi

que le problAmes integr+differentieles [1, 2, 3].



Chapitre 1

R;appel dtanalyse fonctionnelle

1.1 Eispace de Hilbert

D€finitiorr {produit scalaire)

On appelle produit scalaire dan"s un 6pace vectoriel E, une forrne bilineaire

rsym,€trique d€finie positive sur E, on a le produit mataire de deux 6l6ments r,g de

E sous la firrme {*,y).
.Ddfinition {Espace de Hilbert)

Un esFa:e de Hilbert est un vmtoriel muni d'un produit scalaire {r, gt) qui est

r:omplet lorsqu'il wt nornn6 pax.la norrne associde d ce produit scalaire.

.lD€finition {L'espaee trif}))
L'espace .t'(fi) ds fonctions de carr6 sommable sur f,l, ou Q est un domaine

f
ouvert de l[R.2ou R3, c' mt a dire tells que l,integrate : J If @)1, { oo, muni du

produit scalaire , n

f(f,s): I f(r)s(r)dr.
J
o

-.1L,2 Espace de Sobolev'

Les eq>a*x de sobolev ont 6t6 introduits au d6but du si€cle et permis {e r6soudre

tlon nombre de probl€me concernant les quations auxd6riv€es partielles rest6s sans



rdponse jusque ld-

Nous nous limiterons aux espaces les phrs utiles en gardant bien d, I'esprit que Ia

th€orie sous jaceate est beaucorp plus raste.

Dans ce qui suit, sauf mention ocplicite du contraire, on suppose I'ouvert g1 born6

1,2.L L'espace f/t(fl)

D6finitian : on note rJt(CI) I'space fonctionnel lin€aire dEfini par :

Ht(CI) : Iu E L2(e),3 u r,' fnt.vrll' '"dq -' \ "'J
que I'on munit du produit scalaire not6 (u, u)r,n :,

(r,r),,r, : [ fu.r+vu.vu)
t"

et par le frft mOme d'une norme induite :

lt,il,a: ({u,,),J* : (/ {o" +o-,,)

L.2.2 L'espace f4 (O)

Definissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous espace de

fJt (ft) et rlui nous ser& trfu utile p,our les probldmc avec condition aux linites de

- Dirichlet.

f/* {fr) est donne par :

ff; (ft) : {u € i/t (f)) , rtr:0 sur Ee}

_ 1.2.& L'espace fJ2(n)

_ 
*"*::] 

: 

o"r"*. H'(rt) I'espace

s'(CI):|ue r,2(n1,*e r.21n; *{}e 121n;, vl <u<r}
t "'drt dri- \ ' )
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que l,on rnunit rdu produit scalairc not€ {rl, u}z.n:

(u,*)zn: [ (r**,*a ( eu au\ A leuopr\\{ \ ;? \aad")* H\WdE))*
et de la ngrme induite :

il,n,n: ( [ (* *r f#)'*i (tr*\'\, \ +

\6 \ ';:i \un;i/ E \d4 ) )* l' "/ /
1.3 Oonvergence faible

Soit .O un espace de Banach

D.finition t (**) converge faibremrent dans .E vers'si.on a :

,.tf% ('', **) : (,r',r) =, Jg : ("', ,* - *): o, vr, € ,Fr,

llv€ E' Itepace dual de.E.

liYotation I On note #n -*1r faiblement dans E pa.r :r,L r .s,

J1.4 Espace de Boschner

Llcg,tt (ft)) : {f : r ---+ Lt {tt) qui associa d, i -__+ / {r) € L, t{r) conrinue} mu_n:it de Ia norme :

lli'llcs.rprnD) : ?T fl"fllprar .

,)tL*U,''; (a)) : {.f ,1 ----r f4 ia) essentiellenent bome} m'nit de la norme :

ll"flL,.-(r,nd(a)) : tur ll/llr;rn j p.p.

3)L2 (1,r2 {fir}) : {"f , -r --*, .{,2 (f}) d carr6 intqgratle} munit de ra norure :

Ilfll",{,,",tn, == f ilfll?,ntdt < w.
D{!finition : Si .E un espace vectorful norm6 sur k : R. or) C le dual de.E estI'eipace t (E,k) des forms lin*airs continue s'r k, on re note E, eton munit ,CIr
de la norme subordonnde i la norme de E.



l, I /^ \i1 \*
!1",*l= [/ wra-) l{rr,l'

l,"w I / ff \*/-" r*
l/ P ""*l' [/p "?0.) (/r':o)'

pleuve ! pour.l e I0, d6finissons le trinome du second degr6.
.pi.A) : {er +.k"r, u + Aa): i2{u, u) l_2A(u,u) + {u,u).
rcortrI&€p{}) 2 0 v} € lR, n€cwairement re discriminaat a: {r, u), __ (u,u){u,u)
lloit 6tren{gatif ounul, soit l(u,u)il { (rr,rr)*{o,o)*.Si A:0 alors lepol,a6mep{,\) : 0 adrnet une racine doubkr i"e ils exists }r tqp{,b) : 0 donc u et ur:olindaires-

1.5 Les in6galit6s utilisEes

Soit {^} C Ro.

1.5.1 Infualit€ de Cauchy Schnrartz

Va,uE L2{e\:

n-.5.2 L,'e in6galit6

| | -5 o I ^lnvl 5 i*" + Uo', Ve ) 0, Vr,a

1.5.3 In6galit6 de poincar€

soit fl ua ouvert de R' bor:r6 dans a'nohs rure direction de l,espac*.
Il existe une constarrte c > 0 tete que, pour toute fonction

I

a e H] @), ! tutu)l' * 
= " ! lvu(r)12 ds

no



1.6 Op6rateur de \Ioltra
une equation int6grale Un6aire de Voltera st un 6quation de convolution si :

r {t) :/ (r) + fr r(r- s)e(s)ds
Jto

L'7 rre schGma de la mdthode de Rcthe
) On div*rc I'intervalle du bempe erl r]. sous intervalle {ti*t,til, j : 1...n, atti: jh
et h: Z.

> ofl remplace le d6riv&x 'de la variable spatiale ,u paxla coruespondaxrte diff€rence
,quotient.

D On appr:oxime le probldme d tout point t : t5, j : l...n,par un uouveaux
probldme discr6tise.

tp On determine les fonctior"**l:lg*lrJggy: 
"?!*illp on se b'asant sur des etimations a priori des fonctions ,,z dans dm spaces

convenablernent choisi on de'montre que la limite est la solution du probldme pos6.

]l-8 classification mathGmatique des EDp du se_

cond ordre

Cle sont de la forme :

. ffu 7zu , .,Tru ^Au _Au
^a*, 

* B araa* c;F * o;;* r# i F,u : s(s,a)
.A2u ,8u,nTru "/ &uAu\tr6*z + BNay+ c ryt : t (", o,#,#)

et A,B,c,--.,F sant les coefficients defEDp, ds sort fonction de r et y et peuvent
€fir:e des consta,nts. Selon le signe du d,iscriminant

A,: Bz - 4AC-

6



I

Nous obtr:nons le classemr,nt suivent :

1).9i a < 0, I'ED' est dit* elriptique ccmme r,&luation de Laplace de ]a forrne

8u #u
*+@:o'

z)sd a > 0, I'EDP est diter hyperborique cornme l,€quation des ondes de la fcrme

ffu .r#u'M : o- a*'
3)'9' A : [t, I'EDP st dite parabolique couune l,6quation de la chaleur de la forme

Au -ffu ^

d:o*;6>o'



Chapitre z

Position du probldme et
estimations a priori

2.1 Espace fonctionnels

Soit 1 : [0,I]
{}n note par (, ) ut ll-ll Ie pr,rduit scalaire et la norme correspondante de Lz {a.,1},l/ est I'espace de Hilbert d€t6nl1 U* ,

t.,il|)V : 
Ia € Ltit (o, r) rq : l^ u@)d,r : I xa@): o IIro{l

L'space de Hilbert L'{8,1) peut €tre inject6 continumeat dans un autre espace de
I:tilbert B {0,1) qui est le ccn:apl6t6 de G (0,1) l,mpace des fonctions continue i
stupport compact dans {0,1) p* npport au produit scalaire :

(u,u), == ft V*u.v,ud,r
JO

tcile qae :

V"11: [ ,G)at
JO

et la norme :

llull'r: fu,u),



,]

II s'ensuit que :

il"tr| s |u"w,
L'espace cles fonctions conhinue de I dans A {0, 1) , not6 C {1, B(0, 1}) est un Ba_nach pour Ia norme :

ll*ll"rr,"rqr)) : mfx ll*{*)ll"
On d6note par Vs, #,t (1,,X) et Cr,, (I,X) Ies eqpacs suiwurts :

v" : 
{ue 

B (0, t), tq = {' oa*: o}

o-'' Q,x) : {u: : I-----+ x tq zr est ,*r""rricontinue}
cr,, (r, x) : 

{u 
e co,, (r, x) ,o#€ co,r (/, x) }

c,rl X est ua eqpace aorm6- 
r&& ' )

0n peut voir la fonction

"ft(0,1)xJ*ftr,r)€tR
comme une fonction asocie * f r-*+ f (t) dcfiude r dans un space fonctionnel.
En posant :

f {t} : x e (0, r) ;-_.+ f {*,t)

2,.2 position du probldme

ou considdre l'equation semj lin6aire intqro-difierentielle avec conditio* intryale
suivante:

Ozu 8u 7t
Atr -dF=, f t*,t)* J, "(r-") k(s,u{*,s)} ds {r,s) e {0,1) x (0,") (2.1)

Avec ls conditiors initiales :

u{,n,A) : tls{r}
n e i0,1)

# t",o) : ur (c)

I

(2.2)



I

Et les con.ditions intqgrales :

ft u(r,t) d, : fr
ro Jrtu(r,t)d,r:g ee (o,l)

Pour resaudre le probl6me (2.1) _ {2.3), oa suppose que :Elf (t) e tz (0, 1) er ltf ft',x* / (411, s t It _ tl
/ constaate positive.

Hz)Uo{s) ,Ur{r} € ft2 (0,1)
t[iUo,{{ v6rifienr:

fr--. pr

J, Us(r)dn : 
Jo 

*ro(r)d,r : s

St

Jo- 
,,'t, (r) dn : I' rt;l(r)dr : s

IJa)a et une fonction rfulle continue telle que :

l,"r{*)*"(t)l<qV_4
k : r x B (0, 1) "---, Lz i0, r) ert continue pour le deux variables v*rifiant :

llk (t, u)ll * s ll"(r) lls
r/5)

lk(t'u) - k(t'u)' < L(t),u(t) *a(t)re p-p su, r er va{r), a{t) e v ou L € Ll(r)positive
D6frnition 2'2'1 {}ne fonctio'w u : r -'--'-* L" (0,1) est d:ite soruti,on fai.bre du pro-bl&rne (?.1) - 1,2"3)si,

i)

u € #,r g,V)

L* {r,v) n c,1(1, B {0, 1))

(2.3)

(2.5)

(2.4)

id)

d,a--cdt- .&uetgze

10

L* {r,B{0,1))



-t

xrz)

rL (0) : lls d,ans V du
", a, (0) : Ur dans B (0,1)

iu) pour t;out S € F et p.p t € f, I'identit6

[(#u(t),\ f ft rtJ,\ *n'r)ud,* J,fu(t),8)dt: J,lrO* Jo"(r-") k(s,u)o,,o) n,
tB

est satisfaite. t2'6)

Th€ordme z.z-r stryposow que ?es hypothEses (ir, - Ita) sont u6rif,es, arars
il eriste wte sohfiion fai,bte u d,a ,prvblirne 

{2.1) - {z.J) au sew de ta 
'Efi,nitian(2.2-l).De phn, si, (H) est sati.sfai.te, dors u u*qul-

2"3 sch6ma de discr6tisation et estimations a prior.i
on divisre I'intervarle en r;r sous intervalre de longueur h: Tet notans :

ui :u{t5), tqt5:jh, j :1-.-n.

pour t - 1' ' 'n, olt r6soudrrl successivenent le probldme stationnaire lirr6aire :

ui - 2ui + * ui-z 
- #: li * ^f ornr, (z.T)lir2 

ia
1r

J"t@)d"r:0
0

I
f

J""t(x)dr:g
0

{ ft:f (ti)
I ont : a(ti - t;)
I Ao : k(t;,u6)

(2.8)

(2.e)

orl :

1l
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I

I

Ona:
n

#@,0) 
: #( r) : u{r} - uots} 

-u-{*)
Donc:

{ n:il?:r',tlr) - 
hu{t) r e (0, t)

Alors :
6ui: *#=

e;t j :0. -.n
62ui - Ir+-=,

Et d6fininqons la suite de Rothe (ar) des fonctions lipchitziennes contilues d€finies
de

I -_-.- H, (a,1) n y
par :

u*(t) : ui_t-t 6uift -t5), t e {tia,til, j : 1...n
.Et ls fonctiols *uxiliairs suinantes :

6u" {t):6u5_r-t 62u5(t_ti, t € [t5a,ti], j:1...n (2.10)

utd(t\ : { yi t e [t5-1,ti], i : 1...nt"r-f uo te[-6,91-- (2.r1)

5r@ ft) : { u:t i €.[ti-r,li], i : 1...n
lur *ei--4,01""- (2-12)

Th6ordme z'g-r le probldww (2.?) - {z.g) edmet une sahi,ion w*iquc

u5 € I:.{2 {A,l pow n} l, j :1...n

rlerwwttwtion 2.3.r suplrosons Eweai-t etui*z sont toujows ffitunrres et Et,elle
ssi,errt dffis Hz (0, 1), alors J,.'i e ,L2 iO, t) .

La solution g,€n6ral de (2.2) -- (2.g) est donn€e par :

ui(u):ft1(::r)cosh I*rX.lsinhf, r e (0,1) (2.1A)

t2



Ori 81, *e sont deux fonctions d€ r telles que :

[ #'t"lcosh fi + * {")sinhf; : s
1r,-f
I H(")sinhfi +ffti,r).*hf :oL*'=F*

En remarquant qne le d6krnninant de i2.14) est :

-fn-of",o4 (2.14)

Alors:

Ori:

C;e qui donne :

A : cosh2 
f, - sinh2 fi: t

{ #(") : hFi@)sinh 
fr| #(r) : hFi@)cosh f

Fi@).=:?i:13!r - fi _of*r,
i={

(r
J 

A:lr) : o!{({)sinh fa€ +.r,

I n,,', : oi ,,G) cosh fq + t,td

(2.16)

{2.17}

(2,15)

(2.18)

D'aprtu I'identit6 (2.13) on,rl :

ui(r) : o j ,,rrr** (T) * *.\1cosh Xn ^,"i"n f
Choisissons (Ar,lz) telle que {Z.g), {Z"g) soient vdrifig alors :

l

Lf i ii)r;[ cosh fidr + ]r/ *irrt' f;d.r : -^ | J{({) sinh #ata"o1 b, i6, 
*I s rrAr /rcoshfidr+A, !"sinhftd,r- -h I l"ei6)sinhffd{drJ'"JIbb 6 ll"''tosinhf

(2.1e)

13



I

Donc:

Et par suite :

( t"

I 
r'*ior'f + A2(cosh* - rt : - | | o,(f)sinh #a$,

{ ou ,*
| ,lrlsinirf -nsinrr*+n)+.\2(cosh i_nsinhf) : _ 

ff"r,({)sinh #a4a*r {,
(2.20)

Puisque le ddterminant (2.:;tO) de :

A (h) : zh -2hc.osh f * "o,n f

A(h) =:: !stnh* (*rn fi- zn"in^*) t2.21)
ne s'ann'le pas vh > 0, alors re systdme (g.g0) admet une'nique soluti<rn (.\r, A2) e
lR2.

(h qui implique que le prob[€me (z.T) - (2-g) a une unique solution :

ui e !72 i0, t) (puisque 4 e ,z(0,1))

Itenarque 2'3'1 Dans la suite, G d6note une constarrte positive ind6pendente de
n, j et, de h"

Lemme 2.$.1 i,t ecisteC >- 0 et N €S[* fq,

lld"illS + ll"yll* < C, j - 1.. .n. n* N

D6nnoastration 2.S.2 Soit ,f € y, il est facile d,avcir :

1

f
.l (" - 1) d (€) d,€ : v?d, vr e (0, 1)

tq o 
* €,

v?o =, v, (v*Q) : 
.[ * | r oi dp
o0

T4



C* qtti implique :

1

^fvi6: l$-{)d({)d.{J
o

Alors :
11

v?d: [o@ a - [*(€) d€ (2.22)
{r,

Multipliom {2,7) par iFld po* tout j :1...n et int6grons sur {0,1), on obtient :

11

f ( v- ?tt::tz\ 
v?aa,- it"' i t j-i \

/ \-w' / { ffi(,)v?ba":/ lt, 
@)+h}',u,)vz,6ar

Ona:

6'ui: 
T#.r=

h2

Donc:

11

I u,,,(r)vz"gdr - j *gr")v16d* : f ( r,ul * n f o,o^r) v2,6ar e.n)o o 6\ i<) /
lnt6grons par parties chaque terme de {2.23)et utilisons {2.22} on obtie.at :

11

I e",p1v',aa* == I # t*"(a',,r)) v?N,

Ori:

1

=:: (w,, {d'oi)) v?61=i * f v-{i.'ui)**gd,x
0

=:: - (6"urrQ),

.r' (dzrr) v:d |fi : s, (d2ri) v?o - vs (62ur) ir3d : s

15



Et:
I
f 8u,

J W {r)vigdr
U

d,u"

# t"tv',olza - I#rv,6d"n
o

1

f d,u' .

- J E{"}v,6d,u
0

I

-ui@)v,sl;* + [", n, { (r) d,r
'0

(ui,d)

)*r*.

I

:

C)n a aussi :

trt j-t \,

{ ("" 
uf 

",,r,) vSoa*: 
i#*, (, . o'*o,,rn

: *-(*r$ *,*,)vtolH - j*,(,,*of*,,
o\i:ol*l\: - {.t * o; ainkn,e) 

"

c V"$dr(z.24)

Alors {Z.Zg) devient :

(6'or,d)"+(ui,o): (rrnofor,*,,6) , vQe v, vj:r...n (2.2b)\ A- /*/ 
r:

Posons d: 6ui (il est clair que 6: duie lfdans {2.25),
on obtient :

(6rur,6ui), * (ui,6ui) : 
P, 

* u**rrO,*r) 

", 
vj: 1...n

Donc:

(4t# ,n,) ,*(,,,u, 
-,,1, 

) : {rr, o*s"*uf{a3tkt,6ui)u, yj : r...n
i:o

16



Alors:

j-t
(6ui - 6ui*r,6u)u+{ui,uj - \_r) : h"L{ayle,6u)u+h(fi,6u)a, vj: 1...t2

rd)

&. utilisarrt les identit6s :

2 (ui,ui - ui_i : llqll" + ll"i _ ui_rll, _ llui_rll,
2(5q,[oi - 6ui_t)e : [f"r[? + fida3 _ 6"i_rlf, _ y6oi_,llL

On obtient :

*6"i,1+ lldus -': 
;:il r _y:,:::y l|,',i,y:,- uui 

-,*' - *,,:-, *' 
vj : 1,n

id)

Donc:

lldqllS - ll6oi-rlf"+ ll*rill' - ll*i-,ll' < zchzi ttnfi" lld*ill" + zhilfji.lld*ill"
*={l

(2.26)

0n prend e : 1 da,ns I'e in€galitG :

2llklle lld*,11"

2hllfill lld*rll"

Substituons dans (2.26) on a,ura :

i-t
llt"'ltL-fil"i-rll'"+lluil1z- llu3-rll'<cnll6uill""+ch2f il"ill' +ch {z.zr)

t:t)

Et:

L7



choisissors le naturel lI tel que cS < 1, alors pour n F ff, I'incgalite tz.z6)
implique :

(I - ch) llld"ll|+ il"ill'l
j-1"

+chz | il"ill,
,d

+ch

En appliqrrant cette inegalit6 rec*rsivement, on obtient :

(t -- urli lttdr;t|+- il",||'l . (r + jch\i lltdu'fl? + ilrrll'] +_ jch

Etona:

t1!Y1' : €Bp (n (rn {1 + ch) -ln {1 - ch))) qtand,,r?, ----+ ooL 1-ch I
ezfr# : C

A-lors :

lll"ill? + ll,,ill' s c llldroll] + fluoll'?J +,jc?.,l-Ctt
knc:

lla",lf*+ llu5ll2 < C

Lemrne 2.8.2 i,l existe C > t) et N e N* f g -.

Ilt'"tll|+ flfu5lfz < C, j: r...n,n F Fr

D€monstration 2.3.3 La difidrence {2.25}j - (Z.Z|)j4donne :

(#u.,, 6), - (62ry<, d), + {oi, 6) - {u5-r, d)
/i_L\/j_2\: 
I tt * nlalrkt,6l - lft-t+ hI oi-rnko,dl , v,b ev, vj : r...n
\ 6 /B \ i:t) ln

18



Posons d:62uj dans (2.29), on obtient :

l

I

'i

Donc:

(Put d), + 1ut -u5-t,6) : {82u5-r,d)" Q.tg)

*h(ai5_tki_r,d),
j-2

+h I (tnio - ai-u) h,4j e
i==d)

+ ("f. - fi_t,Q)o

{6'nr,6"ui} *+ (ri - ui+,62ui) : (62u5-r,6'ui} 
"

*h (aii-rki-r,Bui),
i-2

+hI {(*30 - aiti)k,6'ui},
i.d)

+2(fi - fi-r,6'ut) 
"

Donc:

zll6'u,ll" + z (rt - t4-t,t*+*) : z (62ui-r,6"oi),

+2h, (a i i -tle 5 a, 62 u i) 
"j-2

+2h I {{oio - a1-u} h,62u5} ,
i{

+z (fi - fi-t,d'ui) ,

Alors:

zlls'zurll* * 2 {6ui,8oi -r3-.) : 2 (62ui-t,6'ui) 
"

+2h (a;i-rk5-r,62u5),
j-2

+zh[(("i, - a5-u) ki,62ui) *
i:o

I

19
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Ce qui donne :

z $rrujllr' + ll6uill, _ lldo;_, 11,

+lla'ull|
+zc h llk i _rll B 116, "rll *
+zllfi _ /r_,ll llar"ll"

Sachant que:

llenll"<ll,cll <c
Et on utilisoas l'€ in6galit6 pour € : 1, oa obtiest :

D'autre part, on a :

j*L
zch,DIIkllallt 

",llui:0

j*t

achllkj_rllull6r",il"

s ch,I 
{it*,tti + llt "Sli)

Pour Ie dernier terme du membre droite de.(2.30), on a :

zllfi - fi--rlllld,",Nr. zc ll*, _,r._.ll lldrull,
Ona:

ti-ti_t:jh_ ff_t) h:h
A]ors:

2 ll fi - fi*rll \lsruilf, < zc n llP",ll,

w



On applique l'e in6galit6 pour s: 1, doac.

2 llfi -.ri-, ll lld'qll,,

Substituons 'la.ns (2.30), on aura :

Ilt'"lll- llt'"r-,|[z + lfdu5tf2 - ffdq-rll2

+Ctz + cnll62u5ll2*

+Ch + cnlld2uillz"
j-r

+ch2f ild"ill,
ao

Donc:

Itd'"Al'" * llr'u,-r!l'+ tftusll' - ll6ui-rll'
j-L

rchz f lla"i|lt

lch 
t=,)

Soit lf € N* t.q:
11

C,*I,punn>N
L'in€dite prdc€dente inplique :

(1 - ch) 
[lla'"rll?, + l[au3[,] s {r + caz) [lF "r_,ili + lldu3 ,fi,]

i-r
+chzf fia"ifi' {2.31)

+ch 
t:o

En appliquant cette in6galit6 rGcursivement,

oa obtient :

tr * ch)i lll*";l'.+ lld,,jil,J

2t

+jch



Etona:

It + icn2]"
L t -V;1 

: exp (n (la (t + Ch) - l" (1 * Ch))) qtand, ?1 _-__+ oo

---+ &'et
:C

A-lors:

il*",ilL+ ffdu;ffz

, jch
-;Ch

, l!"",ili+ ffdasff2 < c
I corolraire 2-s.r pour tout t, s € I etn> iI, l** lemmes {z-3.u et (e3.2) imprique:

1.

ll"" {r)ll + lla'(t)ll + lld"" (r)ll + ll{rn, (r)ll + 
Ilf.o""frlff" < c (z.rz)

Car : on a d'apr& le lemme (Z.B.l) ;

llt",lltr+llu5ll2 <c
Donc:

lld"illS s c
et

ll"ll" s c
Ona:

ll"ill : flm* (r)ll < c
Et ou a:

u"tt):uj_t*6ui$_ti)
Alors:

llu" {t)li : lfnr-, + 6u5 {t - ti}ll

Donc:

I

;l

l

I

I
I

I

.
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Et d'apr€s le lemrne {2.3.2) :

Oner:

lll'"rllX+lldu3ll25c

lll2qll2" s c
et

ll&r3ll? < G
Donr::

ll"" (r)ll

n

On a aussi :

fldu'rit)ll : lld"r-, * 62u5 {t - ti)ll

Et:

llt,r" (r)ll : lld":ll

De plus, 0rl & :

[**" r'lll" 
: llo',,,lt,

ll," (t)ll+ lln* (4ll + llsa" (4ll + l|6a'(t)ll + ll*t" tOl[ < c
lldt ' 'llr -

Donc:

2&



2-

llat"r n, - utn) (r)lil + [J*r,t"l (r) --56{"i (r)il" < f {2.33)

ll"e)(4 - rh) (4ll : llui_, - ui * 6ui(* * ri)ll
: ll*i - u5-t * 6ui {tj - t)U

: lldu5 (h r_ (*, _ 4)ll
: lld"rll lfr + (fj * t)l

S 2ll6u,llh

C
n

ll"t"r n, - u.*)trlfi :: 3n

ffa"r*l {r) - aat'"} is;11, : lfdt4_r + 62q tt - t) - d"illu,

:= flA", - f,ui_'r+ 62u5i*, - r)ll"
:: lldt", {h,t- {ti - t))ll"
:= lla'"rllrlh+q-tl
s zllt'zuill*n

s zch

n

llout"r (r) - 52("r U)ll" <1

lft 
r"r n, - r,(ri (4ll + fiorr"r (r) - s6(*r (dll" < ;

24



Chapitre 3

Existence et unicitd de la solution
faible

3.1 R6sultat de convergence

On note par :

f*{t): { r;:.f{o) t elti4,t5l, 1 < i <n

or:
fi: f tti), i:!...n

Et: 
.n,,\ { of*rrr,
,k" (r) ,: { ,.{)

[ /-tgfo, t: o

Alors {2.25) devient :

( *orr,(r) , d) * (a@) ft) ,o) : {f+ k'(*) ,d}e, vQ €v (s.1)
\d, la

Ce qui don.ne :

{{*u"'"'ttl,o) Bdt-F .{ ,,no(t),d) m: l(f +fr'{t), 4)"dt, v$eY
l I ' (B'2)

26



Thdordme s.L.l Supposan"s qre l,es hypthtses (rr1) * {Ha) sor* ucri,fi,Fns, alors'il

mi,ste une farrcti*n u e Co'l F,V) wec.Ies prupri,€t€s :

# e L'' (I,V) n Co'' Q,B)
# e L* (I,V)

Et sous suite :

Telles que :

,nk ^ 11, dnns L?{I,V) (B.A)

pTnx .-,s 4, dnns Lz $,V) (3.4)

6,r{,'*) -- g, dans L2(/, y) (B.b)
dt

5,r(nr) __^ 
d: 

, dans Lz(f, y) (a.6)
dt

d.sr,@d 
-, t"'dt-.- o;, dansl2 (I,v) (B.T)

D6monstration 3.1.1 l'estimatio.n (2.32) impliqre {ut*)1*,{"t*)}, sont unifor-

m6ment trorn€e dans.t? Q,V).
Et par suite, il existe deux scnrs suite {u*o1u, {r'*}* convergentes faiblement vers

certaines u et {r, respectivement-

D'apr6s I'stimation {2-33), il s'ensrrit eue u: a-

(2.32) ===+ {d.u(',},, {,tot'l}* sont uniformement bornfos dans tr2 (J, y) .

Donc ou peut extraire deux rsous suites {d**o}*, {617"*}* convergentes faiblement

vers certaines w et w respectivement; .

A I'aide de I'in6galit6 (2.33) on anra :

{r,^u}* . {rrt*)},"
{ar*}u c {at");,"

W:'ll)

drt*: 
dt

Montrons que :
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:

_:r Soit l'6galit6 :
t

--: utn*) (t) - (Jo : Sau("r-) 
G) 0", vt € I

J&s
0

Alors :
:t

/r\ T7 . t / \ r tlt - Tu(t'):Ua+lw(s)ds, VteI (3.8)
J
o"=

Cu qui donne :

u € c (1.,8)

Et:
&u

't!) : -_ ' dans L2 (/, Y)dt'
{"Z.AZ) toujogrs implique {*A"t"l1*est uniformEment born6m dans .L2 (I,B).I

Alors il admet uile sous suite {$&:{o*}}u convergente faiblement vers,S repective

ment-

THle que :

s:*
drz

pour cela soit l'€galitd :

t
f,I

,gr('n) _ (Jt : I iSut*.1 (s) ds
J&s
0

Alors :
t,

du f ..
i - Ur: / S(s) ds (3.e)
dtJ

0

du

- € c tI,B)dt-
_et

i)a-u
s == dt" P'P dans I

D'aprds le corolaire (2.3.1), il s'ensuit que : t, : I 
- 

V e!' ut : # t I'---'. B
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3.2 R6sultat de ltexistence et dtunicit6

Th6or&rre 3.2.f. Supposons ryn.Ies hypthtses (Ft) - (Ha) stnt sat'isfai,tes, alms

ta timite u est Ia solution d,u pmbt€rnn {2.1) - {Z.Z} au sens de la d€fniti'on {2'2'1)'

Si de ptus (IG) est vErifie alors u est trnique-

D6morrstration 3'2.L Notons que d'apr* ce qui pr€cide, on a :

u € (f,r (jl-,y)

fte.t* (r,y) ne,Lg,B)
# e L* tI,B)

Et u satisfait aux conditions intdgrales puisque u{t) eV

On vertu de {3.8), (3.9) :

u(o) : un et #{a) 
: {/r

V6rifie, d'aprfu l'hpotheses.EIl, on a :r

It/ "(t) - f tt)ll" s*. dnns I (3'12)

Ce qui implique :

f " -* { dans L2 (r,B(0,1)) (3.13)

Pasons d, la limite n': Tttt, --+ oo dans (3.2) eu tena,nt compte les propri€tes {3'4)'

(3.?), (3.11) et {3.13) on aura :

f / #u 
' '' '\ dt + [fu$),o)d,t : [ff&),d)sdt + [p*p1,Q)Bdt Yq e v

J,\mv)'* ) , rr rr rr

Pasmrs maintesant i la preuve de l'unicit€ sous I'hypothoses (IJs).

On suppose qtre :

*gl: ,,(o) : o
d,t'"

I

I

t;
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Si a1 et ?r2 $ont deux soiution faible du probl€me (2.1) - (2.3) alors la diff6rence:

U,:'ttrt - U2 Vfuifie :

f (rPu,.,,\ f . . f / ft \
J,\*Ur,d)rdt+J,(u(t),/t)dt: J,\Jre(t- s)([fr(s,ur)-&(s,u2)] d',d)) 

Bdt 
v6€v

(3.14)

Soit :

?0: minc 1"qt11 tor 
t 61at (g.1b)

On subdivire I'intervalle .I en sous intenralls de longueur 4gale i p telle que :

'u'P <* (3.16)

Dans I'identit€ {2.6), on prencl :

( +, ,e [0,p]o:16, tefu.,T] (3'17)

Et on utilise :

,(4 ^\ d ''"'\;t,u): *llull
Donc on aura :

l: *ll#ll" or* 
loo flu,utu'dt:2 I: ([ a(t - s)tk (s,uy) - & (", ,,)]d",*\ dt'dt/r'

{3.18)

[ *ll#tl" o'* f fiH'$]il'ar

Soient fu et t2 e [0,pJ tels que :

lltu. .ll llau ll

llat"tll, 
: tff llat't11" (3 20)
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ll"(t,lll: tffll"(*)ll
Alors, avec la considdration ff (O) : t {0) : 0, il s,ensuit que :

[ #il#il'"., * !" fru,u)il'a, : Il#n4!',+ rz(r,;1,

(3.21)

{3.22)

Jo dt ll dt il*ot 
n 

Jo frll"tt)il' at

D'apr& les inqalirs (9.16), (:f.19) er (8.21) on obrient :

#ur:u(r):o vre [o,p]

R6p6tons le m6me procddure sur les .intervalles {ip,(i + l}pl, i : 1...n.
On arrive &u,:0, ce qui achOve la preuve du theor€me(3.2.1)

Remarque Dans le cas ori les ccnditions int6grale non homogdne de probleme
(2.1) - (2.3) devient :

tro tre 7t

atr- a&:s(r,t)* Jo"(r-s) k(s,0{e,s))ds (r,s) e (0,1) x (0,?")

Ars* les ayndi,ti,ow ,i,ni,ti,ales :

d {r,0) : {to {r) r e i0, 1)

#rr,,o):dr(r) ee(0,1)
EY les cond;i,tians integrales :

fi efu,fldu: : fi{6)

f] n#g,tldff: M(t) 
e {o'T)

En uti,ti,sar* l,a tmnsfarvnati,on :

0{r,t):u(n,t)+r{r,t)

r{c,t) :6(2rur{t)Pr(r))r _ 2(3?ftt) _ zg(t}}
g(n,t): f(r,t)+fit
oo: Uo(r) * z'(r,0)
0{r):U{")+#(g)

Orl:
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