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Introduction

Le but de ce travail est d’appliquer la méthode de Rothe dans 1’étude d’une
équation intégro-différentielles a laquelle sont jointent des conditions non locales
intégrales du premier type.

On va étudier Pexistence, 'unicité, la dépendance continue de la solution par
rapport aux données, 'erreur d’estimation du procédure d’approximation.

La méthode de Rothe s’est avéré un outil théorique et numérique efficace dans
I’étude des problémes d’évolutions.

De tels problémes ont été étudiés par plusieurs auteurs pour différents types
d’équations : paraboliques, hyperboliques, pseudo paraboliques, ....

Cette méthode, appelée aussi " method of lines" trouve son origine dans les travaux
du mathématicien Allemand E. Rothe en 1930 [11], elle a été également utilisée et
développée dans la résolution des équations hyperboliques d’ordre supérieur par le
mathématicien K. Rektorys [9 — 10], et J. Kacur [7].

On peut également citer le travail de A. Bouziani [4].
Plusieurs autres résultat ont été réalisés en changeant 'ordre des dérivées ou en

changeant I’équation et les conditions par exemple 'équation de télégraphe [5] ainsi

que les problémes integro-differentieles [1,2, 3].



Chapitre 1

Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1 Espace de Hilbert

Définition (produit scalaire)

On appelle produit scalaire dans un espace vectoriel E, une forme bilinéaire
symeétrique définie positive sur E, on a le produit scalaire de deux éléments z,y de
E sous la forme (z,y).

Définition (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un vectoriel muni d’un produit scalaire (z,y) qui est
complet lorsqu’il est normé par la norme associée A ce produit scalaire.
Définition (L’espace L*(0))

L’espace L*(€2) des fonctions de carré sommable sur Q, ou  est un domaine

ouvert de R%*ou R3, ¢’ est & dire telles que I'intégrale : / If (z)]* < oo, muni du
)

produit scalaire :

(ro = / f(2)g(z)d.

1.2 Espace de Sobolev

Les espaces de sobolev ont été introduits au début du siécle et permis de résoudre

bon nombre de probléme concernant les équations aux dérivées partielles restés sans



réponse jusque la.
Nous nous limiterons aux espaces les plus utiles en gardant bien & Desprit que la
théorie sous jacente est beaucoup plus vaste.

Dauns ce qui suit, sauf mention explicite du contraire, on suppose 'ouvert {2 borné

1.2.1 L’espace H'(0)

Définition : On note H'(Q) 'espace fonctionnel linéaire défini par :

ou
ox i

HY(Q) = {u e 1%, — & I? (Q),Vi}
que 'on munit du produit scalaire noté (u, 1”)1,9 :

(w,v), 0= /(uv + Vu.Vv)
Q

et par le fait méme d’une norme induite :

W=

Il = (), ) = | [ (2 +902)

1.2.2 L’espace H} (9)

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous espace de
H' (Q) et qui nous sera trés utile pour les problémes avec condition aux limites de
Dirichlet.

H} () est donne par :

Hy (Q) ={ue H (Q), u=0 sur 90}

1.2.3 L’espace H?*(1)

Définition : On note H? (£2) 'espace

2
gg € L*(Q) et g‘;% €eL*(Q), V1<i< n}

i !

= fve i,



que Pon munit du produit scalajre noté (u, w), , :

3 3 .
, _ s— [ Ou dw u 9w
(u?w)z,Q = / (U’U» +§>:; (_6?1:5;3) +Z (8\,1,‘?5_’1? dv

e)
et de la norme induite 2

lullyq = (/ (UZ+g (%)2+g (%)2) N 3

Q2
1.3 Convergence faible

Soit E un espace de Banach

Définition : (z,) converge faiblement dans E vers r s Pon a:

7 \ ! s . ' Y] ’
lim <a:,:z:n) = <x,:c> = lim = x,acnnaz>=0} Vr e E

N—00 n—o0
avec F’ Pespace dual deE.

Notation : On note Zn — z faiblement dans E par :x, — 7.

1.4 Espace de Boschner

DCILL2 Q) ={f: T — [2 (£2) qui associé & t — f(t) € L*(9) continue} mu-

nit de la norme :
”f”o(z,m(n:)) e ”f”LQ(Q) :
2LX(LHE () = {f : T — o (92) essentiellement bornés} munit de la norme -
f ”L"O(I,H,}(Q)) = St‘é? £ Hi() P-P-
L2 (1,12 () = {f:1— 12(9Q) a carré intégrable} munit de la norme -
I lixcaoqan = [ 1712ny e < oo
Définition : Si E un espace vectoriel normé sur k = R oy C le dual de F est

Pespace £ (E, k) des formes linéaires continue sur k, on le note £’ et on munit F

de la norme subordonnée 3 1a norme de 5.



1.5 Les inégalités utilisées
Soit Q ¢ R™,
1.5.1 Inégalité de Cauchy Schwartz

Vu,v € L2(0) :

/u.’udx = (l/ [ul? da:) 5 ‘(/!vﬁdx) 5

Q

) 1
N N 2 N
/ g uvde| < / E ufd:z: / E vfd;c
i=1 =1 5 i=1

Q Q =

1
2

preuve : pour A € R, définissons Je trinéme du second degré.

PA) = (u+ I, u+ ) = X2(v,v) + 2X(u, v) + (u, u).

comme p () > 0 VA € R, nécessairement le discriminant A = (u,v)* — (u, u) (v, v)
doit étre négatif ou nul, soit |(u,v)| < (u, u)% (v, v)% Si A = 0 alors le polynéme
P(A) = 0 admet une racine double i.e ils existes M tq p(A2) = 0 done u et v

colinéaires.

1.5.2 L’ inégalité

g . 1
lzy| < 5332 + ;)—-y2, Ve >0, Vo, y
LE

1.5.3 Inégalité de Poincaré

Soit © un ouvert de R» borné dans au moins une direction de I’espace.

Il existe une constante ¢’ > 0 telle que, pour toute fonction

v € Hy (Q) ,/]v(ac}fz dzr < C‘/]Vv(:r)fgdx
ol Q



1.6 Opérateur de Voltra

une équation intégrale linéaire de Voltera est un équation de convolution sj
t x
z(t)=f(t) +/ k(t — s)x(s)ds
to

1.7 Le schéma de la méthode (ie Rothe

» On divise I'intervalle du temps en n sous intervalle [¢ [ti-1,t;], j = 1..n, o ty=jh
eth==

» On remplace les dérivées de la variable spatiale u par la correspondante différence
quotient.

» On approxime le probléme & tout point ¢+ = tj, 7 = l..n, par un nouveaux
probléme discrétisé.

» On détermine les fonctions [u" solutions du systéme obtenuej

» On se basant sur des estimations a priori des fonctions " dans des espaces

convenablement choisi on démontre que la limite est la solution du probléme posé.

1.8 Classification mathématique des EDP du se-
cond ordre

Ce sont de la forme :

Pu %u 0%u du ou
i D—+F—+Fy = 5
o2 B Oxdy 5 02 T Oz dy T 9(z,9)
Pu &u u Ou du
|— + B- Ces == F e
o T 8y+ 0y? j(’ Yoz g )

et A, B,C, ..., F sont les coefficients de ’EDP, ils sont fonction de z et y et peuvent

étre des constants. Selon le signe du discriminant

A =B —4AC



Nous obtenons Je classement suivent -

1)Si A <0, PEDP est dite elliptique comme Iéquation de Laplace de 1a forme

Fu %y 0
dr? = gy

2)Si A > 0, PEDP est dite hyperbolique comme Péquation des ondes de 1a forme
Pu L%

ot? Jr2

3)Si A =0, 'EDP est dite parabolique comme I'équation de la chaleur de la forme

ou 9%
5 = ()-a? d > 0.



Chapitre 2

Position du probléme et
estimations a priori

2.1 Espace fonctionnels

Soit I = [0, T]
On note par (,) et [I-Il e produit scalaire et la norme correspondante de L2 (0, 1).
V' est I’espace de Hilbert définit par :

1

1
V=<velL*0,1) g : / v(z)dr = /:rv(m) ={]
0

0
L’espace de Hilbert .2 (0,1) peut étre injecté continument dans un autre espace de
Hilbert B (0,1) qui est le complété de Co (0,1) Pespace des fonctions continues

support compact dans (0, 1) par rapport au produit scalaire :

1
(u,v)p :=/ U, u. ¥, vdr
0
telle que :
Vo~ [ u(e)ae
0
et la norme :

lullz = (u,u)5



1l s’ensuit, que :

lellz < = fJulf?

DD | et

L’espace des fonctions continues de I dans B (0,1), note C (I, B (0,1)) est un Ba-

nach pour la norme -
”1’”0(1,3(&31)) A ”55(@”3

On dénote par V, 01 (I, X) et C11 (1, X) les espaces suivants -

0

1
Ve = {UEB(O}I), tq : / vd;rz()}
C¥ (1, X) = {u:1— X tquest lipchitzienne continue}
1
PRLF B { u€ CO (I, X) tq Eg e co(y, X)}
dt

ot X est un espace norme.

On peut voir 1a fonction
F:(0,1) x I'— f(z,t) eR

Comme une fonction associe 4 ¢t = f(t) défini de T dans un espace fonctionnel,
En posant :

f(t):ze€(0,1) —s flz,t)
2.2 position du probléme

On considere Péquation semi linéaire intégro-différentielle avec condition intégrale
sulvante :

‘?zﬁ — @ = f(z,?) -;_/ta (t—5)k(s,u(z, s5)) ds (z,s) € (0,1) x (0,7) (2.1)
g2 gz~ 1\ 0 o ‘ '

Avec les conditions initiales :

u(z,0) = U (z)
z € (0,1) (2.2)
5 (2,0) = U (z)



Et les conditions intégrales -

/Oilu (z,t)dx = /: ru(z,t)dr =0 2 ¢ (0,1) (2.3)
Pour résoudre Je probléme (21} (2.3), on suppose que :
H)f(8) € L2(0,1) et || £ (1) — fF@ls<tft—w
! constante positive,
22)Us (), Un(z) € H2 (0, 1)
H3)Uy, Uy vérifient -

1 1
/ Uo(z)dz = / xUp(z)dz = 0 (2.4)
0 0
/0 Ui (2)dz = /0 zUi(z)dz = 0 (2.5)

Hy)a est une fonction réelle continue telle que :

la(t) —a () <, [t —¢|

k:IxB(0,1)— 2 (0,1) est continue pour les deux variables vérifiant. -

Ikt w)llg < flu()),
H)
|k (t,w) — k (¢, v)| < L(t) JJu(t) - ()|l ppsur I et Vu(t),v(t) e Vou L ¢ LY(I) positive

Définition 2.2.1 Une Jonction w : 1 — 2

(0,1) est dite solution Jaible du pro-
bléme (2.1) — (2.3)si

i)
ueC®(1,v)
i)

A

&2
?il“ €L®(LV)NC* (I, B(0,1)) et ﬁ € L*(I,B(0,1))

10



i)
: du
u (0) = Uy dans V et & (0) = Uy dans B (0,1)

w) pour tout ¢ € V et p-pt € I, 'identité

L t
/(di‘{_@,,) dt+/(u(t),é)dt:/(f(t)+/ a(t— s)k:(s,u)dfs,gb) dt
I dtZ B I T JO B
(2.6)
est satisfaite.

Théoréme 2.2.1  Supposons que les hypothéses (H, — Hy) sont vérifies, alors
il eziste une solution faible u dy probléme (2.1) — (2.3) au sens de Ia définition

(2.2.1).De plus, si (Hs) est satisfaite, alors u unique.

2.3 Schéma de discrétisation et estimations a priori
On divise I'intervalle en 7 sous intervalle de longueur h = % et notons :
uj=u(t;), tqt;=jh, j=1...n

pour j =1...n, ou résoudre successivement le probléme stationnaire linéaire

Ui — 2 1+ 9 dzu-
o e g 7 _ gt I
_ - - =fi+ h;aﬁkz (2.7)
1
/“j (z)dz =1 (2.8)

f.:z:uj (x}dz =10 (2.9)
0

ou :
fi=1)
aij = a(t; —t;)
ki = k(t;, u;)

11



5200) = 2@) = v, (a) = D) =210

oz h
Donc :
u___l(x) = ‘rf()(il?) = hb’rl (l’)
0,1
e rey
Alors : o
5'11,]' e, SR
et J=0...n
6221, . Juj—éuj_l
;o= Sl

Et définissons la suite de Rothe (un) des fonctions lipchitziennes continues définies
de

I — H*(0,1)nV
par :

u”’(t) =Uj-1 + 5&1(1‘ e tj), te [tj»l? t]j s J=1...m

Et les fonctions auxiliaires suivantes :

0u” (1) = buja +8%u; (E—1;), teltint], j=1...n (2.10)
—(n) — U; te [fvj~1, tj} . ] =1...n )
w() { Us te€[-h,0 (2.11)

e ou; teft-“,t'], J=1l...n
™ () = 7 tg—1s 451 .
ou (t) {U1 tel h,0] (2.12)

Théoréme 2.3.1 le probleme (2.7) — (2.9) admet une solution unique
u; € H*(0,1) pour n > 1, j=1...mn

Démonstration 2.3.1 Supposons que uj—y et uj_y sont toujours connues et qu’elle

soient dans H* (0,1), alors f; € L2 (0,1).
La solution général de (2.7) — (2.9) est donnée par :

u;(x) = k1 () cosh % + ko(z) sinh %, z€(0,1) (2.13)

12



Ou k1, ks sont deux fonctions de z telles que :

%1 (1) cosh 2 24k (g z)sinhZ =0
21 (z) sinh Z + 22 (z)cosh = h {M“’ 2~ fi— hzaﬂ (254}
=0
En remarquant que le déterminant de (2.14) est :
A = cosh? % — sinh? % = ]
Alors :
dk - z
2 (z) = hF;(x)sinh £ "
{ %(r) = hFj(z) cosh £ (2.15)
Ou :
—2u; 1 _2 §
Fi(z) = __Jh 3 —h Zaﬂ (2.16)
Ce qui donne :
r =3
ki(x) = h/F}(g) sinh £d¢ + )\,
. i (2.17)
ka(z)=h / Fj(€) cosh £d€ + X,
! 0

D’aprés I'identité (2.13) on a :

wylx) = /F (€) sinh ( ) d€ + Ay cosh = 5T Ay sinh 7 (2.18)

Choisissons (A1, Az) telles que (2.8), (2.9) soient vérifie, alors :

f 1

1 1. =
)\1/ cosh Zdx + /\2/ sinh Zdz = -—h//Fj-(g) sinh %dﬁd&:
J 0 00

01' 1 1 = (219)
Al/;ccosh Zdx - )\QJ[:E sinh $dz = ‘h//xF} (&) sinh %éd.fdx
L0 0 00

13



Et par suite :

( iz
| Musinh} + dy(cost } ~ 1) =~ [ [, (€)sinh g
0 0

1 z
Ai(sinh 3 — hsinh L+ h) + Az(cosh ;; — hsinh 1) = —//sz:F} (€) sinh Z=2d¢dx
00

\

(2.20)
Puisque le déterminant (2.20) de
A (h) = 2h — 2h hl—{—s' h1
) = Zh . COS. 7 1n F
Donc :
/.\(h)-—?sinhl c h1 2h'h1‘ 2.21
ST gy TSy .21)

ne s’annule pas Vh > 0, alors le systéme (2.20) admet une unique solution (A, Xe) €
R2.

Ce qui implique que le probléme (2.7) — (2.9) a une unique solution :
u; € H*(0,1) (puisque F; e L*(0,1))

Remarque 2.3.1 Dans la suite, C' dénote une constante positive indépendente de

n, j et de h.
Lemme 2.3.1 il existe C > 0 et N € N* tq :
160512 + sl < C, j=1...n, n= N
Démonstration 2.3.2 Soit ¢ €V, il est facile d’avoir :
1
[@-90@d =20, vee(
0

tg ¢ 8
V26 =V, (U,g) = [ e / # () di
0 0

14



Ce qui implique :
1
wo= [a-0sa
0
Alors :

= /@‘5 (€) de - / €0 (€) de (2.22)
0 ]

Multiplions (2.7) par ¥2¢ pour tout j = 1..n et mtégrons sur (0,1), on obtient :

g ! 1
Uj — Q'Uj_l +uUj2\ 5 CIZUJ,
U odr—
/ ( h? ) =z dz?
0 0

1

j-1
2odr = / ( fi(@)+h> aﬁki) U2 pdx
1=0

0
Ona:
ouj — duj_
.§2uj _ J z g1
uU; — 2’“]‘_1 + Uj—2
Donc :
1 2 1 j—1
/ 8%u(x) U2 pdx — / Rl L (2)V2odr = / (fg + hza'jiki) Vigdr  (2.23)
0 0 0 .
Intégrons par parties chaque terme de (2.23)et utilisons (2.22) on obtient :
g 1 p
/ 0%u(z) W2 pdr = / . (U, (6%;)) V2oda
0 0

1

(@, (0%u,)) U206 |22 f U, (6°u;) ¥, pdx

0

I

- (52'“1'7 ?5)13

Ou:
U, (0%u) W2 225 = Wy (6%u;) U2 — Wy (6%u;) U26 = 0

15



Et :

1
d*u; 2, du; =, _ du;
/d:l‘2 (z) Vode = —(-i;(,c) Voo Im:() - /‘E(x)@xéd.r
0
1
= - / di;(g:)\pmgédx
0

= BORI[T 4 [ 0)6(0)ar
= (u),9)

On a aussi :

& F £ - -1
/ ( £t hzaﬁi@/‘I V2 gz — / o, ( i+ hZajiké) W2 bz
0 0

X =0 i=0

=0

gl ! i1
= U, ( fi+ hzaﬁk,,;) o] — / v, (f, + hZaﬁk‘i) U, ddz (2.24)
0 =0

=0

[ m
= ‘ fi+h }_J ajik;, ¢)
\ B

Alors (2.23) devient -

i1
(0%us, ), + (u5, ¢) = ( Fi + h}:aﬁki,qﬁ)  Y6eV, Vi=1..n (225
=0

B
Posons ¢ = du; (il est clair que ¢ = du; € V)dans ( 2.25),

on obtient -

=0

31
(52uj, (S‘Mj)B + (’Ltj, 5u3§i = (fJ -+ hZaﬁki, <5u.j) . Vj =1...n
B

Donc :

& - Jj—-1
0u; — du,;_ Uj — Ui .
(——’ - l,mr,j) +(uj, —LELI) = (f5:0u) g +h > “(ajiks, 6u;)p, Vj=1...
B =0

16



Alors :

j=1

((5’&3' - 5’11,3'_1, éuj)B+(uj, U; — ’U,j_l) = }?,2 Z (G,jiki, 5U‘J)B+h (fj> 5“.‘7')8 s V] =1l...n
=0
En utilisant les identités -
2(uj,uj —uja) = gl + Jluy — wiq|® — fJuj|?
2 (duy, 6uj — dujr) g = ||6u;||% + [|6u; — du;_y % — ll0w;—y 1%,

On obtient, :

1003115 + 1185 = S [ = 18us—a I + sl + sy — wjy |2 — e ||*

= 2h? Ji: (ajiki, 6uj) g + 2h (Jrslus)y Vi=1l...n
Donc :
1603115 — Nows-allZ + s> ~ g < 20K* Y Il 10wl + 20 1 51l 5 10511 5
- (2.26)

On prend ¢ = 1 dans I’s inégalité :

2|[Killg louslls < 2l 16wl 5

< sl + (162,

Et -

2h (5l 10uslly < 2R\ Flle py 10wl
< Ch+Ch by,

Substituons dans (2.26) on aura :

100113 — 0wl + llwsl1* = lfwj-a? < CR 0wy )2 + Chzi lluil* + Ch (2.27)
=0
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Choisissons le naturel N tel que C% =< 1, alors pour n > N, I'inégalité (2.26)
implique :

(1=Ch) [I10ullg + ] < (1+CR2) [J6uj-al3 + fujs "] (2.28)

< -
+CR? Y Jluy
=0
+Ch

En appliquant cette inégalité récursivement, on obtient :

(1= ORY [l + ll5I] < (1-+5CR2Y [15TVoIES + Uol?] + jCh

Eton a:
1 iCh21™
Alors :
) iCh
8165 + sl < C (1600l + 106l] + 1270
Donc :

gl + husl* < ©
Lemme 2.3.2 il existe C >0 et N € N* ¢ q:
[8%5][5 + l6ws? < C, j=1...n,n>N
Démonstration 2.3.3 La différence (2.25); — (2.25);_1 donne :

(52‘11;?1 ¢)B - (52‘1’1’]’-‘1> ¢)B + (u.‘i? é) - (uj—-la ¢)

j—1 J—=2
= (f]- + hzajiki,qs) = (fj~1+hZaj_nki,¢) , V6EV, Vi=1...n
B B

=0 =0
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Done :

(52Uj, c,D)B =834 =

Posons ¢ = d°u; dans (2.29), on obtient :

(0%u;, 52’“7)3 + (4 — ujo1,0%) =

Donc :

(S’le — (S'U.j_l

h

)

21 +2 (35 = w5

Alors :

2 “62’(.1,3' ”B + 2 (6?1‘_?:; «iSUj - uj._l)

19

(52“3‘—1’ ¢)B

+h ok, Plg
-2

+h Z ((aji == aj—li) kia @)B
=0

+ i — f3-1.9)5

(52'"7'—1 ’ 62uj)B

+h (ajj-1kj-1, 52“3’)3
32

+hz ((ajz- — i ) g, 52“3‘)3
i=0

+2 (£ — fi-1,0%u;)

2 (0, 8%,

L 2h (@jj_lkj—l > 52“&")3
j—2

“f“2h Z ((aﬁ e aj»u) kz (52uj)8
=0

+2 (5~ fi-1,6"u5)

2 ((52’11',3'_1, 62’Uj)8

+2h (ajj—lkj-—la 52“1’)3
j—2

+2h }_4 ((aﬁ = Ofvj—li) ki’ 62“‘_7')3
i=0

+2 (f; - fj—l; Jzuj)B



Ce qui donne :

P L e L T
+ (1%,
+2Ch k1| ||6%u; I
20155 = fi-all ||0%uy|
Sachant que :
kil < llwsl) < ©

Et on utilisons I’s inégalité pour ¢ = 1, on obtient :

2CR MK Allp [, < Chlks I + Ch 6%
< Ch+Ch 6%

2
B

D’autre part, on a -

2007y kil |0l < cn2 Z (k] + %113
i=0 =0

< (G-DCR+(j-1)Ch? [l6%u;|2,

T‘Z ,»!-.2

< Ch+Ch||é%,|,

Pour le dernier terme du membre droite de.(2.30), on a :

25 = fiall [ uslly < 2C Nt — £, |62,

Alors :
20115 = fi-1ll 6% | < 20 |[5%,]]

20
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On applique I’ inégalité pour ¢ = 1, donc.

201f5 = il ||6%u;])

IA

20h [,

A

Ch+Ch [,

Substituons dans (2.30), on aura :

151l = Pusa|* + Wous) ~ 6wl < Ch+ O 62|

+Ch + Ch ||6%u;][%
+Ch + Ch||%]?,

£ 3 6
=0

Donc :

5%l = 1l + ol — ool < OB

e

+COR? )~ [|uy?
=0

+Ch

Soit N € N* t.q:

T
Cﬁ <1, pour n = N

L’inégalité précédente implique
(1= On) [+ Wl < (14 CR2) ([P + sl
+Ch? f (|6
+Ch -

En appliquant cette inégalité récursivement,

on obtient :

(1—Chy [Hé?ujuzjuuauj;|2} < (1+jCR) [1}62U01123+xlaz/13112}
+7Ch
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Et on a:

iCh21"
{%é%} = exp(n(In(1+Ch)—In (1—-Ch))) quand, n —s oo

— 62116‘%

= C
Alors :

1%, 15, + 6wy < ¢ [l12us 2, + l6Uol?]
- JCh
1-Ch

Donc :

18%u5]2, + fl6us? <

Corollaire 2.3.1 Pour tout t,s € letn > N,leslemmes (2.3.1) et (2.3.2) implique :
1.

O O+ 1o O +15 0 + [ Gae )] s¢ @a

Car : on a d’aprés le lemme (2.3.1) :

Iousl|5 + llus|* < €

Donc : ,

0wl < C

et

llusl* < €

Ona:
lusll = Jla~ (t)] < ¢
Eton a:
u™ (t) = ujy + 6wy (t — t;)

Alors :

" O = Jluj—g + 6u; (£ —¢,))|

< Nwgeall + [t = 25] 16wy |
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Et d’aprés le lemme (2.3.2) :

6% 2, + 16w ? < ©

Ona: )
6] < C
et
llous]* < €
Donc :
lu® @O < -l + ¢ — &5 [|0u;]
< C+hC:C‘+-§C
< C
On a aussi :
lou™ (t)]] = ”(Suj_l + 52uj (t— tj)n
< 1dujall + || 8wy ]| 1t — ]
< C+Ch
% G
Et :

llow" @l = llowl]

IN
€3

De plus, on a :

|50

= H‘SQU‘J‘”B
B

IN

C

Done :

()1 + a® (O + 163" ()] + 3™ (8)] + ”%ou ®

23
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[ @) = 2 @ + [lu® (1) - 62 (1), <

On a:

Donc :

Eton a:

[[6u®™ (8) — 6a™ )|, = ||owj—1 + 0%u; (t — t;) — buy |,

Donc :

Alors :

[ @) = a® @] + |6u® @) - 3 @), <

Q

n

[u™ &) = 2™ @) = lfujos — uj+ 0w (t — 1;)]

= flu; — w1 + 0u; (8 — t)||

= l6u; (h+ (t; — )|l

= |1dusll |h+ (t; — 1)

IA

2 ||0u;]| b

IA

2Ch
C

n

IN

[ 6 - a® o)) < <

Ii

i

IA

2|6l 5 2

2Ch
C

i

IA

iA

[|6ut™ () — 6™ (1)]| , <

24

C

n

160 — Suja + 8Pus (15 = 1) 5
19%; (R + (25~ £)]| 5

6% 5 1h+t; — ¢

lQ

(2.33)



Chapitre 3

Existence et unicité de la solution
faible

3.1 Reésultat de convergence
On note par :
f“(t)={fj_ tefti-t], 1<j<n
fo=1(0)
Ou:
fi=r@),j=1...n

Et :

j—1
k:n (t) = { h;ajikt

ha’mkg? i=a

Alors (2.25) devient :

<¢%5u("> (t) ,¢) + @™ (t),9) = (f"+k"(t),4)p, VYoV (3.1
¢ B

Ce qui donne :

/ (iﬁu(”) (t),¢) dt + / (@™ (t),¢)dt = / (fP+ k" (t),0)gdt, VoeV
dt s J
I 4

I

(3:2)
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Théoréme 3.1.1 Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hy) sont vérifiées, alors il
existe une fonction u € C% (I, V) avec les propriétés :
%; € L= (I,V)nC®* (I,B)
e [*(1,V)

Et sous suite :
{u™}, C {u‘”}}n
{a™}, c {a™}

Telles que :

u™ —~wu, dans L*(I,V) (3.3)
a™ —u, dans L*(I,V) (3.4)
dul™) %’ dans L* (1, V) (3.5)
~_ . (l P
™) -ﬁ-, dans L*(1,V) (3.6)
d d?u
= S (e) sl s 79 2 T
dt&u e dansL”® (I,V) (3.7)

Démonstration 3.1.1 l'estimation (2.32) implique {u(} | {ﬁ(”)}n sont unifor-
mément bornée dans L? (I,V).

Et par suite, il existe deux sous suite {u™}, , {@"}, convergentes faiblement vers
certaines u et U respectivement.

D’aprés l'estimation (2.33), il s’ensuit que u = .

(232) =2 {5u(”)}n} {outm }n sont uniformément bornées dans L? (I, V).

Donc on peut extraire deux sous suites {du™}, , {d@™}, convergentes faiblement
vers certaines w et W respectivement .

A Taide de I'inégalité (2.33) on aura :

w=1w

Montrons que :
w— du
dt
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Soit Iégaliteé :

t
du %)
ul™) (&) =Ty = f v = (Szds, Vtel

0
Alors :
u(t) = Uy + /w (s)ds, Vtel (3.8)
0
Ce qui donne :
ue C(I,B)

Et :

/

W= E—Qf? dans L*(1,V)
dt

(2.32) toujours implique { %éu(")}n est uniformément bornées dans L? (I, B).
Alors il admet une sous suite {%&iﬁ"k)} . convergente faiblement vers S respective-
ment.

Telle que :

pour cela soit 1’égalité :

Alors :

Et par suite :

du
eC(I,B
dt ( )
et
d?u

o= 5 PP dans I

D’apres le corolaire (2.3.1), il s’ensuit que :u: I — Vet w= 4# : I — B
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3.2 Résultat de ’existence et d’unicité

Théoréme 3.2.1 Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hy) sont satisfaites, alors
la limite u est la solution du probléme (2.1) — (2.3) au sens de la définition (2.2.1).

Si de plus (Hjs) est vérifie alors u est unique.
Démonstration 3.2.1 Notons que d’aprés ce qui précede, on a :
ue C¥(IV)

%: e L>(1,V)nC* (I, B)
= Py

dt2

Et u satisfait aux conditions intégrales puisque u (t) € V
On vertu de (3.8), (3.9) :

du .
’U(D) = L’Y{; et zl—t‘(()) = U1
Veérifie, d’aprés I’hpothéses H;, on a :

If ™) —Ff®lls < — dans I (3.12)

3|Q

Ce qui implique :

fr—f dans L* (I, B(0,1)) (3.13)

Passons 4 la limite 7 = 1y — 0o dans (3.2) en tenant compte les propriétés (3.4),

(3.7), (3.11) et (3.13) on aura :

/1 (:%;(t),cﬁ) dt + [ ), ¢)dt = / (F(t), 0) st + / (ku(t), d)pdt Vo €V

Passons maintenant 4 la preuve de Punicité sous 'hypotheses (Hs).

On suppose que :
du . .
—(0) =u(0)=0
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Si u; et uy sont deux solution faible du probléme (2.1) — (2.3) alors la différence:

U = Uy — Uy vérifie :

‘ /; (E%(t);¢)3dt+J[ (u(t), ¢)dt = [ ( ]{; ta(t —5) ([k (s,w1) — k (s,us)] ds, ¢)) dt Vo eV

B
(3.14)
Soit :
-
w = max la(t)] / L(t)dt (3.15)
0
On subdivise I'intervalle I en sous intervalles de longueur égale a p telle que :
1 .
wp < 5 (3.16)
Dans I'identité (2.6), on prend :
: & te [0, p]
— dt ° £ :
o={ & S (317)

Et on utilise :

du d
2(%) = 2l

Donc on aura :

P d |ldul® ? g 3 P/t du)
R | — =9 — . — — 1t
J{ prl | Bdt+/0 o lu(®)||” dt /0 (/ﬂ a(t —s) [k (s,u1) — k (s,uz)] ds, = Bc

(3.18)
P d |ldu 2 Pd 12 - i 2 r fl_u
Jé el Bdt—}—/(; a”u(t)” dt < 2/(; ‘/0 a(t —s) [k (s,u1) — k (s,uz)] ds 7 Bdt
B . o du ,
< 2111;3}{}(5(15)[.1)/0 L(t)dt |Ju(t)| “—C-E i (3.19)

I A

17\

@) + ((max |2
s %3?5} L tlé[o,] dt

2
J]
Soient t; et ¢, € [0, p] tels que :

du

du _
s (t)

@

= max
B [0.9]

(3.20)

B

31



llu(tz)|| = max [} (3.21)

Alors, avec la considération du0) = u(0) = 0, il s’ensuit que :

t w2 to ) 5 2
L aE e+ [ Smora - | e (322
P 2 D
: [}% % Bdt+/0 %uu@)u?dt

D’apres les inégalités (3.16), (3.19) et (3.21) on obtient :

d
Ii? ) =u(t)=0 vtelo,p

Répétons le méme procédure sur les intervalles [ip, i+ 1)p],i=1...n.
On arrive & u = 0, ce qui achéve la preuve du théoréme(3.2.1)

Remarque Dans le cas ou les conditions intégrale non homogene de probléme
(2.1) — (2.3) devient :

2 t
—a-f - Qz—g = g (z,t) +/ a(t—s)k(s,0(z,s))ds (x, s) € (0,1) x (0,7)
ot? ox? 0

Avec les conditions initiales -
0(z,0) =6 (z) ze(0, 1)

0o

E (2,00=6:(t) ze€(0,1)
Et les conditions intégrales :

Jo 0(z,t)dz = E(t)

te(0,7)
Jo #0(z, )dz = M(1)

En utilisant la transformation -
0(z,t) = u(z,t) + r(z, )
r(z,t) = 6(2M () — E(t))z — 2(3M(t) — 2E(2))
g(z,t) = f(z,t) + %t-}

90 = Ug(ilf) -+ 7‘(33,0)
01(x) = Ui(z) + &(0)
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