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Introduction

Les équations de réaction-diffusion <inscrivent dans le eadre de ces équations d’évolution

non homogenes.Elles sont de la forme :

u+ Au = f,t € [0,+00] )
u(0) = wup.
avec en particulier
~4A 0 D 0 \
0 —daly
0
A=

une matrice de diffusion diagonale,( A peut étre triangulaire,pleine ou & coefficients variables),dy, dg......d
appelés coefficients de diffusion (positifs),& = Zﬁ:’f %z? le laplacien dans R™, f = (f1, f2, -y Jm)-

En d’autres termes on aura & considérer des équations de la forme suivante :

Vi = 1,..m, O —diAu;= fi(ug, g, or Um) (D)
ui(0,2) = wup(z), z€Q, (t,z) €10, T[x Q
Bu; = 0,(tz)¢€l0,T]x o

O Q est un ouvert borné de R, u; = ui(t,z),i = L..m, d; > 0 et B des conditions aux
bords de : ( En particulier de type Neumann,de Dirichlet ou de conditions mélées).

Dans ce travail, nous montrons la possibilité d’existence globale des solutions du systéme

de réaction suivant :



Qité_aAu_—:H—f(u,v)—Au sur R x Q

& —cAu — dAv = f(u,v) — v sur RT x Q (@
%*5 ::%::0 sur RT x 90

u(0, &) = uo, v(0,z) =vo sur L

Satisfaisant & deux propriétés qu’ont trouve classiquement dans beaucoup d’applications :

(P) La positivité des solutions est préservée au cours du temps
(M) La masse totale des composants est confrolée au cours du temps.

La condition (P) est vérifiée si et seulement si f est quasi-positive ce qui signifie que pour

tout 7 =1, ....m

[ul > 0,ug, > 0.y 2 0, uir1 > 0,.ccim 2 0] — fi(u,ug,.Ui_y,0, Um) 2 0.

La condition (M) est par exemple satisfaibe dés que

t=m
A’

<0

]

.

i=1

Le fait que la masse totale des composants n’explose pas en temps fini inclte & penser que

les solutions existent en un certain sens globalement en temps.Nous signalons que ce mémoire

représente une continuation du mémoire [8] .
Cle travail est organisé de la fagon suivante
Dans le premier chapitre,aprés avoir donné la forme générale des systemes de réaction-

diffusion ainsi que les exemples faisant ressortir leur role essentiel dans les sciences, nous avons

modélisé ces derniers en utilisant la loi de comportement de Fick.
Dans le deuxiéme chapitre on commence par citer quelques résultats concernant les semi-

groupes, puis dans la deuxiéme section,nous présentons des outils trés importants dans I’ étude

de Pexistence locale de la solution du gystémes(G) en domnant bien str 1o, forme explicite de la

solution. Enfin, I'essentiel de ce travail est présenté dans le troisieme chapitre dans lequel il a

été procédé a ’étude de Iexistence globale de la solution du systéme (G),cette étude est hasée



sur un résultat de D. Henry [6] ( effet régularisant ) oit pour prouver l'existence globale de la

solution du systéme (D), il suffit de trouver une estimation uyniforme de || fi(w, ) |Ip (=1,2)

sur {0, Tmax| dans espace LF(€1) pour p > 5.



Chapitre 1

Modélisation de systémes de

réaction-diffusion

1.1 Introduction

La plus grande partie de ce mémoire est consacrée & Pétude de Uexistence globale en temps
des solutions d’une classe de systémes appelés Systémes de Réaction-Diffusion,ce sont des
systémes d’équations aux dérivées partielles du type parabolique,ces systémes intervienent dans
des applications nombreuses, par exemple : en chimie, en biochemie, en métallurgie, en dynamique
des populations, en génétique des populations, en biophysique...ect. En premiére partie, vu les
applications nombreuses et variantes de ces systémes, on donnera les démarches suivies pour
modéliser certains problémes gouvernés par le systéme (D) comme la publicité sur un produit,
I’épidémiologie et le phénoméne prédateur-proie.

Les individus different d’un probléme a un autre : en chimie, par exemple, ils représentent
des substances chimiques. En biochimie, ils peuvent représenter des molécules. En métallurgie,
des atomes. En dynamique des populations, ce sont des humains. En génétique des populations,
ils représentent des caractéres. En biophysique, des charges électriques ou bien des différences
de potentiel. En environnement, ils peuvent représenter les animaux ou les plantes d'une forét,
d’une mer ou bien d’un fleuve.

Pour la plus grande partie de ces problémes, on montre qu’on aboutit a des systémes de type
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(D). Les conditions aux bords seront choisies selon origine et la nature du probleme étudié : 871l
n'y a pas d’immigration des individus & travers la frontiere du domaine sur lequel le probléme
est posé, on choisit les conditions aux bords homogeénes de Nemann. S’il n’y a pas d’individus
sur la frontiere, on prend les conditions aux bords homogénes de Dirichlet.

L’inconnue (la solution qu’on cherche) est un vecteur dont les composantes sont généralement
des fonctions positives : en chimie, par exemple, c’est un vecteur de concentrations chimiques.
En biochimie ou en métallurgie, c’est un vecteur de concentrations en nombres de molécules
ou d’atomes respectivement. En dynamique des populations et en environnement, c’est un vec-
teur de densité de populations humaines, animales ou végétales. Les conditions initiales sont

généralement positives; puisqu’il s'agit de concentrations, densités, charges électriques,...ect.

1.2 Modélisation et exemples

1.2.1 Modélisation

Nous allons donner la démarche suivie pour établir (D) ; d’ailleurs qui est le méme pour tous

les phénomeénes cités a I’introduction, puis nous donnerons des exemples.
On considére une région bornée de R”, (n = 2 ou 3) (qui peut étre une surface géographique, une
cellule vivante ou des molécules) dans laquelle des réactions se réalisent (ces réactions peuvent
étre une épidémie, une rumeur ou bien une réaction moléculaire ; d’ailleurs la cellule vivante est
le si¢ge de plusieurs réactions chimiques, ainsi que les surfaces géographiques forment les lleux
de milliers de virus et rumeurs circulant entre les individus des populations...).

Si on note par u;(z,t) la concentration de la i¥me espéce prenant part dans ces réactions,
filz, t,us(x, 1), ..., un(z, t)) son taux de formation dans la réaction en question au point = et &
Pinstant ¢ > 0 et J; le flux de ces espéces & travers la frontiére de notre région.Considérons un
volume V infiniment petit de la région de frontiére S = 9V. La vitesse de formation de la jome

espéce dans le volume V est égale a la quantité formée par Ia réaction 6tée de son flux & travers




Chapitre 1. Modélisation de systémes de réaction-diffusion

la surface S en termes d’équations :

i
565/ ui(z,t) do = /fi(m,t,ul(m, T}y nem B (5, E)) dx—/Ji s, (1.1)
v s

|4

aprés application directe du théoréme de la divergence au terme désignant le flux, on obtient :
au,- .
B i+ Vi jdz =10 i=1,..,m, (1.2)
14

puisque le volume V est infiniment petit et arbitraire, on en déduit :

%E_?' + VJidx = f; 1=1,..,m, (1.3)
Remarque 1.1 Dans le cas des populations (plan macroscopique) on applique une lot semblable

. Le fluz (ou la diffusion) est donné par la loi de Fick (seconde loi de Fick) :

Jy = Zaif’v“’j’ ((Lm)igém, (1.4)

j=1

ol (aij)1<i<mest une matrice définie positive, appelée matrice de diffusion.
1<

En substituant (1.4) dans (1.3), on obtient :

du
Ta?—AAU—f(u).

1.3 Exemples

Propagation d’une epidémie

Soit  un ouvert borné & frontiére réguliére et soit le systéme
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8 _ g AS =T - D8I — puS
d _ g,AI =28 — 0l t>0,7€0

< ' ' (E)
§(0,2) = So() , 1(0,7) = Io(a) sur O
ds _ oI __
L gﬁ—:tj—n—OSurRﬂanQ,

Ou

e S : nombre d’individus Susceptibles ,

e | : nombre d’individus Infectés ,

» 11 : le taux de recrutement ,

e ) : le risque de contact ,

o 4 le taux de mortalité naturelle,

o T=5+1,

® -g(j?;)f : I'intensité d’infection ,

s =u+tao,

e o : o le taux de mortalite par infection

la derniére équation de (E) montre qu’il n’y a pas de migration a travers la frontiére de £} et
on a les conditions aux bords homogénes de Newman : ol 7 est la normale extérieure & 9{},les

conditions initiales sont positives.

Modéle prédateur-proie Dans la premidme moitié du XXe sidcle, Vétude de la dyna-
mique de plusieurs espéces en interaction a connu un essor considérable.C’est cette époque applée
I'4ge d’or d’écologie théorique que furent développés les premiérs modéles basés sur des compor-
tements de type compétition et des relations prédateur-proie.V.Volterra a étudié la coexistence
de deux espéces sont I'une dévore l'autre.

Considérant deux espéce , la premiére , la proie u(t, z), aurait si elle était seule une croisance
exponentielle ou une croissance malthusienne.

La seconde , le prédateur v(t, z) , se nourrit exclusivement de la premiére et en l'absence de
proie s’épuiserait progressivement et disparaitrait.

La mise en équation de la fonction représentant la prédation est basée sur la méthode des

rencontres et sur '’hypothése des équivalentes élaborées par Volterra.

4
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Chapitre 1. Modélisation de systémes de réaction-diffusion

La premiére considére que pour qu'il y ait prédation est une espdee prode, il faut tout d’abord
qu’il y ait rencontre entre ces deux espéces et que le nombre de rencontres entre ces deux espéces
est proportionnel au nombre des individus qui la compose.

Le cofficient de proportionnalité étant égale & la probabilité de rencontre.

La seconde consiste & supposer qu’il éxiste un rapport constant entre les disparitions et appa-

ritions d’individus que provoquent les recontres, i.e : que la prédation de la proie est équivalente

4 la croissance du prédateur.
De plus, Volterra considére comme immédiat cet accroissement.

Ceci conduit au systéme :
sur (0, +oc) x §2

WAL = au — buv
sur (0,+o00) x

—d.
— dyAv = —cu + duv

2 g

ol a représente le taux de croissance de la proie en l'absence de prédateur, b le taux de
prédation du prédateur sur la proie, ¢ le taux de mortalité du prédateur en absence de proie et

d le taux croissence du prédateur du fait de sa prédation et d,, d, sont les constantes de diffusion

de propie prédateur respectivement.

10



Chapitre 2

Semi-groupes et problémes semi

linéaires

2.1 Semi-groupes

2.1.1 Introduction

Cette partie est consacrée au rappel de la théorie des semi-groupes utile pour la résolution

du systéme de Réaction-Difussion.

2.1.2 Définitions et propriétés des semi-groupes

Soit X un espace de Banach réel ou complexe muni de la norme : & — l|l2 || x on désigne par
£(X) lespace vectoriel des applications linéaires continues de X de lui méme .

£(X) est un espace de Banach pour la norme T — ||T|| définie par :

|IT|| = sup [Tz|x =sup ITelx (2.1)
ll2llx =1 z20 [|Z|lx

11



Chapitre 2. Semi-groupes et problémes semi linéaires

2.1.3 Définition d’un semi-groupe de classe C°

Une famille {T'(t)},5, d’éléments T'(t) € £(X ) pour ¢ > 0 forme un semi-groupe de classe C°

dans X , si elle vérifie les conditions suivantes :

i) T(s+t)=T(s) x T(s) pour tout s,t >0
i) T(0) = I (identité dans £(X)) (2.2)
L iit) tlinc%] \T(t)z —zllx =0 pour tout z € X

Remarque 2.1 La famille {T(t)},cq qui vérifie (2.2) avec t,s de signe quelconque s’appelle

groupe de classe C°.

Ezemple 2.1 (cas de dimension finie) :

Soit X = R™(ou C), A € L(X) alors T(t) = ** pourt € R est groupe de classe Y,

Ezemple 2.2 (cas de dimension infinie) :

o0
Boit X =D = {:1: = {Bnt e ,Z | s J€ oo} . On sait que [% est un espace de Hilbert pour
n—1

[ee] (&0}
la norme © — ||z|lz = (Z | #n ]2)% associé aw produit scalaire < z,y >= Zmﬂii‘;.
n=1 n=1

On définit T (t)x = {e""g’acn} . € 12 pourt > 0, on remarque que : (2.2),i) et (2.2),ii) sont
ne
faciles a vérifier ,reste a vérifie (2.2),i1). En effet :

N-1 oo
IT()e —afh =3 (1 —e™)? [z, P+ > (1 - |2 |
n=1 n=N
o0 o0
et comme Z(l — e~ | g, [2< Z | z,, [*et que z € I2 donc Ve > 0 on peut choisir N de
n=N n=0
=5}
tel sorte que : Z(l — e~ | 3, P< € mais 1 — e~ est croissante pourn > 1, donc on a :
n>N
N
Sa—em e P< (- e |lzll. — 0
n=1

12



Chapitre 2. Semi-groupes et problémes semi linéaires

ce qui impligue :

t]imo | T(t)z —z |[p— 0

On a aussi un exemple de semi-groupe qui 1'est pas prolongeable a un groupe car

T(—t)z = etz ¢ 12(n € N) pourt #£0z € >

2.1.4 Semi-groupe de contraction de classe c

Définition 2.1 Un semi-groupe {T(t) };5, de classe OO est appelé semi-groupe de contraction de

classe CF silon a :

| T@E) <1 vE>0.
Remarque 2.2 L’ezemple 2.2 est un semi-groupe de contraction.

2.1.5 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Introduction :

On reprend les deux exemples précédents :

a) Cas de dimension finie :

On prend
X = RY{oulh,e*= iéﬁi‘n ;vreXona: {—d-T(t‘)at‘}t_g = A%
’ == nt ' dt -
T(h)z —
ou encore hﬁné4- ( )x_ﬁ = Az

on dit que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe T(t), dans ce cas on note que :
I’ensemble des opérateurs A qui sont générateurs infinitésimaux de semi-groupe T'(t) coincide

avec L£{X).

13
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b) Cas de dimension infinie :

Soit X =2 T{#)z = {e"”%xn} et considérons la suite :

neN
T(hyx—z Je ™ — 1
h T h "
neN
—ngﬂ 5
Yn e N, e—h;l-xn = —n2g,e~"h. 0 < 6, < 1.
Il en résulte que :
. T(h)x—=z 5
f}il_ilﬁ A = {.—n mn}m;ﬁ

donc la suite n’existe pas toujours dans I* ;mais Az = {—n’z,}, y est défini pour tout z € 12

et qui vérifie {—n’z,},.y € [*. On déduit que :
D(A) = {:r el?: {—nzxn}neN converge dans X}

ot D{A) est le domaine de opérateur non borné A.

2.1.6 Le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe C°

Soit X est un espace de Banach réel ou complexe, {T'(t)},5,un semi-groupe de classe C° sur

X, on a vu dans le 2*™ exemple que pour tout z € X, la fonction ¢ — T'(t)x n’est pas dérivable

sauf quand z fait partie d’un certain ensemble que nous avons noté D{A4).

Définition 2.2 On désigne par D(A) l'ensemble des vecteurs (dérivébles) dans X, i.e :l’ensemble
des x € X tels que -a fonction t — T(t}z soit dérivable powr tout t > §; donc D(A) est

caractérisé par :

D{4} = { ze€X: % converge dans X lorsque b — {}} (2.3}
dans la suite on pose : A = T(’Q‘I , o0 A est opérateur qui appartient & £(X), Yh > 0,cet

opérateur est appelé générateur infinitésimal de semi-groupe {T(t)}tgo (généralement A est non

borné).

14



Chapitre 2. Semi-groupes et problémes semi linéaires

2.2 Opérateur dissipatifs et opérateurs m-dissipatifs

2.2.1 Rappels de quelques résultats utiles de I'analyse fonctionnelle

Définition 2.3 Une application f : X — X est dite contractante si :
Jk(constante) € [0, 1 telle que : || f{z) ~ fyl < kllz — gl pour tout (z,y) € X*

Théoréme 2.1 (du point fize de Banach)
r Soit (E,d) un espace métrique complet, f une application, contractante définie de X vers X.

Alors f admet un point fize.

Preuve. cf : [3].

Théoréme 2.2 (de Lax Miligram)

Soit H un espace de Hilbert , a : H x H — R une forme bilinéaire, on suppose qu’il existe
deuz constantes positives ¢ < +oo et a telles que :

i) |a(u,v) [<clufllvll

i) a(u,u) > a || u ||? (coersivité) alors :

Vf e H, 3lu € H tel que a(u,v) =< f,v>, Vv € H

Preuve. cf : [3].

2.2.2 Opérateurs non bornés dans un espace de Banach

Dans toute la suite X est un espace de Banach, sa norme est notée || || .

Définition 2.4 Un opérateur linéaire dans X est un couple (D, A) ot D est un sous-espace

vectoriel de X et A: D — X est une application linéaire.

15
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Définition 2.5 Si (D, A) est un opérateur linéaire dans X , le graphe de A et I'image de A(G(A), R(A))

sont définis par :

G(A) = {{,v) e Xx X, wue D, v=Au}
R(A) = A(D(4))

Remarque 2.8 Dans la suite de chapitre on désignera le couple {D, A) par A. Noter cependant
que lorsqu’on introduit un opérateur linéaire , i est absolument indispensable de définir son

domaine.

Notations et définitions

Définition 2.6 Soit A un opérateur de X de domaine D(A), alors (u,v) € A signifie que u €
D(A) et v € Au.
On dit que A est multivoque si Au contient plus d’un élément, dans le cas contraire on dit

que A est univogue.

Définition 2.7 Un opérateur A dans X est dit dissipatif si on a :

V(g v1), (g, v2) € At g — w3 — {1 — )| > ey — waf

Si A est linéaire , la définition est donnée comme suit :

Yu € D(A), YA >0, flu— Mul| > flul (2.4)

Remarque 2.4 Si —A est dissipatif; on dit que A est accrétif.
Remarque 2.5 Si A est accrétif alors Vequation :
u+ Au=f (2.5)

admet au plus une solution.
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Preuve. Soit uy, us deuz solutions de (2.5) alors : Uy —uz = MAu; — Aug) et on a

|v]] < |lv— AAv|| avec v = wy — ug, donc :
ﬁﬁwl = iigﬂ < Hiﬁl — Ug — }\zAx‘i’il = }\Aiffzﬁ = d'ott 1, = Uy

Définition 2.8 Un opérateur dissipatif A dans X est dit m-dissipatif si :
R(I-XA)=X (2.6)
je:9fe X, ¥a> 0, 3w e D(A) tel que -
u—Au=f (2.7)
Remarque 2.6 5i —A est m-dissipatif dans X, on dit que A est m-acerétif.

2.2.3 Opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert

Dans ce paragraphe on suppose que X = H est un espace de Hilbert, ot on note < , > le

produit scalaire dans H.

Définition 2.9 Un opérateur A est dit monotone dans H si:
(Au,u) >0 (2.8)

Proposition 2.1 A est dissipatif dans H ssi — A est monotonie.

Preuve. Si A est dissipatif , on a :
{w — XNAu,u — ZAu) = |ju — xAull? = full? — 2X{Awu, «) + X Aul?, ¥X > 08, Yu € D{4)

donc

[ — XAul® = [Jul* = 22| Aul® — 2X < Au,u >

17
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on divise par X et on faisant X — 0, i résulte : < Au,u >< 0.

Réciproquement : si < Au,u >< 0,Yu € D(A) on a :

= Al = o — 22 (A, ) + X Aul? > fef?

lw = AAul| > |lul]

ce qui implique que A dissipatif. m

Corollaire 2.1 Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans H tel que G(A) C G(A*)
et A est dissipatif alors :

Am — dissipatif <= A = A*

Preuve. cf : [4]. m
2.2.4 FExemples

Exemple 2.3 Soit Q) un ouvert quelconque de R™ et Y = L*(2) . On définit l’opérateur linéaire
B sur'Y par:

D(B) = {ueH}, AueL*()}
Bu = Au Yu e D(B)

ol

Hy(Q) = {ue H'Q), tel que :ulp=0} avecT = fr(Q)

HY(Q) = {u € I2(9) tg g“ e L?(Q)}

Z;

Montrons que :

B est un opérateur m-dissipatif de domaine dense, de plus B est auto-adjoint
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Preuve. 1) D’aprés la formule de Green on 4 :

/Auv = —fVqudm + /ia—ruivdv
on
Q T

Q

ots m est la normale extérieure a T = 0. Montrons que : < Au,u >< 0.

Ona:
vu € D(B), < Au,u >= //:w udy = —/ | Vu*dr <0
o Q
donc B est dissipatif.
2)
VfeY, e DB):u—Nu=f (2.9)

Multipliant (2.9) par v avec v € H}, on trouve :

/(uv — wAu)dr = /fvdm VA >0
¢ Q

0

Prenons A =1 donc :

{_Z/ (uv + VoVu)dz = / fudz

de la forme
b(u, v) = I(v)
c’est évident de vérifier que b(u,v) est coercive et I(v) est continue, €t on applique le théoreme
de Laz-Millgram, donc : Il qui vérifie u — Au = f d’'ou B = Au est m-dissipatif.
3) D(B) =Y % On a D(Q) c D(B) C I = DB) = LA car D{Q) = LHQ).

4) < Bu,v >=< u, B*v >, mais :

(Bu,v) = — /VvVud:r = /uﬁvdz =< u,Av >
Q

ce qui implique : (u,v) € G(B*) et d'aprés corollaire (2.1) B = B* donc B est auto-adjoint.
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Ezemple 2.4 Soit §) un ouvert borné de R", Z = L>=(Q)

on définit ’opérateur C par :

D(C}y = {uez"{éﬂz, AaéZ}
Cu = Au

Montrons que C est m-dissipatif dans Z.
Preuve. Montrons que : C est dissipatif ¢

Soit A >0, f € Z, posons : M =|| f |leo, €t s0it u € H} une solution de :
u— AMu = f dans D(2) (2.10)
Uéquation (2.10) est en particulier vérifide dans L) ,et lon o :
(u—M)=XNAu—M)=f-M dans L*(9)

posons v = (u — M)" € H}{(§1) avec Vv = ¥y Vu donc -

/172d:c+A / | Vu [2da:=/(f—M)vda:§0
A {lul>M} Q
d’ot
/v2clx§0::>v=0:::>u§M p.p sur §)
£3
de la méme maniére on montre que : u > —M p.p sur Q donc :
| w]lgee< M =|| [ |lco, @ résulte que C' est dissipatif.
Soit maintenant f € L®(€1) ¢ L), Jtu € HI(Y) avec Au € L*(2) solution de :

wu—Au=f  dans L*()

puisque u € L=(81) dlors, u € D(C) ce qui implique - u— Cu = [ admel une solution unigque,
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d’on est C m-dissipatif. W

Remarque 2.7 Dans les deuxr exemples, on voil que c’est la méme équation qui correspond
a plusieurs opérateurs qui ont des propriétés différentes, car ils sont définis sur des domaines

différents, donc, on voil 'utilité du domaine de définition.

2.2.5 'Théoréme de Hill-Yosida-Phillips

Semi-groupe engendré par un opérateur m-dissipatif
Soit X un espace de Banach, A est opérateur linéaire m-dissipatif de domaine dense.

Proposition 2.2 Soit T'(t) un semi-groupe de contraction et L son générateur infinitésimal alors
L est m-dissipatif de domaine dense.

Preuve. cf :[4]. m

Théoréme 2.8 (Hill-Yosida-Phillips)
Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction ssi A
est m-dissipatif de domaine dense.

Preuve. cf :[4]. m

Théoréme 2.4 (Hill-Yosida)
Soit A un opérateur linéaire m-accrétif dans un espace de Hilbert X, alors pour tout up €

D(A), il existe une fonction u € C*([0, +oo[; X) N C([0, +-o0[; D(A)) unique telle que :

&t Au=0 sur0,+oo]

(2.11)
’LL(O]I = Ug

de plus | u(t) |< uo et | % |=| Au(t) [<| Aug | Vt>0.

(D(A), ] . ||) est un espace de Banach muni de la norme de graphe :

[v ]|+ | Av| et de la norme hilbertienne équivalente (| v [* 4| Av [2)a.
Preuve. ¢f :[4]. m
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Corollaire 2.2 Sous les méme hypothése du théoréme (2.4) , Uequation :

[ 4 Au+Adu=0 sur 0,400

L u(0) = uo (2.12)

ot A € R, admet une solution unique.

Preuve. L’équation (2.12) se raméne a l’équation (2.11) grace a Uartifice classique suivant :

v(t) = eMu(t)

2.3 Existance locale de la solution d’un probléme d’evo-

lution

2.3.1 Equations non homogénes et probléme semi-linéaires

Dans cette partie on désigne par X 'espace de Banach et A Popérateur linéaire m-dissipatif

de domaine dense, on note T'(t) le semi-groupe de contraction engendré par A.

2.3.2 Equations non homogénes

Soit T > 0 pour tout z € X et f : [0,7] — T, une fonction donnée, on veut résoudre le
probléme suivant :
iy u € C(0, T, D(A)nci(ie, 11, X)
ii) u(t) = Au(t)+ f(t) Vte[0,T] (2.13)

on a le résultat suivant :

Lemme 2.1 Soit x € D(A) et f € C([0,T),X), on considére une solution v € C([0,T], D(A))

22



Chapitre 2. Semi-groupes et problémes semi linéaires

du probléme (2.13), alors on 4 :
T
u(t) = T(t)z + / T(t - 5)f(s)ds (2.14)
o

Preuve. Soitt € [0,T] , on pose :
w(s) = T(t — syu(s) pours € 0,7}

Soit h € [0,t —s], on a :

e B e gy (M- EEZD000) 1 06t~ el

- h I h
= (T(t—9)f(s))
puisque

T(t - 8)f(5) € C([0, 1], X) = w € C([0,#], X) = w € C*([0, 1], X).

w(s) =T(t—s)f(s), Vs € [0,1] (2.15)

en intégrant (2.15) sur [0,6] et en faisant tendre & vers t (r < t) on obtient :

- 7

w(r) — w(0) = /T(t —8)f(s)ds

0

donc :

- w(r) = w(0) + /T(t —8)f(s)ds
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lorsque r — t on obtient :

w(r) = T(t— r)u(r) — T(0)u(t) = u(t),

u(t) = u(0)+ [ Tt — s)f(s)ds
J

0

Corollaire 2.3 Pour tout z € X et f € C([0,T],X), le probléme (2.13) posséde au plus une
solution.

Preuve. Supposons que u; et uy sont deuz solutions de (2.13) donc d’aprés (2.14) :

t

u(t) = =z +j[T(t —8)f(s)ds

(4]

wlt) = z+ /T(i — 8)f(s)ds

par substitution, on trowve : ui(t) — ug(t) = 0 => w(t) = ug(t) Vt € [0, 7] et donc :
U = Uy

Remarque 2.8 Pour tout x € X et f € C([0,T],X), la formule donnée par (2.14) définit une
fonction u € C([0,T), X), nous allons chercher des conditions suffisantes pour que la fonction u

donnée par (2.14) soit une solution de (2.13).

Remargue 2.9 Il est clair que si u est une solution de (2.13), on doit avoir u(0) = x € D(A),
cependant cette condition n’est plus suffisante pour que u donnée par (2.14), soit solution de

(2.13).

Contre exemple Supposons que T(t) est un groupe d’isométrie et soit y € X /D(A) alors :

T(t)y ¢ D(A).
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on prend pour tout £ € R : f(t) = T(t)y, et z = 0 € D(A) donc (1.14) donne :
u(t) = tT(t)y ¢ D(A) pour t +# 0.

donc w(t) n’est plus une solution de (2.13).

Proposition 2.3 Soit x € D(A) et f € C([0,T],X), on suppose que l'une au moins des deuz
conditions suivantes est satisfaite :

i) f & L([0,T], D(4))

i) f e WH{([0,T], X)

alors u donnée par (2.14) est solution du probléme (2.13).

Preuve. cf :[4]. m

Lemme 2.2 (Granwall)
Soit T > 0, A € L*0,T] tel que A > 0 p.p et soit c1,cy deuz constantes positives .
¢ € LM0,T], ¢ > 0 p.p tel que X € L0, T] alors, siVt € [0,T]
$

() <e+ CZ/A(isj)(:(s)ds p.p on a :
0

t
{(t) < cpexp czfi(sjds
0

Preuve. cf[4]. m

Remarque 2.10 En particulier, sic; = 0, alors ((t) =0 p.p sur [0,T].
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2.4 Probléme semi-linéaires

2.4.1 Rappels

On dit que F' : X — X est lipschytzienne sur les bornées de X, si pour toute constante

M > 0, AK(M) tel que :
| F(z) = F(y) I< K(M) ||z =y |, Vz,y € B(0, M)

étant donnée wy € X, F' + X — X une fonction lipschytzienne, on cherche 70 et une

fonction u solution du probléme :

J trouver u € C([0, T}, D(A)N € CY{[0, T}, X)
& — Au= F(u(t)) (2.16)
l u(0,.) = up

le probléme (2.16) s’appelle probléme semi-linéaire.

Lemme 2.8 Soit T > 0, ug € X et u,v € C([0,7), X) deux solutions du probléme :

u(t) = T(t)uo + /T(t — §)F(u(s))ds (2.17)
0

alors u = v (l'unicité de la solution,).

Preuve. Posons : M = suptga% {| u®) ||, || v(@®) ||} on a:

t t

(@) | = I o(8) fI< / I F(u(s)) = F(uv(s)) || ds < K(M)/ [l u(s) - v(s) || ds

0

pour t € [0,T], et d’aprés Gronwall (Cr = 0), on déduit que :

o) - o(®) =0
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ce qui implique : U=

Proposition 2.4 Le probléme (2.17) admet une solution unique.
Preuve. On pose Ty = 2RK(2M+ || F(0) |) + 27! = 0, 0t Tmax est le temps d’existence
mazimale et on pose : L = 2M+ || F(0) {l, on définit E comme suit :

----- — {u € C(0, Tu], X) tel que || u < L, ¥t € [0, Tarl}
on associe & E, la distance d induste par la norme de ({6, Tud, X

d(u,v) = max | u(t) — o) |l

Soit &, € C(J0, Tard, X}, Vu € £ -
®,(t) =T (t)uo + /T(t — §)F(u(s))ds pour s € [0, Tn]
0

on a : F(u(s)) = F(0) + [F(u(s)) — F(0)] donc :

| Pl <l PO) 1 +LK (D) < 2HLEO0
il résulte que :
00t Il + [ 1 Flato) | ds < b+ LEATOR < viepTig
par conséquant ®, € E d'ot :
&,:FE— E
de plus : V(u,v) € Ex E, on a :
| ®.(t) — (1) 1< K(L) J[ u(s) — v(s) || ds < K(L)d(u,v)Ty < éd('u,, v)

0
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donc &, est contractante et d’aprés le théoréme du point fire de Banach, &, posséde une

unique solution, et en déduit que : Le probléme (2.17) admet une solution unique. W




Chapitre

3

Existence globale de la solution d’un

systéme de réaction-diffusion via

fonctionnelle de Lyapunov

3.1 Introduction

Soit le probleme :

On € est un ouvert borné de R™ a,c,d

%—aAu:H—f(u,v)——/\u sur RT x
X —cAu—dAv=f (u,v) —Av sur RT x ()
g—q‘;z%———ﬂ sur R x 89

w(0,x) = ug, ©(0,2) =vo sur )

(G)

Asont des constantes positives telles que o > d

et ¢ < 4ad ( la condition de la parabolicité), f (r, s) est une fonction non négative continfiment

differentiable sur RT x R™ vérifie

7(0,s) = 0, f(r,0)>0pourr,s=>0,

a—d Ile
f("'?_87 3)

v

a+c—d

29
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fonctionnelle de Lyapunov

et

€20,7200=0<f(&n) < (&)1 +1). 32)

ol ¢ est une fonction continue de classe C(R™).

Si (A = II = 0) avec données initiales non négatives, le probléme (P) représente un modéle
de diffusion de substances tel que a chaque instant i, il existe une réaction chimique,ce modéle a
été étudié par un chercheur qui s’appelle Rosenzweig.mac-Arthur dans le cas ot flu,v) =ul (v)
telle que : ¢ (v) = v®, la question de Iexistence globale de la solution est posé par un autre
chercheur, cette question a trouvé une réponse par N. Alikakos 1] lorsque 1 < 3 < ”—;“3 ensuite ;
K.Masuda [9] a résolu le probléme dans le cas B > 1. En (1983) A.Haroux et A.Youkana [5] ont

généralisé la méthode de K. Masuda en Jjouant sur la non linéarité de ¢ qui doit vérifier certaines

conditions par exemple :
log (1 +
B g ( ¢ (3))

§—00 K

La technique traitée par A.Haroux, A.Youkana [5] s’appelle technique de la fonctionnelle de

Lyapunov.
Pour ug et 24 bornées, V'existence locale en temps de la solution est classique pour ce systiéme

(A =1I = 0) (on note Ty, le temps d’existence maximale), de plus, les solutions sont positives

si ug, vg >> 0.

11 en résulte par application du principe du maximum, Pestimation & priori :
puisque f(u,v) > 0, il était possible d’établir une estimation a priori uniforme pour v (t),

Pexistence globale en résulterait, mais, et c'est la la difficulté, une telle estimation n’est pas du

tout évidente sauf bien str dans le cas trivial a = d o :

10llog = llu+vlle < lwollg = luo + voll
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. fonctionnelle de Lyapunov

puisque :
0
é—i(u*f-v) —aA(u+v)=0

donne :

ow
8—t——aAw—-O

avec w = u + v, et d’aprés le principe de maximum on trouve -

wlloe = llu + vlly < llwollys = llto + vol

3.2 Notations et préliminaires :

On désigne par -, s p € [L, +o00] et ||.]|_ les normes usuelles dans les espaces LP(€)), L>=(€1),

respectivement, définies par

_ ﬁ“ui = ]—é“' 3 Julz)l? dz,

N ffullyy = supess fu(z)]
e}

On définit aussi les espaces LP(0,T, X), p € [1,4o0let L(0,T, X) comme suit :
PO.T. X) = {u ¢ 0,7} - X mesurable | f: flulli dt < 0@} 5

muni de la norme

T —— / full2 dt,

L®(0,T,X) ={u: [0,7] = X mesurable ,Sup essieio.ry |Jullx < oo},

- muni de la norme

— | UHLw(o,T,X) = sup essieiory |[ull x -

L'étude de l'existence locale et I'unicité de la solution (1, v) du probléme (G) découle de la

théorie de base des équations paraboliques semi-linéaires(voir proposition 2.4)
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En conséquence, il existe un T, € 10, +0o0]

sur]0, Topax| x €.

tel que (G) posséde une unique solution classique

De plus, si Ty < 00 , alors

im t + = +00 .
tlli%ma,(”u( Moo + 11() o)
et donc la solution explose en temps fini.

Par conséquent, 'l existe une constante positive C telle que

oo + ot} < €, pour tout ¢ €10, T,
alors T, = +o00.

Cependant 'étude de la positivité de la solution est basée sur le lemme suivant :

Lemme 3.1 On suppose que la matrice D du systeme (D) est diagonale. Alors, toute région de
la forme

est invariante des que la fonetion F = (fy, fa, ..., fm) satisfait
Jilurug, w0, 0, o um) > 0, pour tout u; 2 0,4,5 =1,...m(i # 7).

3.2.1 Existence locale

L’existence locale en temps de la solution est classique pour le systéme (G).

Il suffit de transformer le systéme (G) en :

[vey=HU®+FEU®).t>0
| v =teex

HU(t)) = (alAu(t), cAu(t)+dAwv(t))
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fonctionnelle de Lyapunov

un systéme de réaction-diffusion via

FU®) = (= f(ut),v () = Mut), f(u(t),v (1) — rv(t)), (H)
Ult) = (ut),v()).

Puisque F' est localement lipschyzienne en I/ € X = ( (ﬁ) x C (ﬁ) » on applique la Propo-

sition 2.4, le systéme (H) admet une solution locale unique.

Dans la section suivante nous exposons les principaux résultats qui assurent la positivité et

Iexisterce globale de la solution du systéme (@).

3.3 Existence globale et positivité de la solution

3.3.1 positivité de la solution

En utlisant le changement de variable suivant

Z=v—

a—d
le systéme (G) s'écrit sous la forme
7 |
% — aAu = F(u,z), sur 10, +00[ x ©
J & _ 4Nz = G(u, 2),sur ]0, +co[ x Q
G - &g sur [0, 4oof x 952

(E)
L w(0,2) =uy, v(0,7)=vy surQ

ay T by

ou
F(u,2) = II— f(u, z) — Au,
Glu,2) = (1+ ;—f—&) Flu,2) = Az — alic =
D’aprés le lemme 3.1 et comme f (0,8) =0et f (“—:43, ) > - ﬁc_ - pour tous r, s > 0,alors la

)
o



région suivante est invariante
¥ = {(ug, z0) € R® such that ug > 0, 20 > 0},

ce qui montre que la solution du probléme (E) reste dans X, c’est adire positive.
Maintenant concernant l'existence globale de la solution du systéme (E), on applique le
théoréme de comparaison voir{i1,theorem 10.1] 4 la premiére équation du systéme (Ej, on

obtient

I

0 < uft,r) < max(fjuol 3‘-) =K. (3.3)

Pour prouver que z est globale en temps, et d’aprés un résultat dans [5],il suffit de trouver

une estimation pour la quantité suivante

n
pour p > 5,1.@.

C He
”(1 + ;—_—-E)f(u, z) — Az — — ,

< (Cte, (3.4)
P

'l(l + 'a—i",;)f(u, 2) — Az — EI%

ot Cte est une constante positive independente de .
D’aprés (3.2), nous allons établir la bornitude de la quantité ||z[|, sur 10, Trnax| dans le but
de 1 *assurer pour ||z||., sur ]0, Timax -
prenons p > 2,et on pose
(d-a)?

Sl v B

pa+1 I ;
M=K+ —-. (3.
£, =K+ D) (3.5

Dans la suite,nous présentons quelques lemmes importants dans Pétablissement de 1" esti-

mation (3.4).

Lemma 1 Soit (u,v) une solution du systéme (E).Alors

-(—i- f udz + | f(u,zjdec+ }\] udz = {0y, (3.6
dt Jo o Q
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Preuve. évidente m

Lemme 8.3 On suppose que p = 2 et soit

60 = [ fout oL =L mnatry(as, - W)= | . 1)

ot (u, z) est une solution du systéme (E) sur 10, Trnax[. Alors sous les conditions (3.1) -(8.2),

il existe deux constantes q>0ets>0 telles que

LGut) <~ - 1)0Cy +. (3.8)
Preuve, on pose: m
h(w) = =L n(a(p) (M, - u) (39)
(u) = pa 11 ne@)(M, - ), 3.
donc
[ .
G(t)=g¢q / udz + N(t), (3.10)
o)
ou
N(t) = / " 2y (3.11)
Q
On dérive N(t) par rapport a ¢ et on applique la formule de Green, on obtient
& N=H+S (3:12)
s ’ '
o}
H = —d / (' ()2 + B ()™ 22 (Vg 2 (3.13)
Q
—pld +a) / B ()" 717y oy
)
—a /p(p — 1)e™™2P~2(v2)24z,
Ja
et
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H =1 / B (u)e™™ 2P dz 4
Ja

(3.14)
/ [p{l YR, d}zp"l flu, 2) — W (w) 22 f {4, z)] e"Mdy
Q a—
- / P (u)ueh® 22 gy
0
—pA /Q MW Py — Eg?—;Hid [) M) 71y
On observe que H est donné par
H=- /th(u)d:c,
Ja
ol
Q = d((M(u)*+ 1 (u))2"(Vu)? + (3.15)
+p(a + )W (1) 2P VuVz + ap(p — 1)2P7%(V2)?,
est la forme quadratique en fonction de Vu et Vo , qui est nonnegative si
{pla + )W/ (u)P71)? - dadp(p — (K (w))? + R (u))72 < g, {(3.16)
on choisit h(u) telle que
hu) = ———w—x. A(u) = o(p) -, 317}
W)= s ) = G, —ap i
L’inégalité (3.16) péut s’écrire de la forme
‘ p [%z( = ~ s ))‘2} "
dadpz*r—2 e Al e )a 4 =] (3.18)
(@lp) (M, —u))?
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Mais
pa — pa(p) + 1 +a(p) =0,

donc P'inégalité (3.16) est vérifiee,@ > 0 par conséquent

H=— { Qe"¥dz < 0, (3.19)

9}

tandis que le terme S péut étre estimer comme suit

S < / (TTH' (u) — /\p)eh(u)zpda: + (3.20)
Q

f {1+ p ¢ d)Zp—If{‘ii, z) — W {w)2 f (u, z}] Mz,
al &=

IA

—(p—1)o / "W Pdx +
Ja

/ -p(l =4 = )Zp_]'f(u, Z) — h’(u)zpf (u, Z)} €h(")dx,
al a—d

puisque

1 1 h _
h’ w) = - S = -, 3.21
) = oL = = a@)(M, - F) T (3.21)
D’autre part , on a
I .,
—H(u) = < : 3.22
W) = 0L =W S e, (3.2)
hu) < =P

Comme z > 0, alors d’aprés (3.22),on observe que
3 3 ?

c

o+ 57 ) = ()27 0,9

< QU+ ) o (),
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Donc, il existe ¢; > 0 telle que

T L z” U, z 3.23
(p(L+ —)= ()M )f (u, 2) (3.23)

p(l—‘rad

z

< |

}_' ()M( pj(a "’)

donc , il existe n, > 0,tel que(0 < ¢ < K, 1 > ng),la fonction

p(l iy d ,
S 2f(§n) <0,
( p ) =) M,,) )
comme (p{1+ ;19_—-(5)7)7” T ) A —i—7P) est une fonction continue et donc elle est bornée pour tout
n € [0,7g] -
Ce qui montre que
(P + =)o = — ) (1,5) S 4
- d a(p) M, e

D’aprés Vinégalité précédente, (3.20) et (3.23),0n obtient I'éstimation suivante

W
A

~(p—1)oN+e¢ [ f(u,2)e"dz (3.24)
0

< —(p—1)aN+ crpr%ﬁ?h% (f u, z) d,
ij{é

on pose

@ =cresm ™3 (3.25)
utilisant (3.6), on trouve
d -
S < ~(p— VAN +alT[0] — / i, ek, (3.26)
' 9]
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il est clair que d’aprés (3.10),0n obtient

. g d
S<~p-DAG, +¢ ((p-DAK +10) 19 — QIE/ ult, z)dz, (3.27)
Q

ce qui montre d’aprés (3.10) et (3.12) que

f
(—Z?Gq < —(p—1)AG, +s, (3.28)

$=q((p—1)AK +1I) 1. (3.29)
Maintenant, on peut &tablir Pexistence globale de 1a solution du systéme (E).

Théoréme 3.1 Sous les conditions (8.1 ) et (3.2),les solutions du systéme (E) sont

globales et uniformement bornées sur [0, +o0[ x .

Preuve. Multiplions I'inégalité (2.98 par e~ puis par une simple intégration du résultat.on
& )

déduit I'existence d’une constante positive C > 0 indépendante de t tell que: m

Gy(t) < C. (3.30)
D’aprés (3.9),0n observe que
______ eh(u) > BE—G}S lﬂ@(P))A‘fp’ (331)
ce qui montre que pour tout P22 ona
/ Pz < e KOG 1) < 00)) (3.32)
. o
ol
Ci(p) = Ceslor mKe@)+F) (3.33)
prenons p > 2 et procédons a 'estimation uniforme de la quantité “ (1+ ==)f(u,2) — hz — S up.
Soit
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A= max p(¢), (3.34)

0<g<K

Iinégalité (3.2), montre que

fu,2) < p(u)(1+ 2),

ce qui implique,

Lﬂwam:séwwmun%ws (3.35)

A7 j{ (L+2)%) = C(p, 10, A),
0
- Finalement

' c . Ic
-

Ilc
a—d

< (L =) If (w2, + Allzll, +
.

pr

IN

Ou C est une constante indépendante de ¢.Ce qui montre que les solutions du systéme (E)

sont globales.

Comme

ey —
a—d

done

zZ ¥ - u>0
U= R ;
d=d
Parconségent les solutions du systéme (G) sont positives et globales.

Remarque 3.1 L ’inégalité (3.35) déroule de la formule suivante -

(F+y) <272 +y),z,y>1,r> 1.
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