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Le.e F,<.lrratirrls r1e

non homogdnes.Elles sont

avec en particulier

-dtA 0

0 -d,zl\
0

une matrice de diffusion

appel6s coefficients de di

En d'autres tetmes on

Oir CI est un ouvert;

bords de : ( En Parbiculier

Dans ce travail, norus

de r6aetion suivant' :

Iniroduction

+lisrisi*s s,!rig:cive*[ c.l8Jis 1+ {'.a4ke {1+ fg*c F4liefio&s s1',4've'rl*tica

Ia forme :

ux*Au == /,t€[0,-foo[

"(0) == ua.

(t')

-d'*4,
( ,4 p"ot €tre trianSSulaire,pleine ou d, coefiicients variabl:s) ,d1 , dz."' '.d'

(positifs),A ,=*A $ Ie taptacien dans lR', -f '- (ft, fz' ""' J'*)'

d consid6rer des 6quations de la forme suivante :

Lr....ffi, \tur - dt Lu,', - ft(ut,u2,""u*)

uno(*), r € Q, (t,r) e ]0,?[ x O

0 ,(t, r) c 10, f[ x Of]'

de 1R2,u; = u;(t,n),i - L""'m,4 > 0 et B des conditions $'ux

type Neuma,:rn,de Dirichlet ou de c'onditions m6l6es)'

Ia possibilit6 d'existence globale des solutions du syst€rme

(D)

ur.(O,

EI



Satisfaisant d deux

(P) La positivit6 des

(M) La mas$e totale'

La condition (P) est

tout i : l,....rrl

lur 2 0, u2,20.,'.

ta *nrliti*ri {M} et*

Le fait que la mass()

les solutions existent en

repr6sente une continurati

Ce travail est orgarris6

Dans le Premier chaP

diffusion ainsi que les

nrod€lisO c.es dernieffi e'n

Dans le deuxidme

groupes, puis dans la

tle l'ecis'tence locale de la

solution. Enfin, l'esserttie

6t6 proc6d6 d, I'6tude de I

0u
ZE

aAu:n - f (u,u) - \u str R+ x o

0u
zE- u - d,La : f (u,tr) - )u sur R'+ x O

6aj
zq

r:(0,

(cl)

ff:O sux K+xd{)

) : uo, u(0, e) : us sur o'

i6t€e qu'ont trouve elaesiqu.ement dans beaucoup d'application* :

tions esb pr6se::v6e au corus du temps

eomposants est contr6l6e au eours du temps'

si et seuleurent si / est quasi-positive ce qui signifie que pour

, 2 0, tt't+t)-0,....u*> o] o ft(ut,u2,"ui-"0''"u-) 2 0'

#etrir?W s*tisfsi*e <l# qu*

des composants n'explofte pa"s en temps fini incite i' penser t4ue

certain sens gl:baiement en temps'Nous signalons que ce m6moire

du m6moire [8,].

la faqon suivante :

avoir donn6 la forme g6u6rale des systdmes de r6action-

faisant ressortir leur rdle essentiel dans les sciences' nous avons

ilisant la loi de coffiportearrnrt de Fitk'

itreoncommenceparciterquelquesrEsrrltatsconcelnantlessemi-

idme section,nous pr6sentonlr des outils tr6s imporbants dans 1' 61;ude

du sys{Emest#) * rlonnart' biss sfu la {<rme explicite ite la

de ce travail esb pr€sent€ dans Ie troisidme chapitre dans lequel iI a

globatre de Ia solutjLon du syst6me (G),cette 6tude est bas6e

i,:,m.

\-,/, ft.<o



sLll. 'n r6sultat dr: D. FIelry t6] ( elTet r,5gtiiruisant ) oi ;2our prouver l'exisl;enLrrc globale de 14,

solution du srysl;dme (D), il suffit de trottver une estirnatinn Uniforme cte ll J';('t't',u) llr' (i: l'21''t

sur' [0.|I],,u*[ci,e:ns l'cspar:':' tP(fi) pour p ] {.



Chapitre 1

Mocl6lisatiort

r6acrtion-di

1-,1 llntroduction

Ir* plrxs grande Partie de r:e

des solutions d'une classe de

systdmes d'6quations aux d6ri

des appli cations norrrbreuses' Par

des popurlations, en g6n6tiqu'e

applications nombreuses et

mod6liser certains Probl6rnes

f€pid€miologie et le Plr€nomrlne

Ls lndividus di$iblent d'un

des subshantrs cfuinritlues' Er:

des atostes. En dYnauLique des

ils repr6sentent des caractdr'es.

de poterrtiel. En environ

d'une ilter ou bien rl'un fleu'i'e.

Pour Ia plus grande Partie ces probldmes, on montts rqu'orr about'it d' des s;rstdmes de type

e syst6mes de

ron

e.st ccn*caerFe & I'6Jude de I'existerr€ glerbale ea tenrpr*

appel6s Syst€mes d'e R*action'-Di'ffus'i'on',ce sont des

partielles du type parabotique,ces systdmes intervienent dan's

: en chimie- en bi<rchemie, en m6tafurrgie', en dynamiqr-le

populations, en biophysique...ect' En premidrc partie, vu les

de ces systdmes, on donnera les d€march<ls suivies pour

par le sysd6rne (D) cornme ia pubiicit6 siur un produi1,

proie.

iil un autre : en chimier par exemple, !^[s reprdsentenLt

imie, ils peuvent, repr6senter des molecuies' llln m6tailurgir:'

ions, ce sont des hunnains. En g€n€tique des population:s'

biophysique, des charges 6lectriques ou bien des difidrences

ils peuvent repr6senter les animaux ou les planl;es d'une for6t''



Chapitre 1. Moddlisation de systdmes de reaction-di:ffusion

{D}- Ls *ur:ditin*s *r;rx trurtls sxr$}t, *haisis seJ*rr l'arigirc el; Ia }s*"*ce rlrr pr*blF"nrc €.tttt1i€ : -e'd

n'y a pas d'immigration des i:rdividus d travers la frontibre ,:lu domaine sur lequerl le probldme

est pos6, on choisit l:s conditjions aux bords homogdnes de lYemann. S'il n'y a pas d'individus

sur Ia frorrti6re, on prend les conditions aux bords h<rmog6rres de Dirichlet'

L'inco:rnue (la solution qu'r:n cherche) est un lectetu dont les composa,ntes sont g6n6ralernent

des fonctirtns positiv<;s : en chimie, par exemple, c'est un ve,cteur de concentrations chimiques.

En biochimie ou en m€rtallurl1ie, coest un vecteut de concerrtrations en nombres de moldcules

ou d'atomLes respectivement, IDn dynamique des populations et en environnement, c'est un vec-

teur de d,ansit6 de populatiorLs humaines, animales ou v6g6tales. Les conditions initiales sont

g6n6ralernerrl, posilives; puistlutil s'agil de ccncentral,ions, densit€s, cfuarges 6iec"trittrues,...ec'i,.

L.2 lYlod6lisation et exemples

7.2.1 Mod6lisatian

Nous a,llons donner la d6marche suivie pour 6tabli, (D) ; cl'ailleurs qui est le m(]me pour tous

les ph6norndnes cit6s d I'introcluction, puis nous donnerons des exemples.

On consid6re une r6gion born€e de R*, (n - 2 ou 3) {qui peut 6tre une surface g6ognaphique. une

cellule virante ou des nrol6cules) dans laquelle cles r6actions se r6alise.nt (ces r6acrbions peuvent

dtre une 6pid6mie, une rumeu:r ou bien une r6action mol6culaire; d'ailleurs la celltrle vivante est

le si6ge dr: plusieurs r6actions chimiques, ainsi que les surfaces g6ographiques forrnent les lieux

de miiliers de virus eb :rumeurs circulant entre les individus des populations...)'

Si on note par ui(r,t) la concentration de la i€-' espdc,e prenant part dans ,ces r6actions,

ftir,t,u1lr,tj,...,u*(fr,t)) son taux de formation dans la r6action en question au point r et A

I'instant I ) 0 et 4 te flux de ces espdces d travers la frontirlre de notre rdgion.Oonsiddrons rur

volume V infiniment pertit de la r6gion de frontidre ,S : AV. La vitesse de formation de la i6*"

esp$ce dans le vohme I,t est 6;gale 6, la qr:a,ntit6 form6e par Ia' r6action 6tfu de sorr flux A, travers



Chapitre 1. Mod6lisation de syst€mes de r6action-dilffusion

b -e*rf*ce $; en terse d'{qtla*i,one :

a f r -, .\ , f -

a J "u{",t)tb: J fntr,,t,u1{*,,t),.'.,u*(r,t))dx- J &aa, (1'1)

vvs

aprds application directe du ttr6ordme de la divergence au terme d6signant le flux, on obtient :

f/ow ' \
J\;-ft*vJt)dx:tt i==l,"-,srl, {1'2}

v

puisque le volume V est infinirnent petit et arbitrairer on en deduit :

* *Y Jid,n : f, ,i: L,...)nL, (1.3)
at

Remarqtre L,L Dans le cas dlcs populatiorw (plan maerosmpi,que) on eppliq?re une loi, semblable

. Le flur ('ou la di,ffusi,on) est donn| par Ia loi de Fi,ck (seeonrl,e loi de Fi,ck) :

r' - \- aaiVui, (ooi)rs,,.*, (1.4)"'- 
?' tsj3m

ori (a.t+)rcr<*est une matrice ct$finie pocitine, appel6e rnatrice de diffusion.' "' t1l7m
En substituant (1.4) dans (1.3), on obtient :

6t

fi-en":f(u).

L.3 llxemples

Propragation d'une epid6mie

Soit f,l un ouverb born€ d frontidre r6gulid're et soit le systdme



Chapitre L. Moddlisation de systdmes de r6action-di,ffusion

ff - arts: rt - s,ffst * 1ts

fi- - arnl: x#,SI - oI ,t ) rC,r € f)

li{t}, r) : ,5o{r) , t{fi, rJ : Iolal sur f}

#:H:osurR+xo0'
Ori

r ,9 : nombre d'individus Susceptibles ,

o 1 : nombre d'individus lrrfect6s ,

r fl : i: taux de rtrcrruiemerrt ,

r .\ : ler risque de contact ,

t p,le taux de mortalit6 na,turelle,

of':D+I.
. "{'t : f intensil;6 <l'infecl;ion ,

.O:p+al
C cv : tv Ie tau.x de mortalite par infection

la dernidre 6quation de (E) montre qu'iln'y a pas de migriation d, travers la fronLbidre de {-l et

on a les crinditione aruc bords hornoglnes de Nerwman : ot). 4 ea| la normale exb6rieure A, #f,lrles

conditions initiales sont positirres.

Mod€le pr€datelrr-proie D*n*e I* pr*eri*r**:*rri*4 d* XXe eiA*Je, I?ill<tr* d* t*, dyr*,-

rnique de plusieurs espdces en i:nteraction a conrul un essor consid6rable.C'est cette 6poque appl6e

l'6,ge d'or,l'6cologie t.h6orique que furent d6velopp6s les prem:idrs moddles bas6s sur des compor-

tements dr: type compEtition e,t des relations pr6dateur-proie.V.\Iolterra 6,6tudi6 La coexistence

de deux espdces sont I'une d6vore I'autre.

Consid6rant der:x espdce , la premidre , la pr,rie u(t,r), aurait si elle 6tait seule une croisance

exponentielie ou une croissancra malthusienne.

La seconde , le prddateur o(t, r) , se nourrit exclusivement de la premiAre et en l'absence de

proie s'dpuiserait progressivement et disparait

La, rnise en 6quation de la fonction re Ia pr6da,tion est bas6e sur Ia m6thode des

(E)

rencontres et sur I'hypothdse dles 6quivalentes par \rolterra.



chapitre 1. Mod6lisatiott dg ry!!9*". iu r6action-dilffusion

I*l premiere ccaeid*xe q$e lx}tlr q*'il y *it pr€d:*im et url€ €ss&x} prt*ie" il farrt t*$i d'*l*rd

qu,il y ait rencontre entre ces cleux espdces et que le nombre de rencontres entre ces deux espdces

est proportionnel au nombre d'es individus qui Ia compose'

Le coflicient de proportion:naIit6 6tant 6gale 6 1a probabilit6 de rencontre'

La sesrnde consiste d, supp,3ss1 qu'il 6xiste un rapport conrrtant entre les disparil;ions et appa-

ritions doi:ndividus que provoqruent les recontres' i.e : que la pr6dation de Ia proie est 6quivalente

6 la ctoissance du Pr6dateur.

De plus, volterra considare comme imm6diat cet accroissr:ment.

Ceci ocnduit au sYstdme :

of a repr6sente le taux de croissance de la proie en I'a,bsence de pr6dateur, b le taux de'

pr6dation du pr6dateur sur la proie, c Ie taux de mortalit6 du pr6dateur en l'absence de proie et

cf Ie tar:x croissence du pr6dat,eur du fait de sa pr6dation et tl,",tio sont les constantes de diffusion'

de propie pr6dateur respectiv:ment'

I # - a.n": Gu - but; sur {o', +oo} x f}

t ff d,oLu : -cu * rlzw sur {oo *oc) x f}

10



Chapitre 2

Semii-groupes et Probldmes semi

lin€aires

2.L l$emi-grouPes

z.L"L Introduction

Cette partie est consacr&r au rappel de la thdorie des sermi-groupes utile pour la r6solution

du systdrne de Rdaction-Difussion'

2.'/-..2 D€finitions et propri6tfu des semi-groupes

soit ,( u$ espa,(s de Bansrch r€el ou complexe rnuni de 10, no}Tns : # + lflrllx,on dcsigne pat

t(X) l,espace vectoriel des applications lineaires continues 'ile 'f, de lui mame '

J(X) est un espace de Banach pour Ia norme T -'---+ ll?ll definie par :

tt:lrfix 
(2.1)

ll?'ll : sup ll""llx - s'rp ,' 

-ltcilx:l o*o ll"llx

11



et probldmes semi lindairesChapitre 2.

2,!.3 lD66nition dtun, semi-groupe de classe Cf

Une famille {f(r)}r>o d'616ments f (il € .f,(Jf) pour t } 0 forme un semi-gtoupe de classe Co

dans X , si elle v6rifie les conclitions suivantes :

( t1 f {.t+ t) : 
"(s) 

x ?'(s) pour tout s, f ) 0
I

{ iz) z'(o) : r (identite dans "f(X)) (2.2)
I

t ,a+ ,lg, tlr(4r - rllv : & pour tout n e x

Remarqrre 2,L La famiile {:f(t)}&R qui adri,fie (2.2) auec t,s d,e signe quelcongae s'appelle

groupe de classe Co.

E*emptre 2,7 (cm d,e ddmeruar,on finde) :

Soit X: R'(oa ry\, A € L(X, ators T(t) .= etA Wrff t €: R est grcrrlre de ctasse Ca.

Eaempla 9.9 (cas de dimension i'nfi,ni,e)

{xl
Soi,t X' : 12 : 1*: {r.}",ew,f | **l< n,l . On sait rtrue I2 est un espace de Hilbert pour

[*-7-t)*
Ia norrne E ---'+ ll*ll, : fI I t' [')* as*oci6 au ptvd'ui't aeatni41* 4 n,U':Z**m'

rz:l n:l

On d,€.ftnitT(t)r: {e-n"'tcn},.* . 12 powf > 0, onrem,arEue Eae: (2.2),i') et (2.2),i,i) sont

laciles d, u*rifier ,reste d udrifii,e (2.2),iii)' En effet :

N-1 oo

llrft)r - rllh: I(t - "-n2t1:z 
| ,.l'+ I, (! - e-n"t\z | *^ l'

n:l n:AI

et mnrmeirt - u-r*t1z 1,. lr<t l *-llet Ete r e 12 d,onc,Ve ) Q on peut choi,sir N tk:

n:lV nFB

telsorterl*t| (t-u-r'4y1*nl"<emai,eL-e'*'tuesteroi,stuntepowrLZL,doneon&:
n)lV

A/

Itu - "-nzt!z I 
** l":i (r - e-nutyz 11" ltp ,-"- 

0
n:t

L2



chapitre 2. semi-groupes et problemes semi lin6aires

* qai implique:

,tg. ll rft)r - r lll'----- o

On a o,assi un enemple d,e rcmi-grov,pe qui nr'eat pa, gtrolonge'able d un groupe c&r

T(-t):r : ein'tnn f. t2(n e N[) pour t / A r e Iz'

2.L.4 Semi*groupe de contraction de classe C0

D6finitic,n 2,L Un semi,-groarye {"(t)}rro d,e closse Co est appet€ semi,-groupe de contraction d'e:

classe (f si,f,'on a :

ll r(f) ll< I vt > 0.

Rem,arque g,Z L'enampte 2,2 est u'n semi-gro'upe d'e cnntraction'

2.L.5 G6n6rateur inlinitGsimal d''un semi-groupe

IntrodLuction:

On reprend les deux exemples pr6c6dents :

a) Cas cle dimension flnie :

On prend

ooltnll

X : R*{ rzu {n},u* :L*t" , Vr e X $n a: lf,rf1t1r1r:o: Atr
n-O

c)u encore , os* ry: Ar

on dirb que A est Ie g6n6riateur infinit6simal du semi-groupe ?a(t), darn ce cari on note que :

l,ensemb,Le des operateurs A qui sont g6n6rateurs infinit6si.mallx de semi-groupe ?(t) coincid'e

avec "f{)i1.

13



Chapitre 2. Semi-groupes et probldmes semi lin6aires

b) Cas de dimension inftnie :

Soit X : tz,T(t)r : {e-,'tr,-} *t consid€rons la suite :t -J 
neN

T(h)r-s_1e-"tu-t- |h :t- n *n1,,.*

Vn e Nf, #rr: -n2frrr€-o*'fh; B < 0n <: L.

Il en r(sulte que :

., T(h)s - rJg"tff: {-t'*"}*=x

donc la, suite n'existe pas toujours dans 12 ,mais ,4r : {-nzr,.}rr=* est d6fini pour tout r e 12

et qui v6rifie {-n'*n},u* € /'. On d6duit que :

D(A) : {n e P : {-n2n,,ln€N converge aans X}

of D{,,t} eet le dorn"aine de fop6rateur non b'orn6 4.

2.L.6 Le g6n6reteur inflnit€simat rl'un nemi-groupe de elasse C0

Soit X est un espace de Banach r6el ou complexe, {T(t)}rroun semi-groupe de r:lasse C0 sur

X, on a vu dans 1" 2ieme exemple que pour tout r € X, la fonction t -----+ T(t)r n'est pas d6rivable

sauf quanci[ r fait partie d'un certain ensemble que nous avonr] not6 D(d].

D6ffnitiorr 2,2 On d,6si,gne pu,r D(A) l'ensemble des uecteurs (deriuebles) d,ans X , i.e :l'ensemble

des r € )( {,els qte :la far*c4$,en t + T{t}r ssit dffir*Ie porr toat * 2 8; danc *{A\ est

caract€risE par :

DtAt: 
{" € -rK : T9# #+n*tse &ws A' br*n*o-'r----* s} {2.3}

d,ans la, suite on pose : A == 
r(t'i-t , od A est op€mteur qui, apparti,ent d S(Xj, Vh > O,cet

op€rateur rct aypel{ g4n1ratear i,nfinitAsi.moJ d,e ,semi,-g'oape {?(t}}rro fu1n€ralement A est non

born€,).

LtL



2,2 Op6rateur dissipatifs et opErateturs m-dissipatifs

Z,Z,! ,R"appels de guelgues r6sulterts utiles de l?analyse fonctionnelle

Definition 2.3 une appli.cation f , x * x e:st d,ite contractante si :

}k{wnstnxfoJ e {S,1{ {eJIe qri€ : llf ls} * f{s}lt < *f{a; *sll pw tuu* {x,s} e Xz

Th€ortmre 2,1 (du poi,nt finet. de Banach)

Soi,t QT,d,) un espaee mdtrique complet, f u',ne appli,cati,onr contractante d€fini'e de X uers X-

Ators f ad,rnet un polnt fl,re.

Preuve. cf : [3].

I

Th6or6nre 2,2 (de Lar Mi'li,gram)

Soi,t ht un espace d,e Hilbert , a : H x H -+ lR une forrrc bi,li'n4ai're, on suppose qu'il eristet

deun corwtantes posi,tiues c < *oa et a teltes qu'e :

i) | a(u,r) 13 " ll 
u llll , ll

i,i,) a(u,,u) > a ll " ll' (coersi,ai,t6,) alors :

Yf e H., 3lu e H tel que a(u,u):1 f ,u >, Yu € H

Preuve. cf ; tS].

I

2.2.2 Op6rateurs non born6s dans un espace de Banach

Dans totrte la suite X est un espace de Ba,nachr sa, normr3 est not6e ll ll .

Deffnition 2.4 Un op€rateur li,n€ai,re d,ans X" est un couple (D,A) o* D est un sous-esllaae

uectori,el rle X et A: D ---+ X est une appli,tn:,ti,on li'ndaire'

et probldmes semi lin€aires
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D€finition 2,5 Si {D, A} est c,t* oy.rdeur linEattre darx X , le grryhe de A et f imag* de A{A{A}, J?(A}}

sctnt d,€,f,ni,s par :

G{'4} : {{",*} € X x X, u € D, rs : Au}

R(A) : A(D(A))

Alemryarc 2.5 #a*s la *ti,te tfie chapidw on d,tlsigtt*w le *ttpk {D, A} pr A. Nxtur <zflntu}xxt't

E,e lorsqtt'on i,ntrod,utt un op\rateur li,nilai,re , i,l est absolu,ment i,ndispensable tte d€finir son

domai,ne.

Notatior:rs et ddffnitions

D€finitio,n 2.6 ,9aat A wn opdratetw de X de domai'ne D(A\, alara {w,u) e A aiySnifi'e que u €

f,i(AletueAu.
On d,i;,i que A est multiaoque si, Au cont'ienli ptus d,'un 6lEment, dans le cas contra'ire on di'l'

Ex A e*t u*i**qt**

D^fw,i,tic>n 2.7 tln op€rateur A d,ans X est di't d'issipatif si on a :

V{t*1,'u1}, {u2,t;2} e A: l}"t - <a- {q -.,n:}i{ 2fl*i *:az+l

Si, A est li,n1ai're , Ia d€fi'n"iti,on est donnie conrne su'it :

Vu < D{A\ V} > l}, {{t*: }.At*lf > li"l{

I?,emarque z,lt Si *A est d,i,ssipatif ; on d'i,t qa'e A est accr^ti'f'

frternarqwe 2,6 Si A est acct'Cti,f alors I'eguati"on :

a+l,m,et!, at Plas ane sd,atinn.

u+ AAu: f

{2.+)r

(2.5)

16
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Prvtue- ,S*& u1,at dew saili*iens &' {9'.5) dsr* : trt - W: tr{Aw - Altz} e* ort a:

llrll < llu - ), oll auer u *' ltL u2, d'onc :

l{ar - {ry+l<llot - un- AAar- X1.ra''rl|:* d''outfi:tt'2

I

Dfufvtititwt. 9.6 Un aphratewr dtusipa$f A d.ans x eet dit rn'dissiptif si :

R(I - 1,4) :; (2'6)

u- tAu: f Q.7)

Dens ce patapaphe on $Ippose que x - I{ sst' rm esps'G de Hi}bert, et on nots < ' > }'e

produit srcalaire dans I/.

Definiti'on 2.0 Un opfirateur .A' est dit monotane dans H si :

lAu,u) > 0

?repdtfrinn g.t A est diss*p,tif dans I{ ssi -A est w*ttotaae.

{r' - h,4#.<t-x'&r'l:ll$- x1y{ll":{ltti*'-2X{Au,u}+}3ll'&rll'' V}}$' Vu€r}{'4}

llu - xAullz - ll"ll' : ,l'll,4rll' - 2^ < Au,u >

(2.8)

ilonc

t7



Chapitre 2. Semi-groupes et probl€mes semi lin€aires

ovt dizxise W * et o* {aisal f .\ -+ Q, il, r&sdte : < Aa,u >S *_

Rlcipntqtement: si < Au,'w>< O,Va € D(A) on a:

{{u - rAa{f' : l{o{1, * 2klA18,a} + }s{1Aff1{' } liff{i,

d'ott

llu-),Aull > ll"ll

ce Eti rimplique We A dissiioati,f. s

Crorollairr> 2.L Soit A un optivwteuv' tin€nirv dc domaiyw denae dffw H tet ryrcG(,A) c C(d")

_.,. 
et A est d,iissipatif alors :

Am-di,ssipatif : ; A-A"

Preuoe. c.f : l4!. t

2.2,4 Ilxemples

Exemple 2.3 Soitdl un ouaert quelconqre deRn etY : rt(O) . On d*finit I'op€ru,teur li,n€ai,re

B surY pnr:

otl

D(B) : {u e H!, Aa e I2(A)}

Bu : Lu Vu € D(B)

Jf;{$} : {,u e J{l{Q}, tuI qus : r* }1: 8l a+:u 1: /rfJ}
f/'(CI) : 

{u 
e r,'{cr) * #€ ,r(CI)}

Montrans qre :

B est un opdmteur m-dissipati,f de d,omaine dense, de plus B est auto-adjoint

18
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I're*zse. 1) D'ayres Ia forwuli'e de Qree'ru &$ &:

I m, : - [ vo,vud* * [ *tro,L J Jdtt'
clof

or7 n est Ia norrnale est,ri,,eure d Ir : 0{t. lillontrons qpe : < a,u,u >( 0.

Ona: t I
vu e D{BJ, ( Ao, Ii 2: J 't" 

udt : - j tV"lz dr {{t
OO

donc "B est di,ssi,Patif.

2)

Y f eY, llu e D(B), u -'\A'u : .f

Multipliant (2.9) parv &ueru e fffr, on tro'uue:

(2.e)

Iuu - AuLu.,an: I lua* V.\ > o
./\*- J"
oo

Prenons.\:1 donc :

de Ia forme
b(u,u): l{u)

c,est €uid,ent d,e u€ri,fr,er qteb(u,,a) est coerc:'i,ue etl(u) est cont'i,nue, et on appli'que Ie th€ordm'e

lr) < Bu,'t) ):1 u,,B*u >', mais :

tf
lBu,al : - lYuVud:n: luAadn:{ u, Aa 7
\"*)"t 

{ {

r.e qtr,i implirye: {u,u) € G(A-) et d,'apr*a comllairv (9.1) B: En tlo*e E e*l au['o-ad'ioint'

lr"r* Vuvu)d *: I fo'u,
fj {t

d,e Lar-Arli,Ilgram, d,anc : 1tu qui, u\rifi,e u - Att: f d,'orJ B : Lu est m-ili,ssi,patif'

3)E@ :Y ?. #n a *{tt:t { D{8, c Lzl,{t\ +ffi: Lz{t" *ffi: Lz{t"'

L9
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Ei,*nmple 9.1 Soi*{l a* outert furvz{ dew, & : Lq{Q}

on dEfini,t I'op4rateur C par :

D{C\ : {ue Jf}{}2, AaeZlL

Cu: Au

Msntxn*s $t€. C est m-di*s,47at4l darw Z.

P'wuae, Jlr[ontrons que : C est d'issi'pati'f ?

Soi,t A > 0, "f € Z, posons : M :ll / ll*, et so'i,t u € Hl urLe solut'i,on de :

u - AAu: f dans D({l) (2.10)

t'@ttxtti*n {9.18} xst st qxx'tixnt4a. tei'F* d,ans LI{{l} ,tt l,'txt, a :

("-M) -)(Au - M)=, f -M dans L2(dl)

Wsons o: fu - M\* e t4'{fi} avec,Ytt: iFg.,p,r.r}Ya danc :

[r'ar+ t t I V, I' o, : I U - M)ud,r 3oJJJo {l"l>M! rl

d'oil
I c,
I uzclr S 0 + a :0.1 113 117[ p.p su,r {l

i,
de k* r,e,eme. ma'ni&u on, m,orrt'tz que : u > -.M p'p sur {l donc :

ll * lir*< M :ll / ll*, i,l xis'*lt'e W.e C est d'issipati,f.

soi,t maintenant f € t*{frl f t}{fi}, 
=lu 

e ili{fi} aue.c lvu e L't{lJ soluti,on de :

u - Au: f dans Lz(A',t

Wisqrcn € t*tft) a,ktrs, v € Iltct ce ry;i itnTtti,tpn : u-tla: f a&nel une sotttl;i,tn, nn;i,Eue'
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d"s* *t C' m-dissipdi{. -

Remarque 2.7 Dans les deur eremples, on uoit que c'est Ia milme equation qui, correspond

d, plusi,eurs op1rateurs qui ont des propri,1t1s d',ffircntes, car i,ls sont d6f,ni's sur des doma'i,nes

diiff*Terfis, do'nc, o'rr uoit t''uf,itt1l,€ du dornaine de d€fi'nili'on.

ll

2..2.6 1fh€or*mc de $ti$-Ycsida-Phillips

Semi-groupe engendrd par un op6rateur rn-dissipatif

Soit X un espace de Banach, A est op6rateur lin6aire m-dissipntif de domaine slense.

Propositiion 2,2 SoitT(t) unr sem'i-groupe de cont:ract'ion et tt, son g4ndrateu,r infr,ni,t4si'mal alors

L est m-dti,ssipatif d,e domai,ne dense.

Prztne. t.f :{lJ. t

T'hilortrne 2. I ( Hiil-Yosid,a- JDhi,lti,ps )
(In opeirateur li,nlai,re A esli Ie gEnCrateur int,ini,tils'imal d'un semi,-groupe de contracti'on ssi' A

es,t m-d,issipatr,f d,e d,omai'ne d,ense.

Preuue. t,f :{41, I

Th6or6me 2.j (Eill-Yoeitla)

Soi,t A un op€rateur li,n4a,i;re rn-accfttif da,ns un esp&ce ale Hilbert X, alors pour tout zt4 €

D(A), iJ existe une fonct'ion u e Ct([0,**h X) n C([0, +oc[:;D(,4)) uniEue telle que :

( * * Au: o sur [0, +oo[
{ ar ' --- L-, ' . (2.11)

I u(o) :'o

d,e ptusr | "(t) l< un et | # l:l Au(t) l<l Arn I Vt > 0.

(D(A),ll . ll) esi un espace d,e Banach muni d,e Ia nortne tle graphe :

1r 1+ lfutl er delanarntehilberti,enne-€4rfiud,enfte(i ,1'' +l 1i;rt1z1i.

Preuue. t'f :[4]. I

2t
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I

Clwollaire 2-2 Sow le-e s#mn lzypoth*e &t thetvrEr*e {P-.1} , l'eEuatiox:

)l^ X *Au * iu =.0 sur [0, +m[

l[ ,{(o) : *o
(2.r2)

oil ) €R', ad,met une solutti,on unique.

Preuae, L'F4uati,on (2.12) se ramlne d,l'Equati'on (2.11) grdce d,I'arffice elass'i,que su'iuant :

a(t) : e^tu(t)

2.3 Elxistance locale de la solution dtun probl€me dtevo-

hrtion

2.3.t lDquations non homog€nes et probldme semi-lin6aires

Dans oette parbie on ddsignre par X I'espace de Banach et A I'op6rateut lin6airer rn-dissipatif

de domaine dense, on note T(t) Ie semi-groupe <Ie contractiorL engendr6 par A.

2.9.2 lfouations fisrr hsrnsg&n€s

SoitT>0pourtoutreXet.f,[0,71 --T,uneforrctiondorur€e,onveutr6soudrele
probldme suivant :

{ t "e c({0, r3, D{A\J*cr{[s, ?'], x)

I u1 
"1t7 

: Au(t) + /(r) Vt e [rJ, ?]

[ 'tl; ulo; :,
(2.13)

on a le r6sultat suivant :

Lemme 2,L Soit * € D{A) e;t f €. C([0,4,X), ora eonerddnl wme aalutioruu € C([0,f],D(,4))

2'2
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fu yoblen*e {P".1"9)t dsra o* at:

(2.14)

Preu,ae. iJoit t € [0, f] , on Pnse :

,ul{s} : 
"{f 

- s\a{sl win" s € {s' Tl

saith€[0,r-s],,ona:

tots+h).*ru(s) : T{t_s_ ri} {u(s+rr) -'u(s) - 
("(h)iot"i} 

-----+^T{t- s}{.*4s)- Au{s))h-: 
i,,-",,,ri",) 

h h "Jh-o

WisWe

T(t - s)/(r) € ()([0, tJ, X) + 6t € C([0, tJ, X) ---+ u € Cl([0,4' X)'

,i1"1 : r(t - ")/(s), 
vs e [0, t] (2'15)

en i,ntdgrant {g,15) au,rl},6} et en fai,aant temd,re 3 uera t t, < t} on obti'ant :

donc :

T
I

u(t) : r$)r + I r(t- s)/(s)ds
,l

tt

f
w(r)- u(o): lrft- s)/(s)ds.J

o

f
w(r): tu(o) + lT(t - s)/(s)ds

J
{t
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tg{r) : r$ - ''}u(4 
--- + T{s}u{r)' : r'r{*},

t
r

u{t) : u{0)+ ITtt-*}f{*}ds
J
0

CorcIloire 2.8 Pour tout r €. X et f e C|IO,T!,X), le probldme (2.13) passCde au pl'u,s une

- 6o[uti,on.

Preuae, liupposons Queut et'u2 sont d,eun soluti,ons de (2.13) donc d'apr6s (2.11 :

t
f

ur(t) : E+ lr(t-s\f(s\ds
.J
0
t
I

uz(t) : s+ !T{t-sil{s}d.rJ
o

par s$lrstntutton, sn trvuae; sr(t) - ur(d) - Q =:a u,r(f) -'ilr(fi) Vt e [0, T] et d,onc :

lorsquet r -----+ t an ohtier* :

U1 27 U2

Remarqu,e 2.8 Pour tout s t X et / e C([0,:f],X), la formule donntu W {2.1il d\fi'ni't une

foncti,on u € C(l},Tl, X), nous aIIorLs chercher ,iles cond,i,ti,ontt suffisantes pour que Ia foncti,on a

ilonnfn par (2.11) soi,t une sol;uti'on d'e (2.15)'

Rem.arqu,e 2.9 It est clai,r que si, u est une sol'ution d,e (2. 1:7) , on doit auoir u(O) : s € D(A),

cepenilant cette conil,i,ti,on n'est plus suffisante .pour {Ne u d,onn&, par (2.11), sodt soluti,on d,e

(2.Ls).

I

Contre exemple Supposons que 7{t) est un llroupe d'isorndtrie et soit U e }{/DtA} alors :

r(t)u f D(A).
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on prend pour tmrt t € R : f{t} : T{t}V, eb lE : * E D{A} ds}e {1-14} deute :

u(t) : tT(t)s # D(A) Pour r'f o'

dane tl{*} n'est p}us urre soluticn de {?.13}.

Propositiion 2.3 Soi,t n e Dt(A) et f e C([0,:f], X\, on suppose que l'une au mo'ins des deu's

^ cond;i,ti,ons sui,uantes est satisfai,te :

i] f er'(10,4,D(A1!

^ ii) f e W','([0,71, X)

alors u, donn1e par (2.1/) est solution du problilme (2.13)'

Preuve. cf :[4]. r

Lemme 21.2 {Grantuail)

Soi,tT ) 0, ) € ,1[0, T] tet!, que ),] O p.p et soit c1,c2 d,eu,r constantes posi'tiues .

( e .L1[0, f], C i A p.p tet ry,e )( € ,t[0, Tl alors, si Vt e [0,7]
f

((r) < cL + c2 
J 

r(s)((s)ds P'P on & :

o

Preuve. cf[4]. r

Remarque 2.10 En parti,cultt'er, si, cl : 0, alors ((t) : A p.F sur [0,?].

f
((t) S clexlpc2 l.l{slas

J
o

2r5
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" 2,4 ProblEnle senfti-lin6aires

^ 2,4,1 lilappels

On dit que F : -K * X est lipschytzienrle sur les born6es de X, si pour toute constante

M > 0, 
=Ii(M) 

tel que :

ll r(") - F(s) ll( K(M) ll " - y ll, v", a € B(a,M)

€tant dann& ?rs € X, F : X --- X urc lfam<*icn lipcchytzienne, <rn c*rer<*re ?)0 et ure

fonction a solution du probldmLe :

I
I trouver u € C{Iil,Tl, tD{Al}n € Crl:{o, r},-{}

I X - Au: r(a(t)) (2'16)

[ ,r(0,.) : ,o

le probldme (2.16) s'appeller probldme remi-lin6aire.

Lemme 2,fr Soi,tT 7 A, us f X et u,u € C{lOr4rXJ deu's: $ol'uti'ona dn, ltrvbl'Em'e :

(2.17)

alors u: u (l'uni,ci,t6 de Ia soluti'on).

Prvuue. I>osons : IV : r"u#ifl,fi {ll "(t) ll, ll 
o(t) ll} on a :

ll ,,(r) ll - ll ,(t) E { ll r(a(s)) - r(o(s)) ll a" < A:(M) [ tt "bl- u(s) ll ds

{"

pou,r t 3 [0,4, et d,'apr*s Cironwall (Ct: A), on d,€dui,t qarc :

t
I

u(t):T(t)us+ lr(t - s)F(z(s))ds
J
0

ll "{*} - u{*} {j: $
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ee $ti 'i{tYPfuW I t*: 1}-

Propositton 2.4 Le probl\mcz (2.17) adrnet une solution unique.

pcwue. on pose TM : l2K(2M+ ll r(0) ll) + z]-t F 0, oil T*o, est Ie temps d'edstenre

mastmole et on pose : L :2lu,t* 
11 F(01 ll, on d1finr't fr comme sui't :

E: {u€ C([0, Tul,X) tel que ll " ll< L', Vt e [0'TM]]

on a1sffiie d, E, la d,istan'a: d, infulte g la fitrfi"e d'e C{11$'TM1'Xl-

d'(u,u): 
,.r%ffi,r ll "(t) - u(t) ll

S€it &1€ C{{S, Tv\, X), Va € E 
"

o"(r)

on&:,F(u(s)):F(0)

ll

il rdsu,lte Eue :

ll o"(t) ll(ll "o ll

par amsEquant Qu e

d,e ph:rs ; V(u, u) e E x E, on a :

s)F(u(s))ds pours e [0,Tiyl

o!,onc :

r r t.rrl I M'+ ll F(o) l[
-rura \z/ _: Tu

t( M + 1.4CII[ . r, vr e [0, &r]ll ds:l m +:7u

f:T'(t)uo+ lr(t -
J
0

+ [F(u(s)) - r(0)]

F{t{s}} {{<{l Fts} {{

7:

I

+ / ll F(z(s))
J
0

E d,"od :

T

l1<, r1r,1 I 11 "(") - u(s)'' ,
J
0

Qu: JT -----+ E

Ii ds S K{LJd,{u,a1Tu <!ra1u,r\
11 O"(r) - O,,(r)
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fun* 0t.' est wcriraderzte & d'ryrts le th&n&rne fu point {we de B&rc}4 iLn poss&e une

uniEre soluti,on, et en d,Eiluit que : Le probldme (2.17) admet une solution uni,que. s

-t
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- Chapitre 3

Exisrtence globale de Ia solution dtun

syst,Eme de vaaction-diffuriion via

fsnctionnelle de LYaPunov

S.L llntroduction

.fuit }l problArue:

ffi - aA,u- tI - f (u,'u) - \u sur lR+ x fl

ffi - cLu - d,Lu : f ('u,u) - \u slrr lR'+ x Cl 
tG)

H: *: O -qut R+ x 6rQ

u(0,:Y) : 1"1o, u(0, r) : ?s sur f,)

on o est un ouvert born6 dewnrarnrd 3 )wr1nt ds csnetante* posit'ivel telle que * 7 d

et c ( 4nd, (Iacondition de la parabolicit6),1'(r,s) est une fonction non negative contintmen't

differentiable sur iR.+ x IR+ viirifie

/(0, ") 
: o' Jt(t' 0) > 0 Pour ?" s ) 0' (3'1)

_.a, - d IIc
/(:it' t)



Chapitre 3' Existence globale de la solution dtun syst€me de r6action-diffusion rria
fonctionnelle de Lyapurrov

et

\€ 2fr,q: o) + t S /if,rl) S v,(fXr +rfi# ts.2J

or) gr est une foncticn continue de classe G(lR+).

Si ('\ : II: 0) avec donn6es initiales non n6gatives, le problame {p) repr6sente un modtlle
de diffusion de subrstances tel que a chaque instant l, il exis,te une r6acti,on chimique.ce modB1e, a
6t6 6tudli6 par un c.hercheur qui s'appelle Roseazweig.mac-l[rthur dans le cas of /(2, u) : u( (u)
telle qu': : ( (u) : I)B,la question de I'existr:nce globale de la solution est pos6 par un autre
chercheur, cette question a trouv6 une r6pon*l par N. Alikakos l1J 1orsque 1 < p a #,ensuit,:1
K'Masu'ca [9] a r6solu le probldme dans le cas B ) 1. En (1g8g) A.Haroux et A.'youkana {b] ont
g6n6ralir# la rnethode de K'Iulasuda en jousnt sur la non linr6arit6 de ( qui doit verifier certainr:s
conditio:ns par exemple :

,*tos(11_((s)) _r.

La tecfurique traitde par A.Haroux, A.Youkana [5J s'appelle technique de la firlctionnelle de
Lyapunov.

Pour tj6 et tt b*rn{ns, I'ereis.bence locale en temp de I* sslufian st *hwique p}ur re eyst*nre
(^ : tI == 0) (on no1;e'T14or le temps d.'existence maximale), de plus, les solutionr; sont positives
si tr6, o6 .f 0.

11 en r6sulte par app'lication du principe du maximum,l'estimation a priori :

ll"(t)11". < li"oll"" V 0 < t 1,.TMo*

purqtr€ tP{a,ts} } $, s'il €taiit pcssibte d'€tablir urreestimraticn a pricri u#fgrrne potrr{f},
I'existenc'e globale en rGsulterait, mais, et c'est ld la difficult6, une telle estimatio.n n,est pas dur

tout 6vidr:nte sauf bien sflr dams le cas trivial o : d oi :

lirll*: llu*ull* < lltrloll"": llzo+uoll*

30
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Chapjitre 3' Existence globale de la solution dtun systdme de r6acdion-diffusion via
fonctionnelle de Lyapunov

puisqu,: :

0.
o.(u+u)-aA(a+u):oot'

donne r

0w-=: - aAtl :0
dt

avec 'ur : rr *u, et d'aprds Jie prirrcipe tie rnaxirnurn otl trouve :

ll,rll"" : llu *ull* g ll*oll* : lluo *ooiJ"*.

3,2 Notations et pr6liminaires :

On rl€*igne par ll-}t ' P €a IL,*oo{et }}-il* le** r}or*r€ u*uells rtan* le.e e*pac# I?{tt},I*{fl},
respectivement, d6finies par

llrll* : ffirpess{tl{r)1.

on d6finit aussi les espac:es Le(a,T, x), p € [1, +oofet r,-(0, T, x) comme suit :

I!{{t,T, X} : {u : {0,4 r X ruesurabte , # llultltr*., *} ,

muni de la norrne

,, ,,E fT
ll"llL<o,r,n + 

Jo llull!* a4

,*(0, T, X) : {u : [0, ?l -, X mesurable , s*pessse1o,r1 llull" < *] ,

muni de la nwnre

llull n* $,r,n : sup e.ssre1o,r1 llrzll" .

Lt6tur{e de l?erietenee loe$le et lunicit6 tle la eolution (ru, u) clu probldme (G) d6csule 4e ls
th6orie d,e base des 6quations paraboliques semi-lin6aires(vo:ir proposition 2.4).

IIuyY,:$' l tu{n)le dn,
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chapitre 3' Existence globale de la solution d'un syst€me de r6action-diffusion via
fonctionnelle de Lrrenrrn.rv

En 'con#quence, il exist<l un 7Lu* € J0, +oc] tel que (G) possdde une unique solution classique
sur]O,7[*.I x fl.

De;rlus, si ?Lr, { oo . eulors

,#*_ (ll"(r)11"" + llu(r)ll*) :, *oo .

et elrne la solution explo,se en temps fini.

Par cons6quent, s'il exisl;e une constante positive c telle que

ii"{*}tl* + it"tr}l{* S C, pour r,our f € ls, ?},*.{,

alors ?-irrr* : *oo.

Ceperndant l'6tude de la positivit6 de la solution est bas6e sur le lemme suivant :

Lemme 3'L On suppose que Ia matrice D d,u systcrne (D) est di,agonole. Alors, toute r€gi,on dc

_ Ia forme

2: )Lt{u: ui > 0},

est irntal"iante d,Es que I*, .fonetion F = (f u f", ...., f,*) sati.sfa,lt

ft(ut,uz,..ui-r,0,ut*r..Ur) ) A, pour tout u1 > 0,i,, j : t,,....m(i * j).

3.2.L Existence locale

L'existence locale en temps de la solution est classique pour le systame (G).
Il suffit de transformer le rsysteme (G) en :

,[ r, ft) : H (J (t) + F (u (t)),f ) o

Iu101 :{Js€x.

H (U (t)): (aA u(t), cAu(t) +ctAu(r))

&2



Chapitre 3' Existence globale de la solution dtun systeme de r6aetinn-diffusion via
fonctironnelle de Lyapunov

F (U (t)) == (I _ f (u(t),, {4) _ .\u(r), J,@(t)," (t)) _}r(O) , (H)

u (t) =: (u(t),u (t)).

Puisque 'F est localenrer:rt lipschyzienne en {J e x: C (0-) * C (R) , on applique la propo-
sitkn 2,4,1e sJrst0.me (fJ) arfunet *ne solution locale unique.

DaBs la secti<rn sairrant'e nslr* elqlsons le,s principaux rFsultats qui a"ssruent; Ia po.sitivit6 et
l'enistence globale de la solurtion du systdrne ('G).

3.s Existence gliobale et positivit€ de Ia solution

8.r.L poeitivitd de lla solutios

En utlisant le changemen.t de variable suivant :

z:'D-J ,u,a-0,
le systdme (G) s'6crit sous la forme

lft - aAu: F(u,a), sur 10, +oo[x f,]

f;. - aA, : G(u,z), sur ]0, +co[ x f,]

*,=9:{lott at - sur J0, +,rc[ x ffil
u(0,r) : so, u(O,r) : po sur 0l

orl

F(u, z) : II - / (u, z) - )u,

G(u,z) : g+ fi)f@,r) _ A.z _ h
D'apr(!s le lemme 3.1. et comme /(0,") :0 et f (ffs,") > ,1g pourtous r,s ) 

',aiors 
la

(E)

.j3



region suivante est invariante

E = {{w a} e nt cur& tb*t w )-t, 4 2 g},

ce qui montre que la solution du probldme (E) reste dans X, c'est ddire positive'

Maintenant congernant I'existence glotrale de la solution du systOme (.8), on appliqne le

f,h66reme de crmparafuon voirpl,lheorem 10.11 e itr, premiere €quaiioa du sysi€me {fi}, on

obtient

s S u{1, r} < max{fluotloo, *, : *. t3.3)

pour prouver qu€ z est globale en temps, et d'apr6s un r6sultat dans [5] ,il suffit de trouver

une. e"etisati$u poru la quantit4 suivanta-

ll,t. "- 
)!@,,,) - \z -#rll, pour p ,7,,0.u.

ll,'. * )r@,2) - Az -*ll, 4 cte, (3.4)

oi Cte est une constante positive irrdependente de t'

D'apr6s (3.2), nous allons 6tablir la bornitude de la quantitc llzllo sur 10,flr'"*[dans le but

de I'assruer pour lJal]"" sur J0,tk",o[.

prenons p ) Zret on Pose

M-a)z ,i:F*=1 ,Mo:K+$. (3.g)a:-61ta\p, p_r - f@

Dans La suite,nous pr6sentons quelques lemmes importants dans l'Atablissement de l'esti-

mation {3.a}-

Lemma I Soit (u,u) une sohrtion du sgstdrne (E)'AIors

# lr"* * l,'nf fu,'J't** 
^ ,{ 

udn :n lnl , (3'6)
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chapitre 3' Existence globale de la sotrution dtun systdme de r€action-diffusion via
fonctionnelle de Lyapun,ov

Preuve.6vidente r

Lemmo 8.$ Oru sup[wse que p t Z et soi,t

ff
Gq(t) : 

JrL*+ exp(- f= I h@gt),(M, - u)lz,]at, (3.2)

otl {t:r',2} est une solut'ior,r, du systdme (E} ,sur!B,T^*,[.tllors smrc les cond,itians (s.1) -(g.g),
i.I efi,ste d,eur constantes q ) 0 et s > 0 telles que

#*,u, 1 -(p - r)oGo+ s.

Preuve, on poe€: I
(3.8)

donc

otl

On d6rive N{t)

h(u): -#h@@)(Mo-u)),

Gofty: o lr uar+ Ar(f),
.,/$')

ff(r) : | 
"na)"rgr.Jn

par rapport a, # et on applique la formule de Green, on obtient

fi*:H+s,

(3.10)

(3.e)

(3.11)

(3.12)

sri

H: -a f;&' tu))2 -+ n" {u))eh("} z,p (v u)z d,r

-p{d + *} 
tnu' fo*orr"r-1B:uVodr

-" l*r@ - L)e,\k) 2n-2(V z)2,tx,

(3.13)

et

3*



Chapil;re 3' Existence globale de la solution dtun systdme de r€action-diffusion via
fonctio,nnelle de Lyapunov

,g: n,[ n,fu)un@)rn4*q-
Jn lr -r (J.14)

f I r. ^,-. 1...I lptt + 
-"|rt-t 

f {u,z\ - t{{t}zn f {", r\l thtu)axJoL a,-d' ' ,l

-^ [ h'h1\ush(u)rv6.*
Jn

-p^ [ shiu),n6r- jtH*, { *nP;t,r-r4*.- Jn a-dJn-

On observe que ff est dcnn6 par

H - - ,{ne"urro*,

ou

A : d(h'(u))2 + il'(u));f (Vu)2 +

*:p(a+ dlh'(u)zn-|'VztVz + a,p(p - tlzn-z(Vz)z,

est la forme quadratique en fonction de v, et vu , qui est nonnegative si

ip{s +a}*'&}*-'5, - Me{p - r}(e(ai}, + k,{"}}z@-z < s,

on choisit h(z) telle que

(3.15)

e.{p}

{3.ls)

(3.17)
1hr(u):;ffi:d, n*'(u):

L'in6ga,lit6 (3.16) pdut s'6crire de la forme

(a(p)(are -1tr

3t3

(3.18)



Chapit:re B. Existence gllobale de la solution dtun s;ystdme de r6aetion-diffusion via

fonctio;nnelle de'LYaPunov

Maisr

pa - w(d + 1+ a(p) : o,

donc;l'indgafte (3.f6) est v6rifi6e,Q >0 piar cons6quent

$-- f qsh(")dn<t), t3.f9)
Ja-

tand,is que le terme .9 pOut 6tre estimer comme suit

,s

f-Vt+ f7l*-'f {u, zl - k'{zc\{ t l*,,\7*ktu}a}s,

S -b, - ,), Ireh(u) 
f dr +

f ,Vn + ftl*-' f (u, z\ - t{ (r}ze t fu,,}1ehtu)dr,

tL,\
' rl \ _Ib \u) - 

"6i]w, - u) - a(yt)(Mr, - K) rI

(3.20)

puls,Que

D'arntre pa,rt r on a

(3.21)

-1 -1 (3.22)-h(") : eW;:63 o@)4'

t+t*)

f,ornme z 2A, alors d'apr6s {3'22},on obsierve que



Chapitre 3. Existence globale de la solution dtun systdme de r6actiorr-diffusion via

fonctionnelle de Lyapunov

(p(r + ,\r),r-' - ffi*lf @,,) (3.23)

.d ,p$ + fr)i __ __L - \ze f. {u, z} ,'\ i 
" 

I--;6*trtr

don<: , il existe 46 > 0,te:t que(0 < { < I(,r7} ryo),la fon,ction

re\ 
+ *) ) -- ---L , \zp r (t.r7) < o,

' ,l t aY(p)Mol- r \:)

com.me 1e$+;.\)rf-L -. #,*) eet une fonetion continue et done elle eet bornee pour tout

11 e [0, r,ts] .

Ce cgui montre,que

c , 
ip-L -.-.\ ze\f (u,z) i-c1,(P(1+ a_4)z'"-;Mr)J\

D'a;rr& l'in6galit6 pr6c&iente, (3.20) et (3.23),on obtierrt l'dstimation suivante

Donc, il existe {;1 } 0 telle qrrc

0n F|ose

.g {:}.24}

gr: rrr#'**, (3.25)

utilisant (3.6), on trouver

s :l -(p - l).\Ai rF q'rl lfll * q,# -[nu$,si]ds, {3-?,s}



chapirlre 3' Existence €ibbale de la solution dtun systdme de r6action-diffusion via
fonctic,nnelle d9 Lyapunov

il est clair que <l'apr6s (Ji.10),on obtient

,e .< *(p _ L)^Gq + q1((p * Ur/{ +n) pl _ qr# f u1t,*1a*.

ce qui montre d,,apr6s (3.10) et (8.12) que

**, = -do -l).\Gn + ',

(3zn

(3.2s:;

or1

':qr((p-1"))r+ry|CII. (3.2e)

Maintenant' orr ljieut 6tablir I'erdstenae globale cle la solution elu eyet6me (E).

Th6or€rrre 3'L sows les u'ndi'ti'ons (9.1 ) et (s.z),les soluti.ons du systcme (E) sontglobales et unifortnement borcftes sur [0,1_oo[x 0.

Preuve' lvlultiplions l'in6galit,6 (2.28) pa,r e@-r).u puis par u'e simple int6gration rlu r.sultat,on
d.duit l'e::istence d'une constar,nte positive c > 0 ind6pendarrte de t te, que : r

Gc$) { c.

D'apr€s (B.g),on olbserve que

ehfuj , sf;yl"o(r)|Mo

ce qui montre que pour tout p ,] l, on a

(3.30)

(3.31)

fnrra* 
< u,i" r'1rro61+f1g 

o$) < t){p), (3.32)

C,(p) : g ufi t'1x 
"(r)+{1. (3.33)

tt.:Tt > E *t proc*dons &l'es6imarioc 
'nifcrme 

elela qrmrrir* llp * *I!(u,z) _ Az _#"#".

srl
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chapit;re 3' Existence gfobale de la solution dtun systeme de reaction-diffusion via

I'inQgalit6 (3.2), montre que

ce qui implique,

' 
: 

og1p*{f)'

f tu, r) ! p(toX1 * t)8,

f
I (p(u))o(r + z)P'\d,r <

,rc)

{i{#p,+fJ}, *},

(3.34)

(3.35)fnfo 
(u, 4 a,

ou 
J'*# 

+ z\po) :

Finalement

1I

llr:r 
+ -a)rtu,,) - ),2 - *il,

Ot Cr est une constante i:nd6penclante de f ,Ce qui montr:e que les solutions du systdme (E)
sont glober,les.

Comme

c
z : a 

;=Au,
donc

,u: z* -c :u ) 0.a-d
Pa,rconsdqgnt les solution' riu systdae (G) 

".,ot 
poeiiive.e e* glob*Iee-

Remarque 3.1 ,['i,ne4ari,t6 (s 95) dIroule d,e ra formure suiuo,nte :

(* -+ g)' < zr-L(nr + {J,r,a } 1, r } 1.
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