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Résumé

*

Dans ce mémoire, Je formule trés clairement le probléme de Cauchy pour un systéme linéaire d’opé-
rateurs différentiels du premier ordre i ceefficients constants, et je donne des conditions nécessaires et
{ou) suffisantes a sa « Well-posedness », que je démontre (pour la plupart) dans les moindres détails.

Mots cLE : Distributions réguliéres par rapport & une variable - Trace Sectionnelle - Transformée de
Fourier - Espaces de Sobolev - Systémes Linéaires d’EDP - Probléeme de Cauchy - Well-Posedness - Sy-

métrisation de Friedrichs - Valeurs Propres - Hyperbolicité - Diagonalisation.
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Hakim AMOUCHI 2 Mémoire de Mastére

1 Introduction
Dans ce mémoire :

< / Je formule trés clairement le probléme de Cauchy pour un systéme linéaire d’opérateurs différen-
tiels du premier ordre & ccefficients constants (systéme apparenté 3 une équation d’évolution). Jintro-
duis de facon non moins claire la notion de probléme bien-posé (notion de « Well-posedness ») ainsi
que des conditions qui lui sont nécessaires et (ou) suffisantes (exprimées en termes d’hyperbolicité),
que je démontre dans les moindres détails, et jaccorde un itérét bien particulier aux systémes dits

symétrisables au sens de Friedichs.

< Bien sfir, lorsque les ceefficients, le second membre et la donnée initiale dudit systéme sont ana-
lytiques, le théoréme de Cauchy-Kovalevski (¢f [2]) fournit une solution analytique, unique (d’aprés
Holmgren). Cependant, cette solution n’existe que sur un intervalle « de temps » relativement court,
dépendant souvent de la donnée initiale. Comme I’analyticité de cette derniére est peu probable dans
la «vraie vie », et vu que les solutions locales ne sont pas vraiment d’'un grand intérét, je ne serais guére

concerné par ce type de résultat.

Le probléme de Cauchy que jaborde ici est posé sur I'espace R? tout entier, pendant que le ternps
décrit un intervalle du type ]0, T[ olt T < co. Je lui attache deux sortes de « Well-posedness » : celle
dite faible et une seconde que I'on qualifie de forte, et je démontre que ces propriétés sont, d’une facon

ou d’une autre, intimement lies 4 la notion « d’hyperbalicité » dudit systéme.

/ Le principal support a I'élaboration de ce mémoire est le chapitre 1 du livre de Sylvie Benzoni-Gavage
& Denis Serre, rédigé en anglais et intitulé : Multidimensional Hyperbolic Partial Differential Equations,
olt les résultats sont présentés de fagon trés succinte, et leurs preuves sont souvent sommaires et in-

achevées (a4 mon trés humble avis).

i Ma contribution 2 ce travail se résume & un effort de synthése du chapitre susdit, et aux énoncés et

preuves des résultats qui s’y trouvent, de facon nettement plus intelligible.

2 Rappel, Notations et Conventions
2.1 Généralités

Les notations sont celles des équations aux dérivées partielles. Lorsque d est un nombre entier
strictement positif, x = (x1,%y,...,X4) est un vecteur de R, et @ = (a;,a,,...,a,) est un d-multi-

indice (i.e un d-uple de nombres entiers > 0), on pose :
lal=a;+a,+...+ay (1)

lxll = G +x2 +...+x)1/? )

Université de Guelma Juin 2014 Mathématiques



Mémoire de Mastére 3 Hakim AMOUCHI

al=a;la,l...a,l 3)
e i Sl xg? “
jzgx—j (pourj=1,2,...,d) (%)
3=(8,3,...,9) )
0% =855 .. 5% %)
1 . ;

D;= tfaj (pour j=1,2,...,d, eti?=-1) €)]

1
D= —-3) (9)

i
D*=D{"Dy*...Dy (10

de telle sorte que, pour une fonction f suffisamment différentiable, la formule de Taylor s'écrit :

ha
fle+h)= 3 2% (x)—+O(IIM). (an

laj<N

2.2 Rappels sur les matrices

Sin est un entier strictement positif et K = R (ou C), on désigne par M, (K) l'algébre des matrices
an lignes et n colonnes (n x n-matrices), a ceefficients dans K, ot Pélément neutre pour 'addition est
noté 0, et celui pour la multiplication I,. La transposée d’une matrice M de M, (C) sera notée : M7, son
adjointe : M* (de sorte que M* = 1\7[%, et une matrice U de M, (C) sera dite unitaire si et seulement si
U*U =1, ou (de fagon équivalente) UU* = I,,. Le groupe des n x n-matrices inversibles sur K est noté
GL,(K), et la partie de GL,(C) constituée de toutes les matrices unitaires est un sous-groupe de GL,(C)

que Pon note U, (C). L'algébre M,,(C) est équipée de la norme :

= s Lo g = 2T, a2
laquelle vérifie :
YM,N € M,(C), [MN]| < [Im]l|IN]| (13)
YQeU,(C), lQll=1, a4
YM€&M,(C), VP,QeU,(C), [PMQ| = M]. (1s)

Soit (M ), une suite matricielle dans M,(K), ot chague M, est de la forme (3315}1'_:‘5,;5;1- On dit que
la série matricielle ). M;, est convergente dans M, (K) si, et seulement si, pour tous entiers i et j tels
que 1 si<netl<j<n,lasérie numérique )., mf‘J est convergente dans K. Pour tout M € M, (C),
on peut facilement vérifier que la série matricielle %Mk est convergente, et 'on note expM ou encore

eM sa somme :

= 1
expM =M =" Mk, (16)

Mathématiques Juin 2014 Université de Guelma



Hakim AMOUCHI 4 Mémoire de Mastére

On démontre également que,

Quel que soit la matrice M de M,,(C), quel que soit le vecteur

u® de €, et quel que soit le réel t,, la fonction vectorielle

R—C"
t — e(t"'to)Muo
an
est 'unique solution du systéme
du -
— =Mu,
dt
qui vaille 1° en t,,,
que les valeurs propres de expM sont les exponentielles de celles de M, et que
exp(M”) = (expM)”, expM=expM, exp(M*) = (expM)*. (18)

2.3 Fonctions test et distributions

Soit {2 est un ouvert non vide de R", K une partie compacte de £, k un entier naturel, et rappelons que :

® 6,(R") est ’espace des fonctions réelles ou complexes, continues sur R" et tendant vers zéro 3

Iinfini (i.e quand |[x| — 00).

e €X(02) est I'espace des fonctions réelles ou complexes, k-fois continfiment différentiables sur Q.
C'est un espace de Fréchet ' pour la topologie définie par la famille de semi-normes (Ng i )x ot K décrit
les compacts de ) et,

Vf € €46), Ne(f)= sup|2“f (x)|. (19

lal<k

° <€;‘(ﬂ.) est Pespace des fonctions réelles ou complexes, k-fois continiment différentiables sur Q,

bornées ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’a Pordre k. C'est un espace de Banach pour Iz norme :

[ llx = supla“s Go)l. (20)

lal<k

® ‘€I§ (£2) est I'espace des fonctions réelles ou complexes, k-fois continfrment différentiables sur Q.4

supports? dans K. C’est un espace de Banach pour la norme N k-

® ¢>(0) (parfois noté &(12)) est 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur §2 (800 =

Ny € k(£2)). Cest un espace de Fréchet pour la topologie définie par la famille de semi-normes Nk i) e

1. Un espace de Fréchet est un espace localement convexe (i.e dont la topologie est définie par une famille de semi-normes
(Pa)acr qui sépare les points, c-3-d. telle que si p,(x) = 0 pour tout a € I, alors x = 0), métrisable (i.e de topologie définie par
une famille dénombrable de semi-normes) et complet.

2. Le support d’'une fonction f {noté Supp f) est le plus petit ensemble fermé dans le complémentaire duquel f est nulle.

Université de Guelma Juin 2014 Mathématiques



Mémoire de Mastére 5 Hakim AMOUCHI

° 6°(02) (également noté 2(02)) est l'espace des fonctions réelles ou complexes, indéfiniment
différentiables sur £, a support compact. Par définition, une application sur ¢,°(£2) est continue si, et

seulement si, sa restriction a €°(£2) est continue pour tout compact K & .

o ¥72(2) (ou 2'(2)) est le dual topologique de 6,°(£2) ; c'est 'espace des distributions sur £2. Sur
€ ~*°(), on dispose de plusieurs topologies : la topologie faible, qui est la topologie de la convergence
simple sur %;°(£2), et la topologie forte, qui est celle de la convergence uniforme sur les parties bornées
de 6;°(€) ( une partie B de 6;°(Q2) est bornée il existe un compact K & Q tel que B C €°(Q) et,
pour tout entier k 2 0, Ny (B) = sup,ep N () < 00). La topologie faible (resp. forte) est définie par

la famille de semi-normes (pr)r telle que :

VT e ¢ ™(Q), pr(T)=sup|{T,p)l 21)

peF

ot F parcourt 'ensemble des parties finies (resp. des parties bornées) de %6;°(¢2). La topologie forte
est, comme son nom lindique, (vraiment) plus fine que la topologie faible : Une famille qui converge

faiblement ne converge pas toujours fortement. Cependant on a le résultat (qui a I'air miraculeux) :
{ Si (T,), est une suite de distributions qui con-
[ verge simplement vers une limite T, alors T est (22)

une distribution, et T, tend fortement vers T.

o ¢(Ja,b[,2'(RY)) (noté également € (a, b; 9’ (Rd))) est 'espace des distributions sur R?x]a, b[,
continues en la variable de ]a, b[ : A toute U continue de ]a, b[ dans 2’(R?), on associe injectivement

la distribution u € 2'(R?x]a, b[) en posant :
b
(w,p) = f U@),o(,0))dt ot ¢ e 2(Rx]a,b]). (23)
a

Pour tout ty €]a, b[, la « trace sectionnelle » de u sur R? x {ty} est définie par u(., t = t,) = U(t,).

e &'(2) est le dual topologique de €*(Q); C’est I'espace des distributions & supports compacts sur

.

o SP(R") est 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur R" a décroissance rapide ainsi

que leurs dérivées de tout ordre. On a f € ¥(R") si, et seulement si :
fe¥®RY) et, YN €N,VB eN" (1+|x|)N3Pf est bornée sur R", 24)

ce qui équivaut a

f e €®(RY) et, Va eN", VB € N, x?3P f est bornée sur R". (25)

Mathématiques Juin 2014 Université de Guelma



Hakim AMOUCHI 6 Mémoire de Mastére

La topologie naturelle de %(R"), et qui en fait un espace de fréchet, est celle définie par I'une des

familles équivalentes de semi-normes :

pn(f)= ;?5(1+IX!)N|3ﬁf(Jf)I, (26)
pnp(f)= flllsg Ix2af f (x)I, @7
Pan(f)=sup Ix*aP f (x)), (28)
BlsN
pni(f)= sup [x*3Pf(x). 29)
'“'iﬁiﬁ‘s"
Enfin, de (15) on déduit que
F(R") € G,(RY) 830$)

et de (16) et de la formule de Leibniz, il découle que :
La dérivation et la multiplication par un mondme sont
(3D
des applications continues de &#(R") dans % (R").

o &'(R") est le dual topologique de &(R") : C’est I'espace (de Schwartz) des distributions tempé-

rées. Il est muni soit de la topologie duale faible, soit de la topologie duale forte.

2.4 Transformée de Fourier

La transformée de Fourier ]? (notée aussi & f) d’une fonction f intégrable sur R" est définie par la

formule :
-~ 1 .
F&)= 5 f e f (x)dx. (32)
(2m)2 Jgs
On démontre aisément que
Z est linéaire, (33)
que
Yf e LY(RY), )?E %o(R™) (lemme de Riemann-Lebesgue), 34)
et que Vf,g € ¥ (R"),
f f(if)g(é')d{ = f F(x)2(x)dx (théoreme du transfert), (35)
R” RP
f fegE) e = J F(x)&(x)dx (th. de Plancherel-Parseval). (36)
Rll Rn
On démontre également que
& est continue de L — L™, 37

Université de Guelma Juin 2014 Mathématiques



Mémoire de Mastére 7 Hakim AMOUCHI

et que
Z induit un isomorphisme de & — & (38)
qui se prolonge en un isomorphisme de &' — &’ (39)
et en une isométrie de L2 — L7, (40)

Par définition, la transformée de Fourier d’une distribution tempérée u € &/(R") est la distribution
tempérée i telle que

Vo e S ®RY, (@)= ud). 41)

Lisomorphisme inverse %! est la cotransformation de Fourier notée aussi Z:

[(FFI)=[Zf &)= 3 f e SF(E)E. (42)

(2m):

Enfin, la transformation de Fourier jouit des propriétés (d'échanges) suivantes :

Vf,g € L'(RY, F(f*g)=(2m)i(Ff)ZFg), (43)

Vf e S(RY),Vg € L'(R™), F(fg)=(2m) :[(Ff)*(Fl, (44)
Yue FRY), F(D%)=E*Fu, (45)

Vue FRY, FPDW)=PE)Fu et F(P(-D)u=P(E)Fu, (46)
F(5)=(2n)": et F(1)=(2n):4. (47)

2.5 Espaces de Sobolev
On rappelle également que :

o L2(R?) est 'espace des fonctions mesurables f : RY — C, telles que fm_di £ (x)|?dx soit finie. On le
munit de la norme ||f ||y = fmdl £ (x)|>dx associée au produit scalaire (f|g) = fRd f(x)g(x)dx, et on

en fait un espace de Hilbert.

o Pour tout s € R, lespace de Sobolev d’ordre s sur RY, bati sur L2(R?) et noté H*(R?), est le
sous-espace de &'(R?) formé des distributions tempérées u sur RY telles que (1 + |- [2)21 soit dans
L2(R%). Lapplication u — [|(1 4| - %)l est une norme sur H*(R?). Elle dérive du produit scalaire

@), = ((+]-PA+]- D) = [ A+IEPFAEI(E)E et fait de H(R) un espace de Hilbert.
3 Probléme de Cauchy linéaire a coefficients constants

3.1 Position du probléme

Soit d un entier strictement positif, x = (xy,...,%4) la variable spatiale, et t la variable temps. Les

systémes de n équations & n distributions inconnues uy, Uy, ..., Uy, qui sont linéaires du premier ordre

Mathématiques Juin 2014 Université de Guelma
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a ccefficients constants sur R? x R,, et que nous considérons ici sont de la forme :

- duy . 0u; &
— + at.—= = biu; + f
at IS)ZSH 1j axk le 1354 1
1<k<d

duy ¢ 9u; -

F Tl > Y7 D ottt fo
((’ -{ 1<jsn xk i=1
5): 1<k=d s

du, du; &

== ko = b, .u;

at ;amaxk ; Tl]u]+fn

1<ksd

(48)

ol (ailj), (afj), e (afj ), et (b;;) sont des matrices constantes données dans M, (R), et fy, fy,..., f, sont

des distributions données dans 2'(R? x RR,), de sorte que si 'on pose :

’ul \
. Uz
44;: = (‘aij]Ii,j (k = ]., i3 .,d), B= (bij)i,ji U= . 3 et
Un

on obtient Pabréviation :

5. 2 Fi:A U Byt
TR~ o F 5.

f=1".1, @9

(50)

Le probléme de Cauchy (PC) lié a de tels systémes (S), et auquel nous nous intéressons ici, est posé

sur Pespace R? tout entier, pendant que ¢t décrit un intervalle de temps du type ]0, T[ o1 0 < T < +00.

1l se formule comme suit :

Etant donné :

g dans un sous-espace convenable de 9’ (Rf)",

Existe-t-il u dans 2’ (Ri x R, )" telle que :

f dans un sous-espace convenable *de 2’ (Ri xR, )",

(PC): p (51)
du & du
—+4+ ) A,— =Bu+
(scn:{ ar ; k9x; f
(., t=0)=g
au sens des distributions ?
Si f est identiquement nulle, on dit que ce probleme (PC) est homogene.
3. 9’()" est le produit cartésien de n exemplaires de %'(.).
Université de Guelma Juin 2014 Mathématiques



Mémoire de Mastére 9 Hakim AMOUCH!

Ainsi, le probléme homogéne (PCH) associé au probléme (PC) est le suivant :

Etant donné g dans un sous-espace de 2’ (Rf e

existe-t-i] u dans 9'(RY x R, )" telle que :

(PCH): du & du . (52)
(sHCD):{ B¢ T ;Akaz =
u(,t=0)=g

au sens des distributions.

Notre but, surtout quand ces équations décrivent et modélisent des phénoménes physiques, c'est de
pouvoir déterminer la solution de facon unique, et surtout gu'elle dépende « contintiment » des données
(en un sens intuitif, qu’il faudra préciser). $’il en est ainsi on dit, avec J. Hadamard, que le probléme
est bien-posé. Plus précisément, le probleme (PCH) est dit (X, Y )-bien-posé, oi1 X et ¥ sont deux sous-

espaces de J@/(Ri)", si et seulement si :

Pour tout g € X, il existe une unique u € €(0,T;Y),

(BP1)
solution au sens des distributions du systéme homogeéne (SHCI),
Lapplication :
(BP) . (53
X — %(0,T;Y)
(BP2) { g — #

qui a tout g € X associe I'unique solution u € €(0,T;Y)

du systéme homogéne (SHCI) est continue.
Lexistence et la continuité impliquent que X C Y, puisque I'application g - u(0) doit étre continue.

Plus généralement, on utilise la noration :

Se
X — Y (54)
g == i)
Puisqu’un systéme homogéne est, au moins formellement, un systéme d’équations différentielles auto-

nomes par rapport au temps, on aimerait donc avoir la propriété de semi-groupe :
S, =S5;08, s5t20, (55)

ce qui requiert bien sir que ¥ = X.
Dans ce cas :

On dit que le probléme de cauchy homogéne (PCH) définit un semi-groupe
continue *si, et seulement si, pour toute donnée initiale g € X, il existe une

unique soutution (au sens des distributions) u € € (R*; X)) pour le probléme (PCHJ.

Mathématiques Juin 2014 Université de Guelma



Hakim AMOUCHI 10 Mémoire de Mastére

Lorsque le probléme de Cauchy homogene définit un semi-groupe continu sur un espace fonctionnel X,
on pourra, a ce moment-1a, résoudre le probléme de Cauchy non-homogéne en utilisant la formule de

Duhamel : .

u(t)=3:g+f Se-sf (s)ds, (56)

0
pourvu que f soit au moins dans l'espace L'(0, T;X). Pour cette raison, nous allons nous focaliser

uniquement sut le probléme de Cauchy homogéne et nous contenter de construire le semi-groupe.

3.2 Probleme trés faiblement bien posé

Définition 3.2.1. On dit que le probléme (PCH) est trés faiblement bien posé, ou quil est (&, S")-bien-
posé, s'il est (X, Y )-bien-posé avec X = & (Ri VetY = Y’(Ri 3

Etonnamment, la recherche de conditions nécessaires 3 cet effet va nous fournir une condition un

peu plus forte, dite parfois de « (faible) hyperbolicité ».

Théoréme 3.2.1. Pour que le probléme (PCH) soit (&, ")-bien-posé, il est nécessaire (mais pas suffisant)

que, quel que soit & € RY, toutes les valeurs propres de la matrice A& )( = Z?=1 €4 ) solent réelles.
Pour la démonstration de ce théoréme, nous aurons besoin des lemmes suivants

lemme 3.2.1. Soit & € R? et A une valeur propre simple de A(&). 1l existe alors une application :

(u,r) : RxRY — CxRE

(t.0) — (u(t,0),r(t,0) &7
définie dans un voisinage W de (0, &), de classe €™, et telle que :
[*B—iA(0)]r(t,0) = u(t,o)r(t, o)
p(0,8) = —iA(&) (58)

Irll=1
Preuve : (cf[1])

lemme 3.2.2. Soit £ € R, W un voisinage ouvert de (0,£) dans R x R%, et 6 : R¢ — C une fonction €%

a support compact telle que 6(0) # 0. Pour t assez petit, on a l'implication :

(m—t72E)eSupp 6 = (t,t>n) €W (59

Preuve : En effet :

Supp 9 compact dans R =  Supp 6 borné dans R?

= 35>0/Supp b CB(0,8),

4. A noter que la continuité fait référence a celle de la solulition par rapport & t et non celle de P'application t — S,.

Université de Guelma Juin 2014 Mathématiques



Mérmoire de Mastére 11 Hakim AMOUCHI

W voisinage ouvert de (0,&) dansRxR? = 3a>0,36'>0/]—a,a[xB(&,5)c W

5/
= ]-¢,e[xB(E,8))CW, 0\‘18=min{a, E}’

et maintenant, pour t assez petit, par exemple t €] — ¢, [, et pour tout £ et ) dans RY, on a :

(n—1t"2£)€B(0,5)

ln—t728ll< 5
20— Elf < 25

(n—t2E) e Supp 0

lt?n — &l < €25

5/
tn—§||l<—=x&
lt*n — &l R
t>n—&ll <&’
t’n € B(E,8")

(t,t*n) €] — &,e[xB(E,8")

R

(t,t2>n) e W.

Démonstration du théoreme 3.2.1. :

o La condition est bel et bien nécessaire : En effet, supposons donc que (PCH) est (&, &’)-bien-posé,

soit g une donnée initiale dans & (Rf)”, et u I'unique solution dans ¢ (0, T; 5/ (Rg)“) de (PCH) asso-

ciée 3 g. De I'égalité,

du & du
il découle que®
ue ¢ (0,T; ' R, (61)

et cela nous permet de prendre la transformée de Fourier par rapport a la variable spatiale x. De cette

facon, I'égalité (60) va équivaloir a :

& S L
et z;nkAku =B, (62)
ou encore 2 :
o = B~ um)a (63
ar S T
sachant que :
d
Aln) =) mAy (64)
k=1

5. En effet, on sait que u € €°(0, T;y’(Rf,)"), et si 'on suppose que u € ¢*(0, T;,S/’(Ri)“), on obtient : Pour tout
k=1,1{,d, 2,%“: € %7(0,T;%'(R%)*). Cela implique donc que Bu — Z§=1Ak;_;; est dans €7 (0,T; 5 (RE)™), et par
suite, %‘;‘ € ¢7(0,T; 5’ (R9)"), ce qui veut dire que u € $P1(0,T;5/(R%)"). Comme p est quelconque, on conclur que

ue ¢*(0,T; &' (RI").
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Comme i(.,0) = g, et compte tenu de (17), 'unique solution de (63) est donnée par la formule
i(n, 1) = (-4 g(y) 65)

et vu que (PCH) est (&, 5')-bien-posé, que la transformée de Fourier est un isomorphisme de &’ dans

57, on déduit que, quel que soit g € ,S*’(Ri), Tapplication :

10T — &'(RY)

i e g (ma(.)) 10 (66)
i est continue, et il en est de méme de I'application
SR — €(0,T;'(RY)
N g — (t = et(B-—z’A(~)) éf()) . 67)
En d’autres termes, 'application bilinéaire,
CROE J Ynye (B-4m) g (n)dy (68)
Rd

est bien définie sur 9 (Rf})" X 9(155% )", continue pour la topologie de Schwartz, uniformément en t sur

tout intervalle compact, car :

de t/n:n)*e-‘(ﬁ"i'*m)w(vﬁdﬂ* < et C=40) () gl

< et (40) o (]| gl ¥l
= (te[a;t;gm[nef(ﬂ‘"‘“)so(-)ny/{)nw*n,w
< e e OGOl oy W7l

| < e e CHOIGO (o [l
< ClBllgrl*llge
< Cliplglbllgn,

ce qui nous donne : ‘
- [Rd win)et B-40) p(n)dn| < Cligll il . 69)

Soit maintenant & & RY, A une valeur propre simple de A(Z), {u, r) Fapplication du lemme 3.2.1., et
8 : R? — C une fonction €*  support compact telle que 8(0) # 0. Pour t > 0 et assez petit (de sorte
que P'implication (59) du lemme 3.2.2. soit vraie), on définit deux champs de vecteurs ¢, et 1, sur R?
(transformations de R?), de classe €™ et & supports compacts, par :

o end | @)= 00— 72E)r(t,t%n)
e, { be(m) = 6(n — (L ) 7 il
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ol £ est un champs de vecteurs propres pour la matrice adjointe [t2B — iA(c)]", défini et norma-
lisé comme précédemment. On vérifie aisément que (¢,), et (¥,), sont bornées pour la topologie de

Schwartz lorsque t — 0. En effet :

Va,B €N’ 1°(DPo)(n) = n°DPIO(E -t 2E)r(t, t26)]

= 1 ) CPPP(DrO)(n — e2)(DE T, )
Téﬁd
r=g

= Y CPAPTIne(DT0)(n — t2E)DE T r)(L, t2n)
yENd
r<B

donc, pour tout £ > 0, tout ¢ €]0,¢] et tous a et 8 dans N¢, on a :

In“(DP2)(m) < D CEeAEMne|(DTO)(n — e 2E)IDE~ r)(e, 20
=

et comme 6 est & support compact, pour tout n € R%, on a :

I(DY8)n— 72 < sup [(DYOXL)I
{€ Supp 8

Maintenant, on remplace ¢ par ¢, et ¢ par ¢, dans (68) et on obtient :

f wt(n)*e‘(s"w"))¢t('n)dn < Cligellsnllvpell s, (71)
RY

et comme les familles (¢,), et (), sont bornées pour la topologie de Schwartz, lorsque t — 0, on

arrive a :

J (et (B-14) g (myan| < m, 72)
Rd

ou M est une constante positive.
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Nous avons aussi :

f P (m)e'BHg (nydn = f 6(n — t72E)(t, t2n)e B4 G(n — £=2E)r (¢, t2n)dn
R R

f (e, et A (e, 2 n)|O(n — e 2E) dn
el

Il

J e, e PE (ot - 28 dy
R4

N f £(t, 10)e: [CBHED (1 120310(n — 1728) dn
Rd

f (¢, 20)eHECD (e, £20)|0(n — t728)Pdn
Rd

j et D (e, £20)|6(n — £728) dn
Rd
_ f R (8 (R s el
R
— o u0 f L IERT DO (1) e, 620 + £)O()PdL
Rd
_ f e HHEETRO-BOD (g 1Yt 12 + E)|O(2)2dC
Rd

et vu que :

elimeo 3 M2 +E)—p(0,2)] (€.r)(0, ©)|6(O)PdL
R4

f 5 2z [u(t,t2§+§)]L=0 (£.r)(0, g)g@(g)ﬁd{
]Rd

ﬁmf B EDUOBN (g ) (2, 120 + )OI
Rd

t—0

f 2090010, 8)l6(0)I2d¢
Rd

e#©09(4.1)(0,8) J 16(0)1*d¢
Rd

et que :
e%(O"f)(Z.r)(O,E)J 18P =C#0
Rd

on conclut que :
(Y iA-
f P, (n) et B4y (n)dn ~ Cexp (— —t-) quand t — 0.
Re 4

Mais, on sait que I'intégrale fR‘, P (n)*et B¢ (n)dn est bornée quand t — 0, et cela implique
que &* est bornée quand t — 0, c’est-a-dire que ie"%i' < K, ol K est une constante > 0. En posant

. 3 . _ia b s .
A=a+iff, o a et § sont dans R, on arrive & : |€ | = |¢ : 1| = er <K, quand t — 0T, ce qui
implique que f est < 0, c’est-a-dire que :

ImA<0. (73)
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En appliquant cette conclusion & la valeur propre 2, on arrive 3 :

ImA<O. (74)
c’est-a-dire
ImAi>0. (75)
et de (73) et(75) on déduit que
ImAi=0, (76)
ce qui veut dire que :
A est réelle. 7N

Le cas d'une valeur propre de multiplicité constante dans un voisinage ouvert d’un point £ de R se
traite par les mémes idées, et 12 encore on démontre que cette valeur propre est réelle. Les points &
en lesquels les multiplicités ne sont pas localement constantes forment une variété algébrique, donc un
ensemble d’intérieur vide, et la continuité implique le caractére réel des valeurs propres (cf [1]).

Enfin,

o La condition n’est pas du tout suffisante :

En effet, il est démontré dans [1] que si I'on choisit :

g 1
0 0,

0 0
d=1, n=2, A=A1=( : B=(1 o)
le probleme de Cauchy

diu+Ad.u=Bu

u(,0)=g

est (&, &")-mal-posé, alors que les valeurs propres de la matrice A(E) = A sont réelles.

3.3 Probleme fortement bien-posé

exemple précédent montre que la notion de probléme (X, Y)-bien-posé peut ne pas étre stable sous
T'action de petites perturbations, dansle cas ol X = S et Y = 5.

Pour cette raison, nous considérons plutét cette notion dans le cas oli X est un espace de Banach
et Y =X, et parlerons dans ce cas de probléme fortement bien-posé dans X, ou encore de probléme
X-bien-posé. Si c'est le cas, 'application :

S5 : X — X
g — S(g)=ut)

définit un semi-groupe continu sur X.

Proposition 3.3.1. Si X est un espace de Banach, il existe deux constantes c et e, telles que :

USellgpy < ce®t (78)
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Démonstration :

Tout d’abord, {5} eero,r) est une famille d’opérateurs continus sur X et, Vg € X, les applications :

[0,T] — Xx — R,
t— Sg — ISzl

Sont continues, car S, g = u(t) avec u € ([0, T];X) et “h1” - thlll < |lhy = hyll, Vhy,h, € X.
Cela implique donc que, quel que soit g € X, I'application :

[0,T] — R,
t — J[S.gll

est continue, et par suite borneé sur [o,T].

Ainsi, pour tout g € X, il existe M Ry, M= sup [|S,g]|, tel que :
te[o,T]

et 'on arrive donce & :

VgeX, Vie[o,T], |IS,gll<M,

ce qui veut dire que :

Vg €X, l'ensemble {S,g / t € [0, T]} est borné dans X
D’aprés le théoréme de Banach-Steinhauss ¢,
Pensemble {[{5,], t € o0, T1} est borné dans R,
et il existe alors C > 0 tel que :
Viel[o,T], Is)l<c.
Maintenant,
Vte[0,T], t=p+r avecpeNetre[0,1]
ce qui permet d’écrire :
5t =8, =85,08, =(5,)°S,
et il s’en suit alors que :
ISl =11(S P, 11 < lIsy11P. lIs, Il < cPc
d’ot
[IS:]] < Cepln®
ou erncore

[IS:]l < Ce' avec w=InC.

6. Théoréme de Banach-Steinhauss : Soit X un espace de Banach, ¥ un espace vectoriel normé, et & une famille d’opérateurs
continus de X dans Y. Si, pour tout x & X, lensemble {[[Tx|ly /| T € #} est borné, alors I'ensemble {||T]| 2E.Y) /TeFlesta
son tour borné (cf [3]).
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Proposition 3.3.2. g X est un espace de Banach, alors la notion de probléme X-bien-posé ne concerne
que les matrices Ay, ..., Ay Plus Drécisément, si un probléme est X -bien-posé pour une certaine matrice

By € M, (R), il demeure X-bien-posé pour toute dutre matrice B € M, (R).

Démonstration,

On suppose que le probléme est X -bien-posé pour une certaine matrice B,. Dans ce cas, le probléme

au+ 3 A - B (79)
== AT = Du p 1
at o axj

définit un serni-groupe continy (8):=0, et on a
ISell ey < cewt (80)

pour certaines constantes positives ¢ et ¢,

De la formule de Duhame] (56), I'équation (79) avec la matrice B=By+C au lieu de By équivaut 3 :

(2

iu(t)=SIg+f Si—sCu(s)ds (81)
0

et on peut résoudre (80) 3 laide de la méthode itérative de Picard”. En effet, en désignant par Ru le
membre de droite de (81), et en tenant compte de (80), on peut toujours trouver un nombre entier
N tel que RN soit une application contractante, et 'on conclut alors (d’apres le théoreme du point fixe
de Banach) qu’il existe une unique solution u de (52) dans %(Jo, T[;X). Comme T est arbitraire, la

solution est globale dans le temps. O

3.3.1 Hyperbolicité

Nous considérons d’abord des espaces X tels que la transformée de Fourier dessus définisse un
isomorphisme sur un autre espace de Banach Z. Typiquement, X sera un espace de Sobolev HY (RY)" et

Z un espace L? avec poids :

Z=L2RY)", LX(RY):= { vell ®RY)/(1+[ER)iv e Lz('Rd')}. (82)

Ce pourquoi noug Supposons que : La multiplication par une fonction mesurable & définit un opérateur

continu de Z dans lui-méme si, et seulement si, g est borneé.

Définition 3.3.1. Un opérateur différentiel du Dpremier ordre

g & ]
=—+Y 4 (83)

—_—

7. Méthode itérative de Picard (ou méthode des approximations successives) : L'équation différentielle avec condition initiale

e _—

«}r Y (&f%“y ) est équivalente 3 I'équation intégrale { :((;) - f o £ G 2(s))ds - Sous certaines conditions sur f, cette EDO
| V = -

(-

admet une unique solution Y. La méthode itérative de Picard consiste 4 chercher cette solution y comme étant la limite de la
ite (bien définie et) s tell He=g

suite (bien définie et) convergente Ynln, telle que : Ve 8 i ;

= Yur1 ()= [ £(s, yn())ds
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est dit hyperbolique si, et seulement si
sup || exp [{A(&]]| < oo. 84)
£eRd

Plus généralement, un systéme du type

dans lequel B est quelconque, est un systéme hyperbolique ’EDP s7i] satisfait a la condition (84).

Proposition 3.3.3. pour que le probléme de Cauchy homogéne

du 2 du
‘a—t +§Aké?k = Bu (85)
u(,t=0)=g

soit H*-bien-posé, il est nécessaire que le systéme d’EDP

du & du
= A, — =B 86
ac+; Kax, M -

s0it hyperbolique.

Démonstration.

La recherche d’une solution ¢ & %(]0,T[;X) du probléme de Cauchy (52) se raméne donc tout simple-
ment 2 la recherche d’une solution v € ¢(]0, T[;X) pour le probléme

ou . -

E =[B : iA(n)]u 87)
u(n,0)=g(n)

et grice a la proposition (3.3.2), ou peut toujours se restreindre au cas ol B = 0,,. Dans ce cas précisé-
ment, i obeirait 4 la formule

U(n, t) = e~ gy, (88)

et pour que (t) soit dans 7 pour tout g, il faut et il suffit que I'application 1 —- exp [—itA(n)] soit

bornée. Comme tA(7) = A(tn), ceci équivaudrait 3
sup || exp [{A(E)]}] < o0, &9
Eerd

et cette derniére propriété est indépendante de t. O

Proposition 3.3.4. Sile systéme d’EDP (86) est hyperbolique, alors le probléme de Cauchy homogéne (85)

est H*-bien-posé.
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Démonstration. Lexistence et Punicité de [a solution sont garanties par la transformée de Fourier. Fp
effet, on trouve :
(n, t) = e~ HAmg(p), (90)

et il reste 3 démontrer que Papplication

t—u(t)

est continue de ]0, T[ dans ()" bour tout g € X, ce qui revient 3 démontrer que Papplication
t— 1(t)

est continue de ]0, T[ dans Z = Lf(]l&d)".
Ona:
() — )] = f |(eimAt) e~ MEm)* @ + 12y dn. (91)
Rd

et, grice a (87), lintégrande est borné par c[g(mI*(1 + [n]2), ce qui est une fonction intégrable jn-
dépendante de ¢, Ce méme intégrande tend vers 0 quand t tend vers 0, et cela implique (d’apres le

théoréme de la convergence dominée de Lebesgue ®que

Lim [[@(z) - a(t)], =0 (92)

Tt

ce qui veut dire que l'application

t—1(t)
est continue de ]0, T[ dans Z = LA(RY), et qu'il en est de méme de Papplication
t—u(t)

de ]O, T[ dans X = Hs(R?)",
Nous résumons les résultats précédents dans le théoréme suivant

Théoréme 3.3.1.

® Le probléme de Cauchy homogéne

du & oy
e Ai—=0 .
ot +§1 15%, 93)

u(.,t=0)=g

8. Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue : soit (fu)r une suite de fonctions qui converge simplement vers une
fonction f. Si :

VneN, Vx, Gl < glx) avec gegl
alors : ¢
feel et J If ()= folx)ldx —s 0 quand n—Q
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LI 94
at & dx; o4
j=1
est hyperbolique.
o Silopérateur
L=— + Z G ax 95)
est hyperbolique, alors pour toute matrice B dans M, (R4 ) et tout réel s, Ie probléme de Cauchy
homogéne
dm  E du
ar ; Tox, ~ ¢ (96)
ul,t=0)=g

est H'-bien-posé.
® En particulier; ce dernier probléeme de Cauchy est H*-bien-posé pour un certain réel s si, et seulement

st il est L2-bien-posé.

Proposition 3.3.5. Si [’ opérateur (95) est hyperbolique, alors le probléme de Cauchy (96) est bien-posé ¢

la fois dans 5 et dans .
Démonstration : (¢f [1D

Théoréme 3.3.2. e probléme de Cauchy (93) est H?-bien-posé si, et seulement si on a les deux propriétés
sutvantes :

® Pour tout & € RY, lq matrice A(&) est diagonalisable, de valeurs Dropres réelles :
A€) = P(£) diag(p,(£), ..., 0, (£)) P(£). ©7)
® Sa diagonalisation est bien-conditionnée en ce sens que :
sup [IP(E)HLIP(E] < +oo (98)
Eésd‘l
Démonstration : (¢f [1D
3.4 Symétrisation de Friedrichs

Définition 3.4.1. Soit lopérateur
a
L=— o, 99
= Zl i 99)
* On dit que L Symétrique au sens de Friedrichs (ou qu’il est Symétrique hyperbolique) si toutes les

matrices A; sont Symétriques.
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trique et définie positive So, telle que chaque SoA; (pour j=1,...,d) soit Symétrique.
® On dit que L est « constantly-hyperbolic » si toutes les matrices A(E) sont diagonalisables de valeyrs
propres réelles et si, de plus, les multiplicités desdites valeurs propres demeurent constantes lorsque

€ varie dans sphére unité §4-1 ge R?. Dans le cas particulier ot les valeurs propres sont réelles et

simples, on dit que L est strictement hyperboligue.

Théoréme 3.4.1. Siyn opérateur. est Symétrisable au sens de Friedrichs, ou sil est « constantly-hyperbolic »,

alors il est hyperbolique.

Démonstration : (o [1D
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