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HakimAM()UCFII hldmoire de Mastire

1 Introdudion

Daru ce mdmoirer :

fr
- | Jt forsrule tris clairegnent Ie probk\rne de Canchy posr lllr s,ystir*e lineaire <l'c,p{raterurs diffdren-

tiels du premier,rrrdre i cclficients constants (systdme apparentd h une 6quation d'dvolution). J'intro-

duis de fagon non moins clilire lai notion de problime bien-posd (notion de . W:l1-posedlness ") ainsi

que des corrditiqns qui lui $o,nt n{fuessaires et {ou} suffimntes {rxprirrides en teriry:s d'h1'perbelicitd},

que je d€rnontre dians les nroindres dirails, et j'accorde un itiret bien particulier aux s'FstCmes dits

symdtrisabhs au tsens de Frir:'lichs.

1 Bi"tt s{ir, lors,qu,e }es celficients, le second membre et la dorrnde initiale dudit systdme so*t aca-

lytiques, le thdorilme de Caurchy-liovalevski {cf L2l) fournit une solution analytique, uni,que (d'aprAs

HolmgrenJ. Cepend.ant, cette solution n'existe que sur un intervalle * de temps D relativement court,

ddpendant souvent de la do:rnde jnitiale. Comme 1'analyticitd de cette derniire e$t Feu plobable daas

Ia " waie vie >, et vu que les liolutions locales ne sont pas waiment d'un grand intdr€t, je ne serais gudre

concernd pa.r ce fJpr3 de rdsultat.

Sl Le probltrne dle. rCauchy qpre j'aborde ici est posd sur lespace Rd tout eatieq prud.ant qlue 1e temps

ddcrit un intrrvallle du type .],0, T[ of T 5 oo. Je lui attache deux sortes de * Well-posedn.ess , : celle

dite faible et une t;econde qu,e I'on qualifie de forte, et je ddmontrr: que ces proprid,tdr; sont, d'une fagon

ou d'une autre, intfunement Lities i Ia notian " d'hyperbolicitd" duLdit systime.

/ Le Principal sullPort i I'ilaboration de ce mdmoire est Ie chapirre 1 du liwe de Sylvi.e Benironi-Gavage

& Denis Serre, rdcligr5 en anglais et intituld : Multidimensional Hyp,erbolic partial Differential Equations,

otr les rdsultats $$,nt prisentri:s de fagon trEs succinte, et leuls preuves sorrt souvent sommaires et in-

achevdes {ir mon trAs humble avis}.

E Ma csntrillutro:rr iL ce travail se r€sume i un effort de synthise du chapitre susdiit, et aux inoncds et

preuves des r€sulfiatr; qui s'y trouvent, de fagon nettement plus int,elligible.

2 Rapp'el, l\lrotations et Conventions

2.1 G6ndrraliti:is

Les notations sont celles des dquations aux ddrivdes partielfi:s. Lorsque d esrr un nornbre entier

stricf.ement prositi{ .T : (x1,;r2, . . . , xa) est un vecteur de JRd, et o = (dt, a2,.. ., a6 ) est r,m d-multi-

indice (ie un d-upJ.e de nomlr:res entiers ) 0), on pose :

Isl: at* a2* ---* aa

llxlf = {xf + xl+ . ..* x2o1L/z

{..r J

(2)
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I

dr: Mastire

0 :{0y,82,..-,6a)

a" = ai'a;, ...a:o

(pour t = 1,2,..., d, et i2 = -1)
1

'= iut
D" = Di'D;" ...D?

que' pour une fonction/ suffisamment diffirentiable, la formule de Thvlor s'dcrit :

a! = atlazl .. . aa!

*"=*l'*7...rI^
a0j:T fuourj=1,2,.-.,d)

unj

f (x +h)= l, a,161{ + oftLll").
rfrir dl

sur les matrices

1
Dt = -70,
' t'

HakimAMOUG!{I

(9r)

(10r)

(1 1)

(13)

1r4)

(1s)

(3)

(,{)

([;)

ttt)

(7)

($t)

an

noti 0n

{fU:
clr,(K),

que I'on

laquelle

Soif

la s6rie

quel<
oapeut

un entier strictement positif et K = R (ou c), on disigne par M,(K) I'algibre des maticqs
et 7r colsnnes (n x n-matrices), i cefficients dans K, ori I dtdment reutre pow I'addition est

celui pour la multiplication Io. La transposie d'une matrice M de Mn(C) sera notie : Mr, sotr

: M* (de sorte que M* = M-r), et une matrice U de M"(C) sera dite unitaire si et seulement si

ou (de fagon €quivalente) U(F : fo. Le groupe des n x n-matrices inversibles sur K est no*i
la partie de GLn{C) constituie de toutes les matrices unitaires est un sous-groupe de GI',(A)

U"(A).falgibre IVL(A) est dquipie de la norme :

iltff =,.Jl?*o lffiY' ot il(lJc" = rf.-{' (121

vM,N€Mn(C), llutrvll < llMllllNll

Ve e U,{C), llell : r,

VMeM'(CJ, VP,Q€U"(C), lpMall:llMll.

h rne 5{ite metricielle rlans tr{{K} s[ ehaque ]it1 esr de la fose 1m]r]rsi,x*- on dit que

ielle !M1 est convergente dans M"(K) si, et seulement si, pour tous entiers i et j tels
( n et 1 < i s n, la sirie numdrique Iu*b est convergente dans K. pour tout M e M"(c),

vdrifierque laserie maniciell,e I **u estconvergente, etlbnnote pypM ouencore

(15)expM = "" ,: i frnlo.

eM sa

Juin 2014 Universitd de Guekna



HakimAhdOUCEtI fi{dmoire de Mastdre

On d€montre igalement que,

Quel que ssft la matrice M de M,(A), quel que soit le vecteur

uo de C", et quel que soit le riel to, 1a fonction vectorielle

lR ----+ C'
t ,-----r e(t-ts)Muo

est I'unique solution du systdme

*=uu.dt

qui vaille uo en fs,

que les valeurs propres de expM sont les exponentielles de celles de M, et que

exp(Mr) - (expM)t, expM= expnA, exp(M.) = (expM)*.

2.3 Fonction.s test et distributions

llf ll,a; = suP ld"/(x)1.

Soit {-l est un ouvert noa vide de lR.n, K une partie compacte de Q, k un entier naturel, et rappelons que :

. ?o(lR") est l.'espace des foncrions rdelles ou complexes, continues sur lRn et tendant vers zdro d

finfini {ie quand lxl- m).

t gk{tl} est l',espaee des foncFians rielles ou cocrplexes, k-fois coatin&ment difiidrentiables zur f,!.

C'est un espace de Frichet I pour la topologie d€finie par la famille de semi-normes (Nr.r)r oir K ddcrit

les compacts de O et,

V f < g*{{r}, }Sr,r{"f} : sup}€"/{xi}.
lsl=k

. gt(n) est fr:space des fonctions r€elles ou complexes, k-fois continfiment dif{drentiables sur f,),

borit€€s ainsi que tantes lears d#v€es jusqn'i fordre t. C'est lr$ esFa€e de Banach pour la nsffne :

QN

{18)

{1s}

(20)

. VIt$ est l'espace des fonctions rdelles ou complexeg k-fois continirment diffdrentiables sur f,!, i
suppofts2 dans K. C'est un espace de Banach pour la norme N16,p.

I lf*(flJ (parfbis noti E(fiJ) est l"espace des fonctions ind€finimenr diftrenriables sur n (g*{n; =
np6 gk(n)) . C'est un espace de Frdchet pour 1a topologie definie par la famille de semi-normes (Ns.&) r* .

1- Ur esPace de Frichet est un espace localement convexc {ie dont la topologie est d€finie par une famille de semi-normes
{pa)rs qui #pat€ let points, c-i-4 telle qur: si p*{xJ = O pour tout 4 e I, alors x == O), mdtripable (ie d* topologie ddfinie par
une famille ddnombrable de semi-normes) et complet.

2. l€ suppofil d'une foncion J {note Supp J} est le plus petit ensemble furm€ dans le conrp}imentaire duquel f est nulle.

Universiti de Guelma Juin 2014 Mattrimatiques



Mdmote de Mastire HakimAMOUCH]

. 'sf,({,r) {dgalement nDtE 9(n)) est I'espace des foilctions rdelles ou r:omplexes, ind€finimerrt

diffdrentiable$ sur n, i support compact. Par ddfinition, une application sur %;*(n) est continue si, et

seulement si, sa restriction i Vri(O) est continue pour tout compact K e I-t.

r ?-*{lit} iou 9'{nJ} est }e dual topologique de 1f,f,(ft); cest I'espace des distributions sur !-1. Sur

6-*(n), on dispose de plusieurs topologies : la topologie faible, qui est la topologie de la convergence

simple sur lfo*(O), et la topologie forte, qui est celle de la convergence uniformre sur les pafiies borndes

de€o*(O)(unepartieBdegfl(O)estborndes'ilexisteuncompactKGOtelqueBc'dfl(O)et,

pour tout entier k > 0, Nr.k{B) : supo." N6,r(gJ < m). La topologie faible (resp. forte) est d€finie plr
la famille de semi-normes (pF)F telle que :

VT e g--(a), pr{r) =supl{T'pil {21.i

otr F parcourt I'ensemble des parties finies (resp. des parties borndes) de Q"(o). La topologie forte

est, comme son nom findique, (waiment) plus fine que la topologie faible : Uine famille qui converg:e

faiblernent ne converge pas toujours fortement. Cependant on a le r€sultat (qu:i a fair miraculeux) :

t2it)

(2s)

Pour tout fs €]4, bl, la " fface sectionnelle " de u sur Rd x { to} est difinie pe u(., t == to) = U{fo}.

o 8'({1,} est le dual topologique de 9*(O); Cest l'espace des distributions ii supports compacts sur

!-t.

r .l(R") est fespaee des fonctions ind€finiment diffdrentiables firr R" i. drkroissanee rapide airu;i

que leurs dirivdes de tout ordre. On a / e ./(R.') si, et seulement si :

f € g-{lRa) et, VN € N, VP € Nn, (1 + lxfiN Aa 7 est bornde sur Ra, (24)

ce qui dquivaut i

t € g*{Rn) et, Va € Nn, VP € Nn,xd?Ff est bornie sur llRn (2s)

ll l;i 1f,; est une suite de distributions qui con-

il

if verge simplement v€rs $$e limite T, alers I est
tl

ll une distribution, et To tend fortement vers T.

:8{fa,,b[,9r(Rd)] (notd€galement.1.ta,hg'8dl))estl'espacedesdistributionssurlR.dxla,bl.,

continues err la variable de ]rr, b[ : A toute U continue de ]a, bl dans 9'(lRd), on associe injectivemerrt

la distribution u € 9i (lRdx]a, b[) en posant :

tb

(u,v) : | {utt),9(., r))dt oir 9 < z(Rdxlc, bl).
Ja

Mathdmatiques Juin 2014 Universiti de Guelmia



HakimAI\{OLCHI M€moire de Mastdre

La topologie naturelle de .52(lRn), et qui en fait un espace de frdchet, est celle ddfinie par fune des

tamilles dquivalentes de semi-normes :

QN

(28)

{2e)

(30)

px[f ): sup(1* lxl)NlaPl(x)1,
,::il

pa.p(f )= sup lx"? F/ (x)1,

5S

P*,u(f )= sup lxo?f/(:r)1,s
pn.rLf) : sup lxdOq f(x)1.

"l=jd{t=*

Enfin, de (15) on diduit que

./(R") c go(R.")

et de (16) et de La formule de Leibniz, il ddcoule que :

(26)

{32)

(3s)

(s7)

:.'

(3r;

r -f'(Rn) est le dual topologique de ./(Rn) : C'est I'espace {de Schwartz} des clistributions tempi-

r€es. Il est nuni soit de la topologie duale faible, soit de la topologie duale forte.

2.4 Tra4sforrn6e de Fourier

La trans{ormCe de Fourier i (not€e aussi gf ) d'une fonction f intigrable sur llRo est d€finie par la

formule:

fl f-a aer*atio* et tra multiplication flar urr mondme ssnt

tl

ll des applications continues de 5/(lRn) dans /(lRn).

i({)= #[e-i'{;1x1dr'
On ddmontrt aisdment que

que

.f est lindaire,

V/ € Il(Ro), ie vo(n") (lemme de Riemann-Lebesgue),

(33)

(34)

et que VJ,g,e ./(R"),

I f,trr,tro 1= | t t*rc(x)dx (thdorime du transfert),
Jn' Jn"

f -----=---- -- f -- =
J.,fffletf;dg 

= 
Jo"f 

(r)s{x}dx (th. de Plancherel-Parseval}.

On d€montre igalement que

.9 est continue de 11 .....- l-,

t36)

Universiti die Guelma Juin 2014 Mathimatiques



Mdmoire dr: Mastdre HakimAMOUCIHI

et que

9 induit un isomorphisme de I "-+ I

qui se prolonge en un isomorphisme de 9' 
- 

9'

€t€{r:uneis{$r}6*iede L2 * L2.

Par difinition, la transformie de Fourier d'une distribution tempdrde u € y'l{lRn) est

tempdrde il telle que

Vg e e(N."J, F; g) == tu,Q1.

I-iisorrorphisme inverse 9-l estla cotransformation de Fourier notde aussi I :

lF-1l]{x): I-.e/lt{) : 
"h 

| "*if15pg.
LZTIJ z J Rr

Enfin, la trzmsformation de Fourier jouit des propridtds (d'ichanges) suivantes :

Vf, g e trl(Ru), 9(f + il: {?J:);(gf )(9 d,

Vf € ./(R'),Vg € r1(lR.n), gU il: {2n)-tl@f )x(9'g)1,

Vu e :/(1R."), g(D"u): {agu,

Vu e ./(lR"), 9{P(D)u)= P{€)Fu et g-l(P(-D))u =' I't€)9u,

g{6) : {Ln}-i et g{t) : {zn}i 6-

(38)

(3e)

{40)

la distribution

(4ti

t42)

(43)

(44:1

(4s1

(46)

t4T.l

2.5 Espaces de Sobolev

On rappelle dgalement que :

. L21m.d) e$ fespace des fonctions mesurables f : JRd -, C, telles qu. Jurf {*)l2dx soit finie. On k:

munit de la norme ll/llo = Jerlf (x)l'dx associde au produit scalaire (.f lg)o ,= lnr/(*)g(")a.x, et olr

en tait un erspace de Hilbert..

r pour tout s € IR., l'espace de Sobolev d'ordre s sur IRd, b6iti sur L'(lRd) et not6 H'(lRd), est k:

sous-espace de .y'(Rd) fonnd des disrilbutions temp€r6es u sur IRd telles quLe (1 +- I ' lt)i0 soit dan,;

Lr(Rd). IJapplication u - l[(1 + I -|z)iCllo est une norrne sur H"(]Rd). Elle ddrive du produit scalaiin:

(ulv)" : ((t + | 
.lr)ial(1+ 

| "l');t)0 : Iu,, (r + l€l'Ia(g)t(6)d€ et fait de H'(lRd) un espace de Hilbert.

3 ProblEme de Cauchy lirr6aire i cefficients constants

3.1 Position du probldme

Soit d trn entier strictement positi{ x : (x1,...,xa) la variable spatiale, et t la variable temps. lers

systimes d,e n dquations i ru distributions inconnu€s u1' u2r ..., Ew qui sont lin€aires du premier orclrr:

Mathdmati'ques Juin 2014 Universit€ de Guelrnil



HakimAMOUCIII Ittldmoire de Mastdre

i coefficients constants sur lRl x 11R,, et que nol$ considdrons ici sont de la forme ;

(s):

Our tr-t o ?uj n

;:+ ),4i;;- : layu,+ftO t ,=-ir, 
-' O Xk j=t

**'i,,i,* = fn",u,+y,at #*-'i a** j=t
t=o:,

* * T. ol,9 : fa,,u,+ r,0t ?=,=,"nio*r j:r

(48)

{s1)

otr (afr), (or1) ..., (of,), et (ba) sont des matrices constantes donnies dans Mn(lR), et fr .f2,..., /n sont

des distributions donndes dans 9'(Rj x R,), de sorte que si I'on pose :

(4e)

on obtient .t'abre'viation :

0u =4, 0u(s): 
-+)',Ak^ 

:Bu*f. (50)
ot Ei oxk

Le probllme de Cauchy (PC) lid ) de tels s,rstBmes (S), et auquel nous nous intdressons ici, est posd

sur I'espace lRd trout entie4 pendant que t ddcrit un intervalle de temps du qrye ]0, ll"[ of 0 < T < *oo.

Il se formule comme suit :

Etant donnd :

J dans un sous-espace convenable3de a'(nj x Rr)",

g dans un sous-espace convenable de g'(lRf)',

ao=(a,f)i; (ft = 1, ...,d), B=(bij)i,j, .,= [il'],
["J

e'f 
'= 

[:]

(jDCJ :

Si J est identiquement

Existe-t-il u dans 9'(JR.$ x IR,)n telle gue :

L

,a^r\ | !*io,3 -Bu+r(SCI): I At ' H--^ A*r
lK=
I u(.,t==0)-8
a

au sens cles disrributions ?

nulle, on dit que ce probldme (PC) est homogdne.

3. d(.)" est le produit cartdsien de n exemplaires de 6i'(.).

Universitd de Gutelma Juin 2014 Mathimatiques
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le problAme homoglne (PCFD associd au probltsme (PC) est le zuivalrt :

HakimAMOUC]FII

(s.{)

(PCH):

Etant dorrnd g dans un sous-espace de g'(R{)o,

existe-t-il u dans 9'(Rj x R,)" telle que :

lau g ou
(sncr):{ *+/An*:Bu

I u(.,t:o):8

au sen$ dr:s distributions.

(siz)

Notre t, $urtout quand ces dquations dicrivent et modilisent des phdnomines physiques, c'est tle

d6terminer la solution de fagon unique, et ssrtout qu'elle ddpende (< contintfment " des donndr:s

(en un intuitif, qu'il faudra prdciser). S'il en est ainsi on dig avec J. Hadamard, que le problEure

est -pos€. Plus pr€cis€ment, le problEme (PCH) est dit (X, Y)-bien-posd, oii X et Y sont deux sous-

de :A'(n{}o, si et seulement si :

I
I Pour tout g €X, il existe une unique u e 8{O,T;Y),

(BP1) I
I solution au sens dles distributions du systeme homogln.e {SHCD,
t

Lhpplication:

.r s$,T;Y)
g+u

qui d tout g eX arrsocie I'unique solution ue E(O,T;Y)

du systtme homogine TSHCI) est continue.

(s:t)

(Bp2)

et Ia continuiti impliquent que X c Y, puisque I'application C -' u(0) doit €tre continue.

on utilise la notation :

x i:- Y
g * u(r)

systlme homogene est au moirs formellement, ur systlme dtquations diffdrentielles aut$

nomes rapport au t€mps, on aimerait donc avoir la propriiti de semi-group :

Sr-p"=SroS' s,f)0, (s$)

ce qur itrt bien str que Y :X.

On dit que le probldme de caudry homogine [PCH) ddfinit un semi-groupe

continue 4si, et seulement si, pour toute donfl€e initiale g € X, il existe une

unique soulution (au sens des djisuibutiff$] u e Y(R+;X) pour le problEme {PCFO.
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de cauchy homogdne definit un semi-groupe continu sur un espace fonctionnelx,

ce momefi-Pl risoudre le probllme de Cauchy non-homoglne en utilisant la formule de

(s6)

pourvu que soit au moins dans I'espace L1(0, r;x). pour cette raison, nous allons nous focaliser

le probllme de cauchy homogane et nous contenter de construire le semi-groupe.

3.2 trbs faiblement bien posd

Iorsque le

on pourT4

Duhamel;

Ddfinition

posd, stl esf

lernme 3.2.

difinie dans

u(t) = s,r + 
J s,-,.f(r)ds,

1., On dit que le probldme (PCH) wt tis faiblement bien posd,, ou quII at (g , 
g')-bien_

,Ylbien-pd avec X = 9{Rj}" er y = y' {W:).

, la recherche de conditions nicessaires i cet effet va nous fournir une condition un

peu plus dite parfois de " (faible) hyperbolicitd ".

Ttr6ortrne 1. fuur que le problime (PCH) soit (g , g')-bien-pos6, il est n€,cessaire (mab pas suffuant)

que, quel soir { e IRd, toutes lu valeurs propres de la manice Ag)(t= It, € 1ei ,l soient rd,elles.

Pour la ion de ce th€oreme, nous aurons besoin des lemmes suirants :

Soit { e 1Rd et ), une valeur propre simple de A({). Il ackte alors une applimtion :

Qt,r) : lR.xlRd + CxRd
(t,o) .* {g{r.o),r[r,o])

voisinage W ile {0, O, de clnsse Ee, et telle que :

{sn

(s8)

Preuve: {

lemme Soit { e Rd, W unvoisinage ouvert de (0, {) dans IR x lR.d, ef g : lRd -- C unefonction E*
dt support tetle que 0(O) * 0. four t assezpetit, on al\mplication :

kt - t-t €)e Supp 0 + (t,t24) e W

Supp g compact dans lRd :t Supp I borni dans Rd

:+ 3S>BlSupp$cB{O,d}
4, Anoter la ctmtinuit6 fait rdfetence i celle de la solulition par rapport i t et non celle de fapptication f * Sr.

{ 
f*"- ir{o)] r(t,o)= 1.r(t,o)r(t,o)

{ r(0, {) = -i^(1)

I tt,,tt : t

(s9)
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ouvertde (0,{)danslRxRd =+ fa>0,fd'>o ll- ",a[.xB$,d,)cW _
:* I- e,elxl((,6t) cW,oh e=min{a, tl|},

pour t assez petit, par exemple t e] - e, ef, et pour tout { et q dans IRd, on a :

(q-r-'{)esuppO +
::+

_

:

-
-

kt-t-'€)€B(0,5)

lh-r-2€ll<a
fft"r- €ll<t2A

llt'n-{ll<r'6
A'

llt'n-{ll<}xa
llt'rr-Ell< 6'

t2q e8{{,6')

(t,t'n) el - e,tlxB((,6")

(t,t2q) ew.

soit g

ciie ir

est bel et bien ndcessaire : En effet, supposons donc que (PCH) est (9 ,9')-bien-pog6,

donn€e initiale dans ./(Rj)", et u I'unique solution dans ?(0,I;"s/'(Ri)") de (PCH) assro-

. De I'dgaliti

que s

Ou g ou

-t),Ap;-=Bu,ot ,!- -oxr
K=t

u e ?*(0, r;,/'(Rj)"),

(60)

(6rL)

(6i!)

et cela

faqon,

5. En

k = 1,.

suite, ft

permet de prendre la transformie de Fourier par rapport i la variable spatiale x. De cegle

(60) va dquivaloir d :

atg
n +i \nr4,o: BQ

nlt

i=(t-iA(,i)n,

iI

A(r1):= f nr+*.
k=1

on sait que u e wo(a,T;g'1m,f)'), et si I'on suppose que u € gr1o,r;t'1wf;)n), on obtient : Pour tout

,u,#. 'drr{qr;9'{Rj)"). caa implique donc que ru-ff=r,e1fr est dans sv(o,r;/{R!)o), et par

a g.t{o,T;9'(&f)"), ot qui r'€sr dire que u 6 gr+1(o,Il g'{R!}"}. comme p esr quekongue, on condut que

(6t|)

(6#t)

r;J/'(Rl)').

Universitd de Guelrna
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M€moire de Mastdre

) - 3, et compte tenu de (17J, I'unique solution de (63) est donnde par la formule

0'(q, t) = e'(r-'+f'rl) 3'1r;

er vu que est{9,9t)-bien-pos€, que la transformie de Fourier est un isomorphisme de g, dans

9', gt! que, quel que soir g e tt(Rj), 1'application :

En d'autres

tout

ce qur nous

$oit mai

9:lRd*C
que

l0,T[ -l./'(Rj)r r.--.+ ur(a-*t'l)Ei(.)

et qu'il en est de m6me de l'application

./(Rd)'-"'+ g (A,T;g'(R.d))

s + {t * e'(r-i'ttrlef.l)

I'application biliniaire,

l f /- ...\ |

| | d('r)*.'("-*(,)),plrl)dqlS cllpllr,.ll{llr.".
lJna I

de Ro), de classe E* et d suppor* c$mpaefs, par :

v- < r'd I iltU}:= o(rt - t-2{)r(t,t2r)
' I *r{4):= 6(q -t-2q)t{t,t2q) '

tv,44- L rr(4;*st(r-'e( d) v{rtJdrt

(55)

t6n

est bien sur O(R$)" x 9(Rf )", continue pour la topologie de Schwartz, unilbrmdment en r sur

(6e)

{ e Rd, ,1. une valeur propre simple deA{{}, {p, r) I'applieatioa du lemme 3.2.1., et

fonction 1f,* ir support compact telle que 0(O)# 0. Pour r > 0 et assez petit (de sorte

t59) du lemme 3.2.2. soit vraie), on ddfinit deux champs de vecteurs Q, et $t sur lRd

(
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otr f un champs de vecteurs propres pour la matrice adjointe lt a - *{o)f* , ddfini et nord.a-

lisd prdcddemment. on virifie aisiment que (drJ, et (dr), sont borndes pour la topologie de

lorsque f + 0. En effet :

Vc,p €Nd,4o(oBorXyt) = \aoFW({ - t-2q1rg,tzg11

: n"ZcFt2t1-rt(Dr ilh - t-2g11n1-rrXr, trrl)
'#

: I cF tztl-rt qd(Dr 641r - t-" €)(DE-r r)(t, tzr;)
r€Nd

lout s > 0, tout t e]0, e] et tous c et p dans Nd, on a :

lq' {DF * r){'t}t < I c f tafi - rt 1rt 1.1{D! 0 }(n - r -16}1. t(Df -r r}( t, t2q)f

0

0 est I support compact, pour tout 4 € lRd, on a :

f(D/9X"r - t-z€)l< sup f(Drfx{}1.
6€ Supp I

on remplace 6 par d, et d par rp, dans t68) et on obtient :

f J *,,nr, t(B-*rd) +,(,ria,rl s c*eJty"*,!Jly^, (7n)

et les familles (d,), et (r/'r), sont bornies pour la topologie de Schwaru, lorsque r -' 0, olr

amve a

(7211
f f +,,nr"'(a-urrr)4,1 ,*a,tls M,

une (lnstante positive.
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Nous avons aussi:

ff
I f,("t)..'ts-ttt{n)J|,Qfldq : I e1r4-t-2q1t1t,fr1rtts-t4ilte1l-t-2€)r(t,tzn)dn
Jma J3,

: I t"{r* 24)€rt8-,e(,r)1{r,tzq'1le{q - {zE}l'dq
Jn,

: l r.rr,gzrlttt}-ae(t'n)J r1r, t'rl)lg{n - t-,€)l' rtrt
JRd

: I t- 1t,tz41*][t'e-u*{t"ri] r{t,t24}lg{4 -" t-, E}lt drl
J R,d

: I t.G,szyr1"l*(t't'dr(t,t2q)10{q - t-r5)f art
Jma

a

= | uirr',."ir1g.r)(r, r'4)ld( rt - t-z€)lTdzt
Jna

: [ ,+urr,ur*r]g.r11r, t2( + E)lo{gl2d(
Jm.a

f
: ei,r(o.il | "!tu{','"t+g)-p{0,9)l{l,r)1t,t2{,,1 ilIl{Of d(

Jnd
f

: 
"-+ | "!tv{t,t"{+E)-v(0,E)l(l.rxr, 

trg + gl1O1glrag
Jmd

et vu que :

Fq f .:t*,r't24+i1)-'t'to.€)j(t-r)(t,t2(+€)lo(()lrd( : f .*,-" ltutt,t2clil-uto,gl(l.rxg, €)10('3lzd{t*o Jsa Jn,

: l r*trr,.ur*flr1,*(r.r)(0, €)lo(olrd(
Jaa

I eH1c'ilU.rxo,{)lo(il1,d(
Jq,

: ,:f ,nr,1z.r11o, g; I loG)lrd(
Jmd

er que :

sa condut cue :

| - --'.rD rr,-!r r iA.'r

| ,r,(q).u'tr-t{n)14,1r1dn - cexp {-; ) quand r - 0.
Jna \ f ''f

I Mais, on sait que I'intigrale fn, {,r(q)*etlr-ra(n)14,1n1d4 est bornde quand t - ct, et cela implique

quee*estbornriequandt+0,ctst-a-direquelr*l S-K,oirKestuneconsranre>0.Enposanr

1 = s*ip, of c et p sont dans IR, on arive a : le*; = 1aY,{l : rl .K, quLand t -o 0+, ce qui

implique qut3 F esf 5 0, Cest-i-dirr: que :

Im.l, S 0. A3)

.fr ro"€)14.r110, r, l, rcG)I" d( : c * o

Universiti dr: Guelma Juin 2014 Mathdmatiques
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En appliquant cette conclusion i la valeur propre ,i, on arrive i :

Imr,<O.

ce qui veut rCire que :

.1. est r€elle. (7.,\

Le e:s d"une valeur prapre de multiplicitd constante dans un vaisinage ouvert d'un point { de R :ie

traite par les m€mes iddes, r:t ldL encore on ddmontre que cette valeur propre est rdelle. Les points E

en lesquels les multiplicitds rLe sont pas localement constantes forment une varidtd algibrique, donc un

ensernble d1nt6rieur vide, et la continuiti implique le caractdre rdel des valerur,s propres {cJ l1]).
Enlin,

c'est-i-dire

et de {73) et{75) on d6duit que

Irn.l> 0-

Im i.: Q

€X
r---+ S,(g)'= u(t)

(7'+)

{7s)

(76)

(78)t

En effeq il est d6montrd tlans 11] que si I'on choisit :

le problime de Cauchy

{d,u*A?*u:Bu
I u(''01:g

est {9 ,,9t)-:mal-posi, alors que les valeurs propres de la matrice A({) = {A sorrt r6elles.

3.3 Problime fortement hien-pos€

l'exemple prdc6dent montre que la notion de problime (X, y)-bien-pos6 pr:ut ne p,as 6tre stabie sous

l'action de pr:tites perturbations, dans le cas ori X = y ety : gt .

Pour cette raison, nous considdrons plutat cette notion dans le cas otr X e$t un espace de Banach

et Y = x, et parlerons dans ce cas de probldme fortement bien-posd dans X', ,0u €ncor€ de probllmg

X-bien-posd. Si c'est le cas, I'application :

r La conditi.o4 n'est pas du tout suffisante :

St:.X
I

ddfinit un serni-groupe continu sur X.

d = 1, n=2, o=o, = {3 3), " = (? 3)

-t

Proposition 3.3.1. Si X est un espace de Banacl4 il exkte deux constantes c et u, telles que :

llS'll:srxl S ce''

Math€matiques Juin 2014 Universiti de Guelma.
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Ddmonstration :

Tout d'abord, {st}telqrl est une famille dbp€rateurs continus surx et, Vg €x, Ies applications :

lO,fl 
- 

x 
- 

lR+
feSrSHllsrgll

sont continues, car 5rg : u(r) avec u € a$o,rl;x) et flhl ll - llarlil < llhr - hrll, yhr,h, e x.
Cela implique donc que, quel que soit g eX, l,application :

l0,Il + lR+
_l t + Ils'sll

est continue, et par suite borned sur 10, T].
Ainsi, pour rour g €X, il existe M € IR+, M = ffp llSrgll, tel que :

f€[0,r]

Vt e [0, r], lls,sll < M,

et I'on ar:rive donc i :

Vg €X, Vt e 10, Tl, llS,Sll < M,

ce qui veut d:ire que ;

Vg eX, I'ensembie {SrS I r € 10, fli est bornd dansX.

D'aprds Ie thdorime de Banach-steinhauss 6-

I"ensemble {flsrfl , t e [O, ?J] est born€ dans JR*,

et il existe alors C :' 0 tel que :

Vr e [0, T], llsrll < C.

Vr e [0, Tf , t : p* r avecp €NI er r e [0,L[

S, = Sp+, = Sp oS, = (S')PS"

lls,11'= ll(sr)Ps,ll< llsrllP.lls"ll < cpc

ou encore

llsrll s 6"ntnc

llsrlf < Cet. avecar = lnC.

16

Maintenanq

ce qui permet dtcrire :

et il s'en suit alors que :

dbir

6' Th€orBme de Banach-steinhauss : Soit x un espace de Banach, P un espace vectoriel norm€, et .f une {bmille d,opirateus
;:lT:#ffJ.if',lji: ** *"'x e x, l'eluerbie {l{rxllv I r l -si *l'u"**, 

-Jl'* 
rcn,.*nr" {ttrll:rr:r.yr I r e *s e* a

Universitd de Guelma Juin2074 lVlathimatiques
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Proposition g'g'2' si x est un upace de Banach, alors ra notion de probrime x-bien-pos6 ne concenteque les matticu At' " ' ' Aa' PIus pr6cis6ment, si un problime at x-bien-pos6 pour une certaine matrice80 € M,r(R) il demeure X_bien_posd pour toute autre matriceB € Mn(R).
Dimonstration.

on suppose que le probldme estx-bien-posd pour une ce'taine matrice go. frans ce cas, le probrimr:

ft*fo, u3f 
:r,,

d6finit un senni_groupe contrnu (Sr)r>0, et on a

llSrll-grxl I ce't
pour certaineli constantes positives c et @.

(80)

De la formule de Duhamel (56)' l'dquati on (79)avec ra maffice B=86*c au rieu de go dquivaut d :

t79)'

(81)
u(r) *+r+/ 

+-,cu(s)ds

et on peu't rdsoudre (80) i l'aicle de la mdthode itdrative de picard 7. En effeq en ddsignant par R, remembre de droite de (811' et en tenant comgte de {801, on peut toujours trou!€r un nombre entierN tel que RN stlit une application contractantg et l'on conclut alors (d,aprds le thdoreme du point fixede Banactr) qu'i1 existe une unique solution u de (52) dans a(]0, T[;x). commre r est arbitraire, lamlution erst globale dans le temps- 
- \J v' r Lra 'r' LUrnrrrre r est ari

3.3.1 Hyperbolicitd

Nous consid'drons d'abord des espaces x tels que la transformde de Fourier dessus ddfinisse un

;::",=Tr"*# r",:t,"'out' 
de Banach z' Typiquemeng x sera un espace de soborev H"(Rd)n et

z:L:{R\,, i"z(Rd),:{u.rfl.(Rdi 
I 6+yq1z.Sir.z,r(Rr)}. (s2)

ce pourquoi nou$ supposons que I La multiplication par une fondion mesurable g difinit un op€rateurcontinu de .jl dans lui_m€me si, et seulement si, g est borne6.

D6finition S.3.1. Un opdrateur diJf€rentiel du premier ordre

^)rsE-rOr:;- + > A.-ot H'dxi

I i:.5ffiTq!€&eg@€sJ**09=e"o"* r"**,*rl : uiquation diffdrentieire avec condition inrtiare
t yfoi ='o'' 

' est dquivalente ir l,dquation intisrate { *trl = /,lf fr, ooN, :
admetuneu,,iorresnhr.'^- r, I^_!,L , .. t o(o)=o- 'louscertainesconditionssul/,cetteEDoadmet une unique solution y. I-a mdthode;it6rative u. o\.*(ol:o 

' uvu! rErtarnes condltlons sur'/, cette EDo

suite {bien d€finrie et) convergente (yn)o, telle ou, , { ,o 
ard consiste i chercher cefte solution y co,!,mr3 dtant la limite de Ia-'-" t y"-r(r) = Jj.f(.,r"1";1a.

(83)

Math€matiques
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est dit lryperbolique si et seulement i

sup llexptrA(Mll< *.
{€Rd

Plus g€ndralement, un systime dutype

ou .q ou
at + LA* u*:ar,

dans lequel rl est queba*qtle, est un systime lyperbotique il'EDp s,ilscr,fofair dla g'nditian {g4}.
Proposition 3.3.J1. pour que le problime de Caucl4r homogine

I
la" =q ou

I **hot;;=Bu
t u(.,r:0)=g

soit H'-bien-pasd, il est nicessaire que le systime d,EDp

fi*forft=r,

(84)

{8s}

soit lqrperbolique.

D€moustraticu.

La recherche cl'une rsolution u e Y(]0, r[;x) du problEme de cauchy (52) se ramane dlonc tout simple_
ment i la recherche d,une solutionv e EQL,I[;X) pour le problime

(86)

{ea1

r? -_ exp [-itA(q)] soit

{89)

{u,
{ A:P-ra(a)1a
I a(r,o)=9(q) {87)

et grice i la proposition (3'3'2), ou peut toujours se restreindre au cas otr B = 0n. Danrs ce cas pr€cisd-
ment, fi oberajt i la formule :

Qtq,t)- e-it4riq{q},

et pour que fr{r) soit dans z pour tout i, ir faur et il suffit que l,apprication
born€e. Commer L4(q) ==r{rq), ceci 6,quivaudrait i :

sun llexr fta{{)Jll < m,

et cetfe demidrer propridti est indipendante de t. n
Proposition 3'3'4' st Ie systime IEDP (86) est hlryerbottque, atorste probtime d,e cauchy ltomogine (gs)
est H"-bien-posd.

Uaiversiti de Guelma Juin2014 lvtathinratiques
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ffi::T:ff' 
ttxistence et l'uniciti de Ia solution sont sarandes par Ia uansformde de Fourier En

t(q, t) - e-ia('r)3'1n;,

et il reste ) ctdmontrer que lhpplication

t *- u(f)
esr conrjnue de ]0, T[ dans (-rl")n pour tout g €x, ce qui revient i dim'nn.er que l,apprication

r *_* D(f)

est contiinue cte 10, I[ dans Z,_ I:(Rd),.
Ona:

lF(r) - n(,t)ll2z= 
f, l*-t'*n) - u-itarrrll', d!, tt + lqlr.,. dn . (e1)

et' grdce e (B:z)' Iintigrande est borni par cl${a)f2(l+ lrrl2)', ce qui esr un*fiondion intigrable in-ddpendarrte de t' ce mdme intdgrande tend vers 0 quand f tend vers 0, et cerar imprique (d,apr€s rethiordme de laL convergence dominie de Lebesguesque

l9

(eo)

*$ tg'; - o{rJJJ' : s

ce qui veut direr que I'application

t *- 0(f)

est continue de ]0, I[ dans Z: [:(Rd)", et qu,il en est de m€me de l,applicatiom

6 

- 
u{f)

de lQ f I dans -X' = H'(Rd)n.

Nous rdsumons les rdsultats pricrldents dans Ie thdordme suivant :

Thdorime &8.1,

t Le pr<>blime de Cauchy homogine

t9z1

{#.*^,ft=o
t u(.,t=0)=g {93)

8, Thdorime de la conver
ronctrony. sii- 

-- '' uu'vsrt€rlce dominrie de Lebesgue : soir (/o)n une suite de fonctions qui converge simprernentvers une
vn€N, vx, fi,(xlf ss{x} avec ge-tl
,f

.f eg' er I ift*l-l"f"lldx-g qua:rd n_0J -"'

alors :

Mathimatiques
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at Hs-bien-pas6 pour un cert:ain r6el s si, et seulement si le systime

su a-a OU;+ ),,4;;-=0vL fi.ox,
est hjperbal;tque.

Si l'opclrateur

est lrypa*otique, alors pot r t:aute

homogiine

(e4)

(es)

taut riel s, le pntblime de Cauctty

(en

(ee)

AdL=*+Ia.-1dt H '0*:
tnatrice B dars ef"{md} 

"t

[",. d ^

l;.8^'#:'u
[ ,(., t :0): g

{e6)

at Hs-bien-posd.i..

t En particulieq' ce' dernier problime de cauchy est H"-bien-pos6 pour un certain rrer s si, et seulementsi il est 1"2-bien-posi..

Proposition 3'3'5' st I'op*rateur (g:;1 ssl h1ryerbolique, alors Ie problime de cauchy {gei1 ssl bien_pos6. dlafais dans g et dsns g).

Ddmonstration: (qf [U)

fit6ortme 3'3.2' k ptoblime cle cauchy (93) pss H"-bien-posd si, et seurement si on a res deux propridtessuivantu:

t Pottr tout € e*id' ra matrice A({) est diagonarisable, de vaburs propres r.eues :

A({) : p({)-1diag(0r({),..., 
a"({))p(6).

o Sa diagonslkatii"on est bien_canditionnle en ce sens que :

,rup_,llp({)-1ll.llP(illl< *m (es)

Ddmonseadon; (cJ [1]]

3.4 Sym€trisation de Frir:drichs

D€finition 3.4.1. ,Soir lopdrsteur

L=*.8^,*
o on dit que L symdtrique cut sens de Fiedichs (ou qu'il est sw|trique hlryerbolique.) si tortes lamatrices Ai .sont Siyndtriqua.
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I gh#ralement" on dit que r est '!yrn*ns s.ble au sens de Friefuicla.s,rl erasre une matrice gyn:{-
e et definie positive S* telle que chaque S#i eour j=1,...,d) sait Sym6,*ique.

dit que L est 4( constantly-hyperboliu si foufes les matrices A({) sonr diagonalisables de vglewrs
'nes 

r€elles * sg deplus, les muttiplkit{s dudites valeurs prapres a**ro,
vie dans snhiyo tnjtl cd_l :- nrr _ 

,s.'4,, t,,vprs.\ uemeurent consfonfes lorsgare

;;;::::,:;#r;r",s, on dit que L at sffictement hyperbolique.

I

de Mastere

HakimAI\{QUGHI

' 
#;:r;:op*rateuE 

est svmitrisablc att sew de Friedrtcrq ou s'il est < cowtantly-hyperboric ,,

[1]]
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