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Résumeé

Dans ce travail on c’est intéressé a 1’étude de quelques inégalités de type Ostrowski pour

les fonctions dont la dérivée est s-convexe et ceci en utilisant les intégrales fractionnaires.




Introduction

En analysant la dynamique de ’examen médical régie par les diverses équations aux dérivées
partielles non-linéaires on a besoin souvent de quelques nouvelles idées et méthodes. Il est bien
connu que la méthode d’inégalités différentielles et intégrales joue un réle important dans la
théorie qualitative d’équations différentielles, intégrales et intégro-différentielles et les dérivées
partielles. Ces inégalités sont crucial dans la discussion de I’existence, I'unicité, la continuation, la
bornetude, 'oscillation, et des propriétés de stabilité des solutions. Pendant les derniéres années,
beaucoup de papiers sont apparus dans la littérature qui traitent des inégalités intégrales avec
plus qu’une variable indépendante qui sont motivés par certaines applications dans la théorie
d’équations différentielles et aux dérivées partielles hyperboliques.

Ce chapitre présente un nombre d'inégalités intégrales linéaires multidimensionnelles dévelop-
pées dans la littérature qui peut étre employée en tant qu’outils préts et paissant dans ’analyse
de diverses classe d’équations différentielles, intégrales et intégro-différentielles.

Quelques applications de ces inégalités sont également présentées et quelques inégalités di-

verses qui peuvent étre employées aisément dans certaines applications sont données.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Dérivées et intégrales non entiéres

La dérivation et intégration d’ordre non entier constituent le calcul fractionnaire qui est un
vieux concept datant de I’époque de Cauchy. C’est une généralisation de la notion de dérivée
d’ordre entier & d' une fonction f(x) par rapport a la variable z & des valeurs non entiére de a. Si
o est négatif, il s’agit d’une intégration non entiére et si « est positif, on parle d’une dérivation
non entiére.

L’idée pour la généralisation de la dérivée vers un ordre arbitraire est découverte dans le
courier échangé entre L'Hopital et Leibniz. Le 30 septembre 1695. L’Hopital a écrit & Leibniz
afin de 'interroger au sujet d’une notation particuliére qu’il avait employée dans ses publications
pour la niéme-dérivée d’une fonction f(z). L’Hopital pose alors la question & Leibniz, sur le
résultat de cette dérivée pour I'ordre % 7.

Toutefois, la définition de la dérivation non entiére peut s’établit selon les trois approches.
La premiére est 'approche par limites qui est 'approche classique de Griinwald-Letnikov et qui
consiste & généraliser la notion de la dérivation entiére. La deuxiéme est I’approche de Riemann-
Liouville et Caputo qui, & partir des primitives, associe la dérivation non entiére & I’intégration

fractionnaire. La troisiéme approche est spectrale utilisant la transformée de laplace.



Chapitre 1. Préliminaires

1.1.1 Notations
k

dz*
notation f(z) a la place de f(.) ou de f.

On notera f® ou f la dérivée d’ordre k de la fonction f et nous pourrons abuser de la

[a] partie entiére du réel a. On pourra noter aussi [f] la distribution associée & une fonction

localement intégrable.
Y échelon de Heaviside, ¢ distribution de Dirac.

La fonction gamma d’Euler est définie par
I'(z) =:/ t*Lexp(—t) dt, = > 0,
0

elle se prolonge sur C holomorphe ailleurs que sur les entiers négatifs.

On définit la fonction béta d’Euler par
1
Bz, y) == / " N1 —t)vtdt, z, y > 0.
0
On rappelle que Vz € C\ {0, -1,-2,...}, ' (z + 1) = z2I'(z).
En particulier I'(n) = (n — 1)! Certaines identités peuvent étre utiles.

T(2)I(1 - 2) = —0

sin(7z)

1
et avec z = - on a
i

puis
On reppelle aussi pour la fonction béta d’Euler

I'(z)(y)

Vz, Yy, Rex >0, Rey >0, B(z,y) = ——=
y y (z,y) NCET

pour o ¢ {0,—1,-2,...}, on pose

1
Ya(e) = 7o Y @), Y=Y, Yo =6,
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On notera enfin ’exponentielle de Millag-LefHer.

o

$k
.Ea(l') = ; m

1.1.2 Intégration non entiére par convolution

L’approche communément pratiquée est celle de Riemann-Liouville

Elle part de la formule de Cauchy.

/Ot /07‘ Flrjdr= ﬁ /Ot(t — )L (r)dr

Notons, la notation D~ pouvant s’avérer piégeuse :

LﬂﬂQZE;%ERA@—TY*ﬂﬂmynEN*

Les fonctions J"f, n > 1, sont causales, J"f(t) = 0, V¢ < 0.
En supposant la fonction f causale, en particulier f(0) = 0,

on peut convenir que J°f(t) = f(¢). On a alors
Ym, n € N, J*J" = J*t™

On peut étendre immeédiatement la formule intégrale & une puissance non entiére o, Re(a)) > 0

par
JEf() = l—_%/o (t —7)*7 L f(r)dT = Y, * f(2)
JEf(t) = dxf(t)

Moyennant cette extension, on a
Va, B Ry, J*JF = JotP

La définition, avec Re(a) > 0, est valide pour une classe de fonction notée C par Miller-Ross :

f est continue par morceaux sur ]0, 00|
feC&

f est localement intégrable sur [0, oof

La classe C inclut les puissances Y (z) ou A > —1,

6
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ainsi que les fonctions de forme ¢(z) = z*n(z)Y (z) o n est analytique et A > —1.
‘ Selon Kilbas I'opérateur J* (Rec > 0) est continue pour la norme de LP(a,b), 1 <p < 00
bRea

i 17%£1l, < Re(@)T(@) 1711,

On a
k
Vk=0,1,..[q: %(Jo‘f)(m) = J& )

En effet, comme o — k > 0,

dk o dk o
Eaﬂrz(‘] Hz) = @(Ya*f)(m,)
dk

= Yoor* f(z) = J* " f(2)

Exemples d’intégrales

Intégrale de Riemann-Liouville, pour o > 0 non entier.
a/ flz) =zP¥i(x), B> =1
1

JEf ()= F@ /Omtﬁ(a: —t)*"'dt

Posons t = zu

1

JoPlE] = fé?)/) (zu)Pz? (1—u)a_1xdu
_ oo o= LB+ ars
- P(Q)B(ﬁ+1’ )_ o X

Cas particulier : =k e N

|
| Jaf(x) _ k! xa-{-k

b/ f(z) =exp(Az)Y(z). On a
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En intégrant terme & terme, il vient :

8

J* (exp(Az)) = my (()\é)k:) (z)

g|'—‘ ||

A k+a
kzzor a+k+1‘( z)

On n’obtient pas exactement une exponentielle, lorsque o n’est pas un entier.

Remarque 1.1 On o

['(k—a+1)
o, k—a __ K
A T
La solution de l’équation
Jéf(z) = ¥
est
_ F(k e 1) k—a
fle) = I'(k—a+ 1)1;

Théoréme 1.1 On suppose f continue sur [0, X] et g analytique en tout point a € [0, X]. Alors,

pour tout o« > 0

o0 k
D= | ee@I (1) @)
k=0 \ k | ¢

ot l’on note ,
a )l ala—1)..(a—k+1)
) k!

Remarque 1.2 L’origine 0 de l'intégration peut étre remplacée par

c € [—o0,z| §’il est besoin. Il faudrait alors noter

o = r—i.s / (o - 0" (1)t

Pour ¢ = —o0, c’est le schéma de Liouville. pour c € R, ¢ < z, c’est le schéma de Riemann-
Liouville. IL n’ya clairment pas de relation de Chasles. Pour éviter d’alourdir la notation, nous

garderons partout ¢ = 0.
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Définition 1.1 Soit f € L|a,b]. Les intégrales de Riemann-Liowville 35 f et 53 f d’ordre a > 0

avec a > 0 sont définies por

(o3 D — 1 ’ — a—1 A L -
Jo f(x) = —F(a) /a (x —t)* f(t)dt, z>a
et

b
T f(@) = ﬁ/ (t—z)* 1 f(t)dt, x < b

respectivement ot I'(e) = [ exp(—u)u® " du,

avec 32, f(z) = 0_f(z) = f(z). Dans le cas a = 1, l'intégrale fractionnaire réduit & l'intégrale

classique.

Lemme 1.1 Soit f : [a,b] — R, une application différentiable sur (a,b) avec a < b.

Si f' € Lla,b], alors pour tout x € [a,b] et @ >0, on a

Cm—azjg-wf)ﬂ@_lgﬁ%yp;fwuﬂ;fwﬂ

7 — g)otl 1
L &”_Z_“) / 2 (to + (1 - t)a)dt
) — Q Jo
(b—z)tt f1
—_-—b—_a— '/(; taf/(tﬂf + (1 == t)b)dt (11)

ol F(O{) = fooo exp(_u>ua<—ldu.

Preuve. Par une intégration par partie, on a

fltz+ (1 —t)a)|'

1
/ 1 (b (1= fla)dt = ¢°
J0O

_/gﬁ%ﬂm+a—mmﬁ
= 0 0 r—a ‘
1 \
1—
B Ry o (TSSO
=t Jy rT—a

On pose

u =tz + (1 —t)a, alors du = (z — a)dt,
donc

_7_@ 1 /1 o™ [tz + (1 —z)a) gt = f(x) o /T (@ —u)*t f(u) s

z—a Jo T-—a t—a z-aJ, (a—z)*1lz—0a

9
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De méme maniére pour l'intégrale fol t*f'(tz 4+ (1 — t)b)dt, on obtient

/1 tf'(tz + (1 — t)b)dt
0

f(=z) al(e) 1 / ’ 1 \
. b—u)® du. 1.
2 —b + (b _ ZE)a+1 F(O&) ) ( U) f(u) u ( 3)
_ a+l b— o+l
En multipliant les deux cotés de (1.2) et (1.3) par (= ; _a)a et ( 7 a:)a , respectivement,

on a

—a)* fl@) (—a)** ol(a) 1 (% _ ‘a1
b—a z-a¢ b—a (z—a)P°tT(a) /a (8 =)™ e
(b—z) P fle) B—a2)* o) 1 [, o
TTb—a z-b  b-a (b—z)HI(a) / (b= w)™ flu)du
(z —a)* al'(a) (b—x)* al'(a)

= S fa) = gk fla) + = (@) = 5= da f(0):

D’aprés les propriétés de la fonction gamma, on obtient

1. a1 1 _ 2\ )
S / o+ (1 - o)t = S 1) - e g

et

(b—g:“""l 1#1 . B (b—l‘)a p F(O{-I—lj) a
TE_/O 1/ (b + (1 - )t = ———F(@) + ——1%, (8

Finalement, on a

‘ b-—f%ai rl“f“f’(t:r: + (1 —t)a)dt — L ;_x)ai / l t*f'(tz + (1 — t)b)dt
- ((:c —a)* + (b— :c)a) i) — %I—)[Jﬁ_f(a) + 72, F(B)].

En 1938, Ostrowski a démontré le théoréme suivant

Théoréme 1.2 Soit f : I C R — R une application différentiable sur I°lintérieur de I, est
soita, b€ I avec a < b. i |f'(x)| < M pour tout x € [a,b]. Alors on a l’inégalité suivante est
vérifiée
1 b
}f(b) ——— [ f(t)dt

a—1"0J,

IGY)

S 1t o

} (b—a)M, z € [a,b] (1.4)

10
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,,,,, pour tout = € [a,b]. La constante  est la meilleure possible dans le sens ou elle ne peut éire

remplacée par une plus petite. Cette inégalité donne une limite supérieure pour le rapprochement

1
de la moyenne de lmtegmle — fo t)dt par la valeur f(x).

Preuve. En utilisant une intégration par partie dans 1’égalité suivante, on obtient

1 (x ‘zt_a/ swae == [ e

ou

t—a, sit€la,z
ple,t) = la,2] , T € [a,b]
t—0b, sité€ [z,b]

on trouve

< 5= | b@olirol

< 2| [ o] a

= bjffa / |t—a|dt+/ [t—b]dl

,,,,, M [(z—a) 2(b—x }

b—m |
[(p — (akb))? 4 a2 __ (atb)2
== M(b_a) ( (2))(b_|:(z)22 (Z)J
: T — (8£2)?
— M(b-a) %Jr(_(_b_(_;rz)_)_}

Un cas plus général de ce théoréme est le suivant

Théoréme 1.3 Suppose
(1) f :[a,b] — R soit continue sur [a,b];
(2) f : [a,b] — R soit différentiable & l’ordre n sur (a,b), avec la dérivée d’ordre n, f(™ :
(a,b) — R est bornée sur (a,b), i.e. Hf(")Hoo = s1(11:2) ‘f(”)(t)| < o0
te(a,

(3) 11 existe zy € (a,d) telle que f®(z) =0, k =1,2,...,n — 1. Alors pour tout x € [a, ],

b— a) (b— a‘)"}
b | e
2 n+1

on a
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1.1.3 Quelques nouvelles inégalités de type Ostrowski pour les fonc-

tions s—convexe

Définition 1.2 Une fonction f: [0,00] — R est dite s-conveze au deuziéme sens si
fOz+(1=Ny) SN f()+ Q-2 fy)

pour tout z, y € [0,00[, ) € [0,1] et pour certaines s fizes, s € [0,1]. Cette classe de fonctions
s—conveze est généralement désignée par K 2. I1 est facile de voir que pour s = 1, la s—converité

réduit & la convezité ordinaire pour une fonction définie sur [0, 00).

Par exemple : Soit s € (0,1) et a, b, c € R on définit la fonction

f:[0,00[ — R par
, a, t=20
ft) =
bt*+c, t>0.
Sib>0et0<c<a,alors f € K2 Alors,poura=c=0,b=1,0na f: [0,1] — [0, 1],

flt) =t € K2

Théoréme 1.4 (voir [1]). Soit f : I C [0,00) — R une application différentiable sur I * telle que
fleLlab], ota, bel aveca <b. Si|f'| ests-convexe au seconde sens sur [a,b] pour certaines
s fizes, s € (0,1], est |f'(x)| < M, x € [a,b]. Alors on a linégalité :

M Fx~@”+w—zf
s+1

\ﬂ@—i;lﬂwﬂsb

, (1.5)

b—-a —a

pour tout T € [a,b].

Théoréme 1.5 (voir [1]). Soit f : I C [0,00) — R une application différentiable sur I" telle
que f' € La,b), ot a, b € I avec a < b. Si |f'|' est s-conveze au seconde sens sur [a,b] pour

certaines s fives, s € (0,1],g>1,p= ﬁ et |f'(z)| < M, z € [a,b]. Alors on a l'inégalité :

M@—leﬂmﬂsu

M 2 \* (z—a)?+(b—x)? )
-I-p)% (s-l—l) b—a ’ (1.6)

pour tout x € [a,b].

12
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Théoréme 1.6 (voir [1]). Soit f : I C [0,00) — R une application différentiable sur I ° telle que
# € Lla,b], ota, be I aveca <b. Si|f|* est s-convexe au seconde sens sur [a, b] pour certaines

s fizes, s € (0,1], ¢ > 1, et |f'(z)] < M, z € [a,b]. Alors ona Vinégalité

f@) =3 f(t)dt\ <M (s i 1>% [(m - 62(1-&(5)— :z:)z} @)

pour tout = € [a,b].

Le but de ce travail est de généraliser ces inégalités pour le cas fractionnaire

13



Chapitre 2

Résultat obtenus

2.1 Inégalités de type ostrowski pour I’intégrale fraction-
naire

Théoréme 2.1 Soit f : [a,b] C [0,00) — R une application différentiable sur (a, b) avec a < b,
telle que f' € L[a,b]. Si |f'| est s—conveze au seconde sens sur [a,b] pour certaines s fizes, s €
(0,1] et |f'(z)] < M, z € [a,b]. Alors on a l'inégalité suivanie pour les intégrales fractionnaires

avec o > 0,

T = T

” M . Cla+ DT(s+ 1)\ [(z—a)* + (b —z)*"
~ b-a Ma+s+1) a+s+1 ‘

(.1)

ot T' est la fonction gamma d’Euler.

Preuve. D’apérs le lemme 1.1 et comme |f/| est s—convexe au seconde sens sur [a, b], on a

(E=irmer) s HeP e 0+ 250

a)

i (i:—o)—ai/ t|f'(tz + (1 — t)a)| dt
0

+@—%—@i+—l /1 to|f'(tz + (1 — t)b)| dt
( 0

14



g Eod / L @)+ e =1 @)

:
Jﬂgf)—— [ @ -

< y-(—%}(;—)ﬁi /0 1(75‘“8 4+ t%(1 —t)%)dt
+Z‘£<Lb__%"+ / (15 4 12(1 — 0)°)dt

¢ M famaprsoma] [ 100008

d’aprés les propriéte de la fonction T et B on a

/0 t2(1 — t)°dt = F(l‘f(z Bz(i;r)l)

Finalement on obtient

(e =8 i) - ot e i +.0)

b—a 4 (b—
M 1 T(a+ DI+ ot aF1
. - + (b—1
- b—a(cx+s--}-1+ I(a+s+2) [(z=a) +(b—2) ]

M 1+ F(a + ]-)F(S + 1) (33 — a,)o"H " (b _ m)oﬁ-l .
b—a ' F(.OZ+S+1) Of+8—l—1 )

et le théoréme est démontré. m
Corollaire 2.1 soit f : [a,b] C [0,00) — R, une application différentiable sur [a,b] avec ¢ < b,

telle que f' € L{a,b], «i |f'| est convexe sur [a,b] et |f'(z)| < M,z € [a,b]. Alors on obtient

linégalité suivante pour les intégrales fractionnaires avec & > 0,

(et o) s O+ D) e fla) + 5 S0

b—a
M [(z- a)tl + (b— z)ott
a+1 ’

b—a

ou I est la fonction gamma d’Euler.
Preuve. posons s = 1 dans (2.1), nous obtenons le résultat désiré. m

Remarque 2.1 Dans le théoréme 2.1, si nous choisissons o = 1, alors (2.1) réduit o l'inégalité

(1.5) du théoréme 1.4.

15



Chapitre 2. Résultat obtenus

Théoréme 2.2 Soit f : [a,b] C [0,00) — R une application différentiable sur (a,b) avec a < b,
telle que ' € La,b]. Si |f'|? est s—conveze au seconde sens sur [a,b] pour certaines s fizes,
s€(0,1,¢,p>1, et |f'(z)] < M, z € [a, b]. Alors on a Uinégalité suivante pour les intégrales

fractionnaires

,(@%~®Zjib—@a>fm%_2%§§2b&f@)+£&ﬂmw

! ir o o
» M 2 \?|(z—a) kg (b—2x) + (2.9)
- s+1 b—a ’ ’

(1+ pa)?

1 . i
o -+ —=1,a>0.
qg P

Preuve. D’aprés le lemme 1.1 et en utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

(=) s -0 st
<

e (['a) (1 4 1-9 ora)’
+(b—;%xi </01tp°‘dt‘>% </01 If' (b + (1 —1¢) b)["dt) ;

Comme |f'|* est s—convexe au seconde sens sur [a, ] et |f'(z)| < M, alors

Ame+u—wmq

1

< oMo / (£ + (1 - )%) dt
0

_ oMo

s S+1

De méme maniére pour I’intégrale fol |f' (tz + (1 —t) b)|? dt on obtient

1 IM1a
/ |f' (tz+ (L —2)b)|*dt < 217
0 - ¥ |

16



Chapitre 2. Résultat ,obtenus

— e ————

donc

((:13 - a): +(b— m)"‘> fa) - 2@ +a1) [ f(a) + 7z+f(b)]\

—Qa b_

(o) (a2 [t
M 2\« (z —a)*t + (b= 33)cH—l
<@£i?n > <s+1> { }.

b—a
et le théoréme est démontré. ®

IA

[a,b] C [0,00) — R une application différentiable sur (a,b) aveca <b,
b]. Alors

Corollaire 2.2 Soit f :

telle que f' € Lla,b). Si |f'|" est conveze sur [a,b] et g, p =1, €t | (@) € M, z € [a,

on a Vinégalité suivante pour les intégrales fractionnaires

((a:—a)“+ (1,_;3)(2) f(z) - (a+1) [ _fla) + 324 (b)]

b—a b—
M [(x —a)** 4 (b— x)‘”’l]
(1+ pa)? b-a

<

ol é + 3{ =1, o> 0.

Preuve. posons s = 1 dans (2.2), nous obtenons le résultat cherché. m

Remarque 2.2 Dans le théoréme 2.2, si nous choisissons o = 1, alors (2.2) réduit & l'inégalité
(1.6) du théoréme 1.5.

Théoréme 2.3 Soit f : [a,b] C [0,00) — R une application différentiable sur (a,b) avec a < b,
telle que f' € Lla,b]. Si |f'|" est s-conveze au seconde sens sur [a,b] pour certaines s fizes

se (0,1 g>1,et|f(z)) <M,z € [ab]. Alors on a Vinégalité suivante pour les intégrales

fractionnaires

b—a b—a

1\l 1 .
M([—— .
<1+a) ( +s+1>

><<1+ (a+1)T (1+s)) {( a)a+'1+(b-—:r)°‘+1]’ 45

F(O[+S+1) b—a

l <(ar —a)t (b= 9”)“) f@) - Dt e ) 42, £(0)] \

VA

avec o > 0 et I est la fonction gamma d’Euler.
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Chapitre 2. Résultat obtenus

Preuve. D’apérs le lemme 1.1, et on utilisant 'inégalité de Holder, on obtient

K(x_a)zj—él)—-x)a) ) F(ba——*_al)[ _fa) + 55, F ()]

(z — a)o*!

1
— e —t)a)|d
— /01 |t + (1 - t)a)| dt

2 ;_?):H/O | f'(tz 4 (1 — t)b)| dt
@—a)y* ([, )1"%< sl i q‘_\é
b—a (/0 e /Ot |f'(tz + (1 = t)a)| flt)

(b—s Xﬂ( la >1_5< la ! (o - ERARANT v)q
S v J(tdt /Ot If' (tz+ (1 =) b)| dt

comme |f'|? est s—convexe sur [a,b] et |f/(z)| < M, alors

IA

-+

IA

/O'ltalf’(tﬂ”r(l —t)a)|"dt < /01 [ 1f @) + (L = )° | £/ ()] dt

_ @) v i i,

= oL@ [ ea- o

= (1’];_(8:]_1+|f,(a)1q/3(af-+—1,s—}—1)

_ r@ I @) I(a+ 1) (s+1)
a+s+1 (O“i"s“i‘l)r(a-—i—s—i—]_)

M [ P(a+1)r(s+1j)\)
@+ 841 F(la+s+1)

De méme maniére pour I'intégrale fol t*|f (tz + (1 —t) b)|? dt,on a

1La , q M1 Fla+ 1) (s+1)
/OL o i (L= 8)| dtfﬁ?ﬁ(“ T(a+s+1) >

ou B est fonction béta d’Euler. Finalement on obtient

(=) o) - Kt e gy 450

1

1-1 1
u(cke) " ()
14+« a+s+1

w (14 et DI +s) “ (@ =)™ + (b= z)o+"
) Ma+s+1) b—a

et le théoréme est démontré. m
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Chapitre 2. Résultat obtenus

Corollaire 2.3 Soit : [a,0] C [0,00) — R, une application différentiable sur [a,b] avec a < b,
telle que f' € Lla,b]. Si|f'|* est conveze sur [a,b], ¢ > 1, et |f'(z)| < M, z € [a, b]. Alors on a

I"inégalité suivante pour les intégrales fractionnaires

2ol O ) - Ot e pia) +2,50)]

(e [

o a >0, ' est la fonction gamma d’Euler.

Preuve. posons s = 1 dans (2.3), nous obtenons le résultat cherché. m

Remarque 2.3 Dans le théoréme 2.3, si nous choisissons o = 1, alors (2.3) réduit a linégalité

(1.7) du théoréme 1.6.
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Chapitre 3

Applications a certaines moyennes
spéciales
Nous discutons d’abord I’application de (1.4) pour ’estimation de certaines ralations impor-

tantes entre les moyennes suivantes :

1/ la moyenne arithmétique

2/ la moyenne géométrique
r= Ga,b) =+ab, a,b>=0

3/ la moyenne harmonique

H = H(a, b) = —1——2—1—“, a, b Z 0
()+0)
4/ la moyenne logarithmitique
b—a
—— sia#b
L::L(a’b) g lnb—lna 7/ g a, bZOI
a, sia=10
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Application? & certaines moyennes 2
_Applicd o — e v g

Chapitre 3-

5/ la moyenne identrique

b\ T
‘[ 1 E)b ,siaaéb, b0
T== Tl b) = <\ exp \ & , oy B3
a,

go=h

6/ la moyenne 'p-logari.thmique

bp+1 "y ap-%—l lp ) # :
1 | o, LA ‘
Lo ) = K(p +1)(b— a)k ' CpeR\ {-1,0}, & b>0

a,

sia=Db

Ces moyennes sont souvent utilisées dans |’ approximation aumérique et dans d’autre domaines.
' ' : ; 4 Aot elTre - G <
Ce pendant, seules les relations simples uivantes sont connues dans 1a littérateure : HLG=

LEZI% A
1l est également conmu que L, est monotone croissante en P c R avec Lo = Jet Lo L
Nous dérivons maintenant qeulques limites sophistiquées pour certaines différences et les

rapports des moyennes ci-dessus.

~ . . R . . . ‘ " 2 4
Cles majorations sont tres atiles dans les applications. Notre discussion est basée sur les trois
applications suivantes :

Cas 1: f(z)=aPavecp €& R\ {-1,0}. Qubstituant ce f dans (1.4), nous avons, pour tout

z € [a,b],
1 (z-4)°
P LP < |- - —_ / )
lx p‘ =17 + (b a)2} (b=a)7p (a,b) (3.1)
avec i
=1 i
wfp=q ¥ 1 BT

Ip|aP~2, sip € (—00,0) U (0 1)\ {-1
) | ) y Y, ) —I-}
Si nous choisissons encore = A dans (3.1), alors nous avons
b—a
p_ [P
|A IE| £ T%’(a’ b).
Quand p > 1, inégalité ci-dessuse réduit a
p(b—a)bP !

N 4

Y

i
et quand p € (—00,0)\ {-1}, nous avons

PYRy P i
Lol
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Chapitre 3, e 3. Applications a certaines moyennes Spéciales
——————— —77C5 moyennes spé

En autre, si p ¢ (0,1), alors nous avons

(b~ a)par-1
4

OSAP—L;’S

Maintenant nous choisissons Z = I dans (3.1) nous obtenons

|7 — 2| < [41 + (([_\;)2} (6 - a)y,(a, b)

En autre, si nous choisissons z = L et z = ( dans (3.1), nous avons, respectivement

ILP - Lp’ < [ ((I[::a))zj (b~ a)v, (a,b)

et
(G A)?

|GP L8 [4+ (b—a)2J(b a)y,(a,b).

1
Cas2: |f () = — Substituant ce f dans (1.4), nous obtenons

IL - l’<$L(b—a) [l_f_(:c—A)2

a? (b— a)?

Maintenant, en prenant, x = A, z =], 7 = G, efe=H, respectivement, dans (3.2), nous avons

J , VZ € [a, b] (3.2)

les limites suivantes pour les différence des moyennes

0 < 4-I1< M,
42
IL(b - q) (I — A)>2
< — e
Ve T-Lx a? [ +(b—a)2
GL(b - a) (I — A)2
< -6 — 7/
0 < L-G< p [ +(b—a)2
et
OEQL—HSHL(b_a) +(H——A) '
o (b—a)?
Cas 3: f(z)=—Inz. Sy bstituant ce f dans (1. 4), nous obtenons
b—all (z- A)?
u) <— |4 74 i
nl--Ing < - [4 (b_a)zJ,xE[a,b] (3.3)
bt e | ~\~\_5\\\\“~‘_\\
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__Qlﬁlﬂge 3. Applications 3 certaines moyennes Spéciales

\“h_\—\~.___

Analogue aux cas précédents, en brenant z = 4 5 — ' T=G etz = [ » Tespectivement, dang
( 3.3), nous obtenons les eéstimations pour les rapports des moyennes de la maniére Suivante

J 1
£ -éSeXp(\),

7 4b-a)
s s (tefl gy
L g é;::eXp{b;a[i (((5:3%2”’
s (i1 Gy



Biblji.oglr:aphie

(1] M. Alomari, M. Darus, 8.8. Drag,

omir, P, Cerone, Ostrowski type inequalities for functiong
whose derivatives are s-

convex in the second sense, Applied Mathematics Letters 23 (2010)
1071-1076.

2]

[3] S.8. Dragomir, S. WANG
Bounds for §
Vo

» Applications of

1 11, No. 1, pp. 105-109 1998

24



