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Illdsunn6

Da,ns ce travail on c'est intererss6 d l'6tude de quelqu.es in6galit6s de type Ostrowski pour

les fonctic,n.s donb la d6riv6e est s-co:rvexe et ceci en utilisant les irrt6grales fractionnaires.



Introduction

En analysant Ia dynamique de I'examen m6dical r6gie par les diverses 6quations aux d6riv(res

partielles non-lin6aires on a besoin souvent de quelques nouv,elles id6es et m6thodes. Il est bierr

connu que la m6thode d'in6galit6s diff6rentielles et int6grales joue un r6le important dans lie

th6orie qualitative d'6quations diffdrentielles, int6grales et int6gro.diff6renl;ielles et les d6riv€es

partielles. Ces in6galit6s sont crucial dans la discussion de I'exirstence, l'unicit;6, la continuation, lil

borndtude, l'oscillation, et des propri,6t6s de stabilit6 des solut:ions. Pendant les dernidres ann6es,

beaucoup de papiers sont apparus dans la litt6rature qui trajitent des in6galit6s int6grales avec

plus qu'uner variable ind6pendante qui sont motiv6s par certaines applications dans la th6orie

d'dquations diff6rentielles et aux d6riv6es partielles hyperboliques.

Ce chap.itre pr6sente un nombre d'in6galit6s int6grales lin6aires multidimensionnelles d6velo;p-

p6r:s dans Ia litt6rature qui peut Otre employ6e en tant qu'out:ils prOts et paissant dans .l'analylser

de diverses classe d'6quations diff6rerrtielles, int6grales et int6gro-diff6rentielles.

Quelques applications de ces in6g;alit6s sont 6galement pr6sent6es et qu.elques in6galit6s d.i-.

verses qui peuvent 6tre employ6es ais6ment dans certaines applications sont donn6es.



Chapitre 1

['r6liminaires

1'1 D6riv6es et intGgrales non entidr:es

La d6rivation et int6gration d'orclre non entier constituent le calcul fractionnaire qui est urr

vieux concerpt datant de l'6poque de Cauchy. C'est une g6n€rralisation de Ia notion de d6riv6e

d'ordre entier a d'une fonction f (r) 1>ar rapport d, la variable s d des valeursr non entidre de a. Si

a r:st n6gatif, il s'agit d'une int6gration non entidre et si a est; positif, on parle d'une d6rivatiorr

non entidre.

L'id6e pour la g6n6ralisation de Ia d6riv6e vers un ordre arbitraire est d6couverte dans le

courier 6cheurg6 entre L'Hopital et Leibniz. Le 30 septembre 1695. L'Hopii;al a 6crit d Leibniz;

afin de J'interroger au sujet d'une notiation particulidre qu'il avait employ6e dans ses publicatiorrsr

porm la nidrne-d6riv6e d'une fonction f (r). L'Hopital pose alors la question d, Leibniz, sur le

r6riultat de r:ette d6riv6e pour I'ordr "lZ.
Toutefois, la d6finition de Ia d6ri.ration non entidre peut s'6tablit selon les trois approches.

La premidre est I'approche par limiters qui est I'approche class:ique de Griinli'ald-Letnikov et qrii

consiste d, g(ln6:raliser la notion de la cl6rivation entidre. La deuxidme est I'ap'proche de Riemann-

Lic,uville et Caputo qui, A, partir des primitives, associe la d6rivation non errtidre A l'int,6gration

frar:tionnaire. La troisidme approche est spectrale utilisant Ia transform6e de laplace.



Chapitre 1.

1,1.1 Notations

On notera ftrl ou #f
notation /(") a la place de

d6riv6e d'ordre k de la fonction / et nous pourrons abuser

(.) ou de /.
. On pourra noter aussi [/] la distribution associ6e d, une[a] partie entidre du r6el

localement int6grable.

Y 6ctrelon de Heaviside, distribution de Dirac.

La fonction garnma d' est d6finie par

pour@f{0,-1,

elle se prolonge sur C holpmorphe ailleurs que sur les entiers n6gatifs.

On d€finit la fonction b€(a d'Eul3r pax

fL

\@,0 == 
Jo 

,'-'(1- t)a-t47, r, y ) o.

On rappelle que Vz € C\ {0, -L,.-2,...}, f (r + 1) : zf (z).

En particulier f(n) : (n | 1)! Cerrtaines identit6s peuvent 6tre utiles.

l(z) == 
Io* 

,'-texp(-t) d,t, r > o,

Il(z)f(l -z):+- \'- /- \- - r sin(zrz)

1
et avec z: ,ona

On reppelle aussi pour la fonctiorL b€ta d'Euler

Yx, Y!, Rer ) 0, Reg > 0, B(n,g):

'/i

'(1) 
: ti

'(;)j'(j)

r(r)r(s)
f(z+s)

(") : i# ro-rY(r), yt:y, yo:5.
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ii,4

L"L.2 Intfgration entidre par convolution

On notera enfin l'

Elle part d]e Ia formule

de Millag-Leffier.

oo 14

l- f'-bo\r): 
kr@/rTT

. 1 ft.
D : p _4 J, 

(t - r)'-r f (r)dr,

sont causales, J"f(t):0, Vl ( 0.

pratiqu6e est celle de Riemann-Liouville

Cauchy.

s'av6rer pi6geuse :

r
Jo

Notons, la rlotation D-'

J"f

lo" 
rtio": ,h l,'a - l'-tr(r)dr

rz€N*

Les fonctiotrrl J"f , n) 1,

En supposorlt la fonction causale, en particulier /(0) : g,

on peut cofivenir que Jo t): f(t). Onaalors

Vm, n € N, J'"/- : Jn+m

On peut 6tendre i

par

; la formule int6grale i une puissance non entidre a, Re(af > 0

1 ft 
'n\rln:v * f (+\F; / Q - r)"-t f(r)dr :Y" * f(t)

L \d) JO

6*f(t)

J" f (t

J"f(t

Moyennant qette

La d6finition, avec Re(a)

rec-{i:

ona

Ya, A €R*, Y1F - 1a+F

0, est valide pour une classe de fonction not6e C par Miller-$ospr :

par morceaux sur ]0, oo[

int6grable sur [0, oo[

La classe C inclut Ies r^V(r) ori .\ > -1,



Clhapitre 1.

airni que lps fonctions de p(r) : rkq(r)Y(r) ori 4 est analybique et ) > -1'
Selon Killas I'op6rateur (Re o > 0) est continue pour la norme de Lp(a,b), L S p <

Ona

7,Re a

llr"fllo < R.GEG) ll/ll"

1,...[o] 
' ffiU"fl{n): J'-kf @)

(r"f)(*) : #rr* /)(r)

: {rn* r@)

: Yo-t* f @): J"-kf @)

V

Eneffet, cfmme a-k>
C

Erremples d'iintdgrales

Int6grale de Riema,nn-

a/ f ("): rQYr(r), 0 >

Posons t = nu

J" f(r

Casparticnlter:B:ke

b/ f ("): exp (\r)Y(r).

J'f (r): Ub Io' 
,u(, - t)'-tdt

ob Ir' 
au)e no-t (L - u)'-1 rd,u

f#"o*1,a) :1frffi"'*,

ille, pour a > 0 non entidr.

kl
J" f(r) :
a

f(a+k+I) ,atk

exp()r) :EY
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Chapitre 1.

En int6grant {epme d, terme,

J'(

On n'obtient pas

Rremarque L,7t On a

Lo, solution de I'Equation

Th6or€me L,L On suppose

pourtouta>0

oil,I'on note

Remarque L;2 L'ori,gine 0

c e [-m, rll s'il est

Pour c: -Oe, ctest le

Li,ouaille. IL n'g,a clai,rment

gard,erons parloqt c : 0.

vient :

)")) : $ t *(trel*) t"l
_-r@+k+1)"

: i .-.:-----()r;*+"
^" Hr(a+ k+L)

une exponentielle, lorsque a n'est pas un entier.

lurk-a
l(k- a-|L)-o

I'(k+1) "

J'f(r) : ak

F, \ f(k .| 1) ,r_.I\r):r1r-a+t;-

contin,ue sur [0, X] et g analyti,que en tout point a € [0, X].

6 /^\

s) @)= i ( : ) ffis@)t'*u (f) (,)
/c=0 \ /f /

f ") _a@-1)...(?-k+r)
\*/ kl

l'intEgration peut €tre remplac4e par

11 faud,rait alors noter

1frTdr.- - l (* _t)"-rf(t)dtcurr '- 
f(o) /" 

,-

d,e Liouai,lle. pour c € lR, c 1fi, c'est le sch€ma de Ri

de relati,on de Chasles. Pour €uiter d,'alourili,r Ia notat'ion.



et

Pr€limi

D6finition lLir soit f e L

aaec a> 0 4oqtt d1,fi,nies par

respect'iuemQnt oit l(a) :
aaec 70"*f (p) : Jl-f (n) :

classique.

Lermme L.\ !oi,t f : fa,bl

Si f' e ![q,,b], alors

(@;

o1,"-t.f

(1.1)

or[ f (a) : Io* exp(-z)u"_l

Preuve. P4 une int6gration

On pose

do:nc

l@.-r
x+a Jo

(.L
2"

i
I

b]. Les intEgmles d,e Riemann-Liouuille li+f et jf-f il'ordre

f(,) : h I"' O - t)"-' f (t)d,t, r > a

f(*) : # I,' n - d'-L f(t)d't, r < b

exp(-u,)u"-rdu,

f (r). Dans le cas a:7,|'i,ntEgrale fractionna'ire r€dui't d' l'i

IR, une appli,cati,on di,fflrenti,able sur (a,b) auec a <b.

tout r e fa,bl et a ) 0, on a

=Y) 
r @) -ffi ut-r(o) + fi*r (b)l

g-Y- 
IL yy,1tr+ (1 - t)a)d,to__a Jo

-%# lo'r*f,{r,+(1 - 
t)b)dt

par partie, on a

^.f ftr + (1- t)a) I' fr ^. . f ftr + (1 - u)a) -
v 

-l 

I uv 

-@u

r-a lo Jo I-a
t(n\ 7L ,f(tr + (1 - r)a) 

",
J\*t I ^.+a-r-a Jo r-a

: tr I (l - t)a, alors dz : (r - a)dt,

tr + (r - r)a) at: f @)
fr-a r-a a-aJo la-rS"-'r-a

I--gI("L 1 rt
a (r - a)o+t r@) J" 

(u - a)'-' f(u)du'



Clhapitre t.

ona

et

Finalement. rolr a

Th6or6me L.2 Soit f :

so'ita,be I'auerca<b.

utuifiEe

De m6me marridre pour l'irrt(grut" f, P f'(tr + (1 - t)b)dt, on obtient

1r
I t"7'(tr + (1 - t)b)dt

.to

{(r) - ar(a) L [u,,
g - b ' (b -#;r Ffu J, 

(u - u)"-' f (u)du'

ErrmultipIiantlesderrxc6t6sde(1.2)et(1.3)o*@#"'w

f (") _ (b - ")'*'_ ar(a) | fu ,,
r - b b - a (b#;rFfu J-(b - u)-r f(u)du

(, - o)o*'_

b-a
_ (b - ")"*tb-a
(r - a\o ".+,-l(o-a - #*'r- r @) + #, o) - {9 r7+ r @)

#,r")-t:"#) fi-r(o)

-tur--\" t(")+sp fi+r(b)

b(

(rft*
L4

r2
I

I

D'apr6s les propri6t6s de la frirnction gaflrma, on obtient

(b; ")7*' [' ,rtr'ftr+ (1 - t)b)dt:o_a Jo

@:di*' ['+,f,(rr-r(1 - t)a)d,t-@:')i*' lr.y,1rr+(1 - t)b)dtb-a Jo b-a Jo

: ((r - a)" +_(b.l_- ")"\ ", , f(a * 1)

\ b- a ') f (t) - -ffiVZ-f 
@) + ri+f @)l'

En 1938, Ostrowski a {6montr6 le th6or6me suivant

1CIR.->

t'ti llf '(n)l

lR zne applicati,on di,ff€renti,able sur I" l'intCrieur d,e l,
<1, M pour tout r e fa,bl. Alors on a I'in4gali.t6 sui,uantp

(+)
- a)'f (t)dtl< (b-a)M, ne[a,b]



Cl[rapitre 1. Pr6liminai

pour tout r I la,b]. La f, est la me'i,lleure possible dans le sens ott, eIIe ne

remplac4e p@,r une plus peti Cette i,n1gali,t6 donne une li,mi,te sup4ri,eure pour le

de Ia moyerynp, de I'int6.grale

Preuve. En utilisant une i par partie dans l'6galit6 suivante, on obtient

\t: f Q)dt par ta aateu,r f (r).

* I^' f 
(t)dt: *, f"u 

o{*,t)f'(t)dtf (,r)

ou,

,t),: { 
t-a' si t elo''], r ela,bl

I t-b,sitefr,bl
on trouve

ona

lrat - t'lo'l

!-lt
o - a LJ"
M l("b-at-

M(b - a)

" lr-ol&+ I,'
-a)2+(b-r)'

2

(, - (#))' + a+b \2
2)

v - rtorf

l
o2+b2 /- 2 -\

2a)t

)lb )')

(b

("-(#: M(b -r, li 
-4' (b-o)'

IJn cas pfup g6n6ral d{ ce th€;or6me est le suivant

Tlr6or€me 7;3 Suppose

(1) f t [a,,b] -* lR soit conpinue sur[a,b];

(Z) f t [o, b] -- IR soit dffi€renti,able d, I'ordre n Eur (a,b), auec la dEriute d'ord,re n, f(
(a, b) -- R est bornEe sur (a,b), i.e. llf@)ll* : ,l1;X,lf<"t(t)l 

. -,
(3) Il eriste rs e (a,b) telle que J'(k)(ro) :0, k : L,2,...1n - l. Alors pour tout r e la,pl

lnr- *, I,, Do,l =up { (" 
_ +1.+)" * (b_A 

}



Chapitrc 1. Pr6lirninaires

1..1.8 euelques nguvellers in6galit6s de type Ostrowski pour les foncr-

tions s-convexe

I)efiniti<rn L.2 Une foncti,on,f , [0, ool- R est dite s-conL)ere au deuri,rne sens s'i

fQ,r + (1 - l) il S A" f(r) + (t - ))"/(g/)

pour tout r, u e [0, ar[, ), e [0, 1] et pour certaines s fines, s € [0, I]. cet:te classe de fonctiotts

s.- conaefre est g€n1ra[,ement il6.si,g'n\e par K? ' n est faci'Ie de uoi,r que pour s : 1, la s--conuerit€

nid,ui,t d,la conuerit(, ord,irni,re pour une foncti,on d6fi,ni'e sur 10, m)'

Par exemple : Soit; s €

"f , [0, cnf --+ ]R par

(0,1) erb cr, b, c € IR on d6finit la fonction

f tl,t1 :

Si b ): 0 et 0 { c { a, alors J' <=- K?' : 0, b: 1, oro a / : [0,1] -* [0, 1.],

f (t) : t' <. K?'

Tlh6or6rne L.4 (uo'ir[1],l.Soi,tf :,lC[0,*) --riRune appltcati'ondi,ff€rerfii'ablesurl'tellequ'e

f, e Lla,Ll, ott a, b € I auec a < r\. Si,lf'l est s-conuere au seconde senB su,r [a,b] pour cer-tain'es

s fi,res, s <= (0,I], estlf'(*)l I M, t; e la,bl. Alors on a I'i,n4.galit€' :

I o, t:o
\ ar+., t>0.

Alors,poura:c

(1.5)

pourtoutrela,b).

Tlh6ordrne L.5 (uoi,r [1],). Soi,t J' : I C [0, *) -+ ]R une altplicati,on d,i,ffErentiable sur I' t'zlle

que f' € )l,la,b), oit a, b € I auec o, I b. Si lf'ln est s-conuere au seconcle sens sur fa,bl pow,r

certaines s fires, s e (0, L], q> L, p: # "tlf'(")\1M, r e la,b). Alors on al'i.n6gali,t6:

1 rb | _ M__.__f _?_) ii (" - ")l +- (b,- ,)' . (j.rj)
li 

(") - u _; J" f tt)dtl= 
,, *ryi \s + 1/ - u _;

pour tout :r e la,b].

l,rr"r - *, | ".' r@d'l= #,[efif-l:],



. Pr6liminai

Tlh6or6me i\.6 (uoi'r [1]), f : I c [0, *) --' ]R une applicati'on d'iff1renti'able sur I"

f' e Lfa,b),i oit, a, b € I auec < b. fii lf'lq est s-conl)ene au seconde sens sur la'bl pour

s.fines, s € (0, t), q> L, el'l (")l S M, r e la,b]. Alors on al'in4galit€'

lrr"i - =-l
1" " b-

fb | -./ 2 \il(r-")r+(b-ry
J, f 

(t)dtl= r (, * r/ t--zo:d- (1,7)

pour tout rie,la,bl.

,

Le butide ce travail de g6n6raliser ces in6galit6s pour le cas



Chapitre 2l

ll6sultat otrtenus

2.L Ir{6galit6s
i

type ostrowski pour l'int6grale frac

(("-
\-- ff ")") rt,l ffibi-r",)+tl*r@))

. f(a+ 1)f(s + t)\ | (* - o1'*' + (b -,)'*tf' f(o*s*l) /1, a*s*l l'

on*

4t.b,

$e

(4t.1)

oiiT est lafdnation ganxnn

i

Preuve. D]apers le lemme

(r - a:,

b-a

.1 et comme l/'l est s-convexe au seconde sens sur [a,b], on

(("--
\--

)fS- ")") rt"l - t# btr-r @)+ :;./(b)l 
I

\ 
Io' 

," lf'(tn + (L - t)a)ldt

I 
l,' 

* lf, (tx + (L - t)b)l dt,(b-*-b:

L4



Chapitre Z.-n6t"ttut obtenus

a)o+l +(b-r)"n
a*L

oit l' est Ia fonction galnn'La d'INu'ler'

preuve. posons s:1 dans (2.t),nous obtenons le r6sultat d6sir6. I

Rernarque 2.L Dans Ie th1ord,me 2.L, si, nous choi,sissons d': l, alors (2'L) reduit d' l'in(4alitE

(I.5) d,u thEorime I.4.

* (b - r)''r' [' 6,*" l/,(r)l + ,"(1 - ,)" l/'(b)l)dt' b-a Jo-

nM(b - ")': [' (ro*" + t"(I - t)")dt
' b-o Jo

S ,A- lt - o)o*' + (b - ,)"*t] [^' ft"*' + t"(1 - r)')dt
b-a t'-- - Jo

d'apr6s }es propri6t6 d'e ia fonct;ion f et B on a

[^'r'rr-t)"dt:!ffi##Jo

Finalement on obtierrt

| / (r -- a)" + V-jI\ r/-\ - 
f(a -F D ;," '/ \ n rrrr'rI

l( b_a )f@)-ffiiltx-t\at 
+r;r.r(o/ll

, ' M ( r __* l@,+1)f(1.| 1)) 
ff, _ o)o*'.+ (b - r)'*'l

tu!_/, * f("trEG-t!) 
f 
(" -,)"!:9=rll 

,

eb le bh6ordme est dtimontrO' n

Corollaire 2.! soit f ,lo,b] C [Cr,oo) -* IR, une applicati'on d'i'ff6rent'ialtle surla'b] auec a" 1b'

telle que f, e Lla,b), silf'l est ,conaefie su'r la,bl etlf'(r)l < M, n e la,b)' Alors on obli'ient

l'i,nigalit€, su'i,uante pour les intdgrales fracti'onnaires aL)ec a ) 0'

+ly-:/-) rt,l -l9iu bi-r@)+rl+ro))

M
b-a
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Chapitre 2. R6sultat obtenus

llh6o:n6rne 2.2 Soit f , lo,b] c [0, oo) * IR arze appli,cati,on d,i,ff6renti,able sur (a,b) auec a .( b,

telle que f' e L[a,b]- Si' lf'lq est ti-conuene au second,e sens sur fa,Ll pour cer.ta,ines s f;res,
s€(0,I],Q,P> t,etlf'(")l<M,r€[a,b].Alorsonal'indgali,tEsutt,uantepourlesintEgr,nles

fractionna,ires

I 
(e=X*- ")") t@) -ryy bi-r@) + r?,r(b)l

(I+pa)i \s+1/ L b-o I'
==1ra>0.

D'aprds le lemm,: 1.1 et en utilisa,nt I'in6galit6 de Holder, on obtient

I 
(e'';lit:sr) r@) -H tt?-r(o) + n, r&)tl

+'# Io'," lr' 
(t,+ (1 - t)a)l d,t

(b _ r\d+r ft+\.i; 
Jo 

,,'lf'(t* + (1 - t)b)ldt

0-a \Jo / \Jo "t*tt *",1

.g;+ ( [' u"or\' ( f v,(t"+ (1 - tyayl,ar)lo--a \./o / \Jo /
Comme l/'lq est s-conyexe au se,conde sens sur [a,b] et lf,(r)l ( M, akrrs

Io' 
tr' (tr + (r - t) o)lo

-< 2M, [ (t" + (r - t)") dt
Jo

,.MqS 
"*

De m€n:Le rnanidre pour I'int6graret] ly' ftr + (r - Dqf dt on obtient

lo'rr'(tr+(r-qqf"=#

(2t.2)

.1 1
ol"t - +.-qp

P:reuve.
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thapi!5'.!t R6sultat obtenus

(e- r; l*' - ")") r@) -fj} br-r@)+ r;./(b)l 
I

(,*-) r 
(?Y)+ 1t"-'r";l*'-4al

Gk) (#); 
[t" 

- "r".] rlq - ")".'l

et Ie thCordme est d6rnontr6' r

corollair.e 2.2 soit f ,lo,b] c [0, -) * ]R une application' d'i'ff6renti'u'bltz sur (a'b) aaec a 1 b'

telle tTue f, e Lla,bl. silf'lq est conl)ere surla,bl et q, p2.L, etlf'(n)13 M' r €la'bl' lrlors

on a 'l'inEgalit| suiaante pout- Ies i'n'tEgrales fractionnaires

l( 9.- a:*!LiI) f@) -H ln-r@)+ r:l*/(a)l I

r\- a-; )r\*r b-a Lr'--v\ ''l

tI
(t + pa);

,ott|+1r:I,a>0.

.preuLve. posons s : 1 dans (2.2), :nous obtenons le r6sultat cherch.6. ll

.Remarque 2.2 Dans letth|orime2.2, sinous choisi,ssons a:L, alors (2'2) redui't d'l'i'negTali't:E

(1.6) du th1,orirne 1.5.

'Ih6<rr6me 2.3 Soit f : la,bl c

telle que f' e Lla,b). ^1i' lf'lq

[0, *) -+ IR. zne application di,ff*renti'able sur (a,b) auec a '< lt,

s-conuere au second,e sens sur la,b] pour certa'ines s fires

s e (,0,1] q 2 L, et lf'(r)l 3

,fractti,onnai,res

, r € la,bl. Alors on a I'inegalit, szr,i'aa'nte pour les intEg'ralen

o)a+'t*(b-r)"*
b-a

|1:9t) r@) -H b|-r(") + t?+r(u))

-*1 1 \i
\"+"+1/

- 1__

+ 1)f (1 + s)\ i | (* - a)a+t * (b - t)"*t'l
I l- 

--1.a*s*l) ) | b-o J'

auec a '.> 0 et I est la

(2.3)



]

Chapitre 2li

Preuve. D'

connme f/'lq

I,'

De rn6me

or) li est

(o -';::'-ir) r@) -+* bi-r@) + r|*r(b)l

s @.;!= ['r'1y'1r,+(1 - t)a)ld,tb_0, Jo
/h _ ,i\a+l 7r+\" ':z I t*lf'(tr + (1 - t)b)ldt' b_.o Jo

b - tt, \to 
t"o') (/ * lf'(tn + (t - t)Qf at)

.+Y (1,'*")'-r (1,'t tr,(tr+ (1 - aru, or)+

B-convexe sur [a, b] ett lf'(r)l I M, a)orc

l|'ftr+ (1 -. t)a)lq dr S 
Io' lr"*" 

lf'(r)ln + t (L - t)" lf,(a)lql dt

: lf'(")lo +l 7r

a*s* r' ,f'(o)lo Jo'"$-t)'dt
: lf'(")lo _ + lf,(a)lq 0 @+1,s* 1)a*s*1 '''

V'@)lo r I t,t^\te f(o + 1)l (s + 1)

d+s+1-rtJ\rrll @

cfs*1\-' l(a+s+1) )
pour I'int6grul" # t'lf' (tr + (1 - qqf dt,on a

[o' r" rr, (tr.- (t - t)b)f dt < #(t . H##),

obtenus

le lemme 1.1, et on utilisant l'iu6galit6 de Holder, on obtient

b6ta d'Euler. Finale:ment on obtient

(@4+--) r at- H bi-r @)+,;*/(b)l 
I

* (, *.t(a-+ 
1)r(1 + s)\; I

\ I'(a+r+t)-/ 
L

est d6morrtr6. I

(n-a|o+t*(b-r)"+ 1 -l

I

Jb-a



R€sultat obtenus

Corol l.$ Sott : [a,b] c [0, co) * ]R, zne appli,cati,on d,iff\renti,able sur [a,b] auec

telle que fl 4 Llo,bl. Si lf f est conuene sur [a,b], q > L, et lft(r)l < M, n e la,bl.
I'in4galit€, te pour les i,nt6grales fractionnai,res

ll" 
: d:t tu - ,)' f (,)- i!"-p 

b?_f (o) + n*f (illl

\.1* o/ t -T-, 
l

otir, a > 0,

Preuve.

la foneti,on Eantnxa d'Euler.

s : L da,rrs (2.3), nrtus obtenons le r6sultat cherch6. r

Remarq Dans le :th6,orCme 2:,.3, si, nous choisi,ssons a : L, alors (2.J) r€d,uit d, t'i,

(1.7) d,u 1.6.



Cha

.,[pp tio:ns a certaines rnoyennes

fipec CS

d'abord I'application de (1.4) pour I'estimation de certaines ralations

arithmdtique

A: A(a,u) ,: P, a, b ) o

96om61;rique

G == G(a,b) :: tffi, a, b 2 0

ha.rmo:nique

H : H(a,b)::
(*) . (*)'

a, b) 0

logarithrnitique

( b-a . ,| :-, sia*b
L== L(a,b) :== { lnb- lna' "'- ' " , a, b)_0

I o, sia:b
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b. certaines

n)- ' *u" 
j--0.0,, 

o' b ) o

O/ fa m$yerine p-logarithrniQue 
. I . - ^r - '. 

->

( t **t -,ar+r li, ,i a*b, , p€R\t-1,0), o, b> o

lo@'b)'= | ,r!t*;:6\ si o: n 
- -..-u,ioue eb flans d.,autre domaines"

'L < I 3 A' 
-- ^"^ r' pst monotone croissante en' p €R avec Ls: I el' L't

II est Qgalernent 
col$Iu $rle le 

-^*Licrinu6es Dour aertaines diff.renc

il: 
-ffil'#ffi; 

;;;""' rimites sophistiquees pour aertaines

'-xJ}::'#,x":, nl"h,, dans res apprications. Notre discussion est bas6e

applicatipns suivantes L ^^ ! r--o /-l 4'l no's avot

"*r; 

"lr'^ 
: * atec pe IR\ {_r,0}. substituarrt ce / duns (1.4'), nons avons'

r e la,bl;

t=rtt),: 
[*(

| | :-----'-==:----J ') sL u '/- v) 
, P e lK\ f-r' "'1 I

lo@,b) '= t ,r:to 

+ l')(b - o)' 
si a:b, 

utre domarnes"
i

Ces movengres sont souvent utilis6es d'ans I'approximation "TJ'JH':tjH'Hl' ;F;L
(Jependa'4t,sleuleslesre'lationssinrplessuivantessontconnueu'rqp--'- ,r

avec
I

I
I

iIrl

*
h

i

--, - h* 941(b-o)y@,b)
1,, - 16l 

= La 
* pfi ,"

. '\ [Pv-'' siP)1'
7e(a'0J: 

I lplor-', sip € (-oo,0)u(0,1)\1-1)

Si nons ehoilsissons encore r: A dans (3'1)' alors nous avons

lA, - rrrl slto@,b).

Quand fi > [, 
l'in6galit;6 ci-dessuse r6duit d'

n(b - a\W-|o<14-Ae<o#'
et quand p F (-oo,0)\ {-1}, nous avons

(h - a)PaP-r
o < r4- Ap <:,



Applical;ions d certaines spdciales

I

JJn autre, .i ple (0,1), aJors nous avons

0<Ap_Lf<(b-a)pae-t.
4

Maintenant nlus choisissr)ns u :1 dans (3.1) nous obtenons

- L4 (b - a1z J 
t" - u)-r'P\a"o)

En autie' si nofrs choisissons r : Let a: G dans (3.1), nous avons, respectivement

Ir" - ryl= fi . ffil@ - a)1,(a,b)

lu - ryl= li. ffil@ - a)1o@,b)

Ico*a]t ::[i.ff#J r,- a)1o@,b)

1. Sobrriruant ce / dans (1.4), nous obtenons

tL -,t < g5 e 
[!^- ffi], r, e ra,bl

et

Mai:ntenarrt' en pirenant t r == /, r: r, t: G, et n:r/, respectivement, da's (3.2), nousles limites suivanfes pour les diff6rence des moyennes

Cas2 t f(t)=

Cas 3:

et

o < A_t<AL(!:o)
4a2 '

o < r-Ls'"(l;")ll*9-o)!1 
.ao L4'(b_a121,

o < L*G.GL(b:a) f! *g -el;1ao L4'(b_a121,

o s I - H < HL(b-- a) l! * tlt - el,1a2 l+- p:gl'
f (s) + -Inr. SuLbstituant ce / dans 1f .a), nous obtenons

lrn/-rnrl < U*[i.ffi],,e 
[a,u] (3.



ll _----_

1<f=*o(4r5) 
,

1< 
f =*ot+[i.F#]],

I < 
{=,*o{+[i.#]},, s g=,u*o{+t|.tr#li

cha'itre 3' APPlical%%ares
.l

lil:ilT*J:::::':::l:.:*, :: o,.- r,.: G,e, z: r,, respec,i
/o ar 

les ristimo+,^:-- 
_*-" * _ dr, _ It t: G, et z: I/, respect(r.J/, nous obJenons les estimatioru; pour les rapports des mc_ryv! uD ucs mo)r€ofles de la manidre

23



t' 
l, ":ffi;,il","ffii,:":::Tl'' '' 

cerone, ostrowski tvpe inequarities ror tunct
1071_7076. 

vo @., u'conver( in the second sense' Applied Mathematics Letters 23 (2(
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