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lntrodurction

o.l Thdmatiique de recherche

fi6tude des phdnomirnes dans Ia nature nous permet de calcuier des quantitds ou des propri6tds phy-

siques dun msdble r1onn6. On distirlgue alors deux qrpes de problBmes : les prob,lAmcs directs et les

probldmes inverses.

De maniire sch6matique, un probleme inverse peut Ctre formul€ ctlmme tltant une relation fonction-

nelle (Input, Systlmre, Outf)ut), oir .l'objectif d'6tude est d'identifier des cau$es connai:li$ant les effets.

D'aprBs J.B. Keller, deluxproblBmes sonr dits inverses I'un de I'autire si la fonmulatiotr de I'un metl'autre,

en cause.

La causalitd et I'irrdversibilit6 donnent unie dichotomie entre les phinomdnes physiques' qui peut 6tre'

qua.ntifi6e mathdmatiquement en deu:* classes de problbmes : les prolbldmes bien pos6s €rt les problBmes;

mal pos6s. Err se r6f6rant de cefie dichotornie, le mot problbmes i:nverses ddsigne tous lesi problbmes quji

partagent le caract6re mal posd par opposition aux problimes dits directs.

La prddiction de I'dtat fi-rtur d'un systbme physique connaissanlt sorn Ctat actuel est I'ere-mpie type de:

probllme direct. On peut envisager dive.rs probllmes inverses :

. Reconstituer l'6tat pass6 d'un systlme connaissant son 6tat actlrel si ce systDme est irrdrversible.

. Ddterminer des par:rmdtres du systEme connaissant entiDrement ou en partie son 6volulion (Probldmeii

d'iden tif, cation de. Piuamd.tre-c),

un probieme inverser est une situation dans laquelle ies valeurs rle certains parami:tres iou inconnues.i

d,un mod6le doivent 6tre identiflfes i partir d'observations {ou mesures} rlu ph6nomd:ne. C'est Egale"

ment en quelques sortes le contraire d'un problEme direct : supposons que I'on disl)ose 1d'un moddle. Si

on se f,xe des valeun; pourles parametrres du modBle, on peu( alors faire toumerle moilble, en dddui*r

une traiectoire, et I'obseryer. Il s'agit ttu probllm e dftect. Le pnobl}me inverse consistrs a remonter I{)

sch6ma: eonnaissant les observations, le but est de retrouver les valeurs des pararnrltres'

La r6solution du pnlblgme inverse passe donc en g6n6ral par une 6tape initiale de nrroddlisation du

ph6nomEne, dite probl6me direct qui ddcrit comment les pararmbtres du modOle se traduisent en ef-
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Int,rodttctli"on

fets obseryables cxp€rimentalernent, Ensuite, d partir des mesures obtenues sur le p'h€nomtne reel, la

dfmarche va consister ir approxirner au mieux les paramBtres qui permettent d'e rendre compte de ces

mesures. Cette r6r;olution peut se faire par simulation num6rique ou de faqon analyti.que- La resolution

math6matique est rendue difficile par le fait que les problEmr:s inverses sont en gdnriiral des problBrnes

mal pos6s, c'est-';r-dire que les seules observations expdrimen.tales ne suffisent pras h d6terminer par{iri-

tement to,us ies parambtres du modbk:. ii est donc ndcessaire d'e$outer des containrtes ou des a priori

qui permr:ttent de rdd.uire lJespace des possibilit6s de fagon i. aboutir i. une solution unique.

0.1.1 Frobli:mes directs

Si on note par P l'espace des paramitreg E i'espace des excitations et R l'espaie dels 6tats (rdponses),

alorsleprobl6medireetl:PxE*&esnsiste?rcalculerlar6pronsedipartirdeL;rdonn6edessrllli-

citations # et de$ parambtres p. tr es dquations de la physique,donnent en gdndral la rdponse d conxne

fonction de .r et p,-. L(x, p) = d,,la notation.L symbolise les 6quations de la physique du probldme consi-

d6r6; on parle parrfois du modBle physique.

O.1.2 Problimes inverses

M I D'un point de vue "phynique" ou "expdrimental", on dirt qu'on a un problilme inverse toute sifua-

tion of l'on souhaite $vaiuer une eertaine grandeur physique p inaecessible h I'exp6rienee A partir de'

la mesure d'une autre gfandeur rl directement accessible * I'exp6.rience, connais$ant un moddle mattr€-

matique du problbme direct qui donnr: explicitement d e paxtir de p (ce que I'on note symboliquentent

d = Gtpil.

On peut sch€matiiser mathdmatiquement un probl&me inverse comme suit :

{mwm- IMoDFIEI * ourPur}

> MODETE = matrice, EDO, EDB Equation intdgrale.

> tNplff = vecteur, donnfes initiales, conditions auxlimites, parambtres, gdomdtrietlu domaine...

> OUTPUT =sohrtion,6tatdu systlmsphlsique, quantit6mart6riellg propri6tds qualitatil'es.

. Frobleme direct : OUTPUT = solution = MODELE $NPUT).

. probllme invense: INPUT = MODELE -t{OUtpUfi.

1 Marc Bonnet, Problimes inverses: Cours de DEA Dynamique des'Structures et Couplages t2004).
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Rappels et notatlonsi

l.l Opdraterlf$ cofilpacts et thdofie de Riesz-Fredhrohn

il H. Brezis; Analyse Fonctionneile, Th6orie et Applications, Masson {1993)-

tr R Dautray, I.-L Lisns; Analpe math6matique et caleul numdriique. Tome $ ($pectre des opdrateurs)' Edt.

Stfasson, (lgSS]. fchap3. page l3{r-180}.

tr E-8. Davies; Linear Operator and their Spec.tra, Cambridge Univtrsity Press {2007}.

I I. Gohberg S. G6idberg and M.A. Kaashoek ; Basic Classes of Unear Operato;rs, Birkh€iuser (2003).

il D. Huet ; Diconrposition Spectrale * Op€rateurs, PUF { f 376l '

n p l-6w-Bruhl; kttroduction d la Th6orie Spectrale: Cours et Exencices Corrigds, Dunod (2003).

On se place <lans un cadre norm6 {Fi * Ea}, otr E1 et E2 sont dr:ux espaces de Barrach ,sur K = R ou C,

les normes sont notdes respectivement pa- lt. ih, lf. ilz.

D6finltion l"l.t. Unr opdrateur lindaire est une application A::D(A) g .Er -'* E'z lindajLre, oit 9(r4) est

le domaine de d6finidon de l'application lindaire .4, qui est un sous-espace vectuiel de Et, que I'ort

supposeeng6n6raldlensedansEl.Llop6rateur A:Z|{AJ*El*.E2estditborndsilaqui'rrtit6

;14f| :sup{[i Aullsz, ue %tA), [fulle, == 1}

est finie. Dans ce cas "A est une application lin€aire continue sur 6:zt {A) , et lorsque 9{,4) est dense dans Er,

.4 s-dtend de manidre unique d un op€rateur bornd sur .61.

Notadons. on note 1>ar 
g{Er,Ez} {resp. g(il si E = Er - E2) I'espace vectcifiel des appltications (op6ra'

teurs) Iindaircs conrtnues de Ei dans Ez tresp. des endomarphisnces c:ontinus de 4, Que l'on munit de ll

norme (de la conveqgence unifotme) d€finie par :

Ae 9(Er,Ez), llAll = suP rye
0l#e6r ll ullEr

Afaifia Wennassit I\,laster EDP G{JIBI.MUr



Rappels et rntelittru:

onv€rifieque,si'E2estunespacedeBanach{complet)'alorsl4{j?r'Ez}estunecpace'deBanach'

. Tout operateur .A est completement dEfini par son graphe G{r{} qui esf un sous-c$pace vectoriel de

Er x Ezd€'fini parG(A) = ltu, Au), u e Q(A)I-

Pour tout opdrateur lindaire A:9{A} I E1 * Ez, anr note par i:

N{,4) = {h e g(A}, Ah = Al {noyau de A), R{.4) = {14;=,Lkt, fu e fr{A} {image de A)'

D€fintttanl'l'2' soientE'etFdeuxe$pacesdeBanach"uneeLpplicatiool'€L{E'nestditecompactesi:

l,image TlBn{A} }} par I'application I de la boule unit6 de E r:st relativement compaote, i.e., TGr$['D

est un ensemble compact pour la topologie forte de F e Pour toute suite barrnee, {ro} de E la suiter

(Ixr) adrnet une $ous-suite qui convsrge dans F.

On note -U (8, n (resp. .,ff (E) si U = F) l'ensemble des applicetions lin€aires compactes de .E' dans F.

Si dim{R{T}} est linie, on dit a}ors que T est de rang fini. on note ,80{E,F} {resp- .Z1b{f} si E = Fi I'a:n-

semble des applications lin€aires de rang fini de E dans F.

RemarEtel.l.l. ilestctairquetoutopdrateurlderangfiniestccrmpact.Eneffel,l'ensemblel{Br'{il,'l}li

est alors un ensemble born6 d'un espace vectoriel de dimension finie, donc il est relativement comlpilcl:

{taus e.v.n de din:rension finie estlocalement compact}'

La proposition su,iv+nte donne des pr+pri€t6s fondarnentales de stabilitd des op6raterurs compacts.

Proposition 1,1.L' Saient E et.F deuxespaces d.e Banach, Al.ars :

ti\ ,7 tE, 4 est un saus-esrycs uect*riel fermd de 9{8, F}.

(irl soranrE,F'etG d.esespacesdeEannch,se 9{8,fr etT'€gtnc). s'lsou T estcompattealarsTli

es, comryCta En particutier -K {fr est un iddal bilatbre de I (fr '

proposiiilon 1.1.!1. Soir T un op+,ratewr coniinu de I'espace de'Hilbert H1 dans l\zsptce de Hilbert H2. Les

deux inancis suivants sant dquiualents:

(i) T estcompa*.

{ii} Pour toute swite {xi c Hr, ott & x71i J 
- 

T x6 * T x"

Th€or6rne l.I.l. Sojr T un opdrateur continu d.e lespare de Hilbert Ht d.ans l'espaae de Hilbert H2. ks

deux dnoncds suiivants sont iquiaalents:

lij T est compact.

{ii} Po'ur toute'suite orthononnale {en} c Hr, on a Ten * {l'

y'rtaifia Wennasm Master EDP [,f cumu,:n,ru*



1.2 Diagonalisetion det opdrateurs auto - ad'i aints comryc$

proposition l,l.l, Soil T unopirateurbornedel'esparcde HilbertHtversl'espaced.eHilhertHz.,illorsT

ffit cornwct si et seuletnent siT* est rcmpaet.

Th€or€rne t.1.2. flGt\ =ffii, i.e., pour toat T a E(11) il existe une suite (I') c -vo(Hi telle 4w:

llT- Toll 
-0 

quandin *ss.

1,2 Diagon$iisation des opdrategrs auto-adioints $onlpacts

ThdorCme1.2.1. [AlternativedeFredholm:vusofuTeg(Ht,Itil.onalespropridtdss;uiuantes:

(ti N(n = R(I.)r'

{tt} fv[r'] = R{T}r'

(fifi E(n = N(?.)' .

6u) ffi = JY{?)r.

Th€or€me t.2.2. U\l,temativedeFredholm Y27 SoientT €gt&) unopdrateurcompact:eth#A.Ona

{t N{f - .4 I} est de dimensian firrie er dim(N{ f - LnJ = dim{JV( T. -7-nl'

(tt] R(f - i.f) €st s'ous- espace ferm6 dans H'

{ttt} n{T - hI} = RITlTry =N{r* -tI}r.
(iu) H = R{T - Ane }/(f* -71 ={0} <=+ Ng - An= {0i e+ R(7" - I'I} = H'

Th€or$rne t.2.3- So:it K e .Z tFl auec dttn(E\ -- e' Alars an a :

@) a€o{K),

{bJ rt&\{01 = oo(K}\{0},

{c} I'une des situntia'ns suiuantes :

, ou biens{Kl = {01,

. oubieno{Kl \to} esr$rui'

. ou bien o (K\{0} esr une suite qui tend' uers 0'

ThdoGme t2.4. saieffi H un espane shparable et Ae ,tr\m. Il existe des sysehnrcti ortlwnarm(x {t}i} et

(w i) a une suite r€elb {s i\ qui decrott vers t tek ryee

A{uJ =Iti (a ui w: pourtou:tv € H. {1'2'l}

En fait, Ies q sont kts valeurs prapres de lAl rdpdtdes selon leur multiplicitd et assaci'es auec les vecteui"s

prcpres ui : ce sant ltasvaleurs singiiiires de A'

Afaifia Wennassa Master EDP L,f cuuunnu



10 Rappek et rwtations

Thdsrgrre 1,2,3, On sup4se que H e t sdpara,ble, Soil I € JYGil un o$ra.teur auto'adiofurt compo'ct.

Alors H ad,met une base Hilfurtienne formde de $ecteurs proBres de T :

VxeH, x=r,a+ f {.r, ek)nk, rse N(r4}, 7x=Lhyep'
tt-t k>l

1,3 Equations op€rationnelles etAlterrnative de liredholm

On suppose que i? est s6parable. Soft f € Z (.H) un opdrateur auto-adioint compact donnCe par sa di6-

composition spectrale :

Vh.e H, h= ht* l{h, er}er, /,o € N(.Ai, 74= L A'vel,
t>t r>l

Consid6rons l'iquation

tT'hl)f = g, (1.3.1)

oir J = fc + I f s1,e ,t g = go + L got n sont deux vecteurs de .EI donnds.
j?=1 ft=l

. Si i. € s{A},1a solution de l'dqrration {1.3.1i est donnde par :

f=i {#^}u._tT

.Sii.= hr*$,Illquation{1.3.1)n'adesolutionquesiSs=Cl{c+geN(I-,trol}rietdanscecasles

solutions sont donndes Par:

r= h"{#},,,-fli."*,lnf

ol Grnest un dl€rnent arbitraire deN{T - hml).

. Si .l, = 0, pour qne l'€quation T f = I ait une solution il faut et il suffit que

"fo=0ef e NtT)-- RtI)

et quela s€rie

S lg'12

krE
soit convergente,, Dans ce cas les solutions sont donn€es par :;

t= [F-,[fr]*l 
..'''

of Gs est un 6l6naent arbitraire de N(T)-

Afaifia Wennassa Master EDP L/ ouuu.uuo



ll1.4 Equatians tintdgrak:r d,e premtbre es;iice

1.4 Equatiorns integrales de premiBre e$plce

Ddfinttion 1.4.1. fopr6rateurs de Hilberts-schmidtl soit I{ un esipace de Hilbert separable. on dit que

T e .f {II} est un op6rnteur de Hilbert-schmidt {on note T e 1lnrtlil;=ensembl€r des op€rateurs de

Flilbert-Schmidt dEfi:ris sur l{) s'il existe une base hilbertienne t*n)nztde fl telle o* 
t;f 

f t"'ll < oo.
r=1

On note cette quantitd par lll Tl lln"'

firfor$me 1,4,7, soi,ttnt H un espace de Hilbert s€parable, et T e 5f ns{II}. On a :

{i} Si (frn}n? >r est une autre base hilbe'rtienne de H, alors

€ oc'

a f ilreoil= I ll?'f*ll.
n=l i'fl=l

b Pour toute'oase hlltserttenne {a,nJ,o.-t de H, f i| re, ii = ;i [i ra* ii'
n=l tt.r=l

tiii T estcarnpact.

tiii) Onsupposeque,g=tz(GJ, cil,d2estuTlouuertd,eRN.Soiflb(.,..1:OxC)-*K(=R,ill) unefancttotz:

Lz {dt x dt} . Atarc l'apdrateur inttgral d4fini par :

Ku(x) = f ktx,yluty)dy
J

Oxf,l

est comqact.

{iu} Tout op^rateur d.e Hilbert-Schmid.t sur H = L?(A} s'6crit de manidre uni4u.e sous lailbrmeK.

Consid6rons l'6quation integrale de Fredholm de premidre espOce (resp. de seconde espii:ce)

b
f
I k(x,ylf (yldy -- gft]i,

J
u

b

f {xi* a. { xfx,ylf ty}d'y = gtx}, {1'4'z}
uo

oirienoyau keLz{la,hlxja,bii,lesecondmembre geLzta,b} ertlemuiiipiicateur,le{.;\[$]sontdon-

n6s. Nctre but est d.etsdier I'existence d'une solution f e Lz{a,b} i ces dquations e! siipossible, de la

repr6senter.

Onsaitquesouslaconditionkel20a,blxJa,b[),1'op6rateurK*ldfinidans.FI:= L2(a,b']par:

t1.4.1)

f
K"fi'r) r= | kix,y)f(y)dy, xela,,bl

J

Afaifia Wennassl Master EDP Li[ cumunn,o



L2 Rappels et rwtations

est du fype Hilbeft-schmidt (donc compact) et nous r€duirons kn dquations int€grades envisag€es aux

formes abstraites

Kf=9, (I-A'Klf=8,

avec X compact dans un espace <le Hilbert H'

Pour toutes fonctjLons f et I € Lzl:,a,b) une application du thdorbme de Fubini dornne

\K r, E> = [t{ "., * r w a r}ea o * = l r','' n'{i ro''86 a'} ar x --

i 
t-t*Ukrr"v)strrd*)o''= {r 'K' s} '

U

si bien qne l'adjoint K* est d6fini par K.g{x} = { ft ,*lgL.f}d:y et l'op€;rateur K est auto-adjoint ss:i

J.

Wfl = )k{x,y) p,p. dans la,bfxla,bl.

une application rlirecte de I'in6galit6 de cauchy-schwarz donne

tb"b" \i
ltK[ < | | | tktx,gaxaYl = [{k[11,s'

\JJ }

DCfiaition 1.a2' On dit que L #0 estune valeur singulibre de llopdrareur K si lliquation

(l -,tK}f = 6

arlmet une solurior t f # oi.e., N (r-,,1n # {0}. comme cette 6quation s'€crit errcore {}l-r,}f, 
on voit

que .f, est une valeur singulibre de K si et seulement ,i l, = i. e$t une valeur propre de K. Les soludons

non nulles de {I - ILY|.} f = O seront encore appel€es 6l6rnents propres et Ie non:rbre 'd'6[6ments prc'pres

lin6airement ind6pendants associes h une msmevaleur singrrlibfe ,t ddfinit la multiprlicitd de ce-lle-r:i,

On sait bien quln opdrateur campact K admet un nombre fini ou une suite de valeurs singuliEres don"t

les modules croi:isent vers +6(). chaque valeur singuliere est dle multiplicitr': finie et ,t rsst valeur singuJiare

de K si ert seulemerrt si ,t estvaleur singuliere de K*, avec la n€me multiplicit€-

EnsernrduTh6cgdme tl,Z.zj,andiduitler€sultatsuivantcojnnusouslenom"alternLativedeFredh(rbm"'

ThdorEnre r,4,2. Soif K e.tr il{j. Alors

(i] O,wbient\dquatinntI - hnf =0 n'ad.rnetqrctosolutionl =O {rut,r-6i = {rl}}} etI'Aquntiort'iI -

,tIQt = g ,ad.met une et ufle seule solution quel que soit Ie second membre 
'g 

e I1l'

Afuifia Wennassa Master EDP Lf cupn nn r



t3
1.4 Equations iintdgrale:s de premibre apiice

{id} Oa bien l,quatianhomogine{I- nKl/ = A a.d.met des sol,atians fton nulles l'rutl- hn * {O}} ef

{tquntion {r -.hK}f = g ad,met une solution si et seulement si le second, mem)hre g est orthogonal

aux solutions de l'Lquation homogbne adiointe (I - ;tK. ) f = O {ff e'lftf - [I(" ) 
r)'

Prctrve. Fuisque i. / 0, l'€quation {I - r.$/ - I peut s'€crire {rc- i 4 
t = -f,r'\ 

t -- t'rl .u, inversible
Dans la premiare 6ventualit6, I n'r*, pas une valeur propre de X' et I'opdrateur l*- j ,

dans 9{I{1,;luisque pour un apttateor **l7o*; 
1Y 

= tptKf u tt}' Ldqua:tion {I - 'AKJf = g admet

doncune solutionunique donnde par f = -; l-- ;1 g'

Dans la secor:tde Cyenfualitd, I ert ualeu, propre de K et l'dquation (f - tm,f :- g n'rest rtlsoluble qu'i la

condition n6cessaire et suffisante

sen[x- ]ri= ru[x--;4'= ru[;'-rx"i''

On peut repridsenter Ia oes) solution(s) de l'€quation non homogbne de seco'nde €$pCcre lorsque K esl:

auto-adjoint, i.e., la contiition *(.r,y) = ,tm est satisfaite'

Thdortsme 1.4.3. lAlternative de FredholmJ Soient H un espace de Hilbert sdparaL'Ie etK un opdrateur

auta-adjaint atmpac:t. Natorts A.n= ;l . R ks valeurs singulidres tleK, ail($n,(tn) santles cauples propre;;

Fn

daK, i.e., 
oo

1g.en,= finsn, \enreml = 8n*, Vhe H,7t= f th'enle'+hg' ho e AI{K)'

Ildqtation(f - i$f - g s'€crit

fl ,t: hlln)(!,enlea* fn= f, (g, u,,)u,, * 8:*, ,fo,8t € AI{KI'
n=l *=l

. Si A riest W une ualeur singutitre dd (<- lf o{ \}, oto,,

f = so. i J1,i:,1 eo= go* E fg €n= Er* F, 15 (s,en)en=
' f,ltL-npn n=tt-a-e

? An- L+'t
go* k eu!<s,enlen=80 

+ Lg,rnyrr-EffiQg,enlen= g+ TEra^- 
ntt'PnlQn'

. SiLestuneualeursingulidredeK,i.e.,A"=^r=*pauruncertainse N'Alors I'6quati'on(I-'tr'K)f = g

xtrdsaluble.ssige jt{I(-Irs)=N{K-lrr)r=N{J-t"K}i,etdfrnscecaslessa,lutiansf slrrntdanneespar

n'est pas une ualeur singulibre deK, alors f = tl + hLtTj; gt{,"">'o'
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Rappek et notahions

Considdrons maintenant l,€quation de premiore espice sous sa for.rne abstraite Kf = fll, al€c K op€rate ur

eompaet dlans H s6parable. Cette equationn'admetune solution que si t e ft{fo'

Propositian 1.4.1. On sappase qaeg € Em = iVtK*ir' alars an a

Kf=t<r=+K+Kf=Kng- {csi

Preuva En effet, il est immcdiat que Kf = 8 =+ K*K/ = K*8 et pour I'implication rinverse' il suffrt de

remarquerque

K*K.f : K*g e (K.K/, h) = (K*;J, h), Vh e f{

-' {K/,Kh) = {g,Khl, \{he H

:+ (Kf, h) = {g,hl, YII e F6-

-'Kl- g,h) =0, vfi eirffi.

geA$0parhypo&DseerK/eJI(KJ,doncKf-geR(IO.Puisquel'€galitCrtKf*8,iit)=gestwaiepouri

W6kelits,enlparticplierpout'h=Kf -g,ilvientdonc (Kf -g,Kf -8)=0,d'ortrK/'-g=fi1Kf ='g'

propooltflon t,4,il, SoitT € g(m.AlorsN(T. ?) = NtI) et N]:.TT*) = N(T*).

preuva .v e N{T} e ly - s :> T* Tv =0 - r e jv{T* T} =+ N{?*t g A(r. T}' Po;ur I'autre inclusiion

on a T* T' tt = A:> (T* T ts, u\ =g = ( Itr, 7 1t) = llT allz - T a = S =+ rr e N( ll')'

pour la deuxilme 6galit6, il suffit de remplacer T par T* et d'rrtiliser l'6galit6 T*'" = T','

L.op€rateur K*K est auto-adioint compact (donc diagonalisairle) et ses valeurs propres sont positiv€)s ou

nirlles" D'apr6s li: th€oreme de diagorraiisatiorr des op6rateurs auto-adioirnts compi'icts, K*K admert un

ncmbre Iini ou uLne suite de valeurs propres d€croissantes vers 0 et si on r€pettrles rraleurs propre€ rton

nulles orl selon |lur multiplicitf. Notons (6 n,qn) les couples propres de K*K, i'e',

9ql
f = g+ 

^, nI, t';tf,roleo* 
Gs,'sil'G' e N(l-'l''Kl'

n*s

K*Kgn = ungn, (9o,9ro) =6o*,

1
t "'-=;fr;, !tn"= LnKQn'

K*yo = K* {hoKq,r} = rlrKoKqPn =' 'r/fiQn'

Onpose

d'oi
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L4 Equations tintCgrale:; de premibre esyRice

Ttrdorlnre 1,4,,4, La, farnilte $ynl est. tatak: orthanormfurdans RtK) et la famille lan]t est t'Ttale orthonor'

m6edansffi\.

preuve. Il est €vident que les ql n appartiennent i F@' et ils sont orthonorm€s, puisque

Wn,tym| - {hnKE*h*KE*} - ho}"*(K*KEntQm''l = hnh'nto4Q*'9*l =

hnhroo *1{lo,]{ nn! = hnL*6 n6 o* '= 6.,rn'

Il sont tatauxdans FiFe, puisque si & e Fffi = .li(K*]r v1nfie th,qrn| = 0 pou. taut n e FJ. il vient ft = o'

Eneffet, ona

lh,ry o) - I = {ft , isKg oJ = h oth,kp oJ = }' oiK* h' E n}'

, Pour tout n avec ir, >' 0, d'ott

(K*[QK* l, = f o n{K* h, Qn}Qn = o,
n=L

etKK'h€NiK*). Deiii,puisque lr€NiK")f, (h,KK*h) =0, soit{sncore (K*h,K*h, - g=" [fK*hi12 =0' el:

he N(K")- oq:nc hejV(K.) nN(K.il = {0}, d'oir h = 0'

passons aux,gn. IIs appartiennent a FFI et $ont orthonormds. Il r;ont totalD( dans FilFT, puisque si

& e E(K"l = A/{K)rvdrifie th,$il =0pourtoutneN, ilvient h=l}.Erteffet, onLa

{h,qn} = $ = {h, LlK' 4t o} = Lu(h,{ ttt 
"} = A n{Kh,qt "l 

,

pour tout n ilve|-in > 0, d'otr (Kfu, rya) = 0 pour tout ft eilKh= 0 par la totalit;4 des v o r:lans E{E' Ainsi

he NtK) nN{K}r = {0}, donc h = 0'

Deffnition 1.4.3, La suite des triplets {(hn,!t n,0), n € N*} est dite sYstbme singUlier pour K

e 1.4,F, td,e pICASDJ An supposa qua H est un esrye de Hitbert siparable. Soient K e ''K(H\

un ap1rateur conxpa.ct et llgr,tyn,on), ft €iN*l son systEme singttxien Alors l'dquntionKh = g adnxet une

salation si et seulem'mt si

tiJ 8€N{K*}l = fifiO'
oo

ufi | hzr,l{g,!tn}12 <co'
n=O

.Sr:.iV{K}=il}l,cette'salutianestuniqueetelleestdanndeWr:

i,= i hn(g,vnlqn isn)
n=1

-..s'N{X}*$|i.e.BestunevaleurprcpreY,frlarslasalutian'gctudrateestdgtt'ltaep*r:
co

h = I Lnlg,rf nlqn+ ga, gs el N(K). (S:l)

n=l
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l6 Rappels et notet,ia'ns

preuce. Sil'€quatiion Kh - gadmetunesofution,alorsg€ il{I(.}r = EFetK"KII= K.g {d Prop {l'4''1}'

formule {SG}).

Xegatite

f{= N(KK) e tV(K.Kr = l/(K) e l\tr(Ktr = MK) e Affi'

nous permet d'ecirire 
&

V(eH, 1=h+1*= l f,',f ")QlliFfs," 
4ne N(K)-

En develcppant ks deux c6t€s de l'dquation *{;: K*g danr; la base (9n} s N(trq, orrr obtient

K'Kh = f. o,*n, *r\qn = K* g = j3 
r<s, *r>K* qn,

n=l n=l

d'ott {h,gn) = l1x*g,9,?)-Ainsi'6n

oo/r\2 4 co/l\z
i {+}" llr.. s,q*)l' = E[*l l{g,rcEnllz =

oorrr, 

*:": 

- co - m

-E(;l' l<s, r6rt,,>12 = 
,=f-*,t<8,vnll2 

= f vh"t'y:z s f xh'e'\|2 +|lholtz = llhllz'

et la $olution h s'rexprime par la s6rie

n = i I (h, q n} q n * hs = i u nrr, * n| tp, + ?l'o' ho E'&'{K) = N(K' tr{l)'

n;l n=l

Onend&luit

Kr? = f Ao\g,tlt nlKqr +Kks = i,t"'Er; tl u\Krf n+Kftg,
i=t n=l

et, en comparant ce d€veloppement avec

f ^,r*f 
,rn rn,

n=L

on obtient Ths ==0, i.e., 1a e N(K). Ce qui achbve d'6tablir lla condition n6cessaire et la formule rle lil

solution.

R6cproquemenl, siles ssnditions {U et {2i sont satisfaites,l''016ment

h= i An(g,VnlEo+.ln
n-l

est bien r16fini, ,* E lf,l<g,E o.\12+ llhollz < +oo. De plus, cr:t 6l6ment h est une solution de l'6quiiliorn

n=!
(ft = g, car

xlr= i, hn(g,rynlKq,r= f, \g,tltnlVn,
n=l n=1.

puisque g E nmi et que les Vt n sonttotaux' :
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ProblBme in'verses lin6airesi

2.1 Terminologie des problbmes bien pos'6s

En 1923, le rnathem;rticien franqais I. Hadamard a 6crit son livre celebre sur les 'equations aux d6ri-

v6es partielles et leur signification physique l3l. cet oulrage firt le point de d€part au d€veloppemenl'

du concept de probltrme bien posd en physrque mathdmatique. I1 s'agit d'un probltrme clont la solution

existe, est unique et dt6pend continfiment des donndes {stabilit€}. Bien entendu, ces noticms doivent 6tnr

pr6cis€es par Ie choilr des espaces (et des topologles) dans lesqueils les donndes et [a solution sont consi-

d6rdes. Dans ee m6rne iivre Hadamatd iaissait entendte (et c'6tait aussi une opinion parrtag6e avec I'G'

petrwsky) qge seul u.n pmbt€me biea pos6 pouvait mod€liser coinectement un ph€nomilne physique'

Ia physique math€rnratique a longtemps ignord les problemes miil pos6s, les consid€rantt soit ddnu€s dt:

sens physique, soit ref,6tant une moddlisation inacldquate. Ia r€ralitd actuelle e'st toute iautre : le carac'

tcre fondamentalem,ent mal pos€ tle cedains problemes pratiques esf reconnu et motil'€ de nombreuses

reeherches en mathdmatiques tvair I:2, 5' 1]' Bli.

odfinition 2,1.1, [:iJ, Soient X, II deux e$pace$ de Banach, et I : X; O (l] -* I/ u:n opdirateur {lineaire

ou non-1in€aire). Le probldme inverse Ax = ! est bien pos6 eu sens dle HADAMARD si

lExistence.' Pourtouty€ I il existe x e X t<ilque Ax = y'

lUnicitd.' Pourtout,v€ Y,rivaauplusutresoiution xe X'
istabilit6 : Tasolution r d6pend contintment de la donnee 1'.

Si au moins une de ces trois conditions n'est pas v6rifi6e, alors le problBme est dit m,al pcls6' En pratiquer'

cela veut sorrvent dir:e qu'il rfexiste pa.s de salution unique au que, si elle existe' unr: l€giirre modification

des donn6es conduit d des solutions tr€s diff€rentes'

Remarqw\.1.l. Lechoixdesespacesdeddpartetd'arriv€eXetYestbiensfirtrBsimpolrtantdanscette

definition. La statlilit€ est une condition primordiale' En effet, s'il y a un problbme de srlabilit6' le calcttl

numerique de la solution peut devenir impossible i cause des effeurs de mesures eru d'ilrrondis'

Afaifia Wennassa Master EDP t,f cum.nn,^.
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Remarque 2.1.2, laddf,nition donnee par Hadanrard est tIEs contaignante dans la pratique' Il faut do:nc

rela:rer la ddfinitian d'un problEnre bien pos6-

Ddflntrlorn 2.1.2 iltnrrenttev 1959]. (Stabilitd conditionneilei Soit A" X= D(A) -'* f urr opdrai;eur

ferm€, d.ens€men.t d€fini. on dit que le probleme Ax = ! est co*ditionnelremeint stirbre {ou carrect au'

sens de TIIGIONOV) sur M c g (A) s' il existe une fonction

{r}: R r - 
R+, continue en O avec al {O} = g'

telle que I'on ait

llxz- xtll s a} tll'{'tz - Arr ll) 
' 
V rz 

' 
th E M'

Lensemble M esrt appel6e ensemble des contraintes (ou ensemble des informations il priori)' I-apparte-

nancedeuiMsignifieunecertainer6gularit6ouunecertairrebornitude.

> un mroddte plhy5lque 6tant fix6, les donn6es experim€rntales dont on dispose sont en g6rr6rrarl

bruitdes, et rien ne garantii que de teiles donn6es provieninent de ce modele, mcme pour un atultre

jeu de paramltrcs.

> si une solution existe, ilest parfaitement concevable (ert nous le verrons sur des exemples) t;ut+

des paramBtres dift6rents conduisent aux m6mes observations'

> Le {ait que lai sofution d'un problerne inverse puisse fte pas exister n'est pa:s une difficultii s€r'

rieuse, ll est habitueliement possible de rdtablir I'existen{}e en relaxant la notio'n de solution ftrr0'

c6d5 ctassique en math6matique)'

> La non-unicit6 est un probtdme plus s6rieux. si un probldme a plusierurs sliolutions, il fattt un

moyen de choisir entre elles. pour cela, ilfaut disposer d'informations suppfgmrentaires (une infor-

matron a Priori)-

> Le nranque de eontinuit€ est sans doute le plus prcrbl6rrnatique, en partic'ulier en vue {l'un'e

r€sorution approchee ou num€rique. cera veut dire qu'il ne $era pas possibre tindependamrnent

de la nr6thode num6rique) d'approcher de fagon satisfaisernte la solutio'n du probldme inversrs,

puisque les dgnnees disponibles seront bruitEes donc proches, mais dift6rentes, des donnees

r6elles.

2.2 ExennPles

On presente ici quelques exentples acaddmiques, pour bien situer la complexit€ de cette cat6gorie rle

problBrnes.
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l922 Exemples

ExempleZ.Z,l, Ladiff€rentiationetl'integrationsontdeuxprobltrmesinversesl'undel'a'utre.llestplus

habituel de ptmser i.ta diff6rentiation comme probltme direct, et i I'intdgration co'mmr* probleme in-

verse. En fait, il'intdgrettion poss}de de bonnes propridt€s math€matiques qui conduisent I ia considdrer

comme }e prorbllme clirect, et la diffdrentiation e$t le ( prototype }} du probl]me mal pos6"

Considdrons I'espace de Hilbert H = Lz(0,1), et I'opdrateur int6gral A dffini par

x

(Af\U\= { lotat.
J.

Il est clair quer A est born6 {||r[l = 3i. c* operateur est injectif, par contre son imag;e est le sous espace
\ 7rl

vectoriel iu/'l = { u e,Hr (0. I J : u$} - 0}, o|r }11 {0, I } esf I'espace de sobolev

IJimagedeArlestpasfermeedanstz(0,1) (bienentendu,ellel'e$tdansHl(0,1)J.Errconisdquence,l'in-

verse de ,A n'eSt paS C,ontinu sur Iz (0, l], Cqmme le mOntre I'exemple SUivant.

Considdrons la suite .fr(x) = 
I 

,irr1r'*1. on u

' 1 (1 
- l*irrrenzl) 

- 
o, rr * +oo,*f"ll'a= VIV 4n t

alors que

"/1 - lrinfznzl) + *0o,tl- *o0.Efill"n = n'li' +o ]

n-t = *,rt'est 
pas continu'

E:remple 2.2.11.. In problbme du calcul d'un vecteur propre commrun est mal pos€ aui sens de Hadamard

comme le mcrntre I'sremple suitrant :

Soient

^_{ 
1ol o_fIl'l o={ 1c}

^-to t ], "-i; t ]' a'=[ 
" ; J'oce<<l'

Par un simplg calcul exact, on trouve les couples propres suivants :

f 1l\ I0ll
{i.r=,tz =l,ut=[ ; J, 

ur=[ i If '

| /r\ 1-1 Il
{frfei=1*€, *=[ i ], ^rrrt=1-€,wz=l I jl.

poure = 0, B et A ontunvecteurpropre commun - = [ I )
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Pour e I 0, elles rt'ont aucun vecteur plopre commun, cela signifie qu'il est imposs:ible de touver un

vecteuf propre Coirnmtrn d'uncouple de matrices enpr6eence dterreurS d'arrondfus' Eneffetles permr-

bations sont suscriptibles de transformer iin couple, ayant un rrecteur propre conlmuil' en un couple qui

ne v€rif,e pas cetts propridt€- La raiscn topologique derriEre ceci est due au fait qiue I'ensemble des ma-

trices qui n'ont aucun vecteur propre en commun est dense dans I'ensemble dertous les couplrSs

cie matrices.

cet exemple montre que les vecteuls proprc$ sont sensibles au( perturbation additives {eneurs c['ar-

rondi, erreurs de ilroncatureJ : deux matrices proches avec derx confi'gurations s'pectmles divergenters !

Tl#orime2.Z.\" tD. aur A€ M;v{C), an nate EV(A} t'erxemble dtts aecteurs Propres de A'et

S:= {{J,8} e M,nr(Cl xM.rv(C) '.E"it'A)nEV(B) = 0i

i,e., l'ensenrbte.ltr t4us les eouptes de nmtrtces qui rfOnt aucun uecteur prcpre co'fitfitLtitt' AIorc S est detwz

dansMiv(C) x Mi:r'{C) {5 = Mr(Cl x Mrr(C)'

&xemple 2.2.3. Problime de caUchy pour I'€qu*tion de Laplace. consid6rons le pnobldrne suivanl :

tz..it.t)

oir rp'tr) = esiniJrle), s > 0.

orr v6rif[e aisement que r,€{& y} = f sinh{y/e}sin{x/ei est lrne solution du problbme 2'2'l}' 01* re'-

maf{greqlre{{p€*S,s+S}mais{ue{x,y}*m's*SJpourtolrt'r>Sfix6'Cequiprouv€rrlu(:

les solution *dt 1i2.2.1)*e ddpendentpas continflmentd€sd{}nnfusinitiales'

Exernpre 2.2.4. lProbllme d'ldentlfieatlon de parambtres. {ie p:roblame eonsiste b:la doterminatic'n' du

pararnbtre siri tel que: 
{ da #r,
I;-aT)ffi=o' o<'r;<l't>o' 

e.z.tl|
] a(0,f)= u(l,f)=0, f>0,

I u(x,0) =sin(nl], 'r€ I0'li'

On suppose que c{f} est positive et continue, V t > g'

La solution uniqlue de ee probJBme est donn6e par

-x2 f *lt\dr
u(x,tJ=e 6 siuin.r).

considdrons le probl€me inverses suivant : Pour une mesur3 irrterne de la temperanre au point tc == L[2

{u{l!z,f) = htr)} d€terminer a{t}?

( Au = A, tx, Y) e [R x {0, oo)'

{ u(x,o)=o, .r€R'
I aouG,}J--ertxJ, tr3 R,

{2,2.:.3)
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), on peut

d,ttl =

trouve alors

,:,n = 

{

{'.#}
o,[t*

22 Exempla

Delaforrrule

et

oir h(t) = s-,tzt,

D'autrepart,

avec

Dsnc anftjne

E:remgle2:,5.

0< t<1,
Il<t<I+-;'frt1+-;<f.

no

-*iatttdt 
=+hth{r}} =-ft. i at*a, -

d

_l htt)
a{t) = F h1t\'

i.q21'1'- '1

solution unique mais il €st msl pG6 thlstable) car la formde [sQ

@' UD qui est instable. En effet, Supposons que :

0,

-zns{t-r}3 +3r.2{r - I}2,

ho$|=h(t|+d"ttj

a{t} - t. De Plus,

I
[h- hr,[- -< 

] 
- 

O,n-<n'
n

0<f<l
I

tt-l|2+6nz(r-l), l<f<l*7
tl+3<t
n

le problbme stationnaire suivant:

-*{"o#} = rrr}, ocrcr

-k(1)a'{1} = b

-ktsrdtsl = a

4,t?,21
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Problkmeinvercas

LeproblEure

le paramBtre

suFpose que

$upBosotts

Soit € > 0.

la tempdrature u(x) et Ie probl0me inverse consiste l
( zJ, ofu B est un opdrateur dbbsenration- Pour rCsoudre ce

I
f

J ftttat=b-a'
o

{2.2.5} et #{*} # o, on trttuve alors :

,ll I
k{x)=* 

[J 
ftrr+al.

{2

unesolutionmaisellerfeetpasurrtque'Eneffet,soient

| -+x+2,

ft$ = 
{
Io,
{25
| * -r+;'

u(r) = {
tr,

.-. 
[0,] [

'. [i,'i,

" [ni[

'. [],t],

*' [],'l'
du problOme et4tionnaire es't

k(r)= I'-, ' "'.?t:
I atxl , neIV,lI'

inverse admet une infu iitd de solutions'

En effet, $oit k(l) = xlasolution associ€e i r'r(*) = I du

-*t".*)= '
€T

ke(r) = ---- _T
€ +costi-J

on monm que ke {*} e$t une solution du probl}me (2'2'7' e+

ae{x} =esin{}}" t

consiste i
connaissant

f v€rifieta

fonction

de ddrivation

(r) oil
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Onremarqueque

I uutx) - u(x){ =lest {i) I 
< e ::+ lluu - ull* < e 

-0, 
e - 0,

mai$ &{.r} ne conver{fe pasve$ k{:r} car 
t t

|gXlr"tr) - k{x}l = !q l-l+- -'[ " u*i"* pu*
eroIe +eosigJ 

I

Donc, ce probldme stationnaire est mal pos6,

E:remple 2.2.6. Probltbme de Dirichlet pour l'€quation des ondet).

Dans te rectangle p 
=: {0 s t < T = &*, A < x s sl, on considdre le prcblEme hyperbolique suivant

(HP\

S2
Notons A=-h,D(A)=nz$,nlnni{a,n)cH=I-?to,n\Onsa.itqueAestunop€rateurauto-adjoint,

positive et i rdsol]vante compacte (+ diagonalisable). Les couples propres de A sont

hn-* k2, en(x) = J!,sin(nx), ,n € l\*.ytt

parla m€&ode de Fouriet la solution formelle du probllme {HP} est donn€eparlalbrmule

I urr(x, t) - utx(x, t) = O,

{ n{O, t\ = 24{n, s} = g,

I a(x,0) =A, u.(x,&Tt1 = g(x).

utx,t)=,4ffi fnen{x)'

{ ,r, - u.t-t = 0, ic € {0, n\, t e {0, T),

I uU,Tj=rlr(x\, O<x<n,

t a(0, t) = 11(v, 1) =5, A < t < T,

Soit y{s} := sintc* 16}, s e R et

Z(p:= {s e R; T{s) = 0} =

si
k'

o p(A\ 1 Ztfi = e <:-V(k, n) € t\l* x *., ; # n e .r. f i * a irrationneil,

alors la solution est unique. Inversement, si c est un nombre rationnel positif, alons la solution du pro-

bl6me (HP) rfeet pacr unlgue. Cependant, Ie problEme (HP) est rnal posd au sens d'HADAMARD ' s -'i
-;| rt'estpasborn$e auvoisinage de nn.

Exemple2.2.7. Bquaniondelachaleurr€trogradeTrouverutx,frD=uo{x)(conditioninitialeinconnueJ,

$achrant que te champ de temperature u(tr, ti v6rifi6 :

{'-={*}', 
*-*}'

(BCPI
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I,robktmet inverses lin'daires

ou r/ € Lzll,nle{it une fonction donn6e. Par la mdthode de For;ffier, on peut expliciter la solution' du

probldme (BCP} tious I;aforme:

u{x, t) = i n"-n"" ,Y neni*}
n=l

deE:yn= rfl lt ,r*re,(xld'x, en(tc) = t;zrintnri'
t

Scit tpir) = W{N.,{}) la temperature initiale. Alors d'aprBs l'€galitd {e Parseval' cn a :

ll,llz = f &"', lrt, nl', .
11=L

on considore malntenant le prohleme {BcP} avec des donndes bruitdes :

Vt=It+ |sin(tcr).

Onremarquequ,e lltlr-rglt*0, &- +oomais |{u(q*;O)-u(V;O)ll = jru*' # '+o3' * -- +m' On

veit trbs clair que le prcblbme (Itcp) est instable dcnc mal pos€' c'est pcur cela qu"on dit que lee pla6'

nomlnee dela clnaleur $snt irr6versiblee'

Remarquez.z.l. onremarqued'apreslesexempiesdonn€sqrr'ilyade.r:xquesticrnssriirieusesli6esict;tte

cat6gorie de Problbmes :

r La non unlci&i. pour cette qrrestion, il nous faut des informations suppldmentaires sur la solutiolr erl

une borule conrraissance de la nature physique du problBme' po[r r€cupfrer f iiniciit'6'

I tjlnstabttttg. ,ce caractere e.st le plus probl€matiquel $rrtcrut dan$ I'impl€mentatijon numdrique' Cela

veut dire qu,il est impossible de donner un schema numdriQue convergeant et starble quel que soit ler

performance de ta mdthode proposde. Pour traiter ce caracitbre d instabiiitd, on regularise par un pro-

blbrne proche {dans un certain sens} qui est stable. Les methodes de r€gtriarisarion s;ont vari€es, chaqut;

problBrn.e n€sessite un Gaitsment sp€cifique selon sa comple<it€ et son degr€ cl'instabilite'

2.2.1 b{6thode de moindres can6lin€aires

On considEre ici le probl&me inuerse

Ai H1 - [{r, Ax = !, (x: solution recherch6e), (y: donn6e.) (2,2.B)

cir A est un op€rrateur lin6aire continu et iniectif d'un espa{:e de Hilbert Fft d:urs I'rrspace Hilbert 'EIz' 't'

cause des erreurs de mesure su:r la donnde y, la solution (m€me au sens algdbrique) peut ne pas existre'r

du fait que y+ 4 = y4 peut ne pas appartenir ir I'espace des donnEes admissibles {E R(A)). Dans certaiins
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25
2.2 F.xemplx

ca$ pratique, la condition de surjectivit€ est trop restrictive. Il faut chercher donc une au1[e formulation

duproblEme original {z,z.B}, quipermened'€tendrelanotiondesolutionh'unsous-rgspace plus grand'

on propose une formulation comme un prcbllme de moindres carrcs : on remplince notre probllme

{2.2.5) Par le Probl0m,e

minF(*), Ftx') =ltet- Y1'. (2'2'9)
xeU z

Th6or$me 2 ,2.2, {ln iltEmerrt k € H1 est un minimiseur de Ia fonclion'nelle F ssi

Ar Ai= A* y, t2.2.101

Cete *quatiain est ap'oelde &qtmtianrnrmala (ou d"En'lor)'

Preurle. On suppose que -f minimise la fonctionnelle F qui esrl Fr€chet-diff€rentiable" donc f est urt

point critique de F, i'e'' F(*) = 0' Un calcul direct nous donne

FUj.n= (Ax- y,Ahl = (A"(Ax- y\,hl - F{x} = A*(Ax- y7'

D'oir

Ft111= A.:A*-Y)=0+- A* Ai'= A*Y'

Remnrque2.2.2.L&truationnormale{2'2JA}impliqueque

.a*,qi = fi* y<,=-1.{'{.t- /) - 0 <+ {r{*- y)€ N(A*) == R(,{)f ,

R€ciprcquement, so,itmaiEtenantsn *v€rifiantl'€quatiannonrrate {2'2'10}' on alnur toutf,€ III

Y - An - 1Y- ,t't) + {A't- ./E.r; =' { + ('

avec ( e R(A) et { € tt(A)f , i.e., ils sont orthogona'x. Il r€sulte donc d'aprbs le th€or€me cle Pythagore qu€

l|y.-Alll2=ll}-A3||2+ll43-Axll2-lly-Ai:llslly-4rll'VxeH.

Ainsi, * eet solution du probllme (2'.2'9>'

Remarque2.2.3. Ia relatiOn (A*- r) e R(A)r = RG)t nous donne I'interpretation groomriltrique zuivante :

Ai- y= Ai-{yr+ Yz}, n e nt,tl, Y, ' R1-A}t,

==+ tA*- Jr1 = 1"4.i* lr) + {-}zi + y2 e R{$}'

Afaifia Wennassa
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or, (A**YJEEI{I' donc

(Ai- vie ntel nnGir = 101 - (Ai'-lr) = 0'

On conclut donc:l

.3estunesolutiorrdel'6quatiannormale{2.2.|0}e

t.4i'-yr)-0<+'A*=3lr =Iln-Ettyi' tz'A1l1

oti1166;ddsignelaprojectionorthogonalesurlesous-espacelferm6ET6.

r)€fnition2.2.r. onappellesolutionls{ouquasi-sohrtien}sielleexisteduprobl}met2'2's}toutef}1ec-

tion .f v6rifiant I':une des trois dquations fquivalentes Eq lz.z'gll,Eq {2'2'10} etFsll2'2:"'ll}'

Th€o$urezgi. [t]rd.tt6deIacclutlorrrsl r^6solutrdoa duyrobttrnaQ.2.9] esiinnf'4uessf I'ofiratenrA

at iniutif.

prcure. D,apr€s la remarque z.zJ, rt.sufrt de montrer que 4*A est iniectif' 'ii A 'est i$ectif' alo:rs de

t
f sgalite l*tA* e) = Nt'$ = {s}, on ddduit le r€sultat'

Th€o*me?.2.4., IFxisreasedelacolutionls} IasolufionrtupmblimeQ,2.$ irxisf ssi

!€G=Rt,A)+Rt,$].

Ijensentbte S da solations de I'fuquation (2.2.9j est un contnxe fertnE non uid'e de Hr '

Preuve, (l} Soii;.t une solution de iS, alors on a

AX + $ - AfrJ = Y eR(A)'i R{A)'.

Inversement, so,it y = !t+ lze R(A) + n(All avec yr e R(dl et /2 € R(alr. I e:iiste 'donc 11 e r[ ttri que

J,t = Axr,ce qui implique A* Aq = A* yr, A* yz =$ (ear R{.A}l = N(A*}}, i'e', il existe ft € H1r"&iliant

1'dquation

A" Y= A* Yt= A*Arr'

{ii} lensemble des solutions est non-vide d'aprds le point {i). c'est un espace affine, c'est donc ell par-

ticulier un consexe, et il est ferm6 puisque c'est l'image rrdciproque de A*y par I'op6rateur ccfirtinu

T = A* A.Ceci prouve eue S = xs +N{A}, oir xs estune solution quelconque de 12'2":9}'

ThSor0me 2'?-ti- tensembls 6 = R{A) + R(AJr est dense dans 11''
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2.2 Exnmples

pregva Si r: e {R{dJ + R{A)i)f , alors, pour tous y E R{r{), z e R{r{}f , on a {r,y+ z) = 0' En choisissanl

d'aLrord z = 0, onobtiient * e R{l), puis en choisissant ! = 0, onolltient 'r € n{d)} ' Autrenlent dit'

tRtA) + R{,t}l}l = R{'A) nR{.,4}a = {0r}'

ce qui montre la densitd recherchCe' I'

D6finition 2"1.'2' Qttrrote par xs e H1 {solution gdn€ralisde}la soluttion du problBrne {1i\'2'9} de norme

minimale, i-e. r, e S et llrgll < ll*[ pour toute solution * E S'

Ilrgo$me 2,2.S. Si y e G, alors Ie prabt*ne t2.2.g\ {e Q'2'1O}} admU w* uniq*e solut'ion g6n6ralis6e'

Freuve. Notons $ tr'ensemble de salutian s de (2.2.9j {e {2'2'10}lt' Cherctrer un'e solutisn de notm'e

minimale derce prohfbme de moindres carrds revient & resoudre Ie problDme suivant :

Sg tt*tl = SLIF 
ttt - Otl = dist[0' 5] = [Is[O]'

cest-i.-dire h proieterx'origine surl'ensemble s. D'aprbs le point {ii} du &6orbme2"2'4' 'li est un convexe

ferm6 non-vide de Hr.. Le th6orlrrre de projection sur un convexe ferm6 implique qr:re s possdde un

€lement de norme rninimale, qui est la solution recherchde' ll

D€finition 2,2,3. On note par A!l (notd aussi .a*) I'inverse g€n€:ralirse {inverse de }./{oorrl-Penrose} de 11'

ddfini comrne suit :

a;r : D{A,,r) = R{A) +R{,+)r c Hz - Ht, ! * A;r {fl = :q {notde aussi r-)' t2.2.l:lj

On montre que Alr ssi R{4).

Thdorbmc 2.2.7 . Sii. At= A I N{,A)r rcprdsente ln restrictionde A sur NiA) r , alfrrs po'ar tott't y e D{All't, ttrt

{l:

Arl y = A-1P{y)

ari P{yi est ln proiet:tion d'e y srtEiia}'

Remarqtn2.2,4, SiA e$t inieCtif et compact, alors A'A est aussi injeetif e$t ccrmllact' et donc' on peut

parler de l,inversi. n A'Ade l'opdratetu au sen$ algdbrique uniquement (4'd)-r nerst continu : on' il

6largi la no,tion de solution pour un domaine vaste et dense, rnais le problbme de stabilite est pr6sent

toujours si .A est compact ou R{.4} n'est pas fermde'
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2,3 Inrrcnse g€n€ralis€ et mdthodes d'e r6gularisation

Dans l'6tude des '6quations 
de laforme :

B:DtBlEHl* H2,n* Bu-- u'

la fermeiure de ffiiB) esi une propri6t6 cruciale, pour que I'inserse de B soit born€' L'e Th6orbme der Ila-

nachnousfournitunecaract6risationtopologrquedecettepriori6t6:

Th6ot}rrte2.3.1(:Th6otbmedeBanachsurfinvetsionborn6e).,ansupposeiluelBestinjectif.Nors,B.-1..

R (BJ 
- 

H1 est bornd si et seul'emenr si R (B] est feftftde'

Th6or&nre23,ZlFh€or&medeFI€ARD), SoirKe ff(Ht,Hziwt'aTtdtatcurcaft!'act,etllon"Pn'Yrn)' ncttU!

son sysfime singutter Alars le pr<tblame:

Kf = g t']'3'1)

est rdsoluble siet seulPmentsi

ge n(K.)1=mi' (:].3.;ll

et

E + l!,ry,)l' < +oo. (:l'3'3.)

nettt o-n

Dans ce c&$,la solation est d'8nn6€ Par laformule :

,|

f=I !{g,tlt*}Eo+.fo,.foeN(K}. (a's"()
- 

o?nqGz

ir Th€orbme de picard nous fournit un crit€re th€orique et pratiqua dans le cas oiii on connait e:rplici-

tement le systeme singulier de I'op€rateur K'

Remarque2.S.l. on remarque que le terme gdndral de la scirie {2.3.31 e$t un prrodtt,it de deuxquanrit'fs

avec desvitesses oPPos€es :

. le coefficiurr, { l\s,rtr r}l'{terme g6n6ral d''ne s6rie cor'ergente, il tend d'onc vers 0},

o"n. 
I. les hautes fr6quences 3 --, *o.

A partir de cett$ remarque, il ctrair que la convergence de la serie t2.3.3) ne pol'$raili €tre garantie ffiu{ rsi

le coefflcient dr: fburier (g,ry n\ poss6derait une certaine vitesse de ddcroissa.nce rlui peut contri)ler Ia

vitesse des hauues fr@uences.
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2.3 Inverse gdn6relis4 et: mtthodes de r'eguWimtian

> Afin de pniposer il|ne strat€gie de r€gutarisation eff,cace, on dr:it rnesurer tout d'abonil la complexit€

du problerne pose. En g6n&a1,on ne dispose pas d'un cadre th€rorique permeltant de donner des'

rdponses e ce ryp€ de questians, nlais dans des cas particuliers, on a des criteres qui caractorisent que'

tels probl0mes sorlt fortement ou taiblement mal pos€s'

> Pourles opdrateuls compacts, on utilise Ie critEre suivant:

Soient irr, irz deu,x espaces de Fiilhert s6parables, T € .K (Hr , "rlz), ei soit ie problErme i:nverse :

I: ITr * Hz,tt * TrI'= 1', i2.3.5i

DefinitianzJ'r'(gLI2}}t}nditque}eprcblEme(2,3.5}estfait*ernentmalpos6|lresp.'fortementma}

pos€), si les valeurs riinguligres s' de K = T* Tsont 6quivalentes i 
;Cu 

t"*p' Ce-'o )' ot C et p sont des

constantes Positir,'es'

La r€gularis*tion des problimes mal pos€s, due initiaremert a rlKl{oongy [10], c*erc]rc ]r red€finir les

notions d,inversion et de solution (quasi-solution, solution approchee' "')' de fa(:on qlue 1a < solution

r6gularis6e )) obtenue par < inversion r6gularis6e rr depend contintlrnent des donnr€es cf soit proche de

la solution exacte (riupposant que celle-ci existe pour des donndes proches des rraleuns effectivement

obtenues p:rr la mesurei. En d'autres termes, orr templace le prroblbme irritiai mal pos6 pat un autle {(

prcche darn un cedain sens rr du premier et qui est bien pos€'

Consid*ro*s le prolbllme inverge Klrl = he oir K : Hr * lI2 rl$t un opdrateur corrrpiact i*iectif' I On

$uppo$e q** k2e R [R], i.e., 1e probldme inverse possdde une soiluti*n unique' 2

D€finition 11.3.2. Une famille d'oprirateurs lindaires born6s Ra: Hz u H.(rz > 0) 'est dilte "famille rdgr-

larisante." pout l'op6.raceur K si

VIar e I{, lim- tRoKJ ht = ht, i.e', R6K -* f simplement'

Remarqun2l.3.2. Si Ro est une fam.ille reguiarisante pour I'openlteur J( : H1'' H2' oi 'Hr est de dime:n-

sion infinie, alors k:s opt4rateurs Ro ne sont pas uniformdment born6s, i'e" il existe un'e suite tatt) c $R'-

telre que ,,!,q; lf Ro,, ii = *oo.

La donn6e :initiale h.2 e H2rfest ianrais connue exactement : ii y a toujours un bruit qui r;'ient la perturb'el:'

Notonshf kdonndeperturb6ecirlenombrer7>0estleniveaudubruit'i'e" lnz-4l'<A'

t.L"frit dr.hriilKi"ir"df 
",.-t,*treu.onn*ignantcar 

on peuttoriows resfreindrcl'esprace Hr au compldr

ment orttrotr;onal de lN {K), oir N d6signe le noyau'

2- Il faut no(er qus notre probldme inverse Ki' = 11'est touiolrs nral posd d cause de kr non continuitd de K-t
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P roblb me inuerse s lini a irc s

Notons h{,, = Rotttll,approximation de Ia solution du problB:rne inverse Kh1= hz obtenue avec I',op6-

rateurde r6gutartsation et la dorrnde perturbde. En utilisant t'indgalitd triangulaire sur ih1 -hffrl' on

obtient

lx, - ni'a | -- lthT - nnh21 + {Rnhs - h?''tls; 4 ll.Ft ll + |{ht - Ra'hz}l' (2..3.6)

Le prerrder terme de droite de l'dquation t2.3.6i repr€sente la maioration de I'errem:'due au niveau de

bruit. par la Remarq'e 2.3.2, nous avons ,lu que |[ n"- || - 
4srr quand fi * 0' Dgnc il ae faut pas cholsir

# trop petit sinon l'erreur peut devenfu trbs grande' Par contrs le second terme rte drrrite de {2'3'6i tend

vers 0 quaLnd c te*d vers 0 par d€linition de .Ra. Nous auons faire t*ndre le niveau de b:ruit 4 vers 0 et nous

allons choisir un* strat6giede r€gularisation de manilre i ne pas commettre unrg troi|) grandeerretu s;ur

Iawaie solution ll1.

D€finition 2.3.3. Une sEatdgie de r€gularisation 4 * a (tl) erst admissible si porrr torrrt hr € Ht

{2,3.71

Les stratilgies de rEgutarisation sont vari6es. Chaque probrgrrre ndcessite un traitement sp6cifique selisrr

son degr,6 de cornplexitc. {\Ioi* J:ll). Parmi les m4thode$ les plus connues en p'robliirmes inverses et en

calcul m'triciel rnar conditionn{i, on a la mdthode de Tiktronrrv e:r la m€thode de la troncature spectrid€'

2.3,1 M€throde de Tikhonov

> Le principe &l la r€g.ilarisation de Tikhonol, pour stabilisrlr le problbme inverse rnal posd Af = g estl:

dechcligircornrnesolution}'€}6mentfaQuiminimiselafonctionnelle

f,trol -gll2 + cllf [lzJ , c > 0' {2:3't})

Le param6tre a estappel6 pa'am6tre de riigularisation etI* terme 11f[2 estaf Oel6 rerme de correctlort'

Le chriix du pirrametre s est bas6 sur un critbre d dquiiibre entre I'eIIeur due au terule de correctiorr el'

le gatur de lastatlilit€-

On a le ithdor€sre suivant :

Tlrcoreme 2" g,3,' ts}soif l e 9 {IIt, HzJ . AI',n Ia' functionrnttc de Tiktwff,u ad;|i,et *ff' L'n'qu'e tnininturn

fu . Ildld'ment fi, est la solution d'e l'dquation normale

Sofa={uI+ A* A}f"'= A" 8- {2.3.€r}

{

;gruo {q) = o -, ts i;: 
u*"Iln,,tanl- n, 

I 
t':r que lrnl - nll=n}J =

I
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2.3 Inuerse gdndralisd et mitludes de ni$ulnriwtian

pre*ve. Lexistencer et l,unicit€ du minimum sont assuries par ra coercivitd et la, stricte convexit€ de

f 
-llf"z.Notonsf*l'uniqueminimiseurdelafonctionF{/} 

=tVlnnf-rfrz+allfllzlquiFr6chet-

diff€rentiable. Un cslcul direct nous donne

F' tflth) = {Af - g, Ah} + (f 
' 
h}'

Puisque fa est un point critique de F , il vient donc

F' (fe) &) = \Afo - g,.Ah) + a \fu,h) = $ = {A. (Af a - g}, hl + e (fa' h)'t{ h e H'

ce quidonne

A*{Afa-g}+afa=0€(A*A+ al)fo=y*g' ('Equtiond'Euler)

Notons S* = 1A* A+.s.I)" Il est clair que S* est auto-adjoint {Sa =' S}}, positif :

{SEh,h),=llAh1u2 + allhllz zullhllz,Yhe H1+ (a{Ss) c [a,llSall]- 0e P{S"11'

En ccnsequence, S,rl existe et Sl1 c' I {Hi '

Lafarntlled,op€rateurs.Ea = (aI + A" A)-r A* ; H2 - Hr,est ap'pel6e famille r€gul.arisernte de Tikhoncrv;

1

On a $R*$ = =-7.lJn 
effet,

z{fr

ll*,llz = tt*c*;lt = ll(dr+ A.A)-2 A*All = 
*,ilinu*n # = i,;

e Montrons maintenant que {ga) est une famille d'op6rateurs rtlgularisante pour :1. Sans perdre la g6n6'

ralitd du problbme, on suppose que A est compact. Notons {s*Qn,If/ ol la SVD de I'op6rateur A' A:

Vh e II1,y = flh,Enl4o, AEn= s6!,',., A* {n = snQn'
n=l

Ona

Ats Ah - h = (R<,A- lttf th,q;rf,r) = f
n-L n=l

&l
-+ -rl(h,Enlt{to,-a+si r

A' = ff RsA* h - h$2= -[ l* -']' 
"n'*'"' 

= F, l;* - rf' ttn'.,*"t = }i lr*1' tth'E'r',

a" = fl [* j' tth'En'f*,=L,l&1' tth'<Pnrt"=al+a2*'

ol =,t [*]' t{h,en}tz= $ f ',,, 

,ennz= 
$rrr,t',

taltj
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LL= i: Itrl't<n,qn|t2s I t(h,qnyf. {ar).* 
n-5'*r l-a+ *n ' - o5*t

I^asdrietlrl'= i l{It,qoll2estconvergente,doncpour€>0ilexisteNe Ntelrque
r1=l

f l(h,e,llz <etz.
=N+l

Cequiim,plique

&2n<elT

Pour conslure Ie rufoultat de converg€nce, il suffit de choisir a tel que

**n*t <ctz.
6"

I e.*, I riz
Donc, p{}urn. 

t-M.i;l 
,onobtienrao <e, i.e., Aa *0,c*0.

|l
r Tout cihoixde a {q} - 0 avec (+, 

- O, TI 
-0) est admissible,2ja:

r l,e pzuamltre de r€'gularisation a > o est choisi via Ie principe d'6cart {en anglais : discrepancy pril-
ciple) de MOROrcV [6]. Ce princ{re consiste i. fi-rer le paramitre tel que la rsclution correspsnclamle

ait unr: erreur 6gale au niyeau de buit.

Le choix optimal est ex*0mement difficile et les critlr€$ qui existent sont g'application d€licarrr; et

ndces*itent des m6thodes itdrative+ pour 6tre mis en oeuvre.3' 4

I' Dans la. pratique nous suFposeron$ qu'un paramdtrre a est valahle si I'erreur appartientt i un petiit

interwdle contenantl,avaleurdu ni.reaude bruitq > 0 {cf. l7l, page LZZ}.

i1.3.2 M6thode de troncature spectrale

Sioit K E -7{ {fiJ un up€r'ateur compact, On suppose aussi ttrue K est injectif et positif. On note {hr, enJ las

couples propres de la ddcomposition r;pectrale de K, c-d.-d :

Ken-Loen, 0<hn*g, (en,etn|=6o*, VheH,lr= i ilh,er)en
n=l

Cln d€finit lafamille dop€rateurs R* :.H * H, e>e,g1r

Rah= L Yln,, heH.
iln2a /r'n

3. M€thodee a priorl ; utilisation d'informations sur Ie niyeau d'erreur et sur I'op6rateur K.
4. M6thodec a posteriori : utilisent aussi les donn€es grt. aopt:= max{rr:lKfe-gnls4}, ott Jn =

ijf ilrf., - g,? lt * "I,f,,ltl 
.
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2.3 Inwrse g6rc6ralisd et mhtlndm de r4gutari*tion

Tlriforlrne 2,5.4, ln lafamilte djoperateurs (Raj ddfinit une strat*gie de r*gutarisa;tion pour K

Prruve. Pru ddfinitirln, on a

Rsh: L |o^tnl 
"r.ho2tr 'vn

Pour dfuaonltrer que {rta} dftrnit une strat6gie tle rdgularisation pour K on doit demontrer que

Vhe hl, |[R"Kh- lt|| *0,c *0.

Onia

h=!-lh,eien, ra,= i Lo(h,eo)eo=f ,o"n, uo=Lo(h,eo),
,A=l n=l n=t

d'oir

Ilh-ReKhllz= il-I (h,enlen+ _L (h,ente,_ L ?n*$r=A-r<,u Ln_* L*s^n

ii"f, in,erin,*"I- (h,eolen- .L ^''*" enllz=1i I (h,€,,) enll2= )1, l<n,e,y1z.hn,.a Ln2tr ;Sa rLn i"n hq1e,

Laquantitell" -- "I l(h,erltz rryresent€rlerested'unes€rieconvmgente, hter-nrespositifs, don,cAo -,an1&
0 quand 0 -* 0.

'Soiit/lasollutionexactedel'dquationXf-g,otg€ft{tr},etsoitg6effteleuel|ig_gall<6.
Onprose f9=,Rc,ga,etonchoisitc^,=c.60,otrc>0et0el0, ll.Souscesconditions,onmontreque

ild-ft} *o,c---*0.

En elfet, on peutdcrire

|ld- r"|l s fld-,f"ll+ ll,&-fll,

oir

fi3=Foga, fo=ft,.g.

Ona

Ut| - f"tt= [|&o,fo -noS[| = }|Rallllga -E}| s |tRa|}6,

ll f" - f ll = llRog - "f ll = llR"Kf -,f ll = Ao 
- 

0, d * 0.

De Ia formule

|[O{nii = supliD{/tnii, (D e Ci[0,oo[,Ri,

,3;3
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Probldrne li,nfuircs

on trouve

Onobtient

.Pour c = 0<d<1,ona

Ftbmarqw2

strat€gies de

et sondegr6

il&il = ,up tl- = 
I

An>s.rtn &

nd-*ns9+au.

ifAr
i;=#=;uto-o'd'*o'

doncl'existence de fl ,= cf , 0.g < I tq & 
- 5,6_ 0et

nf| - f,v= :ut* * aa{d) * o,f.- s.

on a donn6 rcl deux mdthodes de rdgurarisation popuraires d,int6r€t

sont vari€s, chaque probltme a un traitement sp€cifique selon sa

Afaifia Wermassa
Master EDP
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Ml6thode de Legendre-collocartiorn
1619ufariisdre

Plueileurs prob'lbnnes inverse en ssiences r:t teehnologie ddfinis sur trn espaee unidirnensionnel, Freuvent
€tre mod€lisrisrpu des €quations int6gra,tes de Fredholm de premiere espbcg i.e., des 6quations de la
forme:

7b
K"f{r) = J" k{t,s).f(s)ds = g(t}, -c!< as t < b< +oo, t3.o.rl

oft kll', ') e zz {1t,a,blz} erst le noyau, qui est en gdndral non d€g6ndr6, g e L, ta, b} e$t la donn6* et f e
Lz (a,b) est l'i,n,connu recherch6.

ces problDm€rs so:nt mal pos€s au sen$ de Hadarnard, et leur traitement num€rique pose un problgme
irBs d6licar.

Dans la litterattre rnathr3matique, plusieun; m6thod.es numeriques ont 6t6 ddveloppees pour traiter cette
caGgorie de pnlblOmes instables. Parmi ce,s mdthodes, on distingue deuxvarictcs les plu* utilis6es : les
mdthcldes de collocatiorn qui sont basdes r;ur le d6veloppement de la sohrtion en termes de qurellques

fonctirons de bare et la seconde utilise des tormules de quad.rature. Dans les deux cas, il a 6t€ d6montr6
queletaux de cunvergence deees mdthodes est d'ordrepolynomial, i.e., deraform e o{ls.7r1v1,u:: 1, o&
Nrept€sente lia dinnensirrn finie de l'espacersurlequel se fait la projecrion, of le nombre de points de la
formuJle de quaclrafnre.

Dans nrotre invesrtigation' on propose l'6tude de la m6thode de Legendre-collocation r<igularis6e, i.€r,, une
m6tho'de numtiriqr[e basfe sur la m6thode de proiection rie Galerkin, of la soiution est protretiie sur un
$ous-e$pace engenftrd parr des polynd mes orthogonaux de Legendre. Cette rn6thode est combin6e avec
une proc6dure de i'dgrrlar:isation de type Tikhonov: on montre la convergence de cette approche, et on
donne:le bilan d'erueur justifl6 par des expdrimentations numdrieues.

l[,[ oounuma
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Mitho de d e l-qendre - Cb I Io catt o n r i gt r. Lzr i s Ce

3,1 Polyndme de Lqgrendre

Dans ceparagraphe, on rappelle quelques propridtds importantes despolyn6mes de Legend.re qui seront
utiles p:r lasuite.

on d6sigre par ll'intervalle [-1; IJ, et on notePA/{r) I'espace des poJyndmes de degr6 < JV.

D€ftnition 3"1'l' on appelle famille de polyndmes de Legendrg I'ensemble {pr}o de polyrri6mes str F,

rdeux i dieux orthogonau( dans I'espace tz u-l;lJ) et tels eue, pour tout entier n > o le polynonrer ?,o

vdrifie I'dquation diffdrentielle :

#,;tt, - ft Pil + n (n + rl P 11 = g,

alec la conditicn Fo{l} = I.

Llest bierr rlonnu, que les polyndme P,, sont d.onnds par la formule de Rodriguesi suivante :

P4{t}=#{f;{r,-*r"}}

{:i.I.r)

{3.1.2)

{3.r,3}

La famille (PoJo v€rifie la relation de rcicurrence i trois termes suivante :

I tn + l) Pn+tG) = 12n* t) xpn@) - npn_t {x), n> |
I Po(r)=leiPr (xJ=x,

Pour tous e;ntiers n,rlt> O, on a

r {o sim*n
JP"(*tp^(x)dx=\ Z 

^:-I 
\*'w--l#si zl=n (3'1''4)

on note atssi que ces polyn'mes forment une base orthogonale de 1211-t, t;;.
Les poiyn0mes de t,egendre normalisds F, sont donnds par :

Fn= P* l- 1

w"lur*= 1f 
n+ ,Pn (3.1.5;)

formentune base orthonormale de tz{n.

soit Pn ie pol-yn0nie ile Legendre de de6;r6 ,, $ur r, re polyndme de Legendre po ffzurslat€ sur l,intervrdre
{4, &l est donnd par:

P'f;'ot {t} = Pntsx + fi}

Afaifia Wennasria Master EDP Lf' cupr,a&q



32 hrmules de quadrttture
:}',7

FP'ut t ) = frd' 
" 
* Io,w* * pt.

Pou,r NE l\J, on notepars/,r Ieproiecteurde t2{4 sut plr{l-l,Ui donn€par:

tel'que;

t aa+B=-1
I a ab+P=t

on dd.finit Ie polyn0me de Legendre nonnalisc Fn translatd sur l,lntervale la,bl par;

N
I|pgtt= I onFn,

n=O

oit 
I

an = {u,F n} *ss = J u{fiF 
^tx} 

d, x.

-t
D6finition 3.1.2. Pour: toutentierpositif s, ffs{.f} estl'espace des fonctions u dans rzfl telles qine leurs

d€ri'udes jusqu'h I'ordre s appartiennent g. 12(rJ, il est muni de la semi-norme

lals,ll =ffd|uff1"s,

et der Ia norrne

f{uffp,,n = 
{n frnl*fri,,n}u ,

La famille {4u}o fo.*" une base de I'espace de Sobolev H'14. La qualit6 d'approximation dans IJis{I} par

Ies polyndmtx de Legendre est donn6e par le thdorbme suivant

Th€extene 3.1"1. f lj Pour taut enfier s > a, il ex*te une constante c positiue ne dhpendant que de s telht

que, pour tou:,te fanction u de H'(n, on ait :

I|U*nryullt26 < cN-slTalTn,rn. (3.1.2)

Les prolyndmres de legendre jouent un rdle important dans la mdthode de quadrarture de Guass. C'esl

l'objert du paragraphe s*.rivant.

3.2 Forrnules de quadrature

Il est lbienconnu que les z6ros des poll'ndnres deI-egendre iou autre famille de polynomes orthogonapx)

servent i la ccrnstruction de formules de qr,radrature numdrique d haute pr€cision, c{}mme par exemplg

laforrmule de Gauss-Iegendre donnde par:

{3.1.(;)

Afaifia'Wennassa ilkster EDP Lf cuuL dA



W! e l*Sen4re- C,ollacatiian r€g,tkzisfu

koposltiorf s'a'l ' Sprt N un entier posifif rt,xe. Il existe un wniqrc ensembte de lV points( i de I ,l s .i < .u,
et un uni4ty ensemble d'e N rcels ilsi, I < i s N, tels que t8galit| suitwnte ait l:ieu pour tout polynibne e
dePzuq])l

(3,2.1)

calcul rles rfloeurts et des poids de la m6thode de Gause-Lqgendre

ilesnoeuds$eGauss-LesendresonflesreracinesdupolynOmepodansl-l,ll.pourlescalculeq 
la:.prt>

miEre idde cpnsiste h rdsoudre justernent l'dquation d6finie par pn.x) = 0, pa:r exemple en utilisa,n.t Ia
m6thoder rie lNewton-Raphson' IJe:qpririence montre qu'en pius du cofit 6lev6 quand N deyiernt grimrd

{Fn tA = f n*Fn+r {{} + frnFn-1 1{., {3.2.2)

fin=&..(anz -t
G:tte relation ile r€currence €crite pourr tout rz > 0 est €quivalente i

'l*:, I lf ll ; ,i, ,i ll J,l.,"l,l l
Les noeuds de pauss-tegendre I sont donc les valeurs propres de Ia matric e M cl1finie par :

{3.i2,3}

(3.r!.,4)

(3.2.4i)

oFt o o \hs...ool
lro o o Fu_,1ooFw-roJ

M-

I

fand(=fog)wi.lr r'd
Insnaeuels\ 

'1 si <Jv, sontlesz&ra,sdu.patyrdmePo. r.espai.ds tuitt 3 j s N, sontpasitifsi
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3.2 Formules de quadraturc

wi:=
trPjo{(:)P.,v_, ({,.} {:r.2.1r}

Quelquee exenrples n$m€rlques

Le tabl'eau ci-desous contient les valeurs num6riques des noeuds et des poids du polyrrome de legrndre
avec diffdrentesvaleurs de N

:t9

cette matrice M est de fagon arldente tridiagonale symetrique et i diagonale nuller.

Pourie calcul des poids wi,l 3 J s ir, nous aiions utiliser la formule de christolfel-Darboux suivanter
(do:nt la ddnaon$tration se fait par r6currr:ncel.

Pour tout n,> 0,V{ < I',VSte I

Po{fipo{p}+ --'+ FnG)Fo1u1 = -kI 
&*r 6}& {p) -&*r (p}F" t0ft\rt--f t3.2.$

o& Li d6sigr:te le coefficient du mondme de degrd n de Fn{fi. En particulier pour pr = (i et n = lf - I oin
a:

,Fo(oFo(p)*...+Fiv-r(oFr-rfu,)=ketll{tl . $.2.r\

Cettrl relatiorr nne fois intdgrde nous donrre

, = lFp*-' rrr) I Wor {s.z.B)Jb; "'Jr {-(i

En remarqualoll que I - {;}il F.rr t0 esr dans Pn - r (I) , an peut calcule.r cette lntdgrale par la fornnulo de
quadrature et on obtiem :

, = li=p*_r 
{{riFi,, t{i*i t3.z.e}-kN

En faisant tendre dans (.J.z.T) { vers {j et err ide*tifia't avec {3.2.gJ on trouve

Iwi=W' 
{:rr.z.1o}

on remarque qrre {3.2. r0} s'6erit aussi de ra faqan simpre suivante :
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N=3 noeudsi; 0.11270 0.ri0$00 0.BB72e
poldS rff; 4.27777 0.,t4444 4.27777

l{= 5 noeuds(; s.s4sgt I o;nozo 0.50000 o.76923 0.95308
poids rz; 0.1 rB46 0.:t3931 o.28444 0.23931 0.1t846

IV=l$ noeuds {i 0.013s4 i olm?46 0.1s029 0.28330 0.42556 0.5;7443 I O.?l$ffe
I

poids u/j 0.03333 4.fi7472 0.I0954 0.I3463 aJ4T76 s:iam- i o.I3/iKc
noeuds{; B.83S7B 8,tt3253 s.98695
polds te; 0.10954 0.aq472 0.03333

N= 15 r'gg3g'lj.
-- --.J,

0.00600 0.08136 0.075s9 0.13779 0.21451 0.30292 0.39S,10 0.StD0rN)
PYtsI {,1L* 0.01537 u.u3518 0.05357 0.06978 0.0ffi13 0.09308 0.099i2r n lr"ll t2f,

0-60059 asg7a7 a-78548 g.8622A 4.924]3 0,s6863 0.99399pul(I$ U7t 0.0992r 0. 0.08313 0.06978 0.05357 0.0:3518 0.01537

;3'3 rMdtho'de de Legendre-Collocation r€gutarisr$epourune (irq*ra-
rtjion intdgrale de Fledholm de premiere espitce

:I.3.1 Ilositionduprobltmre

Le but de 'cette 6tude est de ddvelopper une mdthode numdrique d'ordre de pr€cision trgs r6lev6, p'ur
une classe d'dquations int€grales de Fredhorm de premiBre esplce:

fo
K/(1;== I k(r,s)/(s)4s= g{t) ast::b

Ja {3,3i.1}

On suppors,e gue I'olpdrateur K est inia:tif et g e ft {tC , ie., le probl}me (3.3.1} est rdsoluble dans la cliasse:

admissible ft(K).

$-3-2 ]lfdtlrode de legendre-collocation r6gularis€e

Dans cette;partier on considlre ie probrlme regularisd suivant :

[{"t*r'r)4fJ &} = s. gs rx}, xe [a,bl (3.3.21

Enutilisanit une approximation bass€e $urres polyndmes de Legendre normaris€s, on transfsrrne repnr_
blibme continu {.3'3''l} en un probldme disret es dimension finie" cetie dtape fait interrrenir ies op€ria-

ticrns suir,'antes :

on commence tout d'abord par une apllroximation de la solution r6gutaris6 e fittlcornme suif ..

f1t*t * 
" 
*{fj;},r, = t anFnrr}

ttr=0

En substituant I'exprression (3.3.3) dans l'dquation (3.3.2i, on obtient derx expressions

(3.3,:D
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3'3 M'dthade de Lesendrc'Collacatinn rdgula::Me ww ure_eq:etionlftegrale de Fredltolm de premiire es,pbce 4li

et

teLa,bl {3.3..f)

€.3.{il

of afi6t.) e$it la fonction r€siduelle.

u:r rdsoudre l'6quation int6grale t3.9.4), on emploie une m6thode de collocation standard, cofrme

danrl Ie calcul des intdgrales. on suppose donc la continuit€ du noyau, et on fixe un ensemble dr: points

de collocaticms {&} c la, bl, et puis on calcule les valeurs de la fonction recherch€er alrx points de collo-

cation.

Ilune des propri6t6s de cette mdthode et clue lafonction rdsudielle s,annuie sru les points de collocation :

*,u,f(il=K.{{x},

r.r)!a"F,{tril-
n=0 J

I r-r
l{ur *r-r} II n=0

t

Rf'str] = l{rrr+" I'

{ ll b" t l=I'-'lv

f 
oF,(*,1 * I t*o,*i)&(r,r)Fn $)tuarl
t ,i ln=o,'N_l

xfl= ta"lT=i

K.t'r*l

r#u("r) =o, i=1,..,N

oir le's points de collocations {r;}[r sont les z6ros du polynsme de legendre pp.

Donc

f = I,,,, N[tr. 
o"] i;,,0, j r,,r = tr*f{ (a),

{3.3.6)

G.3.7)

(3.3.8)

ceci se traduit par:

Ej"" f*u.u,r* i I xw,',t*lt,ilFnttldnrl= f w,*,t{ g\dr,j=r,..,N
'?=o [ "t l t"

Ainsi,,l'€quation (3.3.4J prend une nouvell,e €$iture matricielle:

otr

et

Art'Xru - brv {3.3.s}

4N=
{3"3.10)

(,3.3.1r)

a1y = [r.gd tr,lJ , ; = I,..,.ttr {:3r.3.I2)

En utilisantla farmule de quadrature {3.2.1}, on peut€rraluer les €}€ments de la mafrir:e .43u, comme suit:

Ona
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MCtIwde de Legenhe- C.ollocation

bb
ff

J J k(r,xik(r,tJFn$jdtdr = I *o, *;t[i 
",,rF, 

ra o,lo,

I rn,*u[,{ -n, titF,{t1l*,10,

(3,3.r31

Ies noeuds

ilvient

De m€me,

i.e.

I . .l * 1V, sont les z6ros du polynOme pry, Ies w i, I <j s N, sont Ies poids

b
l.-

= I Ic6,xiygo ltldtJ-
4
.lV

rr f &1rr,xiyf (r)ws, f =1,..,N
s=l

* = 
[.-i* 

&1r",x;164 {""} *"ln i = 1,..,N

[€srr, l<s JV, sont les zdrqs du polvndme Lw, et rar, I < $ s rv, sont les poids associes.

0ntrouve

I rn, *o[$ or, 4]r],, {r;} *,lor 
$, $' 

ft(r,, x;}ft (2,, ti}Ft {t 1} w 7 w,

f - N N 1d=1,..,4r
AN c laLntrJ + I E k{"", rr}* {r s, ti}F.n{til wi w,lI =i jA Jz=o-..rv_r

le vecteur bal, on trouve

r'Bs tri)

Afaifa Weuracca
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