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Introduction

0.1 Thématique de recherche

Uétude des phénoménes dans [a nature nous permet de calculer des quantités ou des propriétés phy-
sigues d’'un modele donné. On distingue alors deux types de problémes : les problémes directs et les
problémes inverses.

De maniére schématique, un probleme inverse peut étre formulé comme €tant une relation fonction-
nelle (Input, Systéme, Output), ol objectif d'€étude est d'identifier des causes connaissant les effets.
D’apres J.B. Keller, deux problemes sont dits inverses I'un de 'autre si la formutation de I'un met I'autre
en cause.

La causalité et Virréversibilité donnent une dichotomie entre les phénomenes physiques, qui peut étre
quantifiée mathématiquement en deux classes de problemes : les problemes bien posés et les problemes
mal posés. En se référant de cette dichotomie, le mot problémes inverses désigne tous les problémes qui
partagent le caractére mal pesé par oppesition aux problémes dits directs.

La prédiction de P'état futur d’un systéme physique connaissant son état actuel est exemple type de
probléme direct. On peut envisager divers problemes inverses :

« Reconstituer |’état passé d’un systéme connaissant son état actuel si ce systéme est irréversible.

« Déterminer des paramétres du systéme connaissant entierement ou en partie son évolution (Problemes
d’identification de parameétres].

Un probléme inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains parametres (ou inconnues)
d’un modéle doivent étre identifiées 2 partir d’observations (ou mesures} du phénoméne. C'est égale-
ment en quelques sortes le contraire d'un probléme direct : supposons que P'on dispose d'un modele. Si
on se fixe des valeurs pour les parametres du modele, on peut alors faire tourner le modele, en déduire
une trajectoire, et I'observer. I s'agit du probléme direct. Le probléme inverse consiste & remonter le
schéma : connaissant les observations, le but est de retrouver les valeurs des parametres.

La résolution du probleme inverse passe donc en général par une étape initiale de modélisation du

phénomene, dite probleme direct qui décrit comment les parametres du modele se traduisent en ef-
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6 Introduction

fets observables expérimentalement. Ensuite, & partir des mesures obtenues sur le phénoméne réel, la
démarche va consister & approximer au mieux les parameéires qui permetient de rendre compte de ces
mesures. Cette résolution peut se faire par simulation numérique ou de facon analytique. La résolution
mathématique est rendue difficile par le fait que les problemes inverses sont en général des problémes
mal posés, c'est-‘a-dire que les seules observations expérimentales ne suffisent pas a déterminer parfai-
tement tous les paramétres du modgle. 1l est donc nécessaire d’ajouter des contraintes ou des a priori

qui permettent de réduire 'espace des possibilités de facon a aboutir 4 une solution unique.

g.1.1 Problémes directs

Si on note par P 'espace des paramétres, E I'espace des excitations et R I'espace des états (réponses),
alors le probléme direct L: P x E — R, consiste 2 calculer la réponse d a partir de la donnée des solli-
citations x et des paramétres p. Les équations de la physique donnent en général la réponse d comme
fonction de x et p : L(x, p) = d, la notation L symbolise les équations de la physique du probléme consi-

déré; on parle parfois du modele physigue.

0.1.2 Probléemes inverses

BT 1 pyun peint de vue "physique” ou "expérimental”, on dit qu'on a un probléme inverse toute situa-
tion ol I'on souhaite évaluer une certaine grandeur physique p inaccessible 2 I'expérience 2 partir de
la mesure d’une autre grandeur d directement accessible & I'expérience, connaissant un modéle mathé-
matique du probléme direct qui donne explicitement d a partir de p (ce que 'on note symboliquement
d=G{p}.

On peut schématiser mathématiquement un probléme inverse comime suit :

{INPUT — [MODELE] — GUTPUT}

» MODELE = matrice, EDO, EDP, Equation intégrale.

» INPUT = vecteur, données initiales, conditions aux limites, parameétres, géométrie du domaine...
» OUTPUT = solution, état du systéme physique, quantité matérielle, propriétés qualitatives.

« Probleme direct : OUTPUT = solution = MODELE(INPUT).

« Probléme inverse : INPUT = MODELE ~ LOUTPUT).

1. Marc Bonnet, Problémes inverses : Cours de DEA Dynamique des Structures et Couplages (2004).

Afaifia Wennassa Master EDP u GUE]L]VLA&



Rappels et notations

1.1 Opérateurs compacts et théorie de Riesz-Fredholm

@

Références

{1 H. Brezis; Analyse Fonctionnelle, Théorie et Applications, Masson (1993).

O R. Dautray, J.-L. Lions; Analyse mathématique et caleul numérigue. Tome 5 {spectre des opérateurs), Edt.
Masson, (1988). fehap 3. page 136-180L

01 E.B. Davies; Linear Operator and their Spectra, Cambridge University Press (2007).

01 I Gohberg, S. Goldberg and M.A. Kaashoek; Basic Classes of Linear Operators, Birkhéuser (2003).
{1 D.Huet; Décomposition Specirale et Opérateurs, PUF (1976).

[1 P Lévy-Bruhl; Introduction & la Théorie Spectrale : Cours et Exercices Corrigés, Dunod (2003).

On se place dans un cadre normé (Ey — Ep), ol E; et E, sont deux espaces de Banach sur K =R ouC,

w

les normes sont notées respectivernent par .0, if.ii2-

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire est une application A: 2(A) € E1 — E» linéaire, olt Z(A) est
le domaine de définition de Vapplication linéaire 4, qui est un sous-espace vectoriel de F;, que en

suppose en général dense dans E;. Lopérateur A: @(A) = E; — E; est dit borné si la quantité
(AL =supifAulis, ueP(A4), luly =1}

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur 2{A), et lorsque 2{A) est dense dans £,

A ¢'étend de maniére unique 2 un opérateur borné sur £,

Notations. On note par Z(F;, Bz} (tesp. Z(E) si E = E; = E;) I'espace vectoriel des applications (opéra-
teurs) linéaires continues de Ey dans Ej (resp. des endomorphismes continus de E), que 'on munit de la

norme (de la convergence uniforms) définie par:

Ae LELE, JAl= sup 145
ouer;, HUlE
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8 Rappels et notations

On vérifie que, si B est un espace de Banach {(complet), alors £(E;, £} est un espace de Banach.
» Tout opérateur A est complétement défini par son graphe G{A) qui est un sous-espace vectoriel de
E\ x B, défini par G(4) = {(v, Av), ve2(A)}.

Pour tout opérateur linéaire A: 2{A) € E; — Ep, on note par:
N(A) = {h € 2(A), Ah=0}(noyaude A), R(A)={hy=Ah, h€ P(A)} (image de A).

Définition 1.1.2. Soient E et F deux espaces de Banach. Une application T € L(E, F) est dite compacte si

est un ensemble compact pour la topologie forte de F < Pour toute suite barnée (xy) de E, la suite
{Tx,) admet une sous-suite qui converge dans F.

On note ¥ (E, F) (tesp. & (E) si E = F) 'ensemble des applications linéaires compactes de Edans F.

Si dim(R(T)) est finie, on dit alors que T est de rang fini. On note &,(E, F) (resp. Ap(E) siE = F)Yen-

semble des applications linéaires de rang fini de E dans F.

Remarque 1.1.1. 1 est clair que tout opérateur T’ de rang fini est compact. En effet, "'ensemblie T(Bg(0,1}]
est alors un ensemble borné d’un espace vectoriel de dimension finie, donc il est relativement compact
{tous e.v.n de dimension finie est localement compact).

La proposition suivante donne des propriétés fondamentales de stabilité des opérateurs compacts.

Proposition 1.1.1. Soient E et F deux espaces de Banach. Alors:
(i} J(E,F) est un sous-espace vectoriel fermé de L (E, F).
(i} SoientE, F et G des espaces de Banach, S€ £(E,F) et T € £(F,G). §i§ ou T est compacte alors TS
est compacte. En particulier, % (E) est un idéal bilatére de S£(E).
Proposition 1.1.2. Soit T un opérateur continu de 'espace de Hilbert Hy dans l'espace de Hilbert Hy. Les
deux énoncés suivants sont équivalents :
(i) T estcompact.
(i) Pourtoutesuite{xp)c Hyonaxy;—x= Tx; — Tx.
Théoréme 1.1.1. Soit T un opérateur continu de lespace de Hilbert Hy dans l'espace de Hilbert Hy. Les
deux énoncés suivants sont équivalents :
(i} T estcompact.

(i) Pour toute suite orthonormale {ep) < Hy, ona Te, — 0.

Afsiia Wensoo - U cueLMA



1.2 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts 9

Proposition 1.1.3. Suit T un opérateur borné de l'espace de Hilbert Hy vers Vespace de Hilbert Hy. Alors T
est compact 5i et seulement si T* est compact.

Théoreme 1.1.2. & (H) = Ao(H), i.e., pour tout T € & (H) il existe une suite (Tn) < o (H) telle que

§T — Tpll — 0 guand n — oo.

1.2 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Théoreéme 1.2.1. [Alternative de Fredholm : V1] Soit T € £ (H;, Hp). On a les propriétés suivantes :
(i) MT)=R{T"}".
Giy MT*}=R(D".
(1) RO =NT")} .
tiv) RT =MD"
Théoreme 1.2.2. [Alternative de Fredholm : V2] Soient T € Z(H) un opérateur compact et A#0.0na
(i) N(T—AD est de dimension finie et dim(N(T - A)) = dim(N(T* - AD).
(ii) R(T - AI) est sous-espace fermé dans H.
(iif) R(T—AD=R(T-AD=N(T*-AD .

(iv) H=R(T - Al <= N(T" ~AD =10} == N(T-AD ={0} => R(T*-AD=H.

Théoréme 1.2.3. Soit K € & (E) avec dim(E) =co. Alorsona:
(a) 0Deo(K),

(b} o(KN 0 = o p(KN O}

(c) Vune des situations suivantes :

. oubieno(K) =10},

« ou bien g {K)\{0} est fini,

. ou bien g(K)\{0} est une suite qui tend vers 0.

Théoreme 1.2.4. Soient H un espace séparable et A€ A (H). Il existe des systemes orthonormés (v;) et

{(w;) et une suite réetle (s;) qui décroit vers® tels gue
J jr g 1
Ay =Y sj{v,v;) wy pourtoutve H. {1.2.1)

En fait, les s; sont les valeurs propres de | A| répétées selon leur multiplicité et associées avec les vecteurs

propres v; : ce sont les valeurs singulieres de A.

Afaifia Wennassa Master EDP ll GUELMAX



10 Rappels et notations

Théoréme 1.2.5. On suppose que H est séparable. Soit T € J (H) un opérateur auto-adjoint compact.

Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propresde T :

VxeH, x=xp+ ) (X eer, neN(A), Tx= Y Arer.
k=1 k=1

1.3 Equations opérationnelles et Alternative de Fredholm

On suppose que H est séparable. Soit T € % () un opérateur auto-adjoint compact donnée par sa dé-

composition spectrale :

vYhe H, h=m+2kmqwb%€Mﬁ,Ih=ZAwb
k=1 k=1

Considérons I'équation

(T-ADf=g, (1.3.1)

o0 o0
ol f=fo+ Z fnems §=80+ Z gnen sont deux vecteurs de H donnés.
n=1 n=1

sSid¢ ol A), la solution de 'équation (1.3.1) est donnée par :

[ 8 ), &
f"Z:I{An—A)E” A

« Si A= A, # 0, 'équation (1.3.1) n'a de solution que si g, =0 (<= geN(T - ADt ) et dans ce cas les

solutions sont données par :

f= ii (affA)e”‘%:

n#ESs N
olt G, est un élément arbitraire de N(T — A1),

« Si A =0, pour que I'éguation T f = g ait une solution il faut et il suffit que
fi=0= feN(D' =R(D)

et que la série
i !gnlz

2
n=L 2'i’:

soit convergente. Dans ce cas les solutions sont données par :

o [E )]

n=1%

ot Gy est un élément arbitraire de N(T).

Afaifia Wennassa Master EDP u GUELC\WUL



1.4 Equations intégrales de premiére espéce 11

1.4 Equations intégrales de premiére espece

Définition 1.4.1. [Opérateurs de Hilberts-Schmidt] Soit H un espace de Hilbert §g’para’!gl_e. On dit que

T € £{H) est un opérateur de Hilbert-Schimidt {on note T € Xy} :=ensemble des opérateurs de

n=00
Hilbert-Schmidt définis sur H) s'il existe une base hilbertienne (en)p=1 de H telle que ). | Tenl < co.

n=1

On note cette quantité par {[| T'{lxs.

Théoréme 1.4.1. Soient H un espace de Hitberi séparable, et T € £p(H). Ona:
() Si{fm)m=1 est une autre base hilbertienne de H, alors

a Y iTexdi= 3 47" ful-
n=1 1

m=

00 ]
b Pour toute base hilbertienne () m=1 de H, ) §Te,ll = 3 (Tl
n=1 m=1

{ii} T estcompact.
{iii) Omnsupposeque H= LA, 0&t Q est un ouvert de RN, Soit k(.,.) : Q@ x Q — K(=R,C) une fonction
L % ). Alors Popérateur intégral défini par:
Ku(x) = f k(x, yyuly)dy
GxQ
est compact,

(iv) Tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur H = L2(QY) s'écrit de maniére unique sous la forme K.

Considérons I'équation intégrale de Fredholm de premire espéce (resp. de seconde espéce)

b
j kix,  fipdy = glx), (1.4.1)
a
b
FOO-A f k(x, ) f 7y = g(x), (142)
a

nés. Notre but est d'étudier I'existence d'une solution f € I%{a, b} a ces équations ef, si possible, de la
représenter.

On sait gue, sous la condition k € 1%(1a, bix1g, b)), Vopérateur K défini dans H := 1%(a,b) par:

b
Kf{x):==fk(x,y)f(y}dy, x € la, b}

Afaifia Wennassa Master EDP lA‘[ GUELMAk



12 Rappels et notations

est du type Hilbert-Schmidt {donc compact) et nous réduirons les équations intégrales envisagées aux
formes abstraites

Kf=g (-1Kf=g

avec K compact dans un espace de Hilbert H.

Pour toutes fonctions f et g€ I2(a, b) une application du théoréme de Fubini donne

b( b b b
{Kf,g}:f(f k(x,y)f{y)dy)@ff}dx:ff(y};dy (fk(x,y)ﬁdx)ciix:

b b
f f (y}dy{ f k(x,y}g(x}dx)dx= {(FL.K'g),
a a

b
si bien que Vadjoint K* est défini par K" g(x) = f k(y, x)g(y)dy et Vopérateur K est auto-adjoint ssi
a

k(y,x) = k(x,y) p.p. dans 1a, b[x]a, bl.

Une application directe de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

1

b b z
1K < ( [ [ y)!dxdy) -
2
Définition 1.4.2. Ondit que A # 0 est une valeur singuliére de Uopérateur K si Péquation
(I-AK f=0

i . 1 .
admet une solution f # 0 i.e., N(I - AK) # {0}. Comme cette équation s'écrit encore (/TI - K} f,onvoit

; . : 1 .
que A est une valeur singuliére de K si et seulement si yu = 7 est une valeur propre de K. Les solutions
non nulles de (7 — AK} f = 0 seront encore appelées €léments propres et le nombre d’éléments propres

linéairement indépendants associés 2 une méme valeur singuliere A définit la multiplicité de celle-ci.

On sait bien qu’un opérateur compact K admetun no mbre fini ou une suite de valeurs singuliéres dont
les modules croissent vers +oo. Chaque valeur singuliére est de multiplicité finie et A est valeur singuliére
de K si et seulement si A est valeur singuliére de K”, avec la méme multiplicité.

En vertu du Théoréme (1.2.2}, on déduit le résultat suivant connu sous le nom "alternative de Fredholm".

Théoréme 1.4.2, SoitKe & (H). Alors
(i) Ou bien Yéquation (I- AK)f = 0 n'admet que la solution f=0 (N(I - AK) = {ii)}] et Véquation (I~

AK) f = g admet une et une seule solution quel que soit le second membre g € H.

Afaifia Wennassa Master EDP u GUELRAU%X



1.4 Equations intégrales de premiere espéce 13

(ii) Ou bien Véquation homogene (I- AK)f = 0 admet des solutions non nulles {(N(I - AK) # {0}) et
Véguation (F - AK) f = g admet une solution si et seulement si le second membre g est orihogonal

aux solutions de léquation homogene adjointe (I- AK*) f =0 ( geN(U- ZK*)L).

i i
Preuve. Puisque A # 0, I'équation (- AK) f = g peut s'écrire {K— = I) f= 3 g.

% 122

1 1 o )
Dans la premiére éventualité, 1 rest pas une valeur propre de K et I'opérateur ( K- /—11 } est inversible
\ ;i

dans % {H), puisque pour un opérateur compact K, oKy = op K) U {0}. Léquation (I — AK) f = g admet

1 -1
donc une solution unique donnée par f = - . (K - ZI) g

1
Dans la seconde éventualité, 1 est valeur propre de K et Péquation (/- AK) f =g nwest résoluble qu'a la
condition nécessaire et suffisante

-

e R{K~~ I} N(K* ! r]l N(1-3x

,— e : == : = 4 j = . *

geRrK-7 A )

On peut représenter la (les) solution(s) de 'équation non homogene de seconde espéce lorsque K est

auto-adjoint, i.e., la condition k{x, y) = k(y, x) est satisfaite.

Théoreme 1.4.3. [Alternaiive de Fredholm] Soient H un espace de Hiibert séparabie et K un opérateur

1
auto-adjoint compact. Notons A, = - € R les valeurs singulieres deK, oil (jin, €5) sont les couples propres
Hn

dek, i.e,
o0
Ke,; = /’lnen, <en,e’n)=5nm, VhEH,hz Z(h,en}en"'ho, hQEAT(K).

n=1

Léquation (I - AK} f = g sécrit

o0 [e.¢]
Y A= Apaf enden+ fo= ) (g entent g0 fo. 80 € NK.
n=1 n=1

; g s &
o Si A west pas une valeur singuliére de K (<= T ¢ o(K)), alors

X (g en X {gew X A
=ga+ — @y =go+ en=go+ (g.en)en =
f go ,;; 1_‘1#’1 »= 89 ,;1 —II);A n= 80 Z-_,l tlu"‘)v g:€nién
0 Au=AtA S © A S
+ g enen=ga+ Y (g envent ., — (g enten=8+A —(g,e,)en.
8o LA (8 enYen = 8o P \&:€n’en o) Aﬂ_ﬁ’«;,en)en 1 ngl -2 g enteén

1 oo
1 Si A nest pas une valeur singuliere deX, alors f = g+ 1 2 :1—1——1 (g, en)en.
n=1/*n"

i
o SiA est une valeur singulieredeK, i.e, A= As= IJ— pour un certain s € N, Alors l'équation I-AKf=g
‘s

est résoluble ssige R{K— yg) = NEK—-g Jt=NU- A, et dans ce cas les solutions f sont données par

Afaifia Wennassa Master EDP l—l GUELMAs



14 Rappels et notations

X

[ f=g+2s Z
n=1
n#s

{g,en)en+Gs, 0 GsE N(I - AK].
R,n = 13

Considérons maintenant U'équation de premiére es sce sous sa forme abstraite Kf = g, avec K opérateur
J &

compact dans H séparable. Cetie équation n’admet une solution que si g € R(K).
Proposition 1.4.1. On suppose que g€ RIK = NEK"Y, alorsona
Kf=g—=K'Kf=K'g. {GS)

Preuve. En effet, il est immédiat que Kf = g = K'Kf = K* g et pour I'implication inverse, il suffit de
remarquer que
K'Kf=K'g= KKf,l)=K'gh), VheH

= (Kf,Kh)=(g,Kh), VheH

= Kf, W =(gh VheRK

— (Kf-g, =0, YheRK.
g € R(K) par hypothése et Kf € R(Q, doncKf-g€ RAC. Puisque Pégalité (Kf — g, i) = 0 est vraie pour
tout h € BK), en particulier pour 2 = Kf —g, il vient donc (Kf - g, Kf—g) =9, d'ouK f-g=0=Kf=¢g.
Proposition 1.4.2. SoitT € L. Alors N(T*TY=N(T) et NITT =N}

Preuve. veN(T) = Ty=0=T"Te=0=vE N(T*T) => N(T) € N{T*T). Pour 'autre inclusion
ona T*Ty=0=> (T"To,vy =0=(Ty, Tvy = |Tv|* = Tv=0==>ve N(T).

Pour la deuxieme égalité, il suffit de remplacer T par T* et d'utiliser Végalté T°" = T.

L opérateur KK est auto-adjoint compact {(donc diagonalisable) et ses valeurs propres sont positives ou
nulles. D'apiés le théoréme de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts, K'K admet un
aombre fini ou une suite de valeurs propres décroissantes vers 0 &t si on répéte les valeurs propres non

nulles o, selon leur multiplicité. Notons (o, ¢n) les couples propres de K’K, i.e.,

K*K(pﬂ =0 nPn {(Pm(ﬁ'm) = Do

1
Api= m: Wn = AnK@p,

Ky, =K (4;Kgp) = AnK Koy =0 pn.
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1.4 Equations intégrales de premiére espéce 15

Théoreme 1.4.4. La famille () est totale orthonormée dans R(K) et la famille g} est totale orthonor-

mée dans RK*).

Preuve. 1! est évident que les v, appartiennenta R(K) et ils sont orthonormes, puisque
Watm) = AnK@n AmK@m) = /lnllm-a(* Kgn @m? = AnAmlOn@n@Pm) =

AnAmO (P @md = AnAmO nBrm = Sum.
1l sont totaux dans RKl. puisque si 7z € RIK) = N(K*)* vérifie ¢h,yn) =0 pour tout n €N, il vient iz =0.
Eneffet,ona
W) = 0= 1, A K@n) = Al K@n) = AnK B @),
pour tout zn avec A, >0, d'ott
KKK 7 = ;JAK* b, @n)@n =0,
ot KK* h € N(K*). De I3, puisque 7 € N(K*J*, (h, KK"h) = 0, soit encore (K", K"y = 0 = IK* i =0, et
he N(K*).Donche NK™In N(K*)j‘ ={3}, doti A =0.
Passons aux (. lls appartiennent 2 R(K") et sont orthonormés. Il sont totaux dans R(K*), puisque si

he RIK*)=N (K)l vérifie (&, p,) = 0 pour tout n €N, il vient 1 = 0. Eneffet,ona
<h;({}n> = 0 = <hv AﬂK‘vwn‘-} = ﬁ"ﬂ{hyK*Wﬁ> = ﬁ'?z{Khrwnt}y

pour tout 1 avec A, > 0, d'olt (Kh,y») = 0 pour tout n et Kh = 0 par la totalité des ¢, dans R(K). Ainsi

he NEK) N N{EK*' = (0}, donc h=0.
Définition 1.4.3. La suite des triplets (¢, ¥n, 07), n€N"} est dite systeme singulier pour K

Théordme 1.4.5. de PICARD] On suppose que H est un espace de Hilbert séparable. Soient K € & (H)
un opérateur compact et {(Pn, Yn,On), NE N*} son systeme singulier. Alors I'équation Kh = g admet une
solution si et seulernent si
() ge Ny =RX.
(i) ZA,“(g, 2 < .

« SiN (K} = [0}, cette solution est unigue et elle est donnée par :

h= Z AnlgVWa)Pn: Sh
n=1
o SiN(K) # [0} ie 0 est une valeur propreK, alors la solution générale est donnée par:
>
k=Y AnlgWn)Pn+80 Bo€ NEK. (82)

=1
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16 Rappels et notations

Preuve. Si!'équation Kk = g admet une solution, alors g€ N K =RE) etK'Kh=K"g (cf Prop{1.4.1},
formule (8G)).
Légalité

H= NK'K & NK"K)* = N(K) & N(K)* = N(K) & R(K"),

nous permet &' écrire

Vi €H, 6 - 61 +¢9 = Z (&4’»)‘{’:@ + 69.‘ 69 € N(K).
n=1

En développant les deux ctés de l'équation K'Kh =K"g dans Ia base (¢») @ N(K), on obtient

OC
K'Kh= Z il gnen=Kg= 2 (&enK ¢n

n=1 n-l
d'olt (h, g = Ly (K" g, 9. Ainsi
Tn
(L) % (1) kot
Z{G [LBIEDD —) (g Kpn)|" =
n=1 n=1\0n

F (1Y kg vom =5 2K W= 3 K onP < 3 1 @a? + Bhol® = Hl?
Lt on & v n¥n _nL;l ni'\& ¥n = i ¥n = R g = »

n=1 n=1 n=1

et la solution k s'exprime par la série

o0 oQ
h=Y [h@n@n+ho= 3, AnlgWn)Pn+ho, ho€ NI = NK K.
n=1 n=1

On en déduit

o0 [a¢]
Kh= Y AnlgynKen +Kho= 3 An(Kf yn) Ky +Khg,
n=1

n=1

et, en comparant ce développement avec
oQ
Z AnlKf, Uni¥n,
n=1

on obtient Thg = 0, i.e., hg € N(K). Ce qui achéve d’établir la condition nécessaire et la formule de la
solution.

Réciproguement, siles conditions (1) et (2) sont satisfaites, I'élément

o
=3 AnlgUnon+in

n=1

[&°]
est bien défini, car Y YEATCRT 2 + i holi? < +oo. De plus, cet élément & est une solution de Péquation

n=1
Kh=g,car
Kh= ‘Z Anlg W) Ke@n = V‘ (g, W YW s
=1
puisque g € R(K) et que les i, sont totaux. o
—— U curLMA
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2

Probléme inverses linéaires

2.1 Terminologie des problémes bien posés

En 1923, le mathématicien francais J. Hadamard a écrit son livre célebre sur les éguations aux déri-
vées partielles et leur signification physique 13]. Cet ouvrage fit le point de départ au développement
du concept de probleme bien posé en physique mathématique. Il g'agit d’'un probléme dont la solution
existe, est unique et dépend contintiment des données {stabilité). Bien entendu, ces notions doivent étre
précisées par le choix des espaces (et des topologies) dans lesquels les données et [a solution sont consi-
dérées. Dans ce méme livre Hadamard laissait entendre (et ¢'était aussi une opinion partagée avec L.G.
Petravsky) que seul un probléme bien posé pouvait modéliser correctement un phénoméne physique.

La physique mathématique a longtemps ignoré Jes problémes mal posés, les considérant soit dénués de
sens physique, soit reflétant une modélisation inadéquate. La réalité actuelle est toute autre : le carac-
tere fondamentalement mal posé de certains problémes pratiques est reconnu et muotive de nombreuses

recherches en mathématiques (voir [2, 5, 9, 81).

Définition 2.1.1, [3], Soient X, Y deux espaces de Banach, et A: X2 D(A) — Y un opérateur (linéaire
ou non-linéaire). Le probléme inverse Ax = y est bien posé au sens de HADAMARD si

l Existenice : Pourtout y€ Y il existe x€ X tel que Ax=j.
Unicité : Pour tout y € Y, il y a au plus une solution x € X.
Stabilité:  La solution x dépend contintiment de la donnée y.

$i au moins une de ces trois conditions n'est pas vérifiée, alors le probieme est dit mal posé. En pratique,
cela veut squvent dire qu'il wexiste pas de solution unique ou que, si elle existe, une légére modification
des données conduit 4 des solutions trés différentes.

Remarque2.1.1. Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien stir trés important dans cetle

définition. La stabilité est une condition primordiale. En effet, s'il y a un probleéme de stabilité, le calcul

numérigue de la solution peut devenir impossible 2 cause des erreurs de mesures ou d’arrondis.
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18 Probleme inverses linéaires

Remargue 2.1.2. La définition donnée par Hadamard est trés contraignante dans la pratique. 1i faut donc

relaxer la définition d’un probléme bien posé.

Défnitlon 2.1.2 (Lavrendev 1959). (Stabilité conditionnelle) Soit A: X 2 D(4) — Y un opérateur
fermé, densément défini. On dit que le probiéme Ax = y est conditionnellement stable (ou correct au

sens de TIKHONOV) sur Mc 2 (A) 8 il existe une fonction

@R, — R, continueenfavecw =9,

telle que I'on ait
32 — 2ol < 0 (1A% — Axrl), Vixp, X1 € M.
I’ensemble M est appelée ensemble des contraintes (ou ensemble des informations a priori). L'apparte-

nance de u 2 M signifie une certaine régularité ou une certaine bornitude.

» Un modéle physique étant fixé, ies données expérimentales dont on dispose sont en général
bruitées, et rien ne garantit que de telles données proviennent de ce modéle, méme pour un autre
jeu de parametres.

» Siune solution existe, il est parfaitement concevable (et nous le verrons sur des exemples) que
des paramétres différents conduisent aux mémes observations.

» Le fait que la selution dun probléme inverse puisse ne pas exister n'est pas une difficulté sé-
rieuse. Il est habituellement possible de rétablir Fexistence en relaxant la notion de solution (pro-
cédé classigue en mathématique).

» La non-unicité est un probléme plus sérieux. Si un probleme a plusieurs solutions, il faut un
moyen de choisir entre effes. Pour cela, il faut disposer d'informations suppiémentaires (une infor-
mation & priati).

» Le manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier en vue d'une
résolution approchée ou numérique. Gela veut dire qu'il ne sera pas possible {indépendamment
de la méthode numérique) d’approcher de fagon satisfaisante la solution du probléme inverse,
puisque les données disponibles seront bruitées donc proches, mais différentes, des données

réelles.

2.2 Exemples

On présente ici quelques exemples académiques, pour bien situer la complexité de cette catégorie de

problémes.
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2.2 Exemples 19

Exemple 2.2.1. La différentiation et I'intégration sont deux problémes inverses Pun de Yautre, Il est plus
habituel de penser & la différentiation comme probléme direct, et & Yintégration comme probléme in-
verse. En fait, I'intégration posséde de bonnes propriétés mathématiques qui conduisent a la considérer
comme le probleme direct, et la différentiation est le « prototype » du probleme mal posé.

Considérons I'espace de Hilbert H = L5(0,1), et 'opérateur intégral A défini par

(Af)x) = f fwdt.
O

{

Y
11 est clair que A est borné (}iAﬁ = - J Cet opérateur est injectif, par contre son image est le sous espace

2
7
vectoriel R{A) = {ue€ H'(0,1) : u(0) = 0}, olt H'(0.1) est 'espace de Sobolev.

Limage de A nest pas fermée dans L,(0,1) (bien entenduy, elle Vest dans H 10, 1)). En conséquence, U'in-
verse de A mest pas continu sur 1,{(0, 1}, comme le montre Pexemple suivant.

i,
Considérons la suite f,,(x) = —sin(n”x). ona
n

141 1
ﬁfn*iir = 72-2; (*2- - z’;sin(ZnZ)) — 0,5 — +00,

alors gue

i 1
ﬁfp: gZ =n? (‘—2' + Esin{zﬁz}) — 400, B — +00.
g B )
AT = Ir ' est pas continu.

Exemple 2.2.2. Le probleéme du calcul d’un vecteur propre commun est mal posé au sens de Hadamard,
comme le montre 'exemple suivant :

Soient

10 1 1 1 e} ‘
A_(G 1), B_(g 1), Ag—(g 1),0<s<a1.

Par un simple calcul exact, on trouve les couples propres suivants :

T

{‘2"1(5):1'*"5) u,’l:{ i— )> A2(£}=1-€,W2::{ —11 )}.

X

1.
Pour £ = 0, B et A ont un vecieur propre commun w = { o }
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20 Probléme inverses linéaires

Pour & # 0, elles wWont aucun vecteur propre comimun, cela signifie qu'il est impossible de trouver un
vecteur propre commun d’un couple de matrices en présence d’erreurs d’arrondies. En effet les pertur-
bations sont susceptibles de transformer un couple, ayant un vecteur propre COMmInuri, e un couple qui
ne vérifie pas cette propriété. La raison topologique derritre ceci est due au fait que 'ensemble des ma-
trices qui n‘ont aucun vecteur propre en commun est dense dans I'ensemble de tous les couples
de matrices.

Cet exemple monire gue les vecteurs propres sont sensibles aux perturbation additives {erreurs dar-

rondi, erreurs de troncature) : deux matrices proches avec deux configurations spectrales divergentes!

Théareme 2.2.1. Pour A€ My(C), on note EV(A) l'ensemble des vecteurs propres de A et
S:= {(A,B) e MN(C) x MN(C): EV(A) N EV(B) = &}

i.e., Pensembie de tous les couples de matrices qui HONE GLUCKH vecterr propre commurl. Alors S est dense

dans My (C) x My(C) (S = My (C) x My(C).

Exemple 2.2.3. Probléme de Cauchy pour Péquation de Laplace. Considérons le probléme suivant :

Au=0, (x y)eRx (0,00},
wx, =0, xeR, 2.2.1)
d,u(x,0) = px), x€R

ol e{x) = esin{x/e}, £>0.
On vérifie aisément que u:(x, y) = &2 sinh(y/€)sin(x/€) est une solution du probleme (2.2.1). On re-
marque que (@ — 0, ¢ —0) mais (ug(x, y) — oo, € — () pour tout x > ¢ fixé. Ce qui prouve (que

les solutions de (2.2.1) ne dépendent pas continiment des données initiales.

Exemple 2.2.4. Probléeme d’identification de parametres. Ce probléme consiste 3 la détermination du

parametre a(#) tel que:
[ du Fu
—-alt) =z =0, 0<x<1,t>0,
o1 dx (2.2.2)
wo,n0=ul,00=0, >0, :
l u(x,0)=sin{mx), x€01L
On suppose que a(t) est positive et continue, ¥t =0,
La solution unique de ce probléme est donnée par
t
-n? faindr
uix, tj=e ® sti{mxj. {2.2.3)

Considérons le probléme inverses suivant : Pour une mesure interne de la temperature au point x = 1/2

(u(1/2, 1) = k(1)) déterminer a(t) 2
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2.2 Exemples 21

De la formule {2.2.3}, on peut écrire

. -Jrzfta(ﬂdr o :
hity=e © = In{h(1)) =—7:2fa[1)dr=:
1]
-1 h'(D)
) = =p———y 82
A= 52

B Ce probleéme inverse admet une solution unique mais il est mal posé {instable) car la formule {52}

intervient un opérateur de dérivation (R'()) qui est instable. En effet, Supposons que:
Q, g<t<l,

1
—2nS(e-12 43020 -1, I<t<l+ —

H 1 3
— +—j§<t.

n n

d,()=

et
k() =hi)+4d. (D)

2
ot h(t) = e~" !, on trouve alors que a(t) = 1. De plus,

|
ﬁk“hnﬁmﬁz——'ﬁ,n—*tn.

D’autre part, ona
-1 [ ® —1k’(t>+d’:iz>}
a,(n =l =
n2 L h (£) 72 At} +d (8 |
avec
0, f0<t=l
¢ end(r -1l +6n(-1 1< f<l+—s
dw={ " w{e-1"+8n°(£-1), 2
) 1
0, 1+—-i<t
7
i
Un calcul direct de a, (1 + ——;) donne
Zn
i 1 #if 1
. {l+-—1—) B j[h(l*‘m)"'dnl\l*-m)}
w77 2n2f A2 1 'y . 1
\ n n h(1+-2—r'l-g)+dn{l+m)
4n? [nze_nz(”ﬁfhz’,—%n]
- : I
{fmze—” {.HW} +3-n

Doric gy () e converge pas vers aity =1.
Exemple 2.2.5. Considérons maintenant le probléme stationnaire suivant:

—-—a—(k(_x)é_—lf) flxn, O<x<1
0x

0x
—k(Du'(1) = b (2.2.4)
—k@ '@ =

| T .
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22 Probleme inverses linéaires

Le probiéme direct consiste a trouver la température u(x) et le probiéme inverse consiste & déterminer
le paramétre k(x) connaissant B{u), olL B est un opérateur d’ohservation. Pour résoudre ce probleme, on

suppose gue
1
f fisyds=b-a. (2.2.5)
g

Supposons que f vérifie la condition (2.2.5) et u (%) # 0, on trouve alors :

X
-1
=— : " 2.2.8)
k(x) = —3 @ Gj fx)+a {2.2.8)

Donc le probléme inverse admet une solution mais elle nest pas unique. En effet, scient

1
—4x+2, Xe &U,—z—[
f) = A ;
| it xe[l lg
4 o4 2! s
2 5 [ 1
X —X+-, xe€ 10, -
4 { 2{
u{x) = 4
i1
L .ust—,l],
L 2

et soit d une fonction différentiable sur

31
2

Avee ces conditions, la solution du probléme stationnaire est

! €0 1{

= x—= , x€i0,—
kix) = z 2
d(x) ] fo:;l}}'

n

On vait clairement que ce probléme inverse admet une infinité de solutions.

De plus, ce probléme est instable. En effet, Soit k(x) = x la solution associée & ulx} = x du probléme

suivant:
- é— (k(x)éu) =-1 (2.2.7)
- ax 3x] —
Sopit € > 0. Posons
€X
ke (x) = R
€ +cos{—’§-}
&

- Par un calcul de dérivation direct, on monire que k.(x) est une solution du probléme (2.2.7) en rempla-

cant u par ue(x) ot

— UelXx) = e's'm(iz) +X
€
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2.2 Exemples 23

On remargue que
. b fxy
Iue(x)—u(x)|=!esm(—;),sa::»](ue—ul]mse———»o,e—-—»o,
€

mais k.(x) ne converge pas vers k(x) car
L

i
= xi wexiste pas.

limik.(x) - k{x)| = lim
e~ € e+ccs{-€’% |

Y

Donc, ce probléme stationnaire est mal posé.

Exemple 2.2.5. Probléme de Dirichlet pour Péquation des ondes.

Dans le rectangle D = [0 < t < T=an, 0 < x < x}, on considére le probléme hyperbolique suivant

u(0, N =u{x,n=0 (HP)

{ Use(X, ) = Uxx(x, 1) =0,
u(x,0) =0, u(x,an) = g(x).

2

dx?’
positive et & résolvante compacte (=> diagonalisable). Les couples propres de A sont

Notons A = — D(A) = H*(0,7) " Hi (0,7) © H = L*(0,7). On sait que A est un opérateur auto-adjoint,

2
An=n2, en(x)= \/;sin(nx), neN*.

Par la méthode de Fourier, la solution formelle du probleme (HP) est donnée par la formuie

X sin(nt)

u(x, )= Z ———— freq{x).

= sin{anmn)
Soit y(s) :=sin{anv/s), seRet
k\?
Z{yy:={seR:y(s)=0t= {sk= (—} s keN}=

Si

k k
gpAnZiyy=p ek neN,xN,, —Fn=a # o = g irrationnel,
! a

alors la solution est unique. Inversement, si @ est un nombre rationnel positif, alors la solution du pro-

bleme (HP) rest pas unique. Cependant, le probléme (HP) est rnal posé au sens d'HADAMARD : § —

- n’est pas bornée au voisinage de nz.
sin{s]

Exemple 2.2.7. Equation de Ia chaleur rétrograde Trouver u(x, 0) = uo(x) (condition initiale inconnue),
sachant que le champ de temperature u(x, 1) vérifié :
wy—Ugx =0, X€ ©nr, e T

ulx, TY=y(x), 0<x<m, (BCP)
u(@, ) =ulx, £)=0, 0<i<T,
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24 Probleme inverses linéaires

olt ¥ € Ly(0, #} est une fonction donnée. Par 1a méthode de Fourier, on peut expliciter la sotution du
probléme (BCP) sous la forme :

=
i .
ulx, 1) = Z etT=1" YnénlX)
n=}

x -
ol ¥, est le coefticient de Fourier dordre ndey : ¥n= \/; j w(x)en(x)dx, en(x) =1 /—— sin(nx).
i
0
Seit @(x} = up{x, 0) 1a temperature initiale. Alors d’apres 'égalité de Parseval, ona:
2_ © 2n’T 2
el = Z e Tyal”.
n=1

On considére maintenant le probléme (BCP) avec des données bruitées:
|
Wy =W+ fksm(\kx).

1
On remarque que fyp— wh — 6 k— +0 mais fulyp; 0 - uly; 0 = -Eekzr — 400, k — +o0. Ont
voit trés clair que le probleme (BCP) est instable donc mal posé. C'est pour cela qu'on dit que les phé-

nomenes de la chaleur sont irréversibles.

Remargue 2.2.1. Onremarque d'apreés les exemples donnés qu'il y a deux questions sérieuses liées a cette
catégorie de problemes:

I Lanon unicité. Pour cette question, il nous faut des informations supplémentaires sur la solution et
une bonne connaissance de la nature physique du probleme, pour récupérer 'unicité.

2 Pinstabilité. Ce caractere est le plus problématique, surtout dans V'implémentation numérique. Cela
veut dire qu'il est impossible de donner un schéma numérique convergeant et stable quel que soit la
performance de la méthode proposée. Pour traiter ce caractére d’instabilité, on régularise par un pro-
bieme proche (dans un certain sens) qui est stable. Les méthodes de régularisation sont variées, chaque

probleme nécessite un traitement spécifique selon sa complexité et son degré d'instabilité.
2.2.1 Méthode de moindres carrés linéaires
On considere ici le probléme inverse
A:Hy— H;, Ax=Yy, (x: solution recherchée), (y: donnée) (2.2.8)

ol1 A est un opérateur linéaire continu et injectif d'un espace de Hilbert H; dans Yespace Hilbert Flp. A
cause des erreurs de mesure sur la donnée y, la solution (méme au sens algébrique) peut ne pas exister

du fait que y+1 = y, peut ne pas appartenir a I'espace des données admissibies (€ R(A)). Dans certains
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2.2 Exemples 25

cas pratique, la condition de surjectivité est trop restrictive. Il faut chercher donc une autre formulation
du probleme original (2.2.8), qui permette @ étendre la notion de solution 4 un sous-espace plus grand.
On propose une formulation comme un probléme de moindres carrés : on remplace notre probléeme

{2.2.8) par le probleme
1
minF(x), F) =={Ax—yl% (2.2.9)
xeH 2

Théoreme 2.2.2. Un élément % € H est un minimiseur de Ia fonctionnelle F ssi
A*Ax=Ay {2.2.10)
Cette équation est appelée équation normale (ou d’Euler).

Preuve. On suppose que £ minimise la fonctionnelle F qui est Fréchet-différentiable, donc £ estun

point critique de F, i.e., F(2)=0.Un calcul direct nous donne
Flxlh={Ax—y,Ah) = (A" (Ax—-y), i) = F'(x) = A"(Ax - y).

D’oii

Fl(f) = A*(A%—y)=0 <= A"AX=A"y.

Remarque 2.2.2. Léquation normale (2.2.10) implique que
ATAR= Ay AT (AR~ ) =0 (AZ- P EN(@AT) == R(AY,
Réciproguement, soit maintenant un % vérifiant I'éguation normale (2.2.10}. On a pour out x € H;
y-Ax={y- AR} + {(AR- Ax) =¢{+(,
avec{ e R(A) et € R(A), i.e., ils sont orthogonaux. Il résulte donc d’aprés le théoréme de Pythagore que
fy- Axp® =y — A%)7 + A%~ Ax? = ly- A%} <ly— Axl, VxeH.

Ainsi, % est solution du probléme (2.2.9).

Remarque2.2.3. Larelation (AX-y) € R(A)" =R(A) nous donnelinterpretation géometrique suivante:
A A T ot
AX—-y= Ax - f}q o yg), 1€ R{A), jo € R{A) ,

= (AR—y1) = (AR—y)+ (—y2) + 2 € RA.
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26 Probléme inverses linéaires

Or, (A% - y1) € R(&), donc
(Az-y) eRANRA) = {0} = (A%-y) =0.

On conclut donc:

# est une solution de I'équation normale (2.2.10) <=

(AR - y1) = 0= AZ = y1 =gy (W) (2.2.11)
ol lgrg désigne la projection orthogonale sur le sous-espace fermé R(A).
Définition 2.2.1. On appelle solution LS (ou quasi-solution) si elle existe du probléme (2.2.8) toute fonc-
tion % vérifiant I"une des trois équations équivalentes Eq (2.2.9), Eq (2.2.10) et Eq (2.2.11).

Théoreme 2.2.3. [Unicité de la solution LS] La solution du probleme (2.2.9) est unique ssi l'opérateur A
est injectif.

Preuve. D'aprés la remarque 2.2.1, il suffit de montrer que A* A est injectif. 5i A est injectif, alors de

I'égalité N(A™ A) = N(4) = {0}, on déduit le résultat. ]
Théoréme 2.2.4. [Existence de la solution LS} La solution du probléme (2.2.9) exist ssi
yeG=R(A)+RA".
ensemble S des solutions de I'équation (2.2.9) est un convexe fermé non vide de H;.
Preuve. (i) Soit £ une solution de LS, alorsona
Ak + (- A%) = y €R(A) + R

Inversement, soit y = y3 + y2 € R(A} + R(A)T avec yy e R(A) et yo € R(A)*. 1l existe donc x; € H; tel que
y1 = Axi, e qui implique At Axy = A%y, ATys =0 {car R(AY = N(A™)), Le, il existe x; € Hj vérifiant
Péquation

A'y=A"y=A"Ax.

(ii) Lensemble des solutions est non-vide d’aprés le point (i). C'est un espace affine, c’est donc en par-
siculier un convexe, et il est fermé puisque c'est V'image réciproque de A"y par Yopérateur continu

T = A* A. Ceci prouve que S = xp +N(A), ol xg estune solution quelconque de (2.2.9).

Théoréme 2.2.5. Lensemble G =R(A) + R(A)" est dense dans Hy.
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Preuve. Six € (R(A)+R(AM, alors, pour tous y € R(A), z € R(A), on a {x, 3+ 2) = 0. En choisissant

&’abord z = 0, on obtient x € R{A), puis en choisissant y = 0, on obtient X € R(A)". Autrement dit,
R(A) + R = R(A NRA = {0},

ce qui montre la densité recherchée. 3

Définition 2.2.2. On note par xg € H (solution généralisée)la solution du probleme (2.2.9) de norme

minirnale, i.e. Xg € Setfixgli= &}l pour toute solution X € S.
Théoreme 2.2.6. Si y € G, alors le probleme (2.2.9) (&> (2.2. 10)) admet une unique solution généralisée.

Preuve. Notons S 'ensemble de solutions de (2.2.9) (< (2.2.10)). Chercher une solution de norme

minimale de ce probléme de moindres carrés revient 2 résoudre le probléme suivant :
min i 3§ = min % — 0f = dist{®, S} = Is®},
€8 €8

c'est-a-dire a projeter 'origine sur I ensemble S. D'apreés le point (i) du théoréme 2.2.4, S est un convexe
fermé non-vide de Hi. Le théaréme de projection sur un convexe fermé implique que S posséde un

&iément de norme minimale, qui est la solution recherchée. n

Définition 2.2.3. On note par A;‘ {noté aussi A™) I'inverse généralisé {inverse de Moore-Penrose) de A,

défini comme suit
AG': D(4z") =R(A) + R(A)- c H, — Hi, y— Ag' () = xg (notée aussi 4 (2.2.12

On monire gue A; ssi R{A).

Théoreme 2.2.7. Si A= A|N{AY" représenie la restriction de A sur N(AY, alors pour tout y € D(Ag'), on
a:

AF'y=ATP(Y)
oi1 P(y) est la projection de y sur R(A).

Remarque 2.2.4. Si A est injectif et compact, alors A* A est aussi injectif est compact, et donc, on peut
parler de I'inversion A* A de I'opérateur au sens algébrique uniquement (A" A)"? n'est continu : on a
élargi la notion de solution pour un domaine vaste et dense, mais le probleme de stabilité est présent

toujours si A est compact ou R(A n'est pas fermée.
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28 Probleme inverses linéaires

2.3 Inverse généralisé et méthodes de régularisation

Dans 'étude des équations de la forme :
B:D(Bc H; — Hz,u— Bu=uy,

la fermeture de R(B) est une propriété cruciale, pour que Vinverse de B soit borné. Le Théoréme de Ba-

nach nous fournit une caractérisation topologique de cette proriété:

Théoréme 2.3.1 (Théoréme de Banach sur Pinversion bornée). On suppose que B est injectif. AlorsB71:

R (B} — H, est borné si et seulement siR(B] est fermée.

Théoreme 2.3.2 (Théoréme de PICARD). SoitK € X (Hy, H) un opérateur compact, et{(0 ) P, ¥n), nEN}

son systeme singulier. Alors le probleme :

Kf=g @.3.1)
est résoluble si et seulement si
geN(K*)" =R(E), (2.3.2)
et
1 2 S
Y = Kewn)|” <+oo. (2.3.3)

nelNvYn

Dans ce cas, la solution est donnée par la formule :
1 A g
=Y, —{8¥n)ont fo. foe NKI. (2.34)
neNTn
e Théoréme de Picard nous fournit un critére théorigue et pratigue, dans le cas oi1 on connait explici-

tement le systéme singulier de I'opérateur K.

Remarque 2.3.1. On remarque que le terme général de la série (2.3.3) estun produit de deux quantités

avec des vitesses 0pposees :

4 1 o . .
« lecoefficient — g n)Iz {terme général d'une série convergente, il tend donc vers 0},
T

1
« les hautes fréquences — — +00.
Ty

A partir de cette remarque, il clair que la convergence de la série (2.3.3) ne pourrait étre garantie sauf si
le coefficient de fourier {g,¥») posséderait une certaine vitesse de décroissance qui peut controler la

vitesse des hautes fréquences.
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2.3 Inverse généralisé et méthodes de régularisation 29

» Afin de proposer une stratégie de régularisation efficace, on doit mesurer tout d’abord la complexité
du probléeme posé. En général, on ne dispose pas d'un cadre théorique permettant de donner des
réponses 4 ce type de questions, mais dans des cas particuliers, on a des criteres qui caractérisent que
tels problemes sont fortement ou faiblement mal posés.

» Pour les opérateurs compacts, on utilise le critere suivant:

Soient H;, Hz deux espaces de Hilbert séparables, T € & (H;, Hy), et soit le probléme inverse :
T:H — Hyyu—Tu=v {2.3.5}

Définition 2.3.1. (cf. [2]) On dit que le probleme (2.3.5) est faiblement mal posé (resp. fortement mal
C - R
posé), si les valeurs singuliéres s, de K = T* T sont équivalentes & P (resp. Ce 7y oi1 C et p sont des

constantes positives.

La régularisation des problémes mal posés, due initialement & TIKHONOV {10], cherche a redéfinir les
notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée, ...}, de facon que la « solution
régularisée » obtenue par « inversion régularisée » dépend continfiment des données et soit proche de
[a solution exacte (supposant que celle-ci existe pour des données proches des valeurs effectivement
obtenues par la mesure). En d'autres termes, on remplace le probléme initial mal posé par un autre «
proche dans un certain sens » du premier et qui est bien poseé.

Considérons le probléme inverse Kiy = hz ot K : H; — Hp est un opérateur compact in}ectif.l On

suppose gque kz € R(K), ie, le probléme inverse posséde une solution unigue. 2

Définition 2.3.2. Une famille d'opérateurs linéaires bornés R, : H, — Hy, (@ > 0) est dite *famille régu-

larisante” pour Uopérateur K si
Vi € Hi,}ft_n:lﬁ {(ReK) Fp =, ie, RgK— I simplement.

Remarque 2.3.2. Si Ry estune famille régularisante pour 'opérateur K : Hy — Hp, ol Hy est de dimen-
sion infinie, alors les opérateurs Ry ne sont pas uniformément bornés, i.e., il existe une suite (an) c R

telle que ng_iz_s}}oo IRs, I =+oo.

La donnée initiale /i, € Ho n'est jamais connue exactement : il y a tonjours un bruit qui vient la perturber.

Notons h’z’ la donnée perturbée ol le nombre 77 > § estle niveau du bruit, t.e., [ — hil<1.

1. Le fait de choisir K injectif est pas trés contraignant car on peut toujours restreindre I'espace H; au complé-
ment orthogonal de N{X}, ol N désigne le noyau.
2. 1i faut noter que notre probléme inverse Kiy = i, est toujours mal posé 4 cause de la non continuité de K.

Afaifia Wennassa Master EDP ]!1 GUELMJA



30 Probléme inverses linéaires

Notons #°7 = R, Papproximation de la solution du probléme inverse K7y = A obtenue avec Fopé-
rateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant Vinégalité triangulaire sur |f, — 7, on

obtient

{hy — by = | (b — Raha) + (Rahiz = HE") < iRl + 1t — Re bl (2.3.8)

Le premier terme de droite de I'équation (2.3.6) représente la majoration de l'erreur due au niveau de
bruit. Par la Remarque 2.3.2, nous avons vu que || Ry, | — +oco quand @ — 0. Donc il ne faut pas choisir
@ trop petit sinon ['erreur peut devenir trés grande. Par contre le second terme de droite de (2.3.6) tend
vers 0 quand @ tend vers 0 par définition de R,. Nous allons faire tendre le niveau de bruit g vers 0 et nous
allons choisir une stratégie de régularisation de maniére a ne pas commetire une wop grande erreur sur

[a vraie solution ;.

Définition 2.3.3. Une stratégie de régularisationn — @ (n} est admissible si pour tout € Hy

lim a(n)=0et lim | sup { Ratrh hy - hl‘ tel que |Khy —hy| < r;}) =0 (2.3.7)
=0 n—b0 thHZ l }

Les stratégies de régularisation sont variées. Chaque probléme nécessite un traitement spécifique selon
son degré de complexité. (Voir. [2]). Parmi les méthodes les plus connues en problemes inverses et en

calcul matriciel mal conditionné, on a la méthode de Tikhonov et la méthode de la troncature spectrale.

23,1 Méthode de Tikhonov

» Le principe de la régularisation de Tikhonov pour stabiliser le probleme inverse mal posé Af = g est

de choisir comme solution P'élément f, qui minimise la fonctionnelle

1 o
5 {IAf - gl* +al f1*},a>0. (2.3.8)

Le paramétre a est appelé paramétre de régularisation et [e terme || f[l'2 est appelé terme de correction.
Le choix du parametre g est basé surun critére d’ équilibre entre l'erreur due au terme de correction et
le gain de la stabilité.

On a le Théoréme suivant:

Théoreme 2.3.3. [5] Soit A £ (Hy, Hp). Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet un unigue minimum

fa . Lélément f est la solution de léquation normale

Sﬁfg = {a[+ A*A) fﬁ - A*g- (2-3-9}
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2.3 Inverse généralisé et méthodes de régularisation 31

Preuve. Lexistence et Punicité du minimum sont assurées par la ceercivité et la stricte convexité de
£ — I fI7. Notons f, Yunique minimiseur de la fonction F(f) = = { 1Af - gI? +al fI*} qui Fréchei-

différentiable. Un calcul direct nous donne

F'{f)th) = (Af -g Ay +{f .

Puisque f, st un point critique de F', il vient donc
F(fa) () = (Afa— 8 AR+ a(fa, By = 0= (A" (Afo - &), B} + &l fa, h), YR E H,
ce qui donne
A (Afy-g)+afa=0=(A"A+aDfoa=K *g. (Eqution d’Euler)
Notons S, = (A* A+ al). Il est clair que S, est auto-adjoint (S, = = S,.), positif :

(Sah by = | ARIE + @l = alkIZ, Yh e Hy = (0(Sp) < [a,1Sal] = 0€ p(S2)).

En conséquence, S, existe et SteL(Hy).
La famille d’ opérateurs Ry = {al + A" A)'l A*: Hy — H,, est appelée famille régularisante de Tikhonov.

1
Ona R, || = ——. En effet,
Rz} WE

e t 1
Rol?=RaR:I =l (al+ A" A) 2 A"Al= sup ——z=—.
IRaI® = IRaRGl = I { JTAAl= SUp eI da

« Montrons maintenant que (R,) est une famille d'opérateurs régularisante pour A. Sans perdre la géné-

ralité du probleme, on suppose que A est compact. Notons {85, @, ¥n} 1a SVD del'opérateur ATA:

o0
VhEHlxh: Z(hx(Pn)flfn. A(pnzsnw'n‘ Ia*'{‘ﬁn:sn{ﬂn.

n=1
Ona
29 o
RoAl=h=(RaA= DY gni¥n) = Z[ 2 IGZ‘Wa)Wr
n=1 =1
2 < | s‘ﬁ?l a 2 & S?l ] 7 oo ol 2 ,
Sa =M AT {‘—__1} Bgall= { —-1} h, = Qi—-—“} NI
T L lawg Y Weenl= L {5 g 71| e P e MUY
N n2 ]? 2, 00 il 2 , . ,
Ag = B, b o AL+ A2,
ol
oy | ] 2 2 & a’ o
Ni= X o | e < 2 gt <-==ama, (@2)
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o5 2 2 a0
A= Y b < R, o 3).
a n=ZN‘+1 P TUNTY né\;ﬂ” PV (a3)

o0
Lasérie tth = :z R, cpn){z est convergente, donc pour £ > 0 il existe N € N tel que
n=1
(2.2

> Khenlit<elz

n=N+1
Ce qui implique

A2 <ef2

Pour conclure le résultat de convergence, il suffit de choisir @ tel que

az

z
= fal <e/2.

v

D €SPVT
oRE, pOUr ¢ < < -
B e

/2
} ,onobtient A, <¢g, e, Ay — 0,0 — 0.

» Tout choix de a (n) — 0 avec (2—35;: — 0, n — 0) est admissible.

» Le parametre de régularisation @ > 0 est choisi via le principe d’écart (en anglais : discrepancy prin-
ciple) de MOROZOV [6]. Ce principe consiste  fixer le parameétre tel que la solution corresponclante
ait une erreur égale au niveau de bruit.

Le choix optimal est extrémement difficile et les criteres qui existent sont d’application délicate, et
nécessitent des méthodes itératives pour étre mis en oeuvre. > *

» Dans la pratique nous supposerons qu'un parametre « est valable si Uerreur appartient a un petit

intervalle contenant la valeur du niveau de bruit > 0 (cf. [7), page 172).

Z.3.2 Méthode de troncature spectrale

Soit K € A {H) un opérateur compact. On suppose aussi que K est injectif et positif. On note (1, e,) les

couples propres de la décomposition spectrale de X, ¢-a-d :

o
Ke'n :/’icnen, OSAn ”"O, (e;;,e;;;)zanm, V}ZEH",}?: Z Olz;en)e_n

n=1

On définit la famille d’opérateurs R : H — H, @ >0, par

Boh= Y P, - penm

Anza i

3. Méthodes a priori : utilisation & informations sur le niveau &' erreur et sur Yopérateur K.
4. Méthodes a posteriori : utilisent aussi les données g,. @,p; = max{a:|Kf, - glsn} ot fy =

nf{|Kfa g’ +a| "}
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Théoréme 2.3.4. La la famille dopérateurs (Re) définit une stratégie de régularisation pour K

[ h en

,1,,>¢x

Pour démontrer que (R,) définit une stratégie de régularisation pour K, on doit démontrer que

YheH, [R,Kh-hff—0,a— 0.

Ona
A= Z{h ep)en, Kh= Z Anlh,en)e, = Z Unen, Un=Az{h,ep),
n=1
d’'ou
Un
th-RaKhiP=1 3 (henden+ Y (hesen— 3 -2 T-enl =
Ap<a Anzg Apza 70

i RS s zA . ;{’ (h?e )
i z_, (h,eze, + :’: L eney — Z ___f’_;t___”_
: n

A Axza Ap=a Ap<a An<a

ed?=1 3 (hegenP= 3 Khep.

La quantité A, = Z Kk, en) i représente le reste & une série convergente, a terimes positifs, donc A, —»

Ap<a

Oquand g — 0.

* Soit f la solution exacte de I'équation K f = g, ot g € R(K), et soit gs€ Htelque ljg— g5l <8.

On pose f; = R,gs, et on choisit a = ¢.6%, olic >0 et 6 €]0,1[. Sous ces conditions, on montre que
b @ 8 q

B~ il —0,a—0.

En effet, on peut écrire

FS — fl <UFS - Full+ 1 fum FU,

oit
fi=Rags, fa=Rag.
Ona
Wi = fak = VR85 — Regl < IRallgs - g1 < IR41S,
ifa—fl=lRag~fl=8ReKf~fll=Ay — 06,0 — 0.
De Ia formule

1D = sup|®(Ar)i, @€ C((0,00[ ),
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- on trouve
| 11
IRyl = sup — =~
An=a A «a
’ On obtient donc
- fall < = +Aq
Pour @ = c&ﬂ, 0<f<1l,0na
5§ & 1
—=—=§"%__g5.0
] o 8% ¢

On a démontré donc I'existence de ¢ = e6%,0<0<1 ga— 0,6 —Qet
1
1 - full < ;61‘9 + Qg — 0,6 — 6.

Remarque 2.3.3. On a donné ici deux méthodes de régularisation populaires d'intérét numérique. Les
stratégies de régularisation sont variés, chague probléme a un traitement spécifigue selon sa complexité

et son degré d’instabilité,
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Méthode de Legendre-Collocation
régularisée

Plusieurs problémes inverses en sciences ot technologie définis surun espace unidirmensionnel, peuvent
étre modélisés par des équations intégrales de Fredholm de premiére espece, i.e., des équations de la

forme :

Y]
Kf = j k(t, 1 f(s)ds = g}, —co<a<is<b<+oo, 3.0.1)
a

olt k(.,.) € L*{{a, 1%} est le noyay, qui est en général non dégénéreé, g € 1%(a, b} est la donnée et fe
L*(a, b) estI'inconnu recherché.

Ces probiemes sont mal poses au sens de Hadamard, et leur traitement numérique pose un probléme
irés délicat,

Dans la littérature mathématiqgue, plusieurs méthodes numériques ont été développées pour traiter cette
catégorie de problémes instables. Parmi ces méthodes, on distingue deux variétés les plus utilisées : les
méthodes de collocation qui sont basées sur le développement de la solution en termes de quelques
fonctions de base, et la seconde utilise des formules de quadrature. Dans les deux cas, il a été démontré
que le taux de convergence de ces méthodes est d’ordre polyndmial, i.e., de la forme O (NP}, p=1, 00
N représente la dimension finie de Pespace sur lequel se fait la projection, oit le nombre de points de la
formule de quadrature.

Dans notre investigation, on propose I'étude de la méthode de Legendre-collocation régularisée, i.e., une
méthode numérique basée sur la méthode de projection de Galerkin, oi1 1a solution est projetée sur un
sous-espace engendré par des polynd mes orthogonaux de Legendre. Cette méthode est combinée avec
une procédure de régularisation de type Tikhonov. On montre la convergence de cette approche, et on

deonne le bilan d’erreur justifis par des expérimentations numeérigues,
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36 Méthode de Legendre-Collocation régularisée

3.1 Polynéme de Legendre

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques propriétés importantes des polynémes de Legendre qui seront
utiles par la suite.

On désigne par I Vintervalle [—1; 1} » €t on note Py (1) Y'espace des polynomes de degré < N,

Définition 3.1.1. On appelle famille de polynémes de Legendre, 'ensemble {(Py)y de polynémes sur I,
deux & deux orthogonaux dans Vespace I7(]-1;1]) et tels Gue, pour tout entier »n 2 0, le polynéme P,

vérifie I'équation différentielle -
di 2 ? o]
el (RSP AREICES AT 3.L1)
avec la condition P,{1) = 1.

Il est bien connu, que les polynéme P, sont donnés par la formule de Rodrigues suivante :

__1 n dn
Py(x) = fzn ;I ( =3 [(1 —xz}”)}. 3B.1.2)

La famille (P,),, vérifie la relation de TECUITETICE 4 (rois termes suivante :

{ (n+1)Pyyy (B =Rn+1)xPy(x) -~ 1Py (x), n=1

Pyplx)y=1etPy(x)=x. 3.1.3)

S

Pour tous entiers n, m > O,ona

0 sim#n

1
j Pu(x)Pr(x)dx = { 2 o W (3.1.4)
-1 Zn+1

On note aussi que ces polyn6mes forment une base orthogonale de L% (-1, 1}).

Les polynémes de Legendre normalisés P, sont donnés par:

1
P =\/n+§P,, (3.1.5)

S——
"t WPl

forment une base orthonarmale de 72 (1)
Soit P, le polynéme de Legendre de degré n sur I, le polynéme de Legendre P, translaté sur l'intervale

{a, b] est donné par:

PPy = Py(ax+ B)
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3.2 Formules de quadrature 37

tel que:

aa+f=-1
et ab+p=1

On définit le polynéme de Legendre normalisé B, translaté sur Pintervale [z, b] par:

- i
plabl(y) = V/E\/ n+ =Polax+p).

Pour N € N, on note par 7y le projecteur de L? (1) sur Py (I—1,1]) donné par:

N "
ANUS Y anPy, (3.1.6)

T
ay = <u;pn)L2(n = f u(x}f’n(x)dx.
-1

Définition 3.1.2. Pour tout entier positif s, H*(J) est I'espace des fonctions u dans L2(J) telles que leurs

dérivées jusqu'a 'ordre s appartiennent 2 L2(J), il est muni de la semi-norme

Iule([) = Hd;uHLZU) s

et de la norme .

L3 H ; 2 z
fetlgpsi = d ;
bukrrin (,ZO u x“HLzm)
La famille [Py2 ) ., forme une base de 'espace de Sobolev H*(D). La qualité d'approximation dans H*(I) par

les polynémes de Legendre est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.1. [I] Pour tout entier s > 0, il existe une constante ¢ positive ne dépendant que de s telle

ue, pour toute fonction u de H(I), on ait :
que, p

lu-nmyullpzgy < N~ ullgsp - (3.1.7)

Les polynomes de Legendre jouent un réle important dans la méthode de quadrature de Guass. C'est

Vobjet du paragraphe suivant,

3.2 Formules de quadrature

Il est bien connu que les zéros des polynémes de Legendre (ou autre famille de polyntmes orthogonaux)
servent a la construction de formules de quadrature numérigue 2 haute précision, comme par exemple,

la formule de Gauss-Legendre donnée par :
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38 Meéthode de Legendre-Collocation régularisée

Proposition 3.2.1. Soit N un entier positif fixé, Il existe un unique ensemble de N points{;del, 1<j<N,
ef un unique ensemble de N réels wj, ¥ < j < N, tels que I'épalité suivante ait lien pour tout polynime ®
dePyn_1 (1)

1

'N -
ffb(()d{= Y ©(¢;) w;. (3.2.1)
-1 j=1
Les noeuds(; , 1< j < N, sont les zéros du polynéme P,,. Les poids w;, 1 < j < N, sont positifs.

Calcul des noeuds et des poids de la méthode de Gauss-Legendre

Les noeuds de Gauss-Legendre sont les 7 racines du polynéme P, dans [-1,1}. Pour les calculer, la pre-
miére idée consiste a résoudre justement I'équation définie par P, (x) = 0, par exemple en utilisant la
méthode de Newton-Raphson. Uexpérience montre qu'en plus du colit élevé quand N devient grand
(2 20 environ), un probleéme de précision se pose. D'oli Vimportance de U'algorithme ci-dessous.
Rappelons la formule de récurrence vérifiée par les polynémes de Legendre. On a :

{ Poth=1 et Pi)=¢
R+ Pr1 ) =2n+DI{P ) —nPu 1 (), =1

A partir de cette relation de récurrence, on peut en réécrire une équivalente pour les polynémes de Le-

. [ 1
gendre normeés P, =/ n+ EP”

{Pn ()= Brri Pass (O + BBy (), {3.2.2)
avee
n
Bp=—u. 3.2.3)
Yy
Cette relation de récurrence écrite pour tout n > 0 est équivalente 3
Py 0 Bt .. © 0 Py 0
21 pr 0 .. O ] P 0
'S B e o |+Ba] - | (3.2.9)
Priog 6 0 .. 0 By P2 J Y
Py 0 0 .. B g Pp_; Py

Les noeuds de Gauss-Legendre ¢ j sont donc Ies valeurs propres de Ia matrice M définie par:

B .. Q Q
8 .. 0 (]

b

M=f .. . . , (8.2.5)
0 . 0 Py
0 .. By 0

p—
[ R e}
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3.2 Formules de quadrature 39

cette matrice M est de fagon évidente tridiagonale symétrique et a diagonale nulle.,
Pour le calcul des poids w;, 1 < j < N, nous allons utiliser la formule de Christoffel-Darboux suivante
(dont la démonstration se fait par récurrence).

Pourtoutn=0,v{el, vuers

kn Puer OBy () - ooy (1) B, )
k:u-l C—n

Po@)Polu)+ ..+ Pr Q) By () = , (3.2.6)

ol k; désigne le coefficient du monome de degré nde P, ({). En particulier pour y={ jetn=N-1lon

a:

ki Pv @) Pyt ()

Po @) Po () + ...+ Py_y (O By-y (1) = = FoE (3.2.7)
N 57
Cette relation une fois intégrée nous donne
: {45} f wd{ 3.2.8)

En remarquant que ({ ~¢ ;)3 By () est dans Pp-1(I), on peut calculer cette intégrale par la formule de
q q JIN P 8 p

quadrature et on obtient ;

*

s -
1= —g*—'—IPN_I NPy w; 3.2.9
N

En faisant tendre dans (3.2.7) { vers ¢; et en identifiant avec (3.2.9) on trouve

1

W= — —, {3.2.10)
P+ P2 ()
On remarque que (3.2.10) s'écrit aussi de la facon simple suivante :
2
{3.2.11)

N e )

Quelques exemples numériques

Le tableau ci-desous contient les valeurs numériques des noeuds et des poids du polyndéme de Legendre

avec différentes valeurs de N
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40 Méthode de Legendre-Collocation régularisée

—

N=3 | noeuds{; | 0.11270 | 0.50000 | 0.88729
poids w; | 0.27777 | 0.44344 | 0.27777

' N=5 | noeuds { j | 904691 | 0.23078 | 0.50000 | 0.76923 0.95308
L poids w; | 0.11846 | 0.23931 | 0.28444 0.23931 | 0.11846 |
N =10 | noeuds{ ;| 0.01304 | 0.06746 ‘ 0.16029 | 0.28330 | 0.42556 | 0.57443 | 0.71669
poids w; | 0.03333 | 0.07472 ; 0.10954 | 0.13463 | 0.14776 | 0.14776 | 0.13483
| noeuds ¢ 7 | 9.83870 | 0.93253 | 0.98895
| poids w; | 0.10854 | 0.07472 | 0.03333
N=15 | noeuds{ ;| 0.00600 | 0.03136 | 0.07589 | 0.13779 0.21451 | 0.30292 | 0.39940 | 0.50000
poids w; | 0.01537 | 0.03518 | 0.05357 0.06978 | 0.08313 | 0.09308 | 0.09921 | 0.10128
noeuds{; | 0.60059 | 0.69707 | 0.78548 0.86220 | 0.92410 | 0.96863 | 0.99399 ,
poids wi 0.09921 | 0.09308 | 0.08313 0.06978 | 0.05357 | 0.03518 0.0lSEEﬂ

3.3 Méthode de Legendre-Collocation régularisée pour une équa-
tion intégrale de Fredholm de premiere espeéce

3.3.1 Position du probléme

Le but de cette étude est de développer une méthode numeérique d’ordre de précision trés élevs, pour

une classe d'équations intégrales de Fredholm de premigre espéce :

b
KF(D) = f k9 f()ds=glt) ast<b 3.3.1)
73

On suppose que I'opérateur K est injectifet g € R(K), i.e., le probléme (3.3. 1) est résoluble dans la classe

admissible R(K).

3.3.2 Méthode de Legendre-Collocation régularisée

Dans cette partie, on considére le probiéme régularisé suivant :

(ar+ k' K) Pl =k 0, xe(abl 33.2)

En utilisant une approximation bassée sur les polynomes de Legendre normalisés, on transforme le pro-
bleme continu (3.3.2) en un probléme discret en dimension finie. Cette étape fait intervenir les opéra-
tions suivantes :
On commenice tout d'abord par une approximation de la solution régularisée fc‘f_ {#) comme suit :
N-1
fim~ay (fa } ()= n};ﬂ an Py (x) (3.3.3)

En substituant 'expression (3.3.3) dans I'équation (3.3.2), on obtient deux expressions
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3.3 Méthode de Legendre-Collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiére espéce 41

N=1
(@I + KK} Y anPul =K (), xela bl 3.3.4)
n=0
et
I N-1
&= Hal+K°K) ¥ anby (x}] -K'gf (3.3.5)
i n=0
ol Rgﬁ{.} est la fonction résiduelle.

Pour résoudre I'équation intégrale (3.3.4), on emploie une méthode de collocation standard, comnme
dans le calcul des intégrales. On suppose donc la continuité du noyay, et on fixe unt ensemble de points
de collocations {x;] < (&, bl, et puis on calcule les valeurs de 1a fonction recherchée aux points de collo-
cation.

Lune des propriétés de cette méthode et que la fonction résudielle s'annule sur les points de collocation :

BN (xy=0,i=1,.,N (3.3.6)

ol les points de collocations {x;}j-";l sont les zéros du polyndme de legendre Py.

Donc
N-1
{@f+K'K) Y anlp| ) =K"g (x)), i=1,., N 33.7)
n=0
ceci se traduit par:
"z b b b
Y an faPy(x)+ f f k(r, x)k(z, B, () dtdr} = f kt,xpg% mydr, i=1,.,N (3.3.8)
HED a 8 a

Ainsi, 'équation (3.3.4) prend une nouvelle écriture matricielle :

AnXy=by {3.3.9)
ol
b b i_—.I].—x]N
Ax=laP, (x;) + j f k(T x)k(t, ) B, (D dtdt (3.3.10)
G a n=0,.., N~-1
X = alh (3.3.11)
et
by = {K*gﬁ(xg)}, i=1,.,N 3.3.12)

En utilisant la formule de quadrature (3.2.1), on peut évaluer les éléments de la matrice Ay comme suit :

Ona
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7 ’ 42 Meéthode de Legendre-Collocation régularisée

f f k(t, x)k(t, 0P, (D dtdr
g a

f klr,x) { f ki,00P,( *}dt} dar (3.3.13)

N
fk(r,x, [Z k(z, )P, (1; w,]dr
a

i=

u

-

les noeuds ¢, 1 < j < N, sont les zéros du polynéme Py, les w;,1 < j < N, sont les poids associés.

il vient

N N N
fﬁ:(z,x;} {Z (T, 235, (1;) w;} dr= 3 Y kv, x)kirs, ;)P (1) wjws (3.3.14)
J L= 5=1j=1

Les7;, 1< s< N, sont les zéros du polynéme Ly, et w, 1< s< N , sont les poids associes.

On trouve donc

i=L.,N
Av= jal, (xp+ Z Z kzs, 23kl s, t)Ln (87} wiw; {3.3.15)
sl = n=0,..N-1
De méme, pour le vecteur by, on trouve
4
Kgix) = j kiz,x)g° (Tydr {3.3.16)
~ a

N
Y k(ox)g’ T ws, i=1,.,N
§=1

Le.

> |

N
=1Y krsnx08° Gws|, i=1,.,N 3.3.17)
s=1

3.3.3 Tests numériques

Afaifia Wennassa Master EDP b[ GUELMA



3.3 Méthode de Legendre-

Collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiere espece 43

2!.6:

Zf.vl*_

29

@,
2

Données

04

¢ Q0 ¢ ¢ ¢ ¢

0,6

exacle

Afaifia Wennassa

Master EDP

U cueLma



44

Meéthode de Legendre-Collocation régularisée

261
241

22

1.8

16

1.2

1

solulions

/

62

04 a6

-

Afaifia Wennassa

Master EDP

U cueLma



3.3 Méthode de Legendre-Collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiére espéce 45

Enew

0.021
0.015- /
0011

00051 \

- T, :

Afaifia Wennassa | Master EDP u GUELMA



o

—~—




REFERENCES

{1} C. Bernardi, Introduction aux méthodes spectrales, Cours du DEA, Université Pierre et Marie

(1996-2002).

{2] H.W. Engel, M. Hanke & A. Neubauer, Regularization of inverse problems, Kluwer Academic
(2000).

(31 . Hadamard, Lectures on Cauchy problem in linear partial equations, Dover, New York (1953).

[4] W. Gautschi, Orthogonal Polynomials and Special Functions : Computation and Applications, Ox-
ford University Press (2004).

[5] A. Kirsch, An introduction fo the mathematical theory of inverse problems, Springer (2011).

[6] V.A. Morozov, On the solution of functional equations by the method of regularization, Soviet Math.
Dolkldy, 7 (1966), 414-417.
{7} M.T. Nair, Linear operator equations : approximation and regularization, World Scientific

(2009).
[8] V.Isakov, inverse problems for parfial differentiai equations, Springer-Verlag (2006).

{81 AL Prilepko, D.G. Orlovsky & LA, Vasin, Methods for solving inverse problems in mathematical
physics, p. cm.Monographs and textbooks in pure and applied mathematics 222, Marcel Dekker

(2000).
{10} A.N. Tikhonov & V.Y. Arsenin, Solution of ill-posed problems, Winston & Sons, Washington, DC,
1977).

{11] J.Shen, T. Tang & L. Wang, textsfSpectral Methods : Algorithms, Analysis and Applications, Springer
{2011).

Afaifia Wennassa Master EDP U GUELMA



