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R6sum6

Dans ce rn€:moire, nou{i avons 6tudi6 le nombre, l'runpliturle el; la srta'bilit6 desr grcleFj

lirnites de quelques systdmes diff6rentiels;

D'une part, en utilisant la m6thode de la molerure.

"D'auttre part, en uLt.ilisant la m6thode de per:turbation des cr:ntrt,:s lin6aires et non

lin(iaires.



0.1 Introduction

(u)

David Hilbert (n6 le 23 jarrvier 18G2r d kdnigsberg, Allemagne, d,une famille

). n fait sa thdse d I'universit6 de la mOrne ville, sous la direction d.e Lindemann.

le ien auquel on doit la premidre preuve de la transcendance de a. C'est a
cette qu'il se lie avec Minkowski.

8 aott 1900, d l'occasion du second Congrds International des :math6maticiens (d

David Hilbert 6nonqa une liste de 2J pr,obldmes qui devaient 6tre poug lui un

Suide les recherches d venir. Leur r6solutionL devait perrnettre aux math6rqaticiens

de fai des progrOs corsid6rables dans leur scienr:e. Le seizidme probldme reste irr6solu,

Ce comporte deux parties.

premidre concerne le nombre de branches r6elles (ovales) dtne courbe alg6brique,

disposition.

seconde partie du probldme pose la question du nombre maximal et de la position

mut des cycles limites Hn d'un systdme planrilre polynomial de degr6 n :

Paris

On

t *: p(r,s,)

t y:Q@,u')

P et Q sont des polyndmes en r et gr de degr6 n.

)Rdsultats importants :

(0.1)

F(*)

maxi

rdme

l'Oquation de Lidnard g6n6ralis6

#. ef (r)ff * r,(r) : o (0.2)

ne considdre par la suite que le cas ori F('r) et C(r) sont des polyndmqs, avec

I; f @ d,t . on note m le degr6 de r(r) ; n celui de G(r) et H(m,n) le nombre

de cycles limites qui peuvent exister simrrltan6ment pour (0.2) .Depuis le th6o
Li6nard plusieurs r6sultats importarrts onrb 6t6 publi6s :



o ychkov (1975) a prouv6 que pour des polyn6mes F (r)impairs et de degrr6 b et si

G(, : r alors (0.2) n'a au plus que 2 cycles lirrLites.

ins, de Melo & Pugh (rgTT) ont prouv6 que si m: B et n:1 alors il n,y a au plus
qu'

ont

cycle limite. Ils ont de plus donn6 res condiitions porr que ce cycle existe. Enfn ils
6 que si G(r) : r, il ne pouvait y a'oir plus de LTLI cycles limites.
(1983) a prouv6 Ia conjecture pour <;ertains cas od Tn,:4 et n:1.

(1988) a prouv6 qtrc H(2,2) : t.
ier & Li(1996) ont prouvd que ff(2, !i) :
ier & Li(1997) ont prouv6 que /f(3,2r) :

tion du m6moire :

m6moire est organis6 en 3 chapitres qui se pr6sentent comrne suit :

premier chapitre est un rappel des notions pr6liminaires, ro,lls commenqous par le
d'existence et d'unicit6 de la solution d'un systdme diff6r:entiel non lin6aire, les

o

a

(,

1.

1.

dynarniques, points critiques, on suite nrous introduisons la notion de portrait
et cycles limites d'un systdme planaire prris les types des'pointes critiques et on

donne d6finitions et des th6ordmes sur la stabilit6 des points d'6quilibres, et eB passe

sation d'un systdme diff6rentiel lin6aire, on fin on d6finit la fonction Garnma,
Beta la relation entre eux. Dans le deuxidme r:hapitre nous inl;roduisons l,6tude des

cycles tes de quelques systdmes diff6rentiels enL utilisant la m6thode de la movenne

sys

de

dlali

limites

dans le

pert

*: -U * ep(r,,9)

ir :r*eq(r,y) ' o{ltl <<r

oti p q sont des polJrndmes. Nous avons calculS l'amplitude et la p6riode des cycles

quelques classes d'6quations difidrentiels dans les cas ou (e _* 0). Finalement

chapitre nous consid6rons des exemples de centres lin6aires et non lin6aires

Dans chaque cas le nombre et I'arnpu.tude de cycles hmites 6mergeBnt de

p6riodique sont calcul6s en suivarrt la m6me m6thode. Nous r6duisons chacun



d'e'rux atu. systdmes intrigrables perturb6s localemenrb 6quivalents d la forme :

dH (r, y) + € (f (r, il dy - s ll,.r, y) d,r) : 11

Avec

H (r, Y) : ! 1r' + lu'\2\* ';z )

Cette.r6duction ncus permet de trouver la fonction de xlleiinJkov,

rM(h): I fd'rl-sdr
J u:n



tions pr6liminaires

chapitre est un rappel des notions pr6liminaires, nous cornmengons par le Tfr6ordme

et d'ruricit6 de la solution d'un systdme diff6rentiel non lin6aire, les s[rstdmes

points critiques, on suite nous introduisons la notion de portrait de phase

et Iimites d'un systdme planaire puis les types des pointes critiques et ofr dorure

tions et des th6ordmes sur la stabilit6 cles points d'6quilibres, et en p{sse d la

ion d'un systdme difi6rentiel lindaire, on fin on d6finit la fonction Gamrda ,Beta

et la ion entre eux.

: z : lR --+ lR'On note fi!tt2,.....,rn les coordonn6es de r. Dons tout ce m6-

la variable est repr6sent6e par la lettre f, en particulier on d6rive par ralpport d

,r(b

des

dc(t) \T)'



--

1.1 Th6ordme d'existence et d'unicit6 de la solution

suppose que .E mt un ouvert de ]R'.

le systdme autonome :

h:f(r),xeE (1.1)

f : E -- ]R"est un champ de vecteurs sur .E.

solution du systdme (1.1) est une fonctio:n d6rivable :

t =-+ r (t) : (r1(t),....., r^(t))

d'un intervalle I E IR. dans -E ,telle que pour tout f € .I on ait

b(t7: f @(tr))

rs € E.Le probldme de cauchy consiste en la d6terrnination des solutlons du

(1.1)satisfaisant la condition initiale r (0)l : rs.

(Existence et unicit6 de la solution) :

E nn ouvert IR.' de contenarrt et supposorns que/ e CL (E).y'd.ors il existp a

d'une solution est appelOe une orbite.Une orbite est tangente en ctrfcun de

au cha,mp de vecteurs /.Le domaine .E est appeld l'espace des phases.

>0
le probldme de cauchy

I
) k:f(*)
I c(o):'2'

solution rutique r(t) sur I'intervalle [-o,o]

telle

10
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Syst6mes dynamiques, points critiques

Systdmes dynamiques

:L : Un systdme dlmamique sur IR'est une application :

[/ : ]R+ x IR'-+ lR"

sur tout IR+ x IRo, telle que :

r) : lR+ --+ IR.* est continue.

.) ,IR'--+ IR' est continue.

r): s.

'# s, n) : U (t,U {s, r)) pour f, I € IR+, o € lR'}.

isystdme lin6aire

( *:e,
| "tol 

: *o' t € lRf' rs € lRn

i4 est une matrice constante. La solution d,e (1.2) est :

t(t): stA*,t

l.2)engendre un syst0me dynarnique, car I'application :

U : IR+ X IRa --"r lR'

f e lR+, r € IR" associe :

tI(t,n) : etAtr

quatre propri6t6s pr6c6dentes.

qui d

v6rifie

11

(1.2)

(1.3)



L.2. Points critiques

:Le point a € iR' telle que f (,2) :

(1'I)(point d'6quilibre).Le point critique est une solution r6duite d urr point.

:2 : soit le systdme non lin6aire

(1.4)t:: f (n)

point critique ou point d'6quilibre du systdme(1.4), le point 16 € JR, {el que :

/("0):o

:3 :on appelle point critique hyperbolique de(1.4), le point z6tellB que ,4

valeur propre avec une partie r6elle nulle.

1.3 Portrait de phase et cycles limites

,considdre le systdme planaire :

| * : f'(r'u)

\ v : fz(x,u)

fiet /2sont des polyndmes enr et gr.

solutions de (1.5)sont repr6sent6es dans le plan(r, g)

(1.5)

par des courbes appeldes

points critiques de systdme(l.5) sont des solutions constarrtes.

compldte des orbites du syst0me(1.5) erinsi que les points critiques rep{6sent6s

plan(r, y) s'appelle portrait de phase, et le plan (r, g) est appel6 plan de phase.

T2



: Une solution p6riodique du systdme(l.5) est une solution te[e que :

(r (t + T) ,y (t + 7)) : (n (t) ,y (t)) pour ? > 0

te solution p6riodique correspond une orrbite fermee dans l'espace des $hases.

nition :2 : TJn cycle limite du systdme (1.5)est une orbite ferm6e isol6p, c'est-

'on ne peut pas trouver rure autre orbite fermde dans son voisinage.

ition :3 : L'amplitude d'un cycle limite est la valeur ma:<imale de la lvariable

cycle limite.

L.4 Tlpes des pointes critiques et notions de sltabi-

L.4.

lit6

Types des pointes critiques

donn6 le systdme diff6rentiel lin6aire homogdne d coefficients constarrtes dfins IR2 :

(1.6)| *:a11rta,p!
(

I u: a21r I a22!

/\
*:Icltt arz 

|r,rr:
\o" o"/

-,-
i

(;)

det A l0
Le (0,0) est le point critique. Pour 6tudier le type du point critique(O,0), il faut

l'6quation caract 6ristique

pa (^) : det (A - ;lr1 : g

13



les racines )r, )2.

cas suivantes peuvent se pr6senter :

propres de .4 sont r6elles : $)si : A1t' \2:
ce cas la matrice A est diagonalisable aprds changemenl; de base on peut sup

,: (:t ;

systdme(1.6) se r6duit d :

/
) r:)o
\ ,: 

^,0
ution g6n6rale de ce systdme est :

f

) ,(t):cLe)''t

I u(t):cze)2t

bites sont les courbes U : clrl* ,c e IR.

si ,\1 et,\2 sont de mOme signe : on dit clue(0,0) est un r eud impropre

sl ,

stable

si

r ( 0, lz ( 0 alors Ie point critique(0,0) est un neud impropre asymptotiq,rrernent

r ) 0,,\2 ) 0alors le point critique(0,0) est un ncud impropre instable.

si .tr1 et )2sont de signe diff6rent :

dit que(0,0) est ur point selte (col) qui est toujours instable

cas sont possibles

,4 est diagorralisable :

la solution g6n6rale de ce systdme est :

L4



r (t) : c1sxfi

u (t) : c2e^zt

I h:\n
f r: r*).ns

)r : )z < 0 alors le point critique (0,0) est appel6 neud exceptiorurel st{ble.

,lr : )z ) 0 alors le point critique (0,0) est appe16 nceud exceptiormel inltable.

propres de A sorrt complexes : )r, )2Deux valeurs propres co$nplexes

\t : p * i,q et \z : p - i,q telTe que p;q € IR

( 0 et q + 0:Alors le point critique (0,0) mt un foyer asyrnptotiquement stable.

) 0 et q t' 0:Alors le point critique (0,0) est un foyer instable .

: 0 et q + A :Alors le point critique(O,0) est un center qui est toujours $table .

orbites sont les courbes U : cfr,c € IR on dit que (0,0) est un naud p{opre

r : .)z { 0 alors le point critique (0,0) est un neud propre asyrnptoti{uement

r : )z ) 0 alors le point critique (0,0) est un nceud propre instable.

A est non diagonalisable :

il existe une base dans laquelle Ia matrice A et Le systdme s'6crivent :

on peut supposer :

.\1 0

1)r
A: (

\
solution g6n€rale de ce systdme est :

{ 
r(t):cLe)ut

I u (t) : (cz + c1t) s^n

15



La stabilit6

le systdme des 6quations :

#:f$,*),renRn,t€lR (1.7)

suppose que "f satisfait les conditions du. Th6ordme d'existence et d'unicite des

:L :nne solution / (r) du systdm,e (1.2) telle q'e : s(to) : /o est dite
au sens de Lyaponov si ve > 0,:d > 0 tell,e que polr toute solution r (r) de (1.7)

valeur initiale r (te) v6rifie :

llr(r") - d (to)ll < d --r ll, (t) - d @ll < e,vt .7 ts

plus de cette d6finition on a :

J*" it" (t) - d (0ll : o

solution est dite asyrnptotiquement stabler.

ion :2 : la solution ,l (t): 0 du systdme(1.7) et dite stable si Ve ) 0, Jd > 0,

pour toute solution r (t) de (1.2) on a :

ilr (to)ll < d :+ llr (r)ll 1 e,yt ) t6

,I11 llr (,)ll : o

,1, (t) : 0 est asymptotiquement stable.

de la stabilit;6 de la solution @ (t) peut Otre rarnen6e A celle de la solution nulle

16
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I
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I

'un systdme (Anafogue) au systdme (1.7). En efiet: posons A(t): x(

est Ia nouvelle fonction inconrrue.

dr _dg , d,,b(t)

dt: dt+i:f(t,y+O)
dY t lti;: f (t,a+d,)- f (t,,0)

ffi: o (t'a)

voit bien que y :0 est rure solution de ce systdme.

:(n '= 1)

ff: -**1;*(o): t

n(t):(ro-1)tz-t+1

l, (t) -d(41 : l(ro - 1)r-'l < lro -1l,vt > 0

de prendre d ( e;d - e ---+ / (t) est stable.

asymptotique :

,l'15 ll'(t) - d(t)ll : ,IH l("0 - 1) e-tl : 6

'ori / (t) est asymptotiquement stable.

zl z(n:2)

17
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{rr::: (ru; ):(;)
solutioa qui v6rifie (* (O) ,U $)) : (ro,y6) ,est :

ftfil : ( :,:::;:::: ) ; $ u, :( 
; )

Ve > 0;:d > 0 Telle que :

il 
( ; )ll 

. r:e 
ll 
( ;r ) ll 

. e;v, > o

ll /'.\ll: 
ll I f ll . u;DoncVe ) 0,Jri: 

irn:llr(0)ll < d_ 
_+ r(t) <e,Vf y Ill \s'lll -

/o\
| ^ | est stable au sens de Lyapunov.
\0/

Donc la ution

z2z

,!Y*t'(t) + v'(t) : "t + y3 ==c > o -+ o

donc solution n'est pas asyrnptotiquement stable.

ble que la solution $(t) soit non born6,e et stable et m€me asyrnptotique_

18



i:f(fi
(1.10)

b: g(r)
(1.1 1)

existe hom6omorphisme h : (J --> I/ tel que h transforrne res orbites de (1.s) e[n cellesI nr6o^-'^ l^ --- |

sur de'x ouverts tf et v respectivemenb, sont typologrquement .quivarbnts s,ir

de (1. et pr6serve le sens du mouvement.

*e('artma'-Grobma*) , si ro est un point d,6quilibre hyperbolique deil existe'n voisinage de ce point dans ,tequer re systime i : f(r) est fyporo.dquivalent d son lin6aris6 i : Ar .

(1.4),

grq

1.6

On

La fonction Gamma

ut d6finir naturellement la fonction factorielre po'r des nombres p positi$ non_
Il n y a aucune objection pour la notati.n p! qui est habituellement r6$erv€e

entiers naturels, mais on va appeler ra fonction correspondante pour tout r6er ppt positif la fonction Gamma not6e I d6ftrie alors :

1)r (

2)f (

* 1) :2r
2): ln

1) : pT(p) ou :I(p) : r(p + l/p
+ (1/2)) : ((2n)!yF) (4nt)
r(1 -p): mfta

' 'gHr 
(") : *oo et

| (p) : I"* rp-Le-*d,r, ,p > o

lim f (r) :
tr++oo

20

3)r(

4)r (

5)r

6) on



(y): ff* e-*su-rtn@\ar

La fonction Beta

fonction Beta est aussi d6finie par une int6grale :

pr
p@,il: I ,r-t(t_r)q-r,Cr, p)0,g>0

Jo

1

2

1.8

9(p,q):F(q,p)
B @,1): i

Relation entre les fonctirons Gamnra et Beta

a ia relation suivante :

13 (p,q) : r(p)r(q)
r(p+q)

2L



I

I

l

I

I

I

itre 2

hode de la moyenne

l'6tude des cycles limites de quelques systdmes diff6rentiels en

de la moyenne

{ 
tt:-a+ep(r) 

,o<lel <<1
I i: r*eq(r)

oti p q sont des polyndmes.Nous avons calcul6 l'arnplitude et la p6riode

de quelque classes d'6quations diff6rentiels dans les cas ou (e + 0).

22
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,i

zn : cosn| + isinnl;* == "o. 
ng - i,sinnd

- 2cos n|Et ,n.- 1 :2sinnh
ryfl,p

fo'" "o,uasin2gdo: *# l,^ (,.:)^ (,-i)'*

!r2olr"+!+z("a. 1\ /,1\ I:-uJo 
L zo \ *Z)-(z'*A)-4ydo

I f2": -A J" [2cos6d * 4cos 40 --2cos20 - 41dg

2tr:_
16

Th6ordme

des fonctions trigonorn6triques :

z:cos0+isinfl+ :2: cas9 - zsinf

(,-:)

les deux 6quations suivantes :

1

cosd: *('.)),"t ,:t

: -* I* ? * 422+ o + *. *) (,' - z + 1) an

,"+!
Zn

2.L

23



I

(2.2)

T
1f

f"(a): ) | F(t,y)dt
tJ

0

Ff 0r,02Ff 0r2,G et 0G/0X sont d€finies,,continues et born6es par une cgnstarrte

I et : eF (t,r) + e:zG (t,r,e)

I r(o):,o

t ,: efo(,,v)

I u(o) : 
"o

a,ro€ D'nintervalleouvert delR., f e [0,m), r e (0,e6], F etG sontpdrfiodiques

de T pw rapport d la variable t , et /0(gr) est ra fonction moyenne ae {(t, a) en

ceg concerne f c-d-d :

out

on

(i) F,

(ii) r
(uu I
Alors

(u)

(b) si

de e da.ns

une constane ind6pendante de s.

) appartient d D sur le temps 6chelle 1/e.

propri6t6es suivantes sont v6rif6es.

le temps 6chelle lf e on a:

n(t) - y(t) : O (e), qrand. a --+ o

est un point d'6quilibre du systdme moyenne (2.2),tel que :

(2.3)l#1,:,r,
Oxiste une solution ? p6riodique o (t, e) d,e ]'6qsation (2,1) proche de p tpl que :

O (f, e) ---' p, quand a -+ 0.



I

(2,2) 
ldans l'6space (r, r) est as5rrnptotiquement stable pour € suflisarnment si (2,3)

est pfsitif, alors c'est instab.[e.
I

Pteuve :
I

T{ute d'abord, nous allons imposer les conditions p6riodiques et nous

uation(2.4)

La jsolution z (t)at7-p6riodique si :

II zQ+\:z(t),vt>o
I

I

Pof tout ce conduit d,l'6rluation :

I

i o(r(0), d : I" for@)d,s*e I"' *(s,z(s),e)d,s: 0

I

I

I z - €f" (z) * e"R(t, z,e)
I

I

I

Erf raison du choix de u(t,r(t)), une solution?- p6riod.ique dez(t) produ
I

solutitn ?-p6riodique der (f) deR , nous avons l,expression :

i
i

i o (t,z,e) :# ft,2)u(t,r) - #urr,r) fo (z) +G (t,2,0) +0(e)loz
I

I

^ L,{,$te expression est ?-p€riodique en f et continue de variab}e d l,6ga,rd de zy
I

est 6qfivalente d l'6quation irrt6grale :
I

i

I st- 7ti z(t):r(0)-re I fo("(s))ds+r, I R(s,z(s),e)ds
lJoJo
I

I

L'pquation devient pour ,z :

I

I

I

| , : ,fo (z) + ezn(t, z,e)



est clair que ft (p,0) : 0 avece, dans un voisinage d.e 6 : 0 l,6quation (2.

ion rurique z (0) en raison de I'hypothdse sur te jacobi d6terminarrt de I

e --+ 0 alors a (0) * p.

Si nous avons conclu avec le th6ordme la solution pdriodique dr: l,6quation (

voisinage de ,r : p on peut souvent 6tablir sa stabilit6 dans un voisi
vent 6tablir sa stabilit6 dans un chemin simple.

2.2 La forme g6n6rale

i*ef(r)i+r:o

dans

peut

qui 6q

A,le systdme :

t
t

aussi d le sysl;Ome :

f:U

it: -r - ef (x)y

I n:y-eF(r)

I n:-"
ori f une fonction pair et :

rF(r): I f(s)ds
J
o

f :f e,OS9, y:f sin|
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I

I

,$&,

r : cos 0u * sin?i1

: cos dr sin d - sin d (r cos g + er sin0J (r cos p)) :
: -€rsin2 af (c6sg)

. __j.-
d : areJan e) : * ("* 0! - sinli)
: * (-cos9(rcosd * ersinlf (rcosd)) - sind(rsind))

- -1 - 6cos 0sinflf (rcosd)

2.3 Exemples

2.1 z

l'6quation suivante :

Wfut*e(r3*3rY2-2x)
T#Wr*e(-a"-zyn2+u)

r : cos 0* + sin?it

: cosP (r=#ffifo"a + e (rBcovds * 3r3 cosdsip2 g - 2rcosa))

* sind (a*A*"t *e (-r3sin3d - Zrssingcos2 0 +rsinl;)
: e (r3 (cosad - sinad + cos2 0sn2 0) + r (-2cosz e + sin2 e))

i : €T' lr2 (cos2 0 - sinae) + r - 3cos2 g]

! o,:

{ r:

i _ er sin2 |J{r cCE,e)

d -l-ecoe 0 dinflf (r crs9)

- er sin2 0 f (r cos g) + ezG (0, r, e)

:F(0,r)
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,_):+(cosf,!-sindi)
: 1 cosd L#ff+*rr, * e (-rrsins d - 2rssindcos2 a + rsind)l

tJ

-f sind l#rfu * e (rs t:os 93 * 3rs cos 0sin2 0 - 2rcos d)]

;1r.
0 : ft -f e l-r2 ( c.os 0sin3 g * 3 sind coss d) * 3cos 0 sinl]

er (t * r,) lr, (cosz 0 - sinao) + t - 3coszd

1 - (1 * r2) e Lr' Ucos 
gsin3 d + 3 sin pc6rsl)J""r d rirrB

: e1(1 +r2)lr2 (cos29- sina e) +t- 3cos2 e] + e2G(e,0,.r)

2r
f

fu(r):* lF(0,r)d,0'^J
oro

fo(r): *, (1+ r2) | lr2 (cu2d - sina e) +t -Bcos20f d,0
JL\

2*orn

0,= arctan I

r
0

Donc

:"('#\ 
l(cos2d-sina 

0)d0+ry1(1 -s c,oszl)dn
0

: fr (1 + r2) 1,,r2 - 4)

^1/'(r) : o =+ jr (r + r') (r'- 4) : o6\
1f1 :)

existe une cycle limiter d'amplitude 2.

:F(0,r)
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I

I

rl"l

I

I

t#] r==2 fi",- i"-;1.:,:b (positir)

cycle limite d'arnplitude 2 est instable.

I
,

t.'-!*tr')htr:o

(
I *==o

" I r; =. -tr -r 2ey l-e*o - tr' - ? + sa']

2.2 z

i-2e(-grn-
\

6quivalante le systdme :

i : oos 0k + sinfli1

rcosgsind - rsinlcosd * 2ersinz el-Ar4cosag - *rrcos2g - fr + 3r2sir

-2er (8r4 cma 0sin2 g + t rcos2 0sin2 g + fsi# 0 - Sr2sina' g)

-zrrpro cosa 0 sin2 0* "' (* cos2 d sinz 0- s sinn e) +

B =, "r.fr X) : + (cos,gi1- sin di)

lcoxA {-r cosg * 2c lrsind (-8r4 cosa g - !r, cos2 0 - 3) + 3r3 sins d]}

- | sin 0 fr sin?]

3 rir,'Blol

29
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j

I

'I

-2er lSra cosa g si:t!l!, (f cos2 g sinz 0 - B sina e) + isin2 d]

-7+2e lcos0sin e (.-tr+cosa0 - trrcos20 - 3) + 3r2cos0sin3g]

f-
@ : H J lSra cosa 0 sin2 0 + ,, (+cos2 0 sin2 0 - 3 sina e) + ?sin2 0) ae

o
21 21 2tr

# Icosassin2 
0d,0 +X I t*coszgsi#o- 3sina 0)d01-# 

t"in,ean
0

, (rn - *r'+ |)
,(r'-|,)(r'-z)

existe deux cycles lirnites d'amplitudes ;fu

(r2-z):o

pour (r > 0)

"tJT.

e2r

-t + z€l.*,r* e (-s*cosaB - ir' cos2 0- ;) - Br2cosesm' a]

[s"n"*n 
0 sinz 0. t (] eos2 0sin2 g- Bsinaa) . 3rlo,a]-+ ezl (e

fo (r): o =+ " (r'- ;)
I-

=) rr - grrZ: {2

Ztr
-f(r):*lF(0,r\dtl
-^J

0
2tr

Donc

et a

:F(0,rJ
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_l

(n6gatif)

Donc le cycle limite cl'arnplitude ft est stable .

|-a/ol =lrrn-T",*3.| :+ (positir)
L77J ,:6r=' L o bJ,:rt o

le cycle limite d'arnplitude tE est instable .

l'dquation suivante :

r : u + er (-{nu + *ro - ?r, - *)
it : -x + eg (-txu + irn - 1#"' + t)

f#l :lr,n -** *?l - -18
LCIr ),:2 L 5 rJ,:* 25

ax?ft * sin99

r e,osasind * 6reos,, (-#*"os6 d * f"n cos4 0 -

- r cos d sin d -1- 5:rsin2 t (-;* cosd fl + lnrn cmo o -

!r'"*" - ;)
'air"*'o + |

CI

+

[(-* cossd - | "o,u 
e"i,.z e)* . (+ cosoe + ] *o.n e sin' e) r

(-; **, - il cos2 d'* r) t . (-* cosz g* | '*'r)]

. / qt\
0:arcta,nfal:\r/ l r*"9U -sin oi)
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i [-' ensz g* arecsBsind (-3*coso p * 
;,ucosad - [tcos2 

g +

-rsin2 0 - ercoslr*, (-T16cos6 e +lrncos4g -'r*"*ro - |

1

6

)

b: -L*ecos0si'd (9"u"o*u 0 -*rncos4a -!r'cos2p +\5ee

i : u, i(f "*t d + p coso 0 sin2 0)"u - (+ cos69 + $ cosa 0 sin2 0) ra +

+ (tcosa 0 +8cosz0sin2e) ,'+ (tccsz0 - f sin2B)] + ezG(e,o,,r)

(e,r) : 
" [(g ceiss I * $ coso g sin2 g)"u - (1rg c<xo d * ] ctxa 0 sin2 0) ra

+ (fcosa0+ *cos29sin2d) rt + (*cos2g - | sin2o)]

2tr
f(r):*JF(0,r)dg

o
2tr
f -..-

@ : ,h J f(f; coss d + $ cos6 0 sin2 0) ,u - (f cos6 I + $ cosa g sinz g) ra

0

(3"*n 0 + + cos2 gsin29) 
"' + (* cosz 0- f sin2 e)l ae

#)

2rr 2r

il (f -*' t *|c,,so d,i,,'e) * - * I (T *u, * ii cosa d.i,,'e)
00
2n 2tr

* I Gcosap 
+ f, ",,,'osi,,'e) 

ot * fi | (i** 0 - t ri,' e) ae

00
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Donc

et

/o(") -.0 +, (* -*) (", - i) n,- 1) :o
11) Y1- lrrZ: ,rre,:1 pour (" > 0)

existe trois cycles limites d'arnplitudes |, I et 1.

" ("'- 86€r* rt* -#) '
,(*-*) ("'-i) ru-,r

fgl :lr,u -2#,u*1,,-:l :310, ),:+ L 36 6 36J,:+ 729

Donc le cycle limite d'a.mplitude $ est instable .

a

a

(positif)

(n6gatif)lgl :lz,u-ff,n*I,'-:l :-:
LOr l":L L 36 6 36J,:+ 96

le cycle limite d'arnplitude f est stable .

fsl :fr,u--!,n+1,'-rl 4

Lor J,:t L 86 " 6' *.J,:r: i (Positif)

Donc le cycle limite d'arnplitude 1 est instable.
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2.4 Arrarrtages et inconv6nionts de m6thode de la

rnoyenne

La m6thod.e de la moyenne pr6sente trois avarrtages majeurs :

Le caleul en premidre approximation se r6duit d, I'int6gration de deux int6grales d6finies

pour les d6riv6s de I'amplitucle et la phase.

L'amplitude et la phase peuvent 0tre obtenus, en g6n6ra1, en utilisarrt des tecbniques

d'int6gration 6l6mentaires du calcul.

Cette m6thode peut_6tre appliqu6e d des systdmes qui sont assortis de modalit6s d'a,rnor:-

tissernent ou des forces dissipatives(forces dissipatives sont des fcrrces de la :nature tels

que l'6nergie est perdue A partir d'rur systdme de quand le mouvernent a lieu.) et ne'peut

donc donner la d6pendance tefnporelle de l'amplitude.

Si les cycles limites(cycle lirnite est une solution p6riodique iso,16e) et poi:nts limites

existent pour une 6quation rliffGrentielle non [n6aire dorur6, ia rn6thode nous permet

de les d6terminer.

En outre, nous pouvons obterrir le comportement du systdme d mesure qu'elle s'approche

de ces cycles limites et les points.

L'inconv6nient majeur de cette m6thode est que ies calculs d'ordre sup6rieur sc,nt |onlgs et

compliques et, en g6n6ral, la <1uantit6 d'effort n6cessaire pour calcuLer des termes d'o,rdre

sup6rieur ne se justifie pas lpar la petite quarrtit6 de renseignements suppldmentreires

obtenus.
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Chnpitre 3

La imr6thode de perturbation des

ce4tres lin6a:ires et non lin6erires

R6gum6 :

Noup consid6rons des exemples de centres lindaires non lin6aites

chaque pas le nombre et I'arnplitude de cycles limites 6mergeant de couronnes

sont cafcul6s en suivant la m€me m6thode. Nous r6duisons chacln d'eux aux

int6gra$les perturb6s localement 6quivalents d la forme :

' dH(*,tr)+u(f(*,y)da-9(r,y)ar1:g

Aved :

H (r,a) : 
*@, + a,)

cettp r6duction nous perrnert de trouver la fonction de Melinkov.

M (h): 
fr:ofd,y 

* sd,n

35
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I

S.L Perturbationr des centres lin6aires et; non lin6ai:res

Soit Ie systdme perturb6 suivant :

( *:U*ef (- "'\

\;::;;Ii,i,,'o<e<1 (3 1)

Or) / (r, A) et g (r, gr) sont der-rx fonctions continues.

En supprimarrt la variable du temps du systdme (3.1), on obtient la relation :

dH.+e(fdy-sdr):g

dh': rdr * Yd'g

Nous avons besoin d'6tudier cette relation diff6rentielle poru trouver les cycles |,imites

du syst0me (3.1) .si ses courb'es intdgrales sont repr6sent6es pat g (r), nous d6fi{rissrons

y' (*) : ffet nous obtenons :

a{ -t r + rlf @,il{ - e (r,s)l : o (3.2)

si on suppose que l'origine (0.0) est le seul point d'6quilibre d.e l'6quation ($.l),un

cycle.limite C1 = (t,g*t"l)de cette 6quation , avec une branche positive y+(r) ] 0 et

nne bla,nche n6gative a* @) ( 0 ,coup I'axe des abscisses en deux po.ints (-o-,0)et(oa, 0)

avec o-,aa ) 0.chaque cycle limite C1 solution de 1'6quation (3.1) entoure l'origine et

l'oscillafion r est dans l'interval.le[-o-,a1]. Les arnplitudes d'oscillal;iorl o,-,aa ide4tifient

le cycles limite. Le r6sultat pou-r t I 0 est un ensemble des courbes ferrm6es qui d6fi4issent

la distribution qualitative des courbes intdgrales dans le plant (r, y).)Lastabilit6 des cy:les

Iimites est altern6e. Pour un c.ycle limite stable donn6, Les deux cy,cles limites voiBins, d

I'int6rieur et d l'ext6rieur, sont instables, et inversement. si nous d61;erminons kl stabilit6

de I'origine ,alors la stabilit6 ,Ce chaque cycle limite reste arrang6e par la propri6t6 de

36



l'alternance . Ia stabilit6 est d6terrnin6e par le signe de la partie r6elle des valeurs propr€s

du jacobien en ce point. D'oii, son calcul montre que si € (/, (0, 0)l + s, (0,0)) < 0 alors

I'origine est stable et si e (/" (0, 0) + gy (0,0)) ) 0 alors il est instable. Une autre propri6t6

du cycle limite peut €tre d6riv6e du fait que 1'6nergie m6canique .E : H":"i1n2 +-ur)
est conserv6e dans I'oscillation :

I or.: [ 9^or : oJc, - Jcrd't

Donc, on intdgre l'6quatio.n (3.2) le long d'un cycle limite, entr,e les amplitudes c['os-

cillation, on obtient :

I!I_ lg t.r, y+ (")) - f (*, ao @D {* @)l d,r +
+ t;:- ls '@, 

u- (")) - f @, a- @)) {- (r)l d,r : 0

Chaque couple de solutiorLs{ga (r) ,y-(r)} de l'6quation(3,3),s'annulant arr:q extrd

mit6s, u+(-a-) - y-(-o-) - a-(o*):0, et v6rifiant l'6quation (3.2),constituent

I'ensemble fi.ni de cycles limites de 1'6quation (3.1). Par suite de la continuit6 par rgpport

du pararndtte t, ces conditions sont aussi valables pour e : 0. Pour cette vale;ur du pa-

ramdtre, les cycles limites sonrb des cercles :y+(r): \/F=7 et y-.(r): -tfrPafti.Ici
a+ : a- : a ) 0 repr6sentenib les amplitudes des cycles limites. A cet ordre d'appr,oxi-

matio.n, la condition (3.2) est v6rifi6e, et la condition (3.3) devient :

(3.4)

(3-3)

C'est d dire

(3.5)

or

37



f @,il = *lt @,a) + f (r,-il - f ?*,y) - f (-rr,-il].
s (*,il = *[s @,il - g @,-il * s ?r,y) - g (-r,-il]

Si p (a) n'est pas identiqu,ement nulle, chaque solution a > 0 de l'6quation B (o) : g

est l'a,nnplitude d'r:n cycle lirnite du systdme (3.1) dans le r6girrre non-lineaire faj.ble.

fnversernent,les amplitudes de tous les cycles limites 6merg6s des couronnes p6riodflques d.

l'ordre z6ro en e, sont des solurbions de l'6quation (3.5). Ces r6sultatsi sont exacts pQur a :
0. Par cons€quent, les 6quations (3.a) ou (3.5) determinent les amplitud.es des so[ut1ons

p6riodiques qui survivent d une perturbation l6gdre des couronnesi p6riodiques ffrm6es
par des cercles.

Nous remarquons que B(o) est la premidre fonction de Melnik.ov du syst6mq (8.1).

Ici il a 6t6 obtenu en suivant une approche diff6rente d de celle bas6e sw le ca"lcull d,e la
fonction du d6placement de la premidre application du retour sur la couronne p6riqdiqpe.

On observe aussi que 7 @, il e'st une fonction impaire de r et paire de gr, et alors T @, y)

est nne fonction paire de r et impaire de y. par consdquent, si f (r,,,i et g (r,y) sqnt des

polyndmes en r et gr, seuleme:nt les termes impairs en r et pairs en a de f (r, y) et les

termes pairs en r et impairs en gt de g (r,y) .

Survivez dans (3.6) et cont:ribuent d p (a) dans (3.6). Comme un exemple, on iirtdgre
1'6quation (3.5) quana f @,g) est un polyndme de degr6 2n1 ou 2ru * 1 en r et de,gr6

2m1ou 2mt + L en y et" g (r,y,f est un polyndme de degr6 2n2 ou 2,nr + L en r et dqgr6

2m2ou2*r+7 eny. Alors,

nl ru
j' 

@, il : I T. oi1,r2i+r u2k
j:0 k:o

rlz m2

i (r,il: t T.bi1,r2iy2k*l
'?:o lc:0

oi ap et bit sont des coeffi<ients r6els. Le r6sultat est

(3.6)
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o@):"'i.fr(r,li)r(f++)t/ 1\ / r\ r^'
;H 1n + i + tf L('* i)"'r * (,* * i)u'r]az(k+i)

ori ri, ,: ma:c {n1, n2} et m: ntax{mt,mz}.Ici, a3n: 0 pour j } U ou k > n\ et bitr: 0

po1lrJ)n2ouklmz.Laracinea:Ade,8(a)correspondaupointfixe(0,0)etlefacteur

a2 pett" 6tre 6limin6. Donc, lesr amplitudes possibles a sont les z6ros d"#, un po!5mr5me

en o2 de degr6 max {n1 * ff|tn2 + m,2l. Il y a au plus ma>r {n1 * nt1,nz * mz} so[ut:ions

diff6rentes positives a et par consdquent, le nombre maximal de cycJles limites dang ce cas

est max {r, + TTLL.TI2l *r}..1\ussi ce r6sultat peut 6tre 6crit cornmsf m'x{a'e{,a'eg}-r1

otl [o] signifie la partie entidre de a et deg/ (resp.degg) d6note le degr6.te / (r,esp.

de g),Si nous restreignons au cas de l'6quation de Li6nard ori/(r, U) :0 et g(e;,,y)

est lin6aire en 3r, nous retrourrons le r6sultat connu que le nombre de cycles limiltes est

inf6rieur ou 6gal d n2 dans le:r6gime non-lineaire taible. On a aussi :

o @) : no'3 ' Qilt 2j

k" 4t jt (j + r)"

La stabilit6 d'un cycle limite est ddfinie par le signe de

o:_Llw91ool,0a Joo

si a < 0 le cycle est stable et si o ) 0 le cycle est instable.

3.2 R6duction de quelques exernples d rrne courqnne

circulaire perturbde

Exempel 3.1 :
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Soit l'6quation suivante :

I
) r' : *,-fu, * e (r3 * 3ry2 - 2*)

\ O: rww*u(-at-zar2+a)

f (r,y) : (-r' - Jra2 * itr) {7 + *" + a2) : -tr' - 4*"y' + 13 - s*yn - rg2 } 2:r

g(r, g) : (a3 * 2yr2 - g) (t + 12 + a') -- 2rna + 3*2a" + r2a + y5 - a

etona

t3(o): l:"V Q,^rc--,) . ffif (,,Ja=*)l*
Nous obtenons : f (r,il :2(-r5 - 4*ty' * rs - 3*ya - rg2 '+ 2r),

i @,gr) :2(2raa * 3r2y3 + rza + a' - y)

alors :

fi (s) :2 J:"12|4.{F=V1 a gr2r[]z - a23 + r21ffi + JAZ - iZ' - 6t;;rl a*
rora | -;L ^rnu6z=;z', # .)*"1p=# ,zr6z=v22,, 12 I '

Tz J_o Lffi - +@- t A=E - o@ - @ -r LA=E 
J

__r: 4l; lZr+.rFF 4 gs:zr1@ -fi' + r2t/F-fi + t/F=E" - Jdr47ldr
+2 I: l* - 4t##1- + #+ - 3W - *#=; 1 z#]
On pose le changement de riariable suivant :

I

trZ:a2t alor:s: d,r:9;t12at "t,f 
r:osl:I

" | tr:a+t:t
alors :
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l

I

I

(o) : zo, 
{on i, (;, ) ,u (!r,i)

*,, (X,*) _, (; ;))
t,(;;)l- u(1,;)l *a2

: ,"1-r"r$ruP *o,f G).f.(il. *

: 
"o (-tu"'*|"'*t)

: -t,oo, (a + 2') (o - 2) (a2 + r)

0 (o) .= [ ===1 ra2 (-f,aa + 1o' + t) : g

=+ -itra2 (a + 2) (o - 2) (a2 + 1) : g

-a>a-2
il existe un cycle lirnite d'amplitude 2

?):o

(r>o)

lryl,:.
o: -? fryl :7one2L 0a J,

le cycle limite d'amplitude 2 est instable .

fj"*3oB *r4, : *20r

t@
s(r,

{ o:,
I O : -r *2eyl-sr4 - *r, - 3+syrJ

):-L6ray-?*'y+6y3-ty
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I

i

I

l

I

-:

l-1
l
I

i

-

,-I

!

g (o) : l:"V (*,,,ffi) . #f (,, rr)l *

le changement de variable suivant :

7@,y) ,= o

V @,il :2 (-tlruy - ?*'u * 6a3 - ta)

, I"^l-*n4{;4, -},.lnA a,6r/fi rzs -tta=Fl
. f"l i F- 2 ^ 

-3 

4 1
n 
Jo l-76r"{az - 

12 - irzt/az - iz + 61/B - ,r - iA-1

12 : a2t alors : d,r : !;t/z1,
"''{

r:0==+r-0
I:A=:+t-1

e@) -zo,{taaru (2,;) . ",lio(;,;) - up (;,;)] . ;7 (i,+)}

-zo,ltaoo%(il -',, (;Iffi - 6r 
(? 

:l;t) . 19
oo'(-zon *To, l)
-?nn' (o' - z) (sa2 - r)

F @) :o =+ no, (-zon *T"r- 3) 
: o
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g(a)- f lal r-r\ / J_^Lo\,r,{aa4).d+f (,,rm:41*
obtenons t 7@,u) : z (-{r,+ #"u _ ?r, _ *r)

i (r, y) : z (_|rua + trny _ #rry + ty)

r:0--+/-0
f:A:>l-1"r,{

le changement de vrariable suivant :

t2 : a2t alors : d,n : !;t/zo,

).

#:.G:i)l-- *[*u(;,;) *f;, (I,l)]
, (:,;)l . tu (*,;) - tu (i,ili ' r

-+q#).*(*91(3)+fry

;w) .*.%r*wl
'. *)

{" f-3, (1,:) -
'l-#u(; ;) -;
1"" ( _9r (i) r (t)_

t \5 f(5)

/-t'r;l'r;) -\ e r(3)

(-" *#o^- *"

fl(a)_ ,,2

a



1^
F @) : -*no'(o' - t) (so' - t) (ao'? - t)

F @) :[ 4 hra2 (-ao + #on - #o'+ t) : o

a -r\traz 1az - t) (9a2 - \ @a2 - 1) : o

+a1:l et a2:$et as:!

il existe trois cycles limites d'arnplitudesf , I et 1.

lryl*:n l-ro,' 
*?o, -'f",*;],:

e laflb\1 40o: - 
T L-T,-l +: Bn'

le cycle limite d.'amplitude $ est instable .

iry9l ==nf-ruo'+!ou -?" *21 : ? !
L ao Ja 

-"1'"-' 3* e*' gl*,!82

e l0A tu\l 5o: -TrL6lr: -&n'

le cycle limite d'arnplitude I est stabte .

try],== 
o[-ro,' * ?,' -ff"'. ;], : -fn

e la0@)1 8
o : -r lf,, L: in'

le cycle limite d'arnplitude 1 est instable .

(o>o)
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Conclusion

.[in fin, on peut conclure que :

.[.'a m6thode de la moyenne est simi.laire que la m6thode d,erperturbation est donn6 m,6rne

r6sr:ll,a d partir de nombres des solutions et leurs ampiitu.ries.

.Elon:rornbre des quest;ions nous gardons pour nous m0me, (pour la recherche).
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