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Résumé

Dans |ce mémoire, nous avons étudié le nombre, Pamplitude et la stabilité des cycles
limites de quelques systémes différentiels;

D’une part, en utilisant la méthode de la moyenne.

D’autre part, en utilisant la méthode de perturbation des centres linéaires et non

linéaires.



0.1 Introduction

(a)Historique :

Allemand David Hilbert (né le 23 janvier 1862 & konigsberg, Allemagne, d’une famille
bourgeoise). Il fait sa thése & I'université de la méme ville, sous la direction de Lindemann,
le mathématicien auquel on doit la premiére preuve de la transcendance de 7. Clest &
cette époque qu’il se lie avec Minkowski.

Le 8 aofit 1900, a I’occasion du second Congrés International des mathématiciens (a
Paris), David Hilbert énonga une liste de 23 problémes qui devaient étre pour lui un
guide pour les recherches & venir. Leur résolution devait permettre aux mathématiciens
de faire des progrés considérables dans leur science. Le seiziéme probléme reste irrésolu,
Ce probléme comporte deux parties.

La, premiére concerne le nombre de branches réelles (ovales) d'une courbe algébrique,
et leur disposition.

La seconde partie du probléme pose la question du nombre maximal et de la position

mutuelle des cycles limites H,, d'un systéme planaire polynomial de degré n :

2= P(z,q) 0.1)
y=0Q(z,y)
Ou P et @ sont des polynémes en z et y de degré n.
(b)Résultats importants :
Soit I’équation de Liénard généralisé
% +ef (z) %i;—tv +G(z)=0 (0.2)

On ne considére par la suite que le cas ot F(z) et G(z) sont des polynémes, avec
F(z) = f; f(t)dt . On note m le degré de F(z); n celui de G(z) et H(m,n) le nombre
maximal de cycles limites qui peuvent exister simultanément pour (0.2) .Depuis le théo-

réme de Liénard plusieurs résultats importants ont été publiés :



eRychkov (1975) a prouvé que pour des polynomes F (z)impairs et de degré 5 et si
G (z) = z alors (0.2) n’a au plus que 2 cycles limites.

oLins, de Melo & Pugh ( 1977) ont prouvé que si m = 3 et n = 1 alors il n’y a au plus
qu’un cycle limite. IIs ont de plus donné les conditions pour que ce cycle existe. Enfin ils
ont conjecturé que si G(xz) = z, il ne pouvait y avoir plus de [’—”2;[] cycles limites.

eXianwu (1983) a prouvé la conjecture pour certains cas ot 7 = 4 et 1 — L

*Coppel (1988) a prouvé que H(2,2) = 1.

*Dumortier & Li(1996) ont prouvé que H(2,3) = 1.

eDumortier & Li(1997) ont prouvé que H(3,2) = 1.

(¢)Organisation du mémoire :

Ce mémoire est organisé en 3 chapitres qui se présentent comme suit :

Le premier chapitre est un rappel des notions préliminaires, nous commencons par le
Théoréme d’existence et d’unicité de la solution d’'un systeme différentiel non linéaire, les
systémes dynamiques, points critiques, on suite nous introduisons la notion de portrait
de phase et cycles limites d'un systéme planaire puis les types des pointes critiques et on
donne des définitions et des théorémes sur la stabilité des points d’équilibres, et en passe
a la linéarisation d'un systéme différentiel linéaire, on fin on définit la fonction Gamma,

Beta et la relation entre eux. Dans le deuxiéme chapitre nous introduisons 1’étude des

cycles limites de quelques systémes différentiels en utilisant la méthode de la moyenne

T=—-y+ep(z,y)

, 0< el <<1
J=z+eq(z,y)

ou p et g sont des polynémes. Nous avons calculé Pamplitude et la période des cycles
limites de quelques classes d’équations différentiels dans les cas ou (e — 0). Finalement
dans le dernier chapitre nous considérons des exemples de centres linéaires et non linéaires
perturbés. Dans chaque cas le nombre et I'amplitude de cycles limites émergeant de

couronnes périodique sont calculés en suivant la méme méthode. Nous réduisons chacun



d’eux aux systémes intégrables perturbés localement équivalents & la forme :

dH (SC, y) + & (f (.T, ?J) dy -9 (iL‘, y) dl’) =0

Avec

1
H(@,9) =3 (& + 1)

Cette réduction nous permet de trouver la fonction de Melinkov,

M (h) = fdy — gdz

H=h



Chapitre 1
Notions préliminaires

Résumé :

Ce chapitre est un rappel des notions préliminaires, nous commencons par le Théoréme
d’existence et d’unicité de la solution d’un systéme différentiel non linéaire, les systémes
dynamiques, points critiques, on suite nous introduisons la notion de portrait de phase
et cycles limites d’un systéme planaire puis les types des pointes critiques et on donne
des définitions et des théorémes sur la stabilité des points d’équilibres, et en passe & la
linéarisation d’un systéme différentiel linéaire, on fin on définit la fonction Gamma ,Beta
et la relation entre eux.

soit : z : R — R™ On note x;, Zy, ....., z, les coordonnées de z. Dons tout ce mé-

moire, la variable est représentée par la lettre ¢, en particulier on dérive par rapport a

« | dx(t)



1.1 Théoréme d’existence et d’unicité de la solution

On suppose que E est un ouvert de R".

Soit le systéme autonome :

t=f(z),z€ E (1.1}

Ou f: EF — R"est un champ de vecteurs sur E.

Une solution du systéme (1.1) est une fonction dérivable :

b= @)= (0 ), .coms 2 ()

définie d’'un intervalle I C R dans E ,telle que pour tout ¢ € I on ait

z(t) = f(z(?))

L’image d’une solution est appelée une orbite.Une orbite est tangente en chacun de
ses points au champ de vecteurs f.Le domaine E est appelé I’espace des phases.
soit 7o € E.Le probléme de cauchy consiste en la détermination des solutions du
systéme (1.1)satisfaisant la condition initiale z (0) = .
Théoréme (Existence et unicité de la solution) :
Soit £/ un ouvert R de contenant et supposons quef € C'! (E).Alors il existe a > 0
telle que le probléme de cauchy
z=f(z)
2{0) = zp

a une solution unique z(t) sur U'intervalle [—a, a]

10



1.2 Systémes dynamiques, points critiques

1.2.1 Systémes dynamiques

Définition :1 : Un systéme dynamique sur R” est une application :
U:R" xR* - R"

définie sur tout R™ x R", telle que :

o U(.,z): R" — R™ est continue.

o U(t,.) : R® — R™ est continue.

e U(0,z) =z.

o U(t+s,z)=U(t,U(s,z)) pour t,s € RT z € R".

Soit le systéme linéaire

i= Az
y tE RJr, Zp & R™ (12)
.’L'(O) =X

ot A est une matrice constante. La solution de (1.2) est :

.’I)(t) - etAm()

Le systéme(1.2)engendre un systéme dynamique, car I’application :
U:Rt xR*— R"
qui a tout t € R*, z € R™ associe :
U(t,z) = ez (1.3)

vérifie les quatre propriétés précédentes.

11



1.2.2 Points critiques

0
Définition :1 :Le point a € R" telle que f (a) = | s’appelle point critique du
0

systéme (1.1)(point d’équilibre).Le point critique est une solution réduite 4 un point.

Définition :2 : soit le systéme non linéaire
¢= fila) (1.4)
on appelle point critique ou point d’équilibre du systéme(1.4), le point zo € R” tel que :

f(z0)=0

Définition :3 :on appelle point critique hyperbolique de(1.4), le point zotelle que A

n’a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle.

1.3 Portrait de phase et cycles limites

On considére le systéme planaire :

= Fflay)

y: f2 (-’E, y)

(1.5)

Ou fiet fysont des polynomes enx et y.

Les solutions de (1.5)sont représentées dans le plan(z,y) par des courbes appelées
orbites.

Les points critiques de systéme(1.5) sont des solutions constantes.

La figure compléte des orbites du systéme(1.5) ainsi que les points critiques représentés

dans le plan(z, y) s’appelle portrait de phase, et le plan (z,y) est appelé plan de phase.

12



Définition :1 : Une solution périodique du systéme(1.5) est une solution telle que :

(@(+T),y(¢+T)) = (z(t),y(t) pow T >0
A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans 1’espace des phases.

Définition :2 : Un cycle limite du systéme (1.5)est une orbite fermée isolée, c’est-
a-dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.
Définition :3 : L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la variable

z sur le cycle limite.

1.4 Types des pointes critiques et notions de stabi-

lité

1.4.1 Types des pointes critiques

Soit donné le systéime différentiel linéaire homogene & coefficients constantes dans R? :

T =a;T+ a2y

(1.6)

Y = anx + azy

Ou
. a1 a T
i 11 Q12 XX =
Qg1 Q23 Y
|
A
Oudet A#£0

Le point(0, 0) est le point critique. Pour étudier le type du point critique(0, 0), il faut

établie I’équation caractéristique

pa(A) =det(A—A)=0

13



et chercher les racines A, \,.

les cas suivantes peuvent se présenter :

les valeurs propres de A sont réelles : #)si: A # Ay
Dans ce cas la matrice A est diagonalisable aprés changement de base on peut sup-

poser :

A 0
A=
0 X
et le systéme(1.6) se réduit a :
Ii? = )\133
Y=gy
la solution générale de ce systéme est :
z (t) = cre™?

y(t) = e

les orbites sont les courbes y = ¢ le% ,cER
si A1 etAy sont de méme signe : on dit que(0,0) est un nceud impropre
81 A; <0, Ay < 0 alors le point critique(0,0) est un nceud impropre asymptotiquement
stable
si Ay > 0, Ay > Oalors le point critique(0, 0) est un neeud impropre instable.
sl A1 et Agsont de signe différent :
On| dit que(0, 0) est un point selle (col) qui est toujours instable
#)si: A=Ay
Deux cas sont possibles
A est diagonalisable :

Alors la solution générale de ce systéme est :

14



z (t) = creMt
g (t) = ez’
Les orbites sont les courbes y = cz,¢ € R on dit que (0,0) est un nceud propre
si| A1 = A < 0 alors le point critique (0,0) est un nceud propre asymptotiquement
stable
si Ay = Ay > 0 alors le point critique (0,0) est un noeud propre instable.
A est non diagonalisable :

Alors il existe une base dans laquelle la matrice A et le systéme s’écrivent :

j?:)\ll'
y=1+ Ay

Alors on peut supposer :
A 0
I X

A=
La solution générale de ce systéme est :

z{t) = g™

y (t) = (cz + cit) eM?

-Si A1 = Ay < 0 alors le point critique (0, 0) est appelé noeud exceptionnel stable.

-Si A1 = A > 0 alors le point critique (0,0) est appelé nceud exceptionnel instable.

Les valeurs propres de A sont complexes : )\, \;Deux valeurs propres complexes
de A alors A\; = p+iqg et Ay = p — iq telle que p;g € R
-Sip < 0 et ¢ # 0 :Alors le point critique (0, 0) est un foyer asymptotiquement stable.
-Sip > 0 et g # 0 :Alors le point critique (0,0) est un foyer instable .

-Sip =0 et g # 0 :Alors le point critique(0,0) est un center qui est toujours stable .

15



1.4.2 La stabilité

Soit le systéme des équations :

d \
d_j = f(t,z),z e Rt e R (1.7)

On suppose que f satisfait les conditions du Théoréme d’existence et d’unicité des
solutions.

Définition :1 :une solution ¢ (t) du systéme (1.7) telle que : ¢ (to) = ¢, est dite
stable au sens de Lyaponov si Ve > 0,38 > 0 telle que pour toute solution z (t) de (1.7)

dont la valeur initiale z (t;) vérifie :
I (t0) = & (to) < 6 = 12 () — S (D] < &, V¢ > tg
Si en plus de cette définition on a :
Jim |z () - 6 (&) = 0

alors la solution est dite asymptotiquement stable.

Définition :2 : la solution ¢ (t) = 0 du systéme(1.7) et dite stable si Ve > 0,38 > 0,

telle que pour toute solution z (¢) de (1.7) on a :
lz(t)| <6 = |lz(t)|| < e Vt>t,

si en plus

Jim_ |l (¢)] =0

alors ¢ (t) = 0 est asymptotiquement stable.

L’étude de la stabilité de la solution ¢ () peut étre ramenée & celle de la solution nulle

16



= ( d’un systéme (Analogue) au systéme (1.7). En effet : posons y (t) = z (t) — ¢ (¢)

ou y(t) est la nouvelle fonction inconnue.

dz _dy _dg(t)

prileri R ACE RS

%:f(tay"l'(/)) __f(ta¢)

dy
—_— t’
P g(t,y)

On voit bien que y = 0 est une solution de ce systéme.

Exemple :(n = 1)

d ,
= =—z+Lz(0)=1

La solution telle que z (0) = zq est :

z(t)=(mo—1)e " +1

La solution ¢ (t) telle que ¢ (0) = 1 est ¢ () =1
|z (t) — ¢ ()] = |(mo — 1) e7*| < |mo — 1|, VE >0

Il suffit de prendre § < €;0 = ¢ => ¢ (t) est stable.
Stabilité asymptotique :

Jim 2 () = ()] = Tim |(z0—1)e™| =0

D’ou ¢ (t) est asymptotiquement stable.

Exemple :1 :(n = 2)

17



Sait le systeme :
&=-y [ z(0) 0

5 —

#=2 |y 0
La solution qui vérifie (z(0),y(0)) = (a0, Yo) est :

z (t) ToCOSt — g sin ¢ b0 0
y(t) Tosint + yycost | 0

z (t)
y(t)

Ve > 0;36 > 0 Telle que :

Zo
L o= <gVvVt>0
Yo

z (t)
((t‘) =z @)+ |y ()] = |zo cost — Yosint| + [zosint + yo cost| < 2 (|o] + |yol)
y (L,
To € &
= < &; DoncVe > 0,35 = 5ta: [z <éd=>z(t) <evt>0
Yo

0
Donc la solution est stable au sens de Lyapunov.

Exemple :2 :

INIED ) ( 0 )
lim =
il AT0) 0

donc la solution n’est pbas asymptotiquement stable.

2

= lim xz(t)+y2(t)::1:§+yg::c>0+>0

t—+co

Remarque :

I1 est possible que la solution ¢ (t) soit non bornée et stable et méme asymptotique-

18



&= f(z) (1.10)

Et

z=g{z) (1.11)

Définis sur deux ouverts [/ etV respectivement, sont typologiquement équivalents g'i]
existe un homéomorphisme # : [/ — V/ tel que h transforme les orbites de (1.8) en celles
de (1.9) et préserve le sens du mouvement,

théoré:me(Hartm:an-Grobman) : Si 7o est un point d’équilibre hyperbolique de
(1.4), alors il existe un voisinage de ce point dans lequel le systéme 7 = f (z) est typolo-

giquement équivalent & son linéarisé & = Az .

1.6 La fonction Gamma

On peut définir naturellement la fonction factorielle pour des nombres p positifs non-
naturels. Il n’y a aucune objection pour la notation p! qui est habituellement réservée
pour les entiers naturels , Mais on va appeler la fonction correspondante pour tout réel p

strictement positif la fonction Gamma notée I' définie alors !

—+00
I'(p) = / P le®dr p> 0
0

Proposition :

D' (n+1) =n!

AT (1/2) = 7

3L(pl+1) =pI'(p) ou :I'(p) = I(p + 1)/p
T (n+ (1/2)) = ((20)!/7) (47n))

ST ()T (1-p)= v

6)ona:  LmI(z)= 400 et limT (z) = +c0
z—0+ T—+00

20



I (y) = [ e 2y In (z) d

0

1.7 La fonction Beta

La fonction Beta est aussi définie par une intégrale :

1
ﬁ'[p,q)=/ P (1-2)dz, p>0,g>0
0

Proposition :
1) B(p,q) =B(a.p)
2) Bl =3

1.8 Relation entre les fonctions Gamma et Beta

On a la relation suivante :

_T(»Tqg)
B(q) = Tlota

21



Chapitre 2

Méthode de la moyenne

Résumé :
Nous introduisons 1’étude des cycles limites de quelques systémes différentiels en utilisant
la méthode de la moyenne

T=—-y+ep(z
y+epla) 0 < el << 1 (2.1)

¥ =z +eq{x)

ol p et ¢ sont des polynémes.Nous avons calculé 'amplitude et la période des cycles

limites de quelques classes d’équations différentiels dans les cas ou (e — 0).

22



Transformation des fonctions trigonométriques :

on pose :
. | .
z=c080 +isinf = = =% =cosfh —isinb
Z
alors :
1 i 1 1
cosf=—|2z4+-];sinf=—|z—=
2( z) 2z( z)
et
o . 1 .
2 :cosnﬁ-l—zsmnﬂ;—::: cosnf — isinnd
i
donc :
" il - 1 .
2+ — =2cosnb Et 2" — — = 2sinnd
Al bl
Exempel :

27 27 4 2
; £ 1 1 1
/ cos® §sin? §df = o / <zz + —-) (z — —) db
0 2% (20)" Jo 2 Z
1 2m i . 4 T ) 1)

1 [ 1 i PO
::_.;.-/ ez g z4+—)— P | =4 38
64 J, 28 y o

2w
S —— [2cos 66 + 4 cos 40 — 2 cos 20 — 4] df

2.1 Théoréme

Considérons les deux équations suivantes :

23



& =¢eF(t,x)+e°G(t,x,¢)

e, (2.2)
et
y=ef(y)
y(O) = Ty

ol 7, Y, 7o € D un intervalle ouvert de R, t € [0, 00), ¢ € (0,€0), F et G sont périodiques
de période T par rapport a la variable ¢ , et f°(y) est la fonction moyenne de F(t,y) en

ce qui concerne t c-a-d :

on suppose :
(i) F,0F/9z,0°F/0z* G et 9G/9X sont définies,continues et bornées par une constante
indépendante de ¢ dans

(ii) T est une constane indépendante de ¢.

(ii) y(¢) appartient & D sur le temps échelle 1/e.

Alors les propriétées suivantes sont vérifées.

(a) sur le temps échelle 1/¢ on a :

z(t) — y(t) = O(e), quand € — 0
(b) si p est un point d’équilibre du systéme moyenne (2.2),tel que :
af 0} ,
2 £ 0 (2.3)
@,

Alors il éxiste une solution 7' périodique @ (¢, ) de I’équation (2,1) proche de p tel que :

& (t,e) — p, quand € — 0.

24



(c) si (2,3) est négatif, alors la solution périodique corréspondante de & (¢, ¢) de I'équation
(2,2) dans ’éspace (t,z) est asymptotiquement stable pour ¢ suffisamment petit.si (2,3)
est positif, alors c’est instable.

Preuve :

Toute d’abord, nous allons imposer les conditions périodiques et nous pouvons appli-

quer le théoréme de fonction implicite. Nous transformons z — 2
T(t) = z(t) +eu(t, z(t)
L’équation devient pour ¢ :
t=ef’(2) + 2R, 2,¢) (2.4)

En raison du choix de u (t, z (t)), une solutionT— périodique dez (t) produite a une

solution T'—périodique dez (t) deR , nous avons I’expression :

R(t,58) = S (1,2) u(t,2) ~ S (8,9 °(2) + G (6,50) + 0 ()

Cette expression est T'—périodique en t et continue de variable & légard de z I’équation(2.4)

est équivalente & ’équation intégrale :
t ) t
z(t) = z(0) -Jre/ f”(z(s))ds—}—sZ/ R(s,z(s),e)ds
0 0
La solution z (t)est T—périodique si :
z(t+T)=2(t),vt>0
Pour tout ce conduit a I’équation :
T T
il e / 22 (0)ds +e / B, 2(s). 8 (2.5)
0 0

25



Il est clair que A (p,0) = 0 avece, dans un voisinage de ¢ = () Péquation (2.5) admise
une solution unique 2z (0) en raison de I'hypothése sur le jacobi déterminant de I’équation
(2.4).

Sie — 0 alors 2 (0) — p.

Si nous avons conclu avec le théoréme la solution périodique de I’équation (2.4) existe
dans un voisinage de z = p on peut souvent établir sa stabilité dans un voisinage de on

peut souvent établir sa stabilité dans un chemin simple.

2.2 La forme générale

Soit ’équation :

itef(z)i+z=0 (2.6)

qui équivalante a le systéme :

g =g

y=-—z—cef(z)y

qui équivalante aussi 4 le systéme :

ou f est une fonction pair et :

F(x):]f(s)ds

En posant :

T=rcosf, y=rsinéb

26



on obtient :
7 = cos 0 + sin 0y
= cosfrsinf — sinf (r cosf + ersin b f (r cosf)) =

= —ersin®4f (r cos f)

et : .
b= ar(gn\(%) = 1 (cos 0y — sin 0z)
= 2 (—cosf (rcosd + ersinff (rcosd)) — sin 6 (rsin6))
=—1—ccosfsindf (rcosh)

donc

ersin? 61 (r cos §)
—l—ecosfsind f(r cosf)

"
]
= ersin’6f (rcos8) + €2G (6, r, )

:?(,0:7')

2.3 Exemples

Exemple 2.1 :

Soit ’équation suivante :

& = gt +e (2% + 32y — 2z)
Rl wor e B S ¥ —2yx? + y)

7 = cos % + sin Ay

R —rsin f 03 .
_5059(1+00320+5m 0+€(T cos9° + 3r3 wbﬁbm 6 27"@059))

+ sin f <l+c0;§‘;j‘9sm 4 & (—r sin® @ — 273 sin 6 cos? 6 + rsin 9))

:5(1"3 (cos‘*@—sm 8 + cos? 6 sin? 9) —|~7“(—200$ 6 + sin? 9))

i =er [r* (cos® § — sin* 6) + 1 — 3cos? 0]
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et
§ = arctan (%) = 1 (cos 6y — sin A1)
:%COSG[EﬁSIGSEQ—-FE( bin3¢9—2r351n9c0520+rsin6)]

e rsin 6 3 3 o 1 P
L sin 6 [——1+cm29m+s(r cos 8 + 3r® cos Asin? § — 21 cosH)J

1 . ; .
=7 e +¢ [~—7’2 (4 cos 6 sin® 6 4 3 sin 6 cos® 0) + 3 cos f sin 9}
Donc
i er (1+72) [r? (cos? 6 — sin*§) + 1 — 3 cos? 9]
o1 (1+72)e [r2 (4 cos O sin® § + 3sin f cos? 6) — 3 cos fsin 6]
= er (14 7%) [r* (cos® 8 — sin*§) + 1 — 3 cos? 6] + %G (¢,6,r)
:F‘(rear)
D’ou
2
o) = El;r-/F (6,7)do
0
2m
fo(r)=or(1+ ’7‘2)/ [72 (cos? 6 — sin® §) + 1 — 3 cos? 4] do
27 2
#3(1002 ;
- (;T )/ (cos® 6 — sin* 0) df + (HT )/(1 — 3cos?0)df
0 0
=g (147 (r* - 4)
Alors

fo(r):()é%r(l—kr?) (r’-4)=0

=T =2

Donc il existe une cycle limite d’amplitude 2.
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et on a

afOJ {5 g 9. 1} ) e
—— = |=rf—=rf— - =5 (positif)
[87"- - 8 8 2l 5

Donc le cycle limite d’amplitude 2 est instable.
Exemple 2.2 :

soit I’équation suivante :

2
i—2£(—8$4—éxz——-5-+3i:2)j:+a::0

qui équivalante le systéme :

jj::y

§ = —x 42y [-8z* — La? — 2 4 347

b |

7 = cos 0z + sin Oy
=7rcosfsinf — rsinf cosh + 2ersin? f [—87‘4 costf — érQ cos? 6 — § + 3r2gin? 6

= —2er (87"4 cos? A sin? 9 + %rz cos? fsin? 6 + % sin® 8 — 3r2gin* 9)

. 5 el . 2
7= —2r [87"4 cos* @sin? 6 + r? ( = cos? fsin’® # — 3sin* 6) £ e sin? 6’]

A

et

f = arctan (4) = L (costy — sin fi)
= % cos 6 {—r cos @ + 2¢ [r sin @ (-—81"4 cos*f — %7"2 cos?f — %) + 373 gin? ‘6} }

—Lsin 6 [rsin )
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. 1 - . 2 , 2
=-1+2 {cos@sinﬂ (—8r4 cost — 57“2 cos? 6 — —) + 372 cos 6 sin® 6]

9
Donc
o —2er [87‘ cos* fsin? 6 + r2 ( cos? fsin® 6 — 3 sin* 0) + { sin® 6’]
6 ~1+ 2¢ [cos fsin 6 (—8rtcost 6 — 1r2cos2 6 — 2) + 312 cos § sin® 9]
: sl  me : 2 .5,
*= g2r [87’4 cos* 0 sin? 6 + r? (g cos? fsin® 6 — 3 sin* 9) + < sin® 0} + e2G (e, 0,1)
3]
:F‘(re:"‘)
D’ou
2w
fo(r) :-;—/F(e r)df
0
2
F{r) = / [8r% cos? sin? 6 + 7 ? (% cos®fsin® 6 — 3sin* §) + 2 £5sin” 0] db
0
2 2T
= i / cos* §sin? 6d6 + L / (% cos?fsin® 6 — 3sin* 0) d6 + 7= [ sin® 68
0 0 0
= (- B 1Y)
=r(r2=1)(r?-2)
Alors
0 2 1 2
Flry=0=r|r ~E (r'—2)=0
:>r1:i,r2=\/§ pour (r > 0)
V5
Donc il existe deux cycles limites d’amphtudes et V2 .
et on a

30



&

of° 33, 2 18
= |57 = 2 g 2 _ 18 o
[ or LZVL [ =g T 5:'r: . 55 (négatif)

Donc le cycle limite d’amplitude % est stable .

o 0
[-f_] - [5# s + ZJ _ % (positif)
a’r' T:\/§ 5 5 1‘:\/5 5

Donc le cycle limite d’amplitude /2 est instable .
Exemple 2.3 :
soit I’équation suivante :

&=y+er (b4 LBat— 22 1)

J=-z+ey(-22%+ ga* — Qa? + 1)
7 = cos0z 4+ sin 0y
1 13 2 1
= rcosfsiné + ercos® —-——7—1"6 cos® B+ —r*cos*f — Zr?cos?h — =
5 3 3 9
9 1 10 1
— rcosfsinf + ersin? (—grﬁ cos® 0 + 57"4 cos*f — -—(5-7"2 cos? 6 + S )
1 .
| = er ——1—7 cos® 6 — gcos6 fsin?6 ) r + 13— cos® 6 + = cos* 4 sin? 9) r
5 5 3 9 ;
2 4 10 5, .9 2 I L .3
4+ —=cos*0 — —cos“Osin“0 | r*+ { —=cos“f + - sin“fd
( 3 9 9 6
et )
f = arcg;l\(g) = 1(cosﬁ' — sin 61)
i r o
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1 ' 9 1 10 1
= =~ |—rcos’f+¢ercosfsinb (———5-1"6 cos® 0 + 51"4 cos* § — -9—7"2 cos® f + : )
-

17 13 2 1
—rsin?f — ercosfsin b (——5—7"6 cos® 9 + —3—7"4 cos*f — 31"2 cos?f — g)]

8
6:—14—5(,0&.951119(57“ cos 9-%8—7"4(,05 6 — 4?" 2 cos? 6 + 10)

9 36
Donc

g =gr [(H cos®  + 2 cos® fsin” ) ¢ — (B cosb 0+ § cos* fsin® 0) r* +

+ (% cos* 6 + X cos? Osin? ) r2 + (3 cos?8 — & sin? )] + £2G (¢, 8, 7)
avec

F(8,7)=r[(% cos® 0 + 2 cos® O sin® §) r® (13(,05 0 + § cos* §sin®§) r* +

+ (2 cos* 0 + 3 cos® Osin® 0) 12 + (3 cos? 6 — ¢ sin®6)]

D’ou

2w
(r ——51—/ (6,7)do
0

2
fO( 2L/ (17c0586+ cos® 6 sin? 9)7“ — (13c0569+ cos? § sin? 0) Aq
0

(gcos 9+1ocos 6 sin? H)T —l—( cos?f — %); sin 9)] daé

27 2
& 17 & 13 1.
= ;—ﬂ_ / (—5— cos® 6 + g cos® # sin? 6) df — ;—ﬂ ( 3 cos® 4 + 5 cos* 6 sin? 9) do +
0 0
3 2r 9 10 2r 1 1
%/(g(ﬂb 6+ 5 cos” Bsin? 9)d9+—2€—r (500525—-6- sin29)d()
0 0
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Alors

1 1
e o P Py pour (r > 0)
Donc il existe trois cycles limites d’amplitudes %, % et 1.
et on a
afo 6 245 , T, 1 20 ..
[ = L [W 3% T8 36 T2 (positif)
Donc le cycle limite d’amplitude % est instable .
et on a
af° g 38, Tg 1 5 _
. = 7 o —— = - = = —— ég t’ f
[(%Ll {’" 56" T 36|, og (méeatid
Donc le cycle limite d’amplitude % est stable .
et on a
af° g 245 , T, 1 4 .
— = |Tr° — —1 - — — == t
[87" Jr:1 [ et - s 5 .73 (positif)

Donc le cycle limite d’amplitude 1 est instable.
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2.4 Avantages et inconvénionts de méthode de la
moyenne

La méthode de la moyenne présente trois avantages majeurs :

Le calcul en premiére approximation se réduit a l'intégration de deux intégrales définies
pour les dérivés de ’amplitude et la phase.

L’amplitude et la phase peuvent étre obtenus, en général, en utilisant des techniques
d’intégration élémentaires du calcul.

Cette méthode peut_ étre appliquée a des systémes qui sont assortis de modalités d’amor-
tissement ou des forces dissipatives(forces dissipatives sont des forces de la nature tels
que ’énergie est perdue a partir d’un systéme de quand le mouvement a lieu.) et ne peut
donc donner la dépendance temporelle de 'amplitude.

Si les cycles limites(cycle limite est une solution périodique isolée) et points limites
existent pour une équation différentielle non linéaire donné, la méthode nous permet
de les déterminer.

En outre, nous pouvons obtenir le comportement du systéme a mesure qu’elle s’approche
de ces cycles limites et les points.

L’inconvénient majeur de cette méthode est que les calculs d’ordre supérieur sont longs et
compliqués et, en général, la quantité d’effort nécessaire pour calculer des termes d’ordre
supérieur ne se justifie pas par la petite quantité de renseignements supplémentaires

obtenus.
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Chapitre 3

La méthode de perturbation des

centres linéaires et non linéaires

Résumé :

Nous considérons des exemples de centres linéaires non linéaires perturbés. Dans
chaque cas le nombre et 'amplitude de cycles limites émergeant de couronnes périodique
sont calculés en suivant la méme méthode. Nous réduisons chacun d’eux aux systérnes

intégrables perturbés localement équivalents a la forme :

dH (z,y) +e(f (z,y)dy — g (z,y)dz) =0

Avec :

1, - .
H (z, ) = §(x2+y‘2)

Cette réduction nous permet de trouver la fonction de Melinkov,

M (h) = /H‘hfdy — gdz
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3.1 Perturbation des centres linéaires et non linéaires

Soit le systéme perturbé suivant :

t=y+ef(zy
_ (z:9) O<ex 1 (3.1)
y=-z+eg(z,y)

Ou f (z,y) et g(z,y) sont deux fonctions continues.

En supprimant la variable du temps du systéme (3.1), on obtient la relation :
dH, + ¢ (fdy — gdz) =0

avec

dh. = zdx + ydy

Nous avons besoin d’étudier cette relation différentielle pour trouver les cycles limites
du systéme (3.1) .si ses courbes intégrales sont représentées par y (z), nous définissons

¥ (z) 3 %et nous obtenons :

vy +r+elf(z,y)y —g(z,y)]=0 (3.2)

si on suppose que l'origine (0.0) est le seul point d’équilibre de 1’équation (3.1),un
cycle limite C; = (z, Y () )de cette équation , avec une branche positive y, (z) > 0 et
une branche négative y_ (z) < 0 ,coup ’axe des abscisses en deux points (—a_, 0)et(a., 0)
avec a—,a; > 0.chaque cycle limite C solution de ’équation (3.1) entoure 'origine et
loscillation z est dans 'intervalle[—a_, a.]. Les amplitudes d’oscillation a_, a identifient
le cycles limite. Le résultat pour € # 0 est un ensemble des courbes fermées qui définissent
la distribution qualitative des courbes intégrales dans le plant (z, y). La stabilité des cycles
limites est alternée. Pour un cycle limite stable donné, Les deux cycles limites voisins, &
I'intérieur et & I’extérieur, sont instables, et inversement. si nous déterminons la stabilité

de l'origine ,alors la stabilité de chaque cycle limite reste arrangée par la propriété de
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I'alternance . la stabilité est déterminée par le signe de la partie réelle des valeurs propres
du jacobien en ce point. D’otl, son calcul montre que si € (f. (0, 0) + g, (0,0)) < 0 alors
lorigine est stable et si ¢ (f; (0,0) + g, (0,0)) > 0 alors il est instable. Une autre propriété
du cycle limite peut étre dérivée du fait que I'énergie mécanique E = H, = 1 (22 + y?)
est conservée dans 'oscillation :
/ s — d—de =0
C o
Donc, on intégre 1'équation (3.2) le long d’un cycle limite, entre les amplitudes d’os-

cillation, on obtient :

S22 [9(yr (@) = f (3,51 (@) ¥, (2)] do +
+ o (29— (2) = f (29— (2) ¥ (z)] da

Chaque couple de solutions{y, (z),y_ (z)} de '’équation(3.3) ,s’annulant aux extré-

(3.3)

0

mités, y, (—a-) = y_(—a_) = y_(ay) = 0, et vérifiant I’équation (3.2),constituent
I'ensemble fini de cycles limites de I’équation (3.1). Par suite de la continuité par rapport
du paramétre €, ces conditions sont aussi valables pour € = 0. Pour cette valeur du pa-
ramétre, les cycles limites sont des cercles :y, (z) = Va2 — 22 et y_ (z) = —va2 — z2.Ici
ay = a_ = a > ( représentent les amplitudes des cycles limites. A cet ordre d’approxi-
mation, la condition (3.2) est vérifiée, et la condition (3.3) devient :

/a [g (CC, \/M) i ﬂja_:_g—\/?)-

—a

dx +

¢

+/ {g(x,—\/ﬁ—xz)—%i} dr=20

a

C’est a dire
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F@y) =31 @9)+f @ -9) = f(~2,9) — f (-2, )] .-
9(z9) = 3l9(z,9) — 9(e,—y) + 9 (~z,v) — g (~z,~y)]

Si B (a) n’est pas identiquement nulle, chaque solution a > 0 de I'équation S (a) =0
est I'amplitude d’un cycle limite du systéme (3.1) dans le régime non-lineaire faible.
Inversement, les amplitudes de tous les cycles limites émergés des couronnes périodiques &
l'ordre zéro en ¢, sont des solutions de I’équation (3.5). Ces résultats sont exacts pour & =
0. Par conséquent, les équations (3.4) ou (3.5) déterminent les amplitudes des solutions
périodiques qui survivent & une perturbation légere des couronnes périodiques formées
par des cercles.

Nous remarquons que 3 (a) est la premiére fonction de Melnikov du systéme (3.1).
Ici il a été obtenu en suivant une approche différente & de celle basée sur le calcul de la
fonction du déplacement de la premiére application du retour sur la couronne périodique.
On observe aussi que f(:c, y) est une fonction impaire de z et paire de y, et alors g(z,v)
est une fonction paire de z et impaire de y. Par conséquent, si f (z,y) et g (z,y) sont des
polynomes en z et y, seulement les termes impairs en z et pairs en y de f(z,y) et les
termes pairs en z et impairs en y de g (z, ).

Survivez dans (3.6) et contribuent & 3 (a) dans (3.6). Comme un exemple, on intégre
Iéquation (3.5) quand f (z,y) est un polynéme de degré 2n; ou 2n; + 1 en z et degré
2myou 2m; + 1 en y et g(z,y) est un polynéme de degré 2n, ou 2ny, + 1 en z et degré

2mgyou 2mgy + 1 en y. Alors,

n m
f (x, y) — Z ZajleZij%

j=0 k=0

ng meo

G(2,9) =D by

=0 k=0

ou aj et by, sont des coefficients réels. Le résultat est
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n.om AT 1
- EE T s o
ol n = max {ny,na} et m = max {my, my}. Ici, ajr =0pourj >njouk >myetby =0
pour j > ny ouk > my. Laracine a = 0 de 3 (a) correspond au point fixe(0, 0) et le facteur
a? peut étre éliminé. Donc, les amplitudes possibles a sont les zéros de%%‘-)- , un polynéme
en a? de degré max {n1 4+ my,na + mo}. 'y a au plus max {n; + my, ny + ma } solutions

différentes positives a et par conséquent, le nombre maximal de cycles limites dans ce cas

est max {ny + my, Ny + my}. Aussi ce résultat peut étre écrit comme{max{dﬁg J;"degg}_l]
ol [a] signifie la partie entiére de o et deg f (resp.degg) dénote le degré de f (resp.

de g). Si nous restreignons au cas de I'équation de Liénard ouf (z,y) = 0 et g(z,y)

est linéaire en y, nous retrouvons le résultat connu que le nombre de cycles limites est

inférieur ou égal & n, dans le régime non-lineaire faible. On a aussi :

(2)! 2j
= b J
B (a) = 7a Z T j+1)a

La stabilité d'un cycle limite est définie par le signe de

_ {a@(a)}

(073} oa

si 0 < 0 le cycle est stable et si o > 0 le cycle est instable.

3.2 Reéduction de quelques exemples & une couronne
circulaire perturbée

Exempel 3.1 :
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Soit 1'équation suivante :

&= gt +e (2 + 3zy® - 21)

g:1+x2+y2 +5( y _QyI +y)

f(z,y) = (=23 = 3zy? + 22) (1 + 22 + 9?) = —2° — 423y + 2® — Bzy* — zy® + 2z
9(z,y) = (¥° +2y2” — y) (1 + 2 + y*) = 22y + 32%° + 2%y + y° — y
et on a

a

Bla) = / [’g ('x, va? — x2) + ——;———2f (9:, Va2 — 552)] dx
—Q 4=z

Nous obtenons : f (z,7) = 2(—2° — 423 + 23 — 3zy* — x1? + 21),

g(z,y) =2 (2% +32°y° + 2’y + y° — )

alors :

B@)=2[° [ 204 aE — 7 + 3a3VaT — 22 4+ 2V — B+ VA — 22 — VA = 552} dzx
+2f Iiva2_$2 4x4\/a§—a:7 + /024 _ 3z 2/aZ—z2 22/aT—22> 1.9 x2 :l

Vat—z? —z2 Vai—z2  Vari-—z2 Vvai—z?

=4 [2'1:4\/_2——:1:—2 - 3:r2\/—2_——_a:2_3 +VE -4 V=1 — = 592] dz
- zty/aT—z2° z2y/a2—22 a?y/aT—z2" z2
+2f0 [\/aQ 2 4 + \/0?—:1:2 -3 o +2 ]

e = B o s B o B \/(,,2 ")

On pose le changement de variable suivant :

f=0=21=0
22 =a%* alors:dz = gt“Vth et :
2 gE=g=t=l

alors :
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a )
31 13
+29(3:3) -2 (33)]

o [_2a4r_<-;>r<g) LeLOTG TErE

T {4) T (3) T (2)
= ma? (—%a‘l + gaQ + 1)

- —in‘a‘z (a+2)(a—2) (az + 1)

Ba)=0=ma®(—3a*+3a®+1) =0
= —qma’(a+2)(a~2) (a?+1) =0
=3 q=2 (a>0)

Donc il existe un cycle limite d’amplitude 2

0 i 3
[‘—é@ =7 [— —a® + 3a® + Qa} = —207
da |, 2 5
_ e[38)] _
o j— 3 [ 5 L = 107e

alors le cycle limite d’amplitude 2 est instable .
Exempel 3.2 :

Soit ’équation suivante :

fzly) =0
9(z,y) = —16z'y — 22%y + 6y° — 2y
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et on a

B(a) = /a {ﬁ (:c, \/a—Q_—?)

—aQ

+ %f(m, \/G;TjP)J dx

Nous obtenons : f(x, y) =0

alors

—a

“ — 2 ——3 4 -
= 4/ [—16x4\/a2 — 7% — 5:1:2\/a2 — P+ 6Va— 22 — ~va? - acQJ dz
0 J

@ — 2 4 -
B(a) = 2/ [—16134 CLZ—.Z'Q—-5-1'2\/(12-—1‘2-!—6\/&2—2723-—5—\/a2—:"[,'2:l dzx

On pose le changement de variable suivant :

z=0=t=0
2?2 =a* alors : dr = -;—Lt_l/zdt et :

T=0==>ft=1

alors

\

= —2a2l16at5 (2.3 4 o2 |2 VAR ETTERAY
Bla) = -2a {16& 154 (2,2/)+a [Sﬁ( ) 6.3 (2,2)}-1—55 (2,2)}
2 ri)r

I [Iﬁag_@_ 3 (; %)(3)(-3—)_6F(%)F(%ﬁ))+§r‘(é;)l“(§)}

T (3) 5 I[(2)

22 4
/3(0,):0:71'(1,2 (—2a4+—5—— 2—5) =0
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B(a) = [: [ﬁ (;r, M) + ﬁ%f(x, \/Zztﬁ)J dz

Nous obtenons : f(z, Y)=2(-L27 4 Bad — 2% 57)

9(@9) =2 (=3a% + oty - 052 4 1)
alors

a 9 . _ s
B(a) = 2/ [—gxﬁ\/az—xz—l-%x‘l\/az—x?—%f a2—5c2+é-\/a2-—a:2

+_ 17 28 1 13 2B 2 gt 1 22 4
VI 3 —p 3 aee gy

a 9 . 7 —
= 4/ [—gzﬁx/c? — 124 ér“\/a? — 72— %xzvaz -z2 4 é—\/cﬁ — 12
0

17 28 13 8 2zt 1z
tm——_— 4+ = o~ = — — dx
S Va2 — 42 3vVaZ =2 3 Vaz—7z2 9 \/5‘2 — 2

On pose le changement de variable suivant :

T=0=t=9Q
2?2 = g% alors : dr = gt‘lﬂdt et :{

T=a=1t=1

alors

5 TI(5) 5 TI(5)

3
+ﬁ(_QFGNY@A2P®ﬂ%5)+1ﬂﬁﬂli_lf@ﬂ19]

9 TI(3) 3 T (3) 6 T(2) 9 I (2

8 . 773 17 /9 1 1. 753 13f71‘
3@ = 2ot (33) - (3:3)] +« #( )5 (33)]+
s 10 3 3 2 51 1 i 3 1 3 1\]
+at |- 5 (5 1) -3 5 3)| 43 (3 ) -3t 5 3)}
bl _gr(g)r<gz_1_vr<§>r@)>+a4 (g,F(g)P@Jrljﬂ(%)F(é)_

49
_ 2 gy e L 2, 1
= 27 a ( a +36a 18@ +36)
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() = —ome? (@~ 1) (902 — 1) (40~ 1)

/3(&)20:}271'@2(—@64_%%@4_T7§a-2:+§1_6):O
= —ima?(a® - 1)(9a® — 1) (4a* = 1) =0

ﬁalzéet ag =z etag=1 (a > 0)

Donc il existe trois cycles limites d’a.mplitudes%, % et 1.

9B (a) » 49 o 28 5 a 40 7
= —]l_ —_— —_—— — T ——
l:@a L 71'[ 6a+3a 9a+91

-

s E 9B8(a)] _ 40
- da |, 729"

3

alors le cycle limite d’amplitude -;; est instable .

9B (a) ; 49 , 28 5 a 5T
—— == ——16 J— —_—— - —_ = ——
[Oa L ”[ ¢t 9“*9% 182
€ 08 (a)] _Eﬂ_:
N % da 1_ 48

alors le cycle limite d’amplitude % est stable .

[85 (a)} = {—16&7 + 4—9a5 — 2§(13 + ﬁ} = --§7T
1 1

Oa 3 9 9

_ eloB(a)] _8
7= 1{ oa ]1_37TE

alors le cycle limite d’amplitude 1 est instable .
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Conclusion

En fin, on peut conclure que :
La méthode de la moyenne est similaire que la méthode de perturbation est donné méme

résulta & partir de nombres des solutions et leurs amplitudes.

Bon nombre des questions nous gardons pour nous méme (pour la recherche).
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