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du procédé alternatif de Schwarz pour un probléme non symétrique de valeurs aux limites en
dimension deux avec conditions de Dirichiet — N, eumann an bord. Nous introduisons aussi
la méthode numérique des différences finjes et nous estimons un facteur de convergerice de la

solution.




Introduction

La modélisation réaliste de problemes Physiques passe par des systémes d’équations aux
dérivées partielles, non linéaires dans le cas général, posés sur des domaines qui peuvent étre 3
la fois de forme complexe et de grande taille. Dans la plupart deg cas, la méthode numérigue

sélectionnée nécessite une discrétisation du domaine de la solution, et le nombre de degrés de

a déterminer en chaque point,

Les méthodes de caleut beuvent en plus étre implicites et donc faire intervenir 1 résolution
de systémes linéaires avec ce nombre impressionnant d’inconnues. Dans le cas o P'on ne dispose
pas d’un super calculateur-réservé 3 quelques centres de recherches tras spécialisés, la matrice du
systéme ne tiendra méme pas dans la mémoire vive de Pordinateur!

Une réponse simple & cette difficulté est de découper le probléme en plusieurs problémes
plus petits, c’est- a-dire de calculer la solution Imorgeau par morgeau comme sohution de problémes
posés sur des sous-domaines dy domaine initial. Au final, Ia solution globale sera la juxtaposition
des solutions sur chacque sous-domaine.

Cette méthode permet aussi de simplifier la résolution de problémes posés sur des domaines
de forme complexe en choisissant un découpage en sous-domaine de forme élémentaire done plus
facile a discrétiser.

La difficulté posée par cette stratégie est de déterminer les condition limites a imposer
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aux bords de chaque sous-domaine, en effet ces bords étant des frontiéres fictives, la physique du
probléme ne permet pas d’y fixer des condition. Deux stratégies, toutes les deux itératives, sont
possibles :

1. La premiére consiste a découper le domaine global en sous-domaines qui se recouvrent
partiellement et a utiliser la solution de I'étape précédente sur les sous-domaines voising pour
déterminer les condtions aux limites sur le sous-domaines considérs.

2. La deuxiéme consiste a découper le domaine sur une partition et a imposer des condition
de continuité aux interfaces,

Une fois la stratégie de découpage adoptée, la méthode le résolution sur chaque sous-
domaines sera identique a celle envisagée sur le domaine global, mais fera cette fois-cj mtervenir
un nombre raisonnable de degrés de liberté.

Du point de vue historique la premiere méthode de Procédé Alternatif de Schwarz a
€té développée A la fin du 19°me siécle par le mathématicien H.A Schwarz dans le but d’etudier
Popérateur de Laplace. Son idée est d’étudier le probléme dans le cas ou Q est la réunion de
domaines simples, par exemple : Punion d’un rectangle et d’un disque.

Dans notre travail nous allons appliquer cette méthode 4 un probléme de valeurs aux limites
en dimension deux. Dans le premier chapitre nous définissons le Procédé Alternatif de Schwarz
pour un probléme de valeurs aux limites non symétrique avec conditions mixtes Dirichlet —
Neumann, nous prouvons un théoréme d’estimation d’erreur, puis nous établissons e facteur et le
taux de convergence. Aux deuxiéme chapitre nous étudions le probléme discret, plus précisément
nous introduisons la méthode des différences finies, nous démontrons un résultat de convergence
de la solution. Et pour valider notre théorie nous présentons un test numérique d’un probléme

aux limites non Symétrique en dimension deux.




Chapitre 1

Probléme Continu

1.1 Position du Probléme Continu

---- On considére le probléme non symétrique suivant

Au = —Au+ 2R-3—u- +¢*u = f(z,y) dans Q
- (1)

a %
Llu = a(,’,{," y)% -+ ,B(SE, y)u — ¢($, 3}) sur F

0 = {(:U,y)/0<:n<1,0<y<l}
I' = 88

ol a(0,y) = ag, B(0,y) = B, a(1,y) = my, B(1,y) = B, pour 0 < y<1,et
a(z,0) = afz,1) = 0,8(z,0) = B(z,1) = 1 pour 0 < z < 1, ag, f3,, a1, B, R,q sont des
& constantes, et f , ¢ sont des fonctions données. On sait que ce probléme admet une solution
unique, et on peut la caleuler par des méthodes analytiques ou numeériques. Dans ce travail nous
allons appliquer une autre méthode plus générale. Cest la méthode dy Procédé Alternatif de

Schwarz .



Chapitre 1. Probléme Continu

1.2 Procédé Alternatif de Schwarz
On divise le domaine © en deux sous domaines Q; et ), tel que
Ny #¢
on pose
h = {(z,9)/0<z <z 0< y <1}

B = {@y/e.<2<,0<y<1}
I"1 = {(z,y)/r =4, 0 < y <1}
Iy = {(my)/r=2,,0<y< 1}

I = o\I

[y = 00\TY
on note la distance

d = dist(xy, z,) et 25 = Tr+d,d>0
ainsi le probléme (1) est équivalent aux deux sous problémes suivants

j Au=f dansQ,
Liu=¢ surTy (2)

] Lou = Lov sur P’z
et ,
Av=f dans,
Lyw=¢ surTy 3)
1 Lsv = Lsu sur Ff_,
ou

du _ Ou
Lz’lt = (155 + bu, L3’1L = C% + du

et a,b,¢,d sont des constantes. O Ia solution % du probléme initial (1) est définie par

— —_—
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Chapitre 1. Probléme Continu

u dans £
U=

v dans 92

Les points z;, et z, sont appellés pseudo-frontieres locales. Nous définissons le Procédé Alter-

natif de Schwarz comme suit.

Etant donné L,v©® sur F; valeur initiale, trouvons la suite 3G+ sur (2; solution de

Aut*) = F dans 0,

Lt ¢ surI'y
Lou™” = Lyp® sur i3
oh i = 0,1,2...

{41y

et v sur {23 solution de

41
A = f dans O,
i+1
lec ! e ¢ sur Iy
Lav"™ = L™ sur ;8

ot i = 01,2,

1.3 Estimation d’Erreur

On note la solution du probléme (1) par u* et I’erreur de la solution du probléme (4) par

e (z,y) = u'(z,y) - u(z,y)

et celle du probléme (5) par

B (@,y) = uw(z,y) - v(z,y)

5)

Par soustration de (1) et (4), (1) et (5) nous obtenons deux sous problémes relatifs & Verreur




_Cm]tiggitreﬁl. Probléme Continu

\m-\—\\—\\*__

Ae*) = g dans 0,
Lie™” =0 surTy, (6)

Lye™” = LEO) gyp (34
ot i = 0,1,2...

et

AE" g dans (1,
LE™ =0 surr, (M)
LB = Laeli+) g i
ou i = 0,1,2...

En utilisant la méthode de séparation des variable, nous calculons la solution de (6)
on pose

eV (z,y) = X6+ () y 6+ )

on trouve
AX (@) YD) = g

done

- X"(z‘+1)y(é+1) - X(é-f-l)y”(é-i—l) +92R X’(i+1)y(z'+1) + q2 X(a‘+1)y(z‘+1) =0

X6+ ) X (i+1)

2 __
T XE T yery T Rpmm e =0

X"’(i-{—:{) X’(H-l) ) Y”(iH)
X(G+1) X G+1) Y (i+1)

OIl a
a€(i+1)

on

L™z ) = 0 sur I = a(z,y) (2, y) + Bz, y)e™ D) = 0 gur r (8)

ou
I ={0,y) 70 < ¥y <1}U{(z,0) S0< 2 < Tr} U {(z, 1) /0<z < Ti}




Chapitre 1. Probléme Continu

soit

eli+1)

©9) € {01) /0 <y <1} 5 ~a0=—(0,5) + 50, ) = 0
et (#y) € {(£,0) 0<z< i} = e (20) =0 Y& <o
et (z,9) € {(z,1) 0<z< i} = e (1) =0 Y&y =p

Soit le probléme de Sturn — Liouville

rWﬂ=Awﬂmo<y<1
YED() =g
YD (1) =90
le signe de ) :
AL0
il est facile de montrer que A = 0 n'est pas valeur propre.
On pose
A=—p? L eR*
soit I’équation caractéristique

7’2= —ﬂz ,’!'1’2=:f:l'[£

ainsi la solution du probléme de Sturn, — Liouville

YO (y) = ¢ cos py + ¢z sin py

on a
YEDQ) =0 =3 ¢, = 0

et

Y(i-}-l}(l) = §}
alors

Gsing = (
= sinp=(
= pu=mm,mecN*

9



Chapitre 1, Probléme Continu

d’ott
Am = —m*z%meN*
Yy = e sin mary

soit Péquation différentielle
_Jyu(iﬁ“l) £ QRX,(i+1) + (qg _ )\)X(Hd) =
—aoX H(0) + B X1 (0) = 0

on résout son équation caractéristique, on trouve

~r2 + 2Rr + (¢* + m?x?) = 0

A = AR+ 4@ + m?r?) = du?,
rn = R-w,, ro =R+ w,

par conséquent
X (@) = (R - wn)er exp(R — wi)z + (B +wn)er exp(R + wp)z

—apX 0 (0) + X +(0) = ¢

= —dyg [(}2 - ’llJ’m)Cl 4= (R + wm)CZ} + 60 {CI + CZ.} ={
ao(R ~ um) = ]
[a0(F + wn) ~ o]

4

on conclut alors

{QO(-R - wm) - ,80}
[0(R + wim) — Bo]

X5(z) = ¢1exp(R - wm)z —

_ ¢1 exp(Rx) , B B B _ _ ,

= ) 7] {loo(R + wy,) — By] exp( W) — [og(R — wy,) — fy) exp(w,,z)}
- exp(Rx) .

= Y A [—2(apR — By) sinh w,,x + 204w, cosh Wi T

¢1 exp(R + wy, )z

10



Chapitre 1. Probléme Continu

enfin la solution générale du probléme (6)

e(+1) (z,y) = ZXgH) (.:C).Y"(f“)(y)

m=1

% (i+1)
(i+1) _ 2cm” " exp(Rz)
=) ,fg [ao(R + wn) — 8

QoWn, cosh wy,z] sin mrry

N [(Bg — apR) sinh w,,z + - - - (9)

0 < z<a, O<y<1

de la méme maniére, on résout le probléme (7) par la méthode de séparation des variables, en

effet on pose

E(i-bl)(m, y) — X(i—lrl)(x).y(i-)—l)(y)

et
LiE¥D (g 4) = 0 sur Ty = a(x,y)g%(;)(x, Y) + B(x,y) ED = 0 sur Ty (10)
ou
Fe={(1,y9) /0<y< 1}u{(z,0) /2, <z < u{(z, 1) /z, <z < 1}
soit

 (i+1)
@) € {1y 0<y<i}sml

et (z,y) € {(z,0) /2, <z < }=E" G0 =0 YEgy =0

(Ly) +/EHY(1 ) =0

et (z,y) € {(z,1) /7, <z <1} = Ei+D (z,1)=0=Y™I(1) =9
soit le probléme de Sturn — Liouville

YR = Ay g <y < 1
Y(i-fl) (0) =0
YE(1) =9
on montre facilement que X est negative et A = 0 n’est pas valeur propre.
On pose

A= —p?

11
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-
on introduit Péquation caractéristique on trouve

2 2 .
m=E-pt e =dhp

yli+t) () = b1 cos py + by sin 1y

or
Y(i+1) (0) =0
c-a-d
=0
et

ce qui donne

bysingy = ¢
sing = Q
B = ma, meN*
A = —m*r® meN*

d'oty
Yo () = b5 sinmary , m € N*

soit Péquation différentielle :

—X"6+) 4 oRx'GH1) 4 (- NXE) =g
a X'BH(1) 4 g, X6+ (1) = g

on résout son équation caractéristique, on trouve

=T +2Rr + (¢ + m¥?) = 0

A = 4AR* 4 4( + mir?) = dw?,

"= B~wWn, r;=R+uw,

12



ghapitre 1, Probléme Continu

Xo(z) = by exp(R - wy)er + by exp(R + Wi )T
et

1 X,’,gé'”)(:t) = (R — w, )by exp(R — Wi )T + (R + wy, )by exp(R + wy, )z

QIX,/(HI)(I) + BIX(S'—H)(I) =0

_ — [al(R — Wn) + Bi)
e R T B

b1 exp(—2w,, )

par conséquent

D) = bexp(R—w Ve — 0B =) + 5]
Xn (@) = brexp(R — wy)o o BT w) T 51}61&9( 2Wrm) exp(R + wy, )z

El B.Cp(j{:(:) exp( 'wm) , ) ) i
[al(‘R ‘ wm) -+ [)’ I {{ 1( m-) " 1} eXp le(]_ ‘T) {QI(R um) - 51]
i €xXp — ‘Um(l = IK)}!

bt exp(Rz) exp(—w,,) , ) _
[02(R+w,) + 3 ] [2(as R+ B,) sinh w,, (1—2)+ 204w, cosh Wiy (1 — 7))

finalement la solution générale du probléme (7) est donnée par

oo
E D (@,y) = 3" X (@) 7640y
m=1

00 (1) .
Er(t-f-l) CL‘, ) Z2bm exp(Rx) exP(_wm)
m=1 Ial (H T wm) + ﬁl]

Wy, COSh Wy, (1 — )] sin mny

[(a1R + B,) sinh w,, (I-z)+---  (11)

Zr < <1, O<y<i1

Calculons les constantes ¢! ), en effet on a

Lgeftdy ‘Q) sur ]’.""1
9 (z+1) OE®
- 2 a‘—f—(z y) +be V(g y) = a———(x ¥) +bEV(z,y) surT),
de(““) OFE® ;
= (@ y) + b (g, y) = o T2 T @) FOED (), 0 <y < 1
~~ C;e(ﬁ-l)

0
= &""*(.‘?;‘k, ¥)+ 6D ) = 4

E(2) ;
T @ ¥) +OED (z,), 0 < y < 1
N

——
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ghapitrgg_ 1. P:rixbléme g)ntinu

\\_\\\\____

ce qui donne

e (z,y) = ‘:i e exp e} :
or <= [og(R + W) — B

m=1

{[~2R(agR - B,) sinh WmT + 2Rogw,, cosh wy,z] + - . .

[=2wn(aoR = B) coshw,,z + 200w}, sinh w,,z]} sin mmy

Oel+1) (i+1)
v (Tk,y) + be (T, y) (12)
(i+1) \
= Y g bl {[=2aR(a0R ~ By) + 2a00w2, — (ayR — Bo)] sinh wzy + - -

{‘IO(R + 'wm) - /60]

m=1"
[2aRagw,, — 20wy, (agR — By) + 2bagw,, ] cosh Wy Ty } sin mary

de la méme maniere on a

O |l eyl
‘Ex—“(\:ﬂ; y) - mle [al (R -+ wm) -+ ,31] -
{[R(n R + (3:) sinh Wi (1 — ) + Rayw,, cosh Wm(1 —@)] ...

(1R + B, )w,, cosh Wi (1 — ) + ayw?, sinh Wi (1 — )]} sin mary

GE® )
"oz @ 9) +VEO(z,, ) (13)

1 Ec’o-w 2% exp(Rzx — wy,) -
1 = [ (R +wy,) + B4]
{leR(1 R+ 3,) — acw?, +blay R + Bu)lsinh wy (1 —2;) + ...

[aRaw,, — QW (o R+ 3;) + baw,,] cosh Wi (1 — )} sin mwy
par comparaison (12) = (13), nous obtenons

[GO(R + wm) - BO] p-
[QI(R +wm) + /51} "

el = b9 exp( —p,)

ot

- (boy —afy) w,, cosh W, (1 - 2;) + [y (aR? — awp, + bR) + (aR + b)B4] sinhw,, (1 — 1)
"o (bag + afy) wy, cosh W — [ag(aR? — awZ + bR) — (aR + b)f,] sinh Wi Ty,

e

14




ghapitre_ 1, Probléme Continu
donc la solution particuliere du probléme (6) est

; =~ 2% exp(—wn,) —

e (g y) = E —m\—%’”m Bs — agR)sinhw, .z - . . 14

( ) m=1(a'1(R+'wm) "'}‘Bl}p [( a Q ) i ( )
+0Wy, cosh w,,z] exp(Rz) sin mmy

De la méme maniére nous calculons les constantes bf,?’l), en effet on g

L EGD) LaaH o I‘;
S EE+1) s Jeli+1) " .,
T Tn G+ y) = e (1) 4 40y surT

OEH+1) e Oeli+1) ey
= C“_an" (‘L‘f:‘ y) + dE(&I)('Tﬁ y) = C%"(xﬂy) + de<‘+1)($fvy)r 0< y<1

aE(H-l)
== or

8€(i+1)
or

(@, ) +dECD (2 ) = (@, y) +de®D(2,,1), 0 <y < 1

ce qui donne

aE(iH) ) ‘ ,
(9.’15‘ (.’Z’,., y) + dE(ﬁl)(-Tr’ Z/) (15)
20 exp(Ra, ~w)
S [0 (R + W) + B,]

m=1

{[—cR(ay R + By) + cow? + d{aq R + B1)] sinh Wl — 2, ) +--.

— C

[—cRayw,, + Wy R+ 3,) + doywp,] coshw,, (1 — z,)} sin mmy

é)e(i-i-l)
I
& (i+1)
- e +Z‘P§R$g TUeR(00R ~ o) — capu?, — d(agR — f)]sinb g, + ...
Aait] m; T g

m=1

(€r,y) + det (g, ) (16)

[—cRagw,, + cw,, (R - 5,) + dagwy,] cosh wy,z,} sin mwy

par comparaison (15) = (16), nous obtenons

[01(R+ wa) + 8] ~

(i+1) — Ali+1)
by ch exp(v_um){a0 (Rrw) = B Prm

ou
~ (dag ~ ¢f,) wy, coshwy,z, — lao(cwy, — cR? + dR) + (cR — d)B,] sinh w,,z,
P = (day + ¢B,) w,, cosh Wi(1l =) + [0y (cw?, — cRZ + dR) — (cR — d)4,] sinh Wi (1 — z,)

———

-_—
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Chapitre 1, Probléme Continu

on obtient alors la solution particuliére du probléme (7)

00 (i+1)

Ef @y = Y lao(R ic:;m) TPl B+ By sinhwn(1 —2) + ... (17)

on déduit aussi

done

B(HI)(:C, y) — Z

on pose

2682 -,

m=1
Q1 Wy, cosh wy, 7] exp(Rz)sin mmy

b =W o et D = )

m m m'p'm

= 25 o

= lao(R+w,) — By
QoW cosh Wy, z] exp(Rz) sin mny

(B0 — a0R) sink - - (18)

Bt

ce qui donne

[og(R + W) — B

By — agR) sinh w,,z + QgWn, cosh w,,z] exp( Rz
] 4]

P @) = P (@) = p, PO z)

et
e (g, y) = ZP,g“)(:L‘) sin mary
m=1
de la méme fagon
, 205 o ex (—wm) :
(i+1) . — 1 P P, €XP mj : 19)
E ("L.’zq) ZJ [al(R"{" wm)"‘ﬁl] [(‘61 +alR)Slnhwm( 'B) + ( g)

on pose

@) =

ce qui donne

=:1
Q1 W, cOSh W (1 — x)] exp(Rz) sin mary

200 i i XD ()
[ (R + w,,) + Gi]
({5 + a1 R) sinh w,, (1 — z) + ayw,, cosh W (1 — z)] exp(Rz)

Q@) = pr 0@ () = P @) ()

e N
16




ghapitm 1, Probléme Continu

et
E®(@,9) = 3 Q) (z) sinmmy
m=1
ou
P = p:rz(',z"ﬁ :rk)'p’:n{x” xk) (‘20)
p (boy — af3;) w,, cosh W (1 — a4) + [0y (aR2 — aw} +bR) + (aR + b)B,] sinh w,, (1 — )

(bag + afBy) w,, cosh W — [ag(aR? — aw?, + bR) — (aR + b)B,] sinh w,, 2,
(dag — ¢By) wy, cosh w,,z, — [ao(cw?, — cR? + dR) + (cR — d)B,] sinh w,,z,
(day + ¢f8y) Wy, cosh Wm(1l = z,) + [0y (cw?, — cR2 + dR) - (cR - d)8,] sinh W{l - z,)

Théoréme 1.1 Sous les notations et les conditions précédentes, on a les estimations suivantes

eV (2, y) ”Iﬁ(QI) <oz, y)ffgsz) (21)

et
”E{i.H)(wa ) “}32(92) <p ”E(i)(‘z’ y) HLz(Qz) (22)

ou p est le facteur de convergence.
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\“\N "

Preuve. Soit

=

: 2 e [ . 2
[V (Q’ﬂy)ﬂzﬁ(m) = / le'(m)(x’?f)l dz | dy

i)

s
/
ka [ o] oo

o
1
Z
1
= / / Z§ P(’“) (x)P(’“) (z) sin mary sin nrydz | dy
)
Ly
Z

I

2
( > _P{V(z)sin my) da:} dy
m=1

0 m=1n=1 _‘

Il

X0 oo 1
ZZP,S;?“)(Q:)P,?*U(:E) / sinmay sin naydy | do
0

A _m-=,l'n.=1 J
Ty r & o5 1
_ / ZZ PG+ (z) P+ (@) / cos(m — n)ry — cos(m + n)7r'y‘ girl
o m=in=1 0 2
Tk foo )
- / ZZP z+1)(m)P(z+1)(x) ( )
‘m:‘-ln—]
- / 3 (@) d
2 o m=1
= / >4 (R
0 1=}
Soit
p = max {|p, [}
alors

/ me (P(")(z‘)) dz

g m=1
Zh oo

# [ (PO@) o
i} m=]

= /1l )2,

—_— -

18



Chapitre 1. Probléme Continu

ce qui donne

Hef"“)(wa y) ”L2(91 ) &’ e (z,y ) “Li’(fh )

] {/IEGH)(% y)fda;} dy

de méme

& 2
”E ¥ ez, 3’/)”L2(03)

1
Y

17z o 2

= / / ( ZQ,(,‘;H) (z)sin mwy) dz| dy

6 |a m=1

1 .
./ Z z QS )+ (z) sinmmy sin nryda | dy
0 Lg, m=ln=1 -J

1 :
/ ZZQ e (@)QE ) (z) / sin mry sin nrydy | dr
Ze me=]n=1 _‘

2

m=1n=1

L

50 60 1 ,
l Q';,iﬂ)(l')QgH)(ﬂi) / cos(m — n)my — cos(m + nhyafy} iz
[ZZQ“*”(:E)Q“*”( ) (36 )J da

/
7

=ln=1
1

- 3/ @rere

M:l

/ NACHE

Soit

p = max {|p,,|}

meEN*

19



Chapitre 1, Probléme Continu

alors

3] Xt (@) o

0m=1
g -

< 2 [Y (@) e
0m:l

= AlEOE ),

ce qui donne
[EC ) @, )| 12(0y) P B @) 2y -
"
Théoréme 1.2 Sous Jes notations et les conditions précédentes, et si ap = a; = 0, alors on a

les estimations sutvantes

1) sia=c=0, ona

L sithwi(1 =) sinh Wy, <1
F sinhwnz,  sinh wi(l—z,)

2)sib=d=R=0,0na

__coshwy(l=x;) cosh LT,
= coshunzy  coshuw; (1 — zy)

3} siazd:R::OetO<:3:,<:ck<-;—<l, on a

_ sinhwy(1 - Tx) coshwiz,
" sinh wizy  coshwy(1l— x,)

Preuve. 1) Pour 1°¢ cas

- _ bBisinhw,,(1 - z;) ot 7 — _ 9Bgsinhw,z,
™ bfysinh Windy Fin df3y sinhw,, (1 — )

alors
- sinh Wy, (1 — Tx) sinh Wy T

Pm = Ppy- m =

comime p,, est une suite décroissante on trouve

P, < P, vm e N*

S S S B
20




Chapitre 1, Probléme Continu

donc

= s =5t = Shwi (1 —2)  sinhw,z,
p=max{|p,[} = |p,| = hwmy | Sl o]

Montrons que p < 1, en effet on a

wi(l—z) < wi(l-z,)= sinhw; (1 — z;) < sinhwy (1 - z,)
sinhw, (1 - z3)

- Sl [
sinhw (1 - 2,) ()
et
. ) sinh wyz
Ty < W1y = sinhunz, < sinh Wy 5 g T 1 — (%)
ULy

de (x)et () on obtient

_ Sinhwg,(1—2)  sinh Wi T,
~ sinhw,.2; sinh Wi (1 — 2,)

<L

2) Pour le 2m¢ ¢ag

5 o 0wy coshwy, (1 — z;) ~ —cfByty, coshw,,z,

- et =
m afywy, cosh wy,z;, Pm €61 W, cosh w,, (1 — Z,)

alors
=75 ~ _Coshw,(l-1z) cosh W e
P = PP = coshw,z;  cosh W(1l - z,)

comme p,, est une suite décroissante on trouve
Pm = p1, Ym e N*
donc

= | = ] — COSh wl(l - 'Z.k') COSh wl.'[,‘,-
p=max{|p,|} = |p,] oz, el 2"

Montrons que p < 1, en effet on a

wi(l—z) < wy(l— Ty) = coshw, (1 — @) < coshw, (1 — Ty)
coshwi (1 - z4)

<1 — (%
coshw, (1 — z,) (+)
et
cosh unaz
1Ty < Wiy = coshwx, < coshwyzy, = ot W1 %r 2 1 s v}
cosh wyz;,
- . e

21



Chapitre 1, Probléme Continu

de (*) et () on obtient

< 1.

_ coshwn,(1—2,) cosh Wy,
s coshw,,z;,  cosh Wi (1 — z,,)

3) Pour le 3% cag

5 _ Wby sinhw, (1 - 1) ot 5 — _ —CBycoshw,z,
o bpsinhwpz, 0 Pm= By coshwy,(1 - g,)
alors
~ _ sinhw,(1—a;) —coshwpyz,
sinhw,,z; cosh Wi (1 — z,)

Pm = f’rn'pm =
comme py, est une suite décroissante on trouve
Pm X P, Yme N*
donc

- _ sinh wy (1 — 1) coshwz,
Prmls = 1P} = sinh wyz;, coshwi(1=z,)

= max
P meN+

Montrons que p < 1, comme 0 < Tr<i<m <l

) . . ) inh wy (1 — z, ,
sinhw; (1 - 2;) < sinh Wiy 81l — 2 < 2 = o ,wl( ) <1—s (%)
sinh wqz;,

et
coshw;z,.

coshw, (1 — z,)

coshwyz, < cosh wi(l—z,) sz, < (1—z,)= <1 — (%%)

de (%) et (*x) on obtient

sithwi (1 — z, coshw;z .
= —— ( k) : . <lsil0<z, <-<z <1,
sinh w, 2, coshw;(1 - z,) 2

Théoréme 1.3 Sous les notations et les conditions précédentes, et si Be = B; =0, alors on a
les estimations suivantes

1) sib=d=0, ona
__ sinhwy (1 — Ty ) sinh wy z,
sinhwi (1 — 2,) sinh wyz;

2)sia=c=R=0,0na

_ coshwy(1 — z) coshw;z,
 cosh wi(1 — z,) cosh W1 Ty,

-
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Chapitre 1, Probléme Continu

3)sia=d=R=0 et 0<z, <z <i<1,0ona

_ coshwi(l —z;)  sinhwz,
" cosh wiZy  sinhw; (1 — z,)

<1

Preuve. La démonstration est la meéme qu’a celle donnée dans le théoréme (12). m

Remarque 1.1 La condition mizte de Dirichlet— Neumann sur T peut étre remplacer par deus
conditions indépendantes une de Dirichlet et Uautre de N eumann, et dans ce cas le probléme

auz limites s’éerit alors
—Au+ QR% +@u=f
a(z, y)gjz =¢y, (@y) €{(lz,y)/z=0 0y z— LO<y<1}
Playu=6y (z.y) e {(@,u)/y=00u y=1,0<z < 1}

Le Procedeé Alternatif de Schwarz peut étre appliquer facilement a ce probléme.

Théoréme 1.4 Sous les notations et les conditions précédentes, et si ag = By = R =0, alors
on a les estimations suivantes

1)sib=c=0,0na
sinhw,z, sinhw(l — z;)

= <1
cosh wyx;, cosh wn(l —z,)

2)sia=c=0,ona

__ sinhwyz, coshw, (1 ~ g1 L1

" sinhw,zy, cosh wi(l - z,)
3)sib=d=0 et O<z.<z<i<1l,ona

1 i 1—
_. coshwya, sinhwy (1 — 2y) 41

~ cosh w1y sinhwy (1 — z,.)

Preuve. La démonstration est la méme qu’a celle donnée dans le théoréme (1.2). m

Remarque 1.2 Dy théoréme (1.4) on sait que le facteur de convergence dans le cas (1) est
plus petit que les facteurs de convergence dans les cas (2) et (3). On déduit alors que dans le
cas &y = 5, = R = 0, on choisit naturellement dans le Procédé Allernatif de Schwarz le cas

b=c=0.
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Théoréme 1.5 On g les estimations d’erreurs swivantes

12 @Dl 20,y < ' |EO(z,) lz2u)

et

186+ (2, 4) ”L?(Qz) < | EO(zy, ) I 12(0)

Preuve. Du théoréeme (1.1), et par induction sur Vitération i, on a

@y < ol 00,
< ple (g, ?!)”1;2(&;)
< Py g,
on pose
p=i-1
ee qui donne

lle* Ve, 3’/)“1}(9:) < 7' [leD(, y)”mmi)
par le principe du maximum
lle® (=, ?f)“z,z(m) < fle® (ﬂ?k»?})”m(ri) = |EO (e, ) “L"(Fi) < B9 y) “Lz("i’)
d’oti
ez, y) ”Lz(m) < |EO(ar,y) ”L?(nﬂ

de maniére analogue et du théoréme (1.1),on a

H Bt (g v) ] ILQ(Q?)

IN

PIIED(z,y) “Lﬁ(nz)
< PIEV @) oy

< BP0y Ly

on pose

ce qui donne
Bz, y)|| iy < PTHEO(z,y) ”L?(ﬂz)
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“hapitre 1. Probléme Continu

par le principe du maximum on a

0 0
”E( )(3"7 y)”LZ’(QQ) S ”E( )(Z‘k’ y)“LJ(Q2)
d’o
1B @, 9)]| 12y < PP HEQ (@, 0) |12y -
IiE
Corollaire 1.1 Les suites itérés de schwarz convergent vers la solution ezacte u* du probléeme
(1), et on a
lime®(z,y) =0 dansQ, et lim E® (z,y) =0 dans €y
00 o0
plus précisément on a
limu(z,y) =u*(z,y) dans & et LmoD(z,y) =u(z,y) dans O
— 00 —CO

Preuve. Puisque le facteur de convergence 0 < p < 1, alors du théoréme précédent on obtient

le résultat. m

1.4 Valeur Maximale du Facteur de Convergence

-Casop=a; =0 et a=c=0
Soit : z = z, + d, ainsi on peut écrire

sinhwi(1 —z, —d) sinhwyz,
sinhwy(1 —x,) sinhw(z, —d)

P(Zr, Tk) = p(Tr, T, +d) =

soit d fixe, on dérive p(z,,z, + d) par rapport & la variable ,, on trouve

dp(z,, z, + d)
az,

- B
= 2’1‘1)1 sinh 'ZIJI(Q.‘Z'T -1+ d) =f
= (zxr'1+d):0
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Chapitre 1. Probléme Continu

on obtient alors

o o L-d
¥ B

5 o 1td
¥ Ty

dans ce cas le facteur de convergence p(z,, z, + d) atteint sa valeur maximale

sinhw (I—d) 2
1-d 1+d, _ - (5
g —g) = @explnetd) = | —— 7
smhwl(—z—)
1=-d 14+d
0 < pSpl—5——5)

1.5 Taux de Convergence

Corollaire 1.2 Si ap = a3 = 0, a = ¢ = 0, le taux de convergence du Procédé Alternatif de

Schwarz vérifie.

Preuwve. En effet

1—d 1+d
ple,xp) < p(——2——’__2_
1—d 1+d
= —Inp(a,,zt) 2 ~Inp(—5—, _%l}
1-d 1+4d,
> — =
[ ]

- Casg=0,ap=a1y=0 et a=c=0

(0. 22) = sinh v/ R? + w2(1 — z3,) sinh v/ R2 + 72,
P T sinh vV R? + w2z sinh vVRZ + 72(1 — z,.)

qui est la valeur maximale du facteur de convergence.
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- Chapitre 2

Probéme Discret

.1 Position du Probléme Discreét

—~ On discrétise le domaine () , en considérant un maillage Q" dont les noeuds (z,,y;) tel que

T =g e =i
ou h = N & N* est le pas de discrétisation. Les dérivées i et * sont remplactes
7 e Ar, j¥ vees 8 30 82}2’ 6_‘E piac
il par les différences finies centrales
r @ _ Ustrj— 2Us it Us—t
Ox? h?
~ @ - Us j+1 — 2us,j =t Us,7—1
Oy? h?
?_’t_b _ Us1,y — Us—1,5
—~ ox 2h
Jonditions aux limites :
i En utilisant le développement de T'aylor, on obtient
i3 h? 8%y
uh,jh) = u(0, Jh)+h (0 M)+ =5 _(€.5h), 0<E<h
u(h, jh) — u(0,5h) _ Ou h@zu _ B
™ o : h,jh) — u(0, h .
—u‘(O,jh} e u( J ) u(0, j ), D<j<N
ox h

P e



Chapitre 2. Probéme Discret

glors on a
‘ ou _
Liu(0,y) = «of0, y)a—g(O, y) + 8(0,5)u(0,y) = #(0,y), 0<y<1
ou A
= '—aﬂ'a_x_ (03 y) i ;SOU(Oa y) = ¢(Oa y)a 0< Y < 1
. h,jh) —u(0, 7h) , .
Luwu(0,jh) =~ —ag (“( ih) 2 u(0,J )) + Bqu(0, jh) = $(0, jh)
o op (UL MBI ¢ g0, 1) = 000,71)
= ap (0, jh) — u(h, jh)) + Behu(0, jh) = he(0, jh)
on pose
Louo; = o (o — U1,5) + Bohuo; = hog;» 0<3 < N
et
2 :
w((N — 1}h, jh) = u(Nh,jh)— }zg—T:;(Nh,jh) - %gg(&, jh), (N—-1Dh <& < Nh
du o u(Nh, jh) — u((N — 1)h, jh) ﬁé)?u
?_qf r —~ “’(Nhi.]h') - ’U,((N - 1)h7jh) —~ UNj — UN-1,5
3z VIR = h - )
done

h
= o1 (uny — un-145) + Brhun; = hén;, 0<J<N

o UN; — UN—14 .
Lyu(l,jh) =~ oy [_@___N_.l_’*’-] +Bung =¢n; s 0<I< N

on pose aussi
LNMNJ = (’U;N,j — uN-—l,j) = ﬁlhuN,j = h¢NJ' , 0< < N

en substituant dans le probleme (1), nous obtenons le systéme :

4
(4 ~+ q?hg)us,j = (1 -+ Rh)us_l,j — (1 == Rh)uhq,j = Mg ey == g1 = h,gfs’j
Usg = Pygy Us,N = Ds N> our 0<s, j<N
i 3§ " é 0 N d) N P 7 (23)
Loug,; = ao(up; — u1;) + Bohto; = hoog,

Lyuy; = ai(unj — un-15) + Brbun; = hon,
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Chapitre 2, Probéme Discret

soit z, = rh , T = kh , en utilisant le développement de Taylor alors on a :

7 ugjl) = L ‘U(i) & a(ugjl) (Hl)) + bhu(zﬂ) = z(v,ftz - v,(;) 1) +bh'0,(€2

A enlll Ll & el - w0y + dhH = c(ultV — ult oy + dhulTV

2.2 Procédé Alternatif de Schwarz

On définit le Procédé Alternatif de Schwarz Discret comme suit :

¢
Apu, (’H) =hlf,;,pour 0<j<N,0<s<k

(z+1) _ (z+1)
Usg 0 ¢s 0> 3,N d)s N (24)

a9 — )+ = )

i = 0,1,2...

et

f
A = R2f, . pour 0<j< N, r<s<N

S W
z+1) (a-i-l)
975.9 0 s N st N

L,«v,(? U= c(v(’ﬂ) f,ff;)—*—dhv(“ﬂ) Lru(’ﬂ)

L ’U(H—l) h(ﬁN,J

(25)

3
i = 012...

ot a,b,c,d sont des constantes données, et Lkv,(f; est une valeur initial.

2.3 Estimation d’Erreur Discréte.

On note la solution exacte du probléme (23) par uj; et les erreurs par

O _yr 0 et B =l — o

€ej = Us,; 87 8] 8,7
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slors les erreurs satisfont les systémes suivants

0 =

et

LTE(z-H)

ou

Ae(”l} 0, pour 0<j<N,0<s<k
Loe(z—{-l)__

i+1
ein =0

L E(Z)

4 e
A;,Eﬁffl):() por 0<j<N,r<s<N

Lr (1«+1)

LNEI({;Q =0

('H) ZP(*H) sin jmmh

m=1

et
N—-1

Eiz;'l) = ZQ&’:;H sin jmmh.

m=1

Soit les vecteurs solutions

(i+1) m=1

et

E,gH— 1y _ - ZQ(H—I)

sinmmh
0<s<k
sin (N — 1) mwh
sin mwh
r<8< N

sin (N — 1) mnh

(26)

(27)

(28)

(20)
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on remplage I'expression (28) dans le systéme (26) on trouve

N-1 N-1
Aheg’;” = (44 ¢*h%) Z:Pg,;n sin jmmh — (1 + Rh) ZPs(f?,)n sin jmmh — - -+
[ m=1 m=1
N-1 N-1

(1 — Rh) Zf’éﬁf}n sin jmmh — EPS(;‘;,EU sin(j + Yymzh — - -
— m=1 m=1

N—1

.

EJ.PS(,*;U sin(j — )mnh

m=1

N—1

=y {(4 + @H2 — 2cosmmh) P& — (1+ RR) PEL), — (1 — RR) JPsf;*}},?n} =t

- m=1

sin jmmh

N-1
=1y {2wmpgij;;1> — (14 Rr) PV, — (1 — Rh) PSY), | sin jmnh

m=1

ou
2p? mmh
wm = 1+ 25+ 2e” =5
Conditions aux limites :
LQI"&;H) = (<= ag(e((gl) - egfjl)) = the(()’igl) =0
N-1
o Y [aoBl - PEED) + BohBY | sin jmirh = 0
m=1

N-1
& ZLQPO(;:I) sinjmrh=0 ,0<j<N

m=1

Lkeg}-l) = L E}(:;;-:t)

o alel™ —efD) + bhelt? = a(BY) - B, ;) +BhE)
N-1 _ _ . N-1 .
“ Z [a(P,S;U - P,Szjll,)n) + th,gf:,:I}} sin jmnh = ZLng}m sin jmmh
m=:1

m=1

N=1
o YL {p,ﬁf;;‘) - fo}m) sin jmmh =0

m=1
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ainsi le probleme (26) s’écrit alors

sinmmnh

S P el I

- sin (N — 1) mnh
‘L sinmmh
i mZ_;Lk (PG~ Qi : —o

sin (N — 1) mrh
sinmmh ]
L LoP (z+1) : Lg

L i sin(N — 1)mmh

De maniére analogue pour le probleme (27)

N=1
AELY =Y {z:meg;}) _ (14 RR) QMY — (1 - RR) QL) } sinjmmh

m=1

Conditions aux limites :

LyetD = 0= (B — BN + BhES) =0
N-1
- Z { 1(Q@+1) %,Jrll)xm) + ﬂth@H)] sin jmrh =0
m=1

& ZL Q(ZH sinjmrh=0 ,0<j<N

m=1
LrEf.i:‘l) = L e(t‘+1)
& BV - E&D) + dhES™Y = e(eH — ey + dhelTV
N-1 N-1

o 3 [el@) — Q) +dnQiE| sinjmah = 3 L, Py sin jmh

m-—l m=1

& ZL, (QE+Y — PiHY sin jmmh =0

m=1

(30)
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alors on obtient

-

T [ouwnQit? - 1+ RR) Q1 - (@

m—-al

3 i+1
J L, (@i - P&®
m=1
sinmmh
N=-1
‘—\L Q(‘H‘l}
m_l

Finalement on a les deux systémes suivants

[ 2w, PtY — (1+ Rh) P‘H;‘,; -~ (
t L P(}'H‘}.) - 0
et o
[ 2w, Qi) — 1+ RR)QE, — (1 -
s—1im
ﬁ Lr g;{;‘l) _ L P(_H—l}
Cherchons la solution du systéme (32) :
On a par exemple pour N =5,k =4,5 = 3
2w PEEY — (14 Rh) Pl — (1
Qwm PED — (1+ RR) P — (1 -

2w Pt — (1+ Rb) P —(1-

sinmwh

~ RR) Q] : =0

sin (N — 1) mmh

sinmmh

=0

sin (N — 1) mmh

= 0.

sin (N — 1) mmh

i+1
— Rh) Pim =0

RR) QY =0
- Rh) BT =g

— Rh)P, f,;*’ =0

et
(1+1 ('i B z+1 z
(z+1) QX plitl)

0,m ag+,80h im

ol Qg]}m ) sont données.

(31)

(32)

(33)
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En substituant dans le systéme précédent, on obtient

2wy — (1+ Rh PE _ (1 —|RR) PELY =0
(om0 57 PR - -0
! —(1+ RR) Pff“)“wm P — (1— RR) P50 =0

(Mt R (i+1) _ (ﬁ+1) (2) 0 A
{ (1 + Rhy P&Y + (2w,n (1 — Rh) +bh) =(1— Rh)( — 5 3,m)

en utilisant la méthode de Gramer, la solution s’écrit alors

o _ 0
T

+1
J'pl(:,ﬂfz ;

| [t - Zaun (= FR) _ (1 — o] -
. g + Boh a+ bci:(] 1 g
—(1— RA) {2wa (1 - RR) ——— }
2 ao(1 + Rh) ; & .
pIY = (- R‘fz) {RZ’ —@z } £ Etg}: PR T &] |
— (1~ Rh) | 2wy (1 — Bh) — 2C ljzhh )]
1+R ! i
[mm - %} i = awr; i i ) —2(12— R?)| -
— (1 — Rh) | 2w, (1 — Rh) — 2&%—%@}

m o=|1,234 i=0,1, ereene

de maniére géné.rfﬁe les solutions de (32) et (33) sont (voir[3]) :

P(,.H) _ (@Dym + bDy m) oD, dD4m) { Tk ) Ps(?n
(@Dsm + bDgm) (D7 + dDgm) (Tmtm)™
i=%12...: m=12 ..., N- 1, 0<s<k

QU = (aDym + bDam) (cDsm + dDam) (Tontm)* oo,
, (G'DS,m + bDG,m) (CDT,m ~F dDB,m) (T ﬁm)il -
i=1%... m=14...N=1, r<s<N

ou
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wm oL+ RRE-1 | wn— JUR R -1

Ta= 1—Rh e 1—-Rh
Tt = 5 () = T~
et

Dim = —(as+hB)gm(N —k+1)+ (Tt (s + hB)IGm(N — k) =+

a1 Totmgm(N =k = 1)
Doy = —~Toatmh{ay + hfB;)gm(N — k) — a1 Totmhgn (N — &k — 1)
Diym = —l(00+hBo) gm(r + 1) + (a0 + hBp + Tt )gm(T) — Q0T mtmgm (T — 1)
Dym =| hlog+ hBo)gm (1) — 0T mbmPgm (T — 1)
Dsm = —(ao-+ hBo)gm(k) + (a0 + hbo+ agTitm)gm(k — 1) — QoTmtmgrm(k = 2)
Dem = —hlag+hBo)gm(K) + aaTmtmhgm(k = 1)
Dy = —loit hB3y)gm(N — 1) + [(a1 + hB) Tintm + 01]gm(N — 7 — 1) — -

o1 Tontmm(N — 7 — 2)

Dgm = —(ay + hB;)hgm(N — )+ arhgm(N — 1 — 1)

, . i+1) it o
alors les composantes des vecteurs solutions ef ™Y, EUY gécrivent sous la forme finale

N-1 N-1
ey = S sin e = 3P @
m=1 m=1
et ‘ N—1 . N—-1
ES;?]U = ZQ&‘;}) sin jmmh = ZZ),T.,QS;% sin jmnh 35)
m=1 m=1
ol

(D1 m + bDam) (cDam + Dy ) (Trtm)"

P = \ - (36)
(aDs,m + bDgm) (D7m + dDgm) (Toitig)

Théoréme 2.1 $i ap=a; =0, fp=p1 =1 a=¢= D, b=d=1 et R?h* <1, alors on a

les estimations suivantes

e, <plle@l, e 1B <P I,
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ot p est le facteur de convergence donné par la formule suivante

- 2 N-k - ;t_l_ T
T1 .TI

3 k r, \ N—r

-@T-6)

{ Ty T,

Dip = —hgm(N —k+1)+hgn(N k)

Preuve. On a

Dam = Ttmh?gn(N —FK)

Dy = —hgm(r +1) + hgm(r)

Dim = hgm(r)

Dy = —hgm(k) +hgm(k—1)

Dem = —h%gm(k)

Dipm = =hgn(N=7)+ (Wbl gm(N =7 = 1)
Dym = —h g (N —T)

en substituant dans Pexpression de p,, on obtient

[Tmtmmgm(N — k) [h29m(7")‘j [Tmtm}k
[ 12gn ()] [ WG (N — )] [Tt
[T+ — 8] [T, — ] Tontm]*
[Tf,i - t?rcﬁ] {TYIX = tfl:fl-—r] I:Tm“tmlr

Pm =
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comme p,,est une suite décroissante , alors on a

3 = B= [TV — &4 17 — 6] [Tt
S AT A -

() Pl 6)]

B t\" i t\ N (Tt
-G -6
PR ECRIECI.

si on pose

SON S o

d’oit on a Vestimation suivante

N-1 N—1|N-1 2
Hegﬂ)}{z = Z{ y Zp,nP;’,Lsm}mﬂh
=1 i=1 Im=1
N-1 -
< sz ZP(‘) sin ]m’frh
j= m=1
N-1
= 27 ‘6(‘3
i=
N-
< _2zl (:)\ f} e(-z)n2
=1

> eVl <2 llell;
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de manidre analogue on a cette estimation

2

N1 N—-1{N-1
“Egﬂ}ﬂz = Z\ zﬂ) Z meQ(’) sin jmmh
j=1 =1 (m=1
1]v 1 ' 2
< Z F ZQ(’) sin ymmh
-
- (e
J—N 1
= ZZ\ 1 —p (‘)Hg
= | SH)Hz <p|EP],
C.QF.D. -

Corollaire 2.1 Siag=on =0, o= =1, ¢=¢= 0, b=d=1 et R?h* <1, dlors on a

les estimations suivantes
e O, <7 1B, et |ES|, <7 1B,

ot p est le facteur de convergence.
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2.4 Expérimentations Numériques

Dans cette section nous considérons un test numérique simple. Soit le probléme aux limites
non symétrique de Dirichlet
( ~Au+2RZ +¢Pu=f dans Q
{
l u=q¢ sur I’

ot @ = {(z,y)/0<z<1,0<y< 1},R=1ouR=-1,¢= 1, ¢ = z?sin(my), et

f={(1+7%z?+ 4Rz - 2} sin{my).

La solution exacte est donnée par u* = z?sin(wy). On prend zx = 4T, 2, =37, 8 =
10,4/7[x]0,1[, {2 = 13/7,1[x]0,1[, la valeur initiale v@ = 0, et le test d’arrét epsilon = le—06.

Ou & chaque macro-itération (itération de Schwarz) nous avons résolu deux systémes d’équa-
tions linéaires en utilisant la méthode itérative de Gauss — Seidel.

Table 2.1: Cas: R=1, a9=a1=0,,80==)61=1,a==c=0

Bt | it2 | itl | temps(s)
1/7 | 25| 29 | 26 0.8424 |
1/14 | 25 | 105 | 90 11.1697
1/28 | 25 | 366 | 303 | 92.1186

it3, indique Pitération de Schwarz ,

itl, it2, indiquent les micro-itérations de la méthode itérative de Gauss — Seidel pour chaque
sous-probleme (itérations intérieures).

On remarque que le facteur de convergence est  p(wr, o) = 0.3491861 < 3

Table 2.2: Cas: R=—1,

Bl 3| #t2 | itl | temps(s)
1/7 | 25| 30 | 26 0.8424
1/14 | 26 | 106 | 92 7.3944
1/28 | 26 | 371 | 312 | 130.8068

Table 2.3: Cas: R=1,
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h 1/7 1/14 1/28 solution exacte
w®)(1/7,1/7) | 0.9049375¢ — 2 | 0.8900592¢ — 2 0.8852774e — 2 | 0.8854770e — 2
u®(2/7,2/7) | 0.6467000¢ — 1 | 0.6402668¢ — 1 0.6383280¢ — 1 | 0.6382297¢ — 1
u®)(4/7,4/7) | 0.3200979 0.3189971 0.3184485 0.3183438
v ®)(5/7,5/7) 0.4014356 0.3995225 0.3990073 0.3988936

on remarque que la solution numérique en ces quatres points converge.
Table 24: Cas: R=1,
h 1/7 1/14 1/28

erreur dans (4

0.18405708e — 2

0.56835158e — 3

0.94879283e — 4

erreur dans (g

0.31694946¢ — 2

0.80301926e — 3

0.14711947e - 3
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axes des ¥

axes des Y

F1g. 2.1 — Surface de la solution numérique & Pitération de Schwarz it3=1

[ 1s.un2

axes des X
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axes desY 0 ¢ axes des X

F16. 2.2 — Surface de la solution numérique & V'itération de Schwarz it3=>5
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axesdes z

axes desY 0 ¢ axes des X

Fic. 2.3 — Surface de la solution numérique & Pitération de Schwarz it3=10
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axesdesz

05

axes des Y 0 ¢ axes des X

F1a. 2.4 — Surface de la solution numérique a Yitération de Schwarz it3=15
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axes des X

F1a. 2.5 — Surface de la solution numérique & I'itération de Schwarz it3=20
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axesdesz

axes des Y 0 0 A —

Fra. 2.6 — Surface de la solution numérique & Pitération de Schwarz it3=25
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2.5 Conclusion et Perspectives

D’aprés ce qui précéde, nous pouvons conclure ce qui suit :
L’ approche utilisée dans notre mémoire pour le probléme non symétrique de valeurs aux limites
mixtes.
Dans la premidre partie, nous avons obtenu un facteur de convergence strictement inférieur & un,
ce qui nous permet d’avoir une bonne convergence de l'itération de Schwarz dans chaque sous
domaine.
Concernant la deuxiéme partie, en appliquant le méme procédé mais pour le probléme discret
JVestimation d’erreur obtenue sur chaque sous domaine est quasi optimal et dépend de la donnée
initial.
De bons résultats numériques ont été obtenus aussi dans ce sens; qui sont en adéquation avec le
résultat d’approximation théorique.

Nous suggérons, cependant, quelques problémes a développer :

- Application de la méthode des éléments finis pour le probléme discrét.

_ Extention du Procédé Alternatif de Schwarz pour plusieurs sous domaines.

- Estimation d’erreur globale

- Méthode de Schwarz additive et multiplicative pour une classe d’équations

variationnelles.
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