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du p{ocddd

direSbn
Ie mdfihode

oolutign,

m€moire rous *tudions l,estiamatiffi de I errflr et Ia *ftv€trgeoe€ de Ia solutimnatif de Sc,hwarz pour un problAme no;
ovrar. mn,ri+:^-- r 

sf6trie'e de vale*rs a''x limi$e enavec cpadit'bas de Dirderrtet - Neum*r*rt au bord. Nons iatrodubonsl;;
lrique des diff.rence fiaies et no*s estimo4$ un facteur de convergence de la



fntroduction

La modelisa'tion r€ali'ste de prc'blemes passe par des syst*mes d,.quatione auxd6ril'6es partielles' non lin6aires dans le cas gdn6ral, pos& sur de domaines qui peuvenLt €tre a,la fo:is de fo:*ne eornplexe et de grande taille. Dans la plupart; d* cas, la, n*thode nunofuiques*leei:ionn€e ndcessite une dircr€tisatior du domaine de Ia sorution, *t le nombre de degr€s deIibert6 a determiner peut rapirlement exc6der les capacites de calr:ul de l%quipement inforrnatique,,Par exe,mple, une simulation d,fuoulernent autour d,un avion par BlFrneats finis 3.D *fues$iteraune discretisertion du clomaiae de calcul sur quelques millions de poiats, avec prusieurs inconnuexl* d6krminer en ehaque point.

Lm m€thodw dtr calcul peuvent en pius €tre implicites et donc faire irterveqir ia rfur;lutioude systdmes iineaires av€s ce nombre impressionnanb d'inconnues, Dans Ie cas ou l,on ne clislrosepas d'uu super calculateur-r€&rve d quetques centre* de recherches trds spfuialis€s, Ia ro*o.ice dusystdnre ne tierndra ur€me pas ,Cans la m6moire vive de lrordinatetrl
LIne r6ponse s'imple d cette difficr,rltE est de dfuouper le probldme en pluaieurs probldmesplus pe*its' c'est- a-di're de calctrler la soltrtion morgeau pfir morgeau corrme sorution de probldmes

pos6s sur des sous-domjrines du domaine initial. Au final, I;a solution globale sera l,a juxtapc,sition
des solrntions sur ehaque sr:us_do*raine.

cette mtithode permet aussi de simplifier Ia rdsolution de probldmes posfu sur des dorrraines
de forure complene en ehoisi*salrt un d6ccupage en sousdomaine de forre el€mentaire do*c pl*sfacile a discr6ti$er.

La difficult€ poe€e par t:ette stral;€gie est de d€terminer les eondition limites a imlroser



au'r bords de chaque sotrs-doarainq em effet cs bords &ant des frcmtieres fic,tives, la physique dupr*bldrne rte perrrel; pas d'.v fixer desr condition. De'x strat6gies, toutes Ie de.*x it.ratives, srntpocsibles :

r' La premi€re consiste a ddcouper le domaine globat en sous-domaine qui se rrrouwentparhie'llement et a utiliser l'* solution' de l'6tape pr6eedente sur les sous.domaines voftlin* p*ru:d€tenainer ]es condtions aar limites sur re sous-domaines consid*r€.
2' La cleuxiarne consister a dfuouper ie domaine sur une partition et a imposer des c,onditi'nde continuii;6 aux interfaces.

uner fois lau strategie' de d6coupage adopt6e, la mdthode le r6solution sur chaque sous-domaines eera ideu$ique a celle envisalpe sur le domaine globd,, mais fera cette fois-ci intervenirun rornbre raisornu,trle de dergr{s de }ilbert&.

Du point de vue historique Ia premidre nrethode de Froc d6 Alternatif de sclmsarz a€t€ d€velopp.e * ra fin du lgm'sidcle par Ie $ath€maticien H-A.schwarz dans 1s but d,.tudierrIooperateur cle Laplace. sou idfu est d.'6tudier Ie probl6me darrs le cas ou f,I mt ia r6union dedomerines sin:ples, p'ar exemple : l,,rnio:n d,un rectangle et d,un disque.
Da'rrs nrotre *.a;r..nil no's iellons app,liquer cette m*thode d,'* probr&re de raleurs aux limitesen dilnearion de'x' Dans le premier c'brapitre no's rlefinissoss le procfi€ AJternatif de schwart:Iloff iln prolildme cle rraleurs aux limites non s':m6trique avec eorditions rnixtes Dirichlet _.

Neuntanr.,. nolrs prouvons lul {'h6ordme rl'estimation d'erreur, puis noue €tabli*sons Ie facteur et lertaux cle conv€rge}}ce' Aux derrxieme chqpitre nous etudions le probleme discret, plus pr€cir*me*t
no's introduisons- la m6thode des ctiffdrernces firdes, nous ddmontrotrs rm rdsultat de convergence
de la solution' Et pour -valider' notre thr5orie nous presentons un tnut num€rique d,un pr.bldme
aux lirnites non qrrn€trique e$ dimension deux.
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oi a(0,y):
a(r,0) :

constantes, et

uniqtre, et on

dlons appliquer

Sdwarz .

Chap tre

ProbI Continu

tion du Probl6me Continu

le problfue non sym€trigue suivalrt

(U

t(",s)/0<r<i,0<sffl
a0

0,y): Bs,a(l,V): ar,g(1,U): Fr pour 0 F y < l, et
1):0'F(r,0): B{r,li: l pom0 < r J< t, &a,Fo,&t,F1,R,q sont de*r

{ 
e"= -Au . TX * 

q,u= .f(s, r} aans n

I or" : o(*,v]#+ p@,y]v: d(",$,] sur r

f):
F:

, t' sont des fonctions donn6es. on sait que F probl€me admet une solution
t le eeleub p*r des ntthodes atrat]tiques ou Fuwiau€*. Dans nA rr**ooil *r*rra
n ra e*teulef par des ntthodes alatytiques ou puwQrrc*. Dans ce trarail nfirs
une autre m€thode plus g6n6rale. C'est ta mfihode du prcc6d6 Alteraatif de
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on note la

{(r,V}/$<n<r6n0(F<l}

{(r,u)/r" < s < r, o < $,r < t}
{(r,U}/s:s,rrO<y<h}

Ib,Vll*:s,,0<y<ll
afir\r"
soz\f;

Chpitre I Probl€re Continu

cede Alternatif de Schqnarz

doruaine O er detrx sous domaines Or et Or tel grc

olnrbld
oa Pse

il,

f,}2

r;
r,
P1

f2

d : di,st(r*,fr) d tk : x,* d, H > 0

(u est €qaivdent aux deux sous problBmes suivants

( eu: 1 dnnE e,
I

1 tt": f sur F1

I t ru: Lzu sur 4
(
I Oo: f da'. f,)r

I t'ro: d sur lo
I

I lro : Lsu sur {

(2)

et

orl

(3)

et or6,c,d sont
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Chapitre 1 Probl€re C,ontinu

L€B

natif de comme suit.

Etant

obc:
et u('*t) gur solution de

1.S Est

On note Ia

'{'2a$} sut {, valeur iaitiale, trou'vons Ia suife .,ti+r; m* fi1 solution de

" -tu dansolu: {
I u dans Or

x'6 at' *, sont appell€s peeud+froutierea loeal+ Noua d*finissoas Ie prcc646 Ntep

f nut;+tl : y rlens f,)1

{ Arrt'*" : d sur 11

I tou"*" - ha(il sur 4
0,7,2 - -.

f Au('*') :,f dans CI3

I trr"+rl : d sur f2

t trrr"*t' - 7ru$+r) sur 4
0,1,2...

(4)

fir)

oux:

dtErueur

du probldme (1) p* u* et l,erreur de rjr solution du probldme (4) per

u$) (n, U') : u* (s, a) - u$ (*, Ul)

E(t)(r, y) : * (s,uj- n(d)(a, UD

de (r) d {a)' (1) et (5) aous obtenons deu:! sous probl€me relati& s.I'erre'r:



1-

I
I
I

ll

I

Chpitre I ProllGre Continu

otri=

En utili

on po6e

o& ffouve

donc

otra

(6)

{'7}

L1s(

{p)

I o*'.') : o dans eg

f L1g$+rt: o aur 12

t LrB$+'t - Lse(i+l) *,r, r;
a,il, i: 0,1,2.-.

Ia ru*thode rre s*paration des rariablq uous cfirc'Ims Ia sorutioo de (6)

"{';+1) 
1n, y} : ;g(r+r)qr;.r6+r)f1

A(X{;+L} b).y(t+r}(y)) : 0

{i+r)}.{i+l) 
-- y(;+t}1/'{i+r} + lg/{i+r1r{i+l) tqr;$+r)yti+r) = 0

.t''{i+t; y''{t+t1 t'1i--.r"--H+sn+;#*4":o

Tftr+r) - _;g,(d+r) /,(;+rf-;m+2471,=i;*02: ffi:,1
'jt*,v) - 0 sur lr =+ a(c,a1ff(",s) + F{f,yfutr+t} - 0 sur ,'r

orl

(O,vj,/t< t, < 1) u {(r, t},lt< r < rr} u {]1* r],ro { r < ,,6}
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Chpitre Prohtr€re Continu

et

et

(r,v) € 1,$,v)/0 <y <1] * -.roa"#'(0,y) +Boe(i+r)q0,y;:6
k'UJ € t(n,0),/O <n <n*l =+ e(i*l) (r,$ : O =+ y{r+1}(0) :0
(r,yj € {{x,L}/O< r < r*} =+ *{r+r) (r lf :O=+ y{i+r)(l} : 0

de,Sta,rra - Liour:i,ile

( y"tt*t)- Iy(d+r),0 < g < 1
I

{ r(d+1}(0) :0

I r(i+r)(r) :0
Ie sigae de .l :

il ert fmih de

On pose

soit l'6quation

aixsi la

ona

alors

et

r5o
que.l = 0 n,est pa: valeur propre.

,),: -;r.2r;^r f R*

f : -p' , q,2: tip
du prcbldme t de Sturn - Liou,ai,tte

Y6+tl*r: cl coapp + ozstnpa

y({+l)(0)-fi===1ct:0

yri+4(t) :0

ozslllp :

=+

+

0

sinp - 0

p: rnlrrrn € N*

g
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Chapitre I Prebl*re Continu

d'att)

A-

v#*')iy)

difiGrenfielle

: -fn,ntr* qN-

: ffu sin rnnf

I -*"rt*r) 4 2pg'{i+r} + (d - .\)S(;+ri : g(
[ -"*ft+r](o) +po_y(r+4(o] : o

Gquation caract€ristiguq on trouve

-r2+2Rr*(qt+ m2rzj40

4Rz+4(q,+*rn):4*r*

R-w^, rz-ft++t*

X$+1i1r; : c1 erpi.R - wo,jn+ ce efr(A * u*jr

#*t)(") : (ft - ?rr*)cr el(p(€ - u*)s + (fi + fr*)r, eo.pt€ * w,o)x

-as,X''(i+r;(0) +B*X(d+4(O) + o

elrn(n - tu^)r- Icolt - tr'*i - {ol* .,'
1ao@T trr-ffi c1 orP(r? * w^)x

el errp(.R.r) rr

miTfi:el {["0(e + uht) - Fo]e'.p(-*t,4 - t"s(a - u*) - fo]ery{fti*s)}

A:
f1 :

et

on conclut

4*')(") :

n e..llP(ruf,,, r ^/F1fif%T[-z(aoB - Sdsinh s4s + ?.tpoar*coshups]
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Chapitre ProbISre Co*tinu

mfin Ia g€n€'rate rtu pmblBme (6)

*tt+t| {o, y} : Ixf*I} qc;,y{j+r} qu;
m=1

u(,;+r)(c,y) : fJfli'e+Iq-'s,-=,6-(al lt{fo - aoft

s4n)rn cosh u_rlsin nazry

)*inhur*r * ... (e)

et

orl

de la mgrte

effet ou pme

soit

soit le

U

on r€snrt Ie probl€me (e p"r Ia methpde de sfuaration des variablps, m

.E'(t*t)(", g) : g(t+r)(";.ftr+t16';

*t)(",y) : 0 zur T2 + o.(*,yi#f" ,g) * fl(s,y)El(i+r) : 0 sur t2

{{1,v},r'${y{ 1}u{(r, a}/r,(r( r}tll{(", t}./r,<r< 1}

s,u) € {(n,y) y'o <y <rl* *r#(t,y) +BrE(r+r}q1ne):0
s,u) € {(er,t} /*,< # < I} =+ 6lt*+r}tr,O) : 0=+ y(*+r}{g) : 0

,yl € {{x,t}/r, ( s { 1} + 6;o+r) (*,t}:0* y(;+r)1t;_ 0

de,1ium -.Liouville

-i,y{d+r1,g<y<l]
y(i+r)(0) :0
Y(i+t){t) : O

(10)

et

et

{ 

""'*"

que .l est ndgative et .l:0 n'est pas rral{ur propne.

h: -pf
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Chpitre t Probl€me Continu

on introduit '€qtation caract6risti{Fe on trowe

," - -l"t , Tr,z: *,ip

v$+tlrr: 61 cospg * fo 9rn

c-*,d

ce qui donne

d'or)

soit I'dquation

on rdsout son

et

y(;+r)(g):0

6r:o

y(t+r)(l):0

hstnp : O

*inp : 0

tt -= rna, rn € A[*

,\* : -tn'rr', rn € Nt

Y,i.'"t)(g) :6F1)sin ffiTU ,rn € I\r

caract6ristiquer orr troune

-f + 2.Rr* (d + *rnu; : g

1)-0

I

-X"(i+l) + Zgx,(i+r) + (q" _,\)X(il
a1X'(i+r){1) + drxt +r}qt; _ $

A : 4rT? + +(ap + mrot) : 4rl/,h

F1 = E-w*, Tz=Fl+w*
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Ctrapitre ProbISre C+ntinu

xf+r){r) = br e:rp(ft _ w^}r+ h e+p{€ * w^}x

Xji+l)1r; : (fi - u],^)btopifi _ ur*)n + (fi t **)h *.p(J? * w*)a

arX't;+t)11) +pr;tu*q(f) + O

g(r+t)1

CaIculons

I*s$+t'|

=*&: Hffi#ffibrex4(-2aa)

fot(R -w^\+6,]-
F|@-5;f,Cift exp(J-2ur*) p.xp(E * tn*)n
.)

Ftlexp(Rc) expf-ar*) -

ffi f2(orft + p.]sinh s* 
{r - ") * raywncoehto* (1 * p}J

g6n6rale du probldme (4 sh donne par

g't;+r)(r, y) : it*nr){*;.r1;+1i60;
f,&:l

v) : pto?ffi1?-l#d[(*,a +s,)sinhu,* {1 - c) + . .. {u1
orrrr,n coshur* (1 _ r)Jainnza.y

t7

comtantea &*t], en e$ef on a

&d&) sur ri
Ae(t+l).ufft ,y) + 6et;+rl(*, y) : uff{*,d{ aa{i)1r,y} sur Fl

,#O- ,y) *5"(i+r){r6,s ) : "W!{**,1}+ 6E{r}(sre, u),0 < s < t
fls(;+4 6nriloftj (t*, e) + tu(r+' ) tr n, y): off t" x, fI + brti) (r *,u), 0 < y < 1



Probldrc Continu

4-
sI

rn=1

[2ai

(x,u):IEffi

(**,y) + 6e(i+t)(e3,y)

. {[-zaft(as& - do) * zaaswf;

- fiaw^(crsB- Fs) * Zlm.su]*jcoshur*c6]

ona

= i4-ry'(-**l*p(a.l

) tu-rqgnbtu*(_1 - rr) + far(afts - a,k+ 6ft) .

+ 
"po) 

ur* cosn u

| ?b("uft- $slsinh rD,n,,* * ...

fiarnnV

(12)

de l* mSre

{fft("rfi + F]sinhtor*(I _ rr] + ftorr4r***Atr,*(t _ n)j _ ...
f(otfi * fi]w^coshtr*(l - r] + or$srnhur*(1 _ rI] srnmtry

off@*,s) *ba(+(c6,s)

f ztfPe;rp(Ru* - tr,*)
ft,la{n+t4,pl| "'
{[ar?(a18 + F] - aapz*,+4*rg +prls+tu_(t _ r*] * .,.
[aR*tw* - aw*(o,lB+ fr) * balu4Jcoshtuf"(l _ 

"o]] 
*inrnny

par comparaison l4 : (13), nous obtenons

- tbq, -Pm:* ]einhu,,,(l- *6)

adi,,

-t
0x\

{13)

{l-2r?(co€ - Bs} sinh ur- r * 2f.a$t^cosh nr_rj * ., .
[-ha*(o'tP-- Fo) coe,h u;*a + 4,n*f, *inh ua*cJ] etnrwry

(aR+b sinhur*r6



Chapitrc 1, problBnre Continu
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donc la solution partictligre du probldme (6) €st

oo 
zbf;) exp(_w_\e1'',t)(xr?) : E

nn:, ["faTffi P'l$o- aofi]sinh urmn "' (14)
*asul * cosh u.,*rJ exp(rtr) sin rnngr

De la rrrdrre roani&re ft)us catrculons les constant* bjj*r), en effet on a

Qrg(';+t; : .Lss(;+ry sur Ii
=+ "!#O,Tj + d,Etn'rr)(*,g): 

"&'* 
t)1 

c,gj + 6u$+tl(t,tr) sur Fs
AEb+rt

=+ e:fr;tao,y) + d7&+rj @o,s) : "W!(sr,u) * d*(+tJ {sn,y}, 0 < s < 1
6g(i+r)+ -e:ft:1r",u) +4g(i+t)(r";,) : _.Bur(Tt)(,r",gr) 

t_afg{r+r;1, ,,u}, o< I < I
ce qui dcnnt;

AEI(d+1)-*-lb;* ( r,, U) + dEt'+l) (r,, y)

: f zdi*ti op(nr , -- w*)
#=-l;'ta;,-iT-Ft-
{l_c€(rr1t? + fr} * c*1wl+ d(*1€ + €riJ si*hua,{t _ r,} * " " .

l--cR.a1w'v + aa*(o+L+ gt) * dap*]coshtu*{1 _ *r)} sinntry

Ae(i+1)-c:;6- {c", u} + tutt+t} (*,, y}

: Sj39+',-*nf*"rz-naa;*ffi{fc8(*s'B - tJo] - c*ow?*- d{ao&- rr.)Jsinh w^ft, *...
[- e:Raswn * er.r,*(aoJ? _ gs) * dcsu*J cosh ur*c"] sin rnery

per colnparaison (lF): {16}, nous obterrons

b$+t) : c$+rlexp(trr-', lcr(fi + u'*) + frJ :"t@s(E+6-fra^

(15D

(16)

r+t"l:-@) 
" 

-t*hut*,, - [oo(*k - c*z+ dft) + (r(a"F"B,F*Gnfrffii; 
A
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Chapitre I Probl*rrre Continu

Ia wlution particulihe du proHe.me (?)

t)(r,sr) : i- . *g*t' ?r,\.-' vy' 
#rE(E + ra"tr7;l p,*t(atR f &)sinhtrr,.(1 - r) + . . .

etulm eosh ur*rj errp{r?s) sin rwr gtr

bil*t) : b*p*.il *t d*t) : "f|p*.i*

"b+tr(x'a) : Effi#mf(do -J as.&)sinhur,,c...

a*ril r* cosh u6rj er$(nr) sin {ary

z8) p,".t*
e a;KFo-csfi)einh?il'.rftlsr$,ncoehur*eJer.p(.R")
;:-:-

rf+')qr; : p*.;*p#@): p*ffr@j

€
u{i+r}(r, r} : f r$+r) q4 sin nirrgr

gn:1

("'s) : Effi[#, +crf)sinhu,*{r -r}+...
orr!), cosh tr*(I _ rlJexp(,Rr j sinr$,zry

cr) : NPyi*oP(-**)-' 1a'1nl@fp,l-"'
fF, + ar.R) sinhu,r_(I - *) * a.-ra^cofh u_(r _ r)] o.p(er)

g$r)(*) : i, .t^ef)(d: p*e#(*j

(17)

on dfiuit

donc

otr rrw

p(i+r)
-m

ee qui donne

de Ia m6me

on poFe

(r8)

{1S,}

gg*'

ce qui donne



Chapitre Probl€re Continu

g(t+r} (*, y) : Eqf**tiq*) "i{, "rrosrn=1
or)

F* - p*(r,, *1,).fi(t,, q,$

(tur

Thdor€me 1

ort p eat le de eawagmce.

et

a,i w, cosh to,- {l __r*Itlor (a*z _ 
"4 J bEIJ(aE + ep.i sinh ur_ [t _ cr)_

i ; __", "^ *" *"!*!,: ttto\cw6 _ cri. + dR) + (cR _ d)Soj sinh ur*r"cVilu*coeha6(l-r,;a 
i

'9oss les rwtatiow et les conditions pr*,ilelt*, on a lea e,,tirnatiarw suiafir,'tzs

ffe(i+1)1c,s)llotn,r ( rffe(s)ftr,a)ilr"tn,r 
{zr)

ll s't'+ri (s, s) ll *trai s a f f 
arri qr, y)]llr"rrl.)

010)

(21tt



Chapitre I Probl€rre Continu

Preuve.

ffe(d+t)(r,sr

ifile(d+'1)(r, 
,tt'fr,

ifi(8"*."(o)sin 
**)'*

t, F*i * oo

J I J rI"#.r)1c;P(.+r;1r) sin
O f g rn:1t-t

"bf* oo I

/ tpprf+') 
(r)ri'*'r 1";;[,io

'ii* oo :
/ I f lrf+r)1rlrj'*'r(')/'*("o 

[*tt'=t o

r?
T&

/

r) ein

t

f*o

',"1 *
t lZo"-(rfrlc;)'ar- rO rn-l

ti*

"A n=l

: d lle{i)(n,y}}}l,-,n,,

2

f,3(ol) :

:

:

4'".
* nlrg

: 
f [E*pf+1)(r)pj{*,)(,} (*r-,+;1 *

p: nS {lp*l}

: ;iE qry++1r;)sdr

: iip'* (I'(')(stsdr'

dy

nysin

nysin

- nlr



ProbIBre Centinu

lf€('+l)(s, y)ll*tn 
r ( ll.t+C", 

{) llrtal
de nz€rne

flA{t+I)qr, y; 2

lz{oe) :

1

ifp,r@ek))"d*-

Soit

p: 
#.S {[p*l]

i{i,(io*'{,} "io -i' *X *

i [X*- 
t s1st';+'l] 1t, *i'o*,*r4*

rrt"f * oo I

/ lpt e[i*']@)eli*')1";;["io *uyonouyayf a,

'"f* oo I J

/ IftCifi*')(,,)OIJ.'rf"1/ *1*t; !-=t":t 
to 2 :J *

lr.l.l F oo

/ lEEe#')@)e,.r*')(,) (i"-)J *
I

;/E (eg*u("))'a,

i f fE{i+l}1r, ,tf *}*



,"t *
i lt*(ag(*))'-O rn=1

r2 |fEii)qe,yllli,rn ,

llat;+tr q*, y) ffr,rr,-r (e lf 
a(t {", u

Surc tes nrrrtatiorw et les eonditions

,, _ sinh u.,r (1 - 116) sinh u.r1c,
srnb.uho[ sinh sr1(l _ 

1

R:A, on a

,, : cosh urr (1 - ,*) cmh rlra,
P--

cosh.utr* coshurl(l _:
.B:0 ett <r. (rs a * a l, on a

o _ sinh tur (1 - "r) co*h ru1c,
r______:_=_

slrlh.?01o3 coeha4{1 _ r,
l#e cas

u- : bF+ einhu*(l - r*)F*:ffi,etF,o:d

^ _= : ainhru*(l -ar) sinho_-n rt -- stn-UuJrBaA sinh?r*
suite decroigsante on trou\re

F,o 3 pu Vrn € N.

Chapitre PrgHere Continu

elms

e qxti donne

Thdor6me I
ks

l) sia:c

2) sth:d

3) sta:d

Pretnre. 1)

$uw.

I"

sinh?rlon,
w*(l - xr)

I

et, si ag: 0t : A, abrs

comrre p* xt



Clhapitre ProblGre Continu

donc

de (*)et {**) obtient

p: *S {lp,-l} : lql : *Tlr'!1 - * sinhu4ng

piLrmdetona
sinhul{i_fr

et

tr1{I - 13}

+ sinhtur(I _ s*) _ ',
siah <t__+(*)

utfi* 1ro1c1s 1silha4r, < siuht&fe =+ < I ---+ (,r*)

__sinhu;^(I-rr)r----:--:-
stfrftt:D*E,6

sinhut*r. _,,
sinhu-(l -4,) - ''

- -afr{o*cosht['*(tcr) 
^+ : -cfi6wmcoshtrr*#,-ffi'eti*=ffi

alors

coulnle p* eet

donc

Ailoatrous que <I,ene&toua

p* - p*-i*- cosh?q*(l - r*)
coshur*lra

euite ddcroiBsante on trourrc

cofhtul(l - r")'

F* 3 pt, Vrn e At*

p: *S {lp*l} : lprl = '**H* ;;*,

< I -----r {**}



Chpitre ProbISre Continu

de(*)*( on obtiemt

3) Pou le

alors

Goenre pr,r

donc

Mertrons que

-_ coshrr*(l-e*)
cGSll ?u*tFt

bfrratnhw^{l - r*} &--66^.1'h;;^ t et P*- coshtll*r"
6posinhu,r*c6 ccshur*(I - e,)

P*: P*-F*- sinh'al-*(l - rei
stnllu},,nrh

uae stite d6croirssante on trouve

F* S pr, Vrn e F["

P:ffi{lp*l}: lal : sM.?(l -r*}" r' *inhulrp
p{ 1, corrum0 {s* a ; ar* ( 1.

(1 -*o) < sinhulcl si I -o* ( s* * sinhFrr(I - sr)

<1.

cFt

-{
cosh

< I -+ (*)
ef

cosh

de (x) et ixx)

2) sia:e

n" { coshsrr(l - o*} si r,^ { (t _ c.} =+

obtient

_ sinhq(t -s*)--_-------...--:rrinhursr

^ _ sinh*r(l - e*) sinhtu,r_
s--' sinhu)r(l -r")sinhfifl =

{1ei0(s".*.sr{1.

< I ---+ (+*)

cwhurrg,
coshul(1 - c")

THor€me 1 $ous les

Ies estimstiorw

rwtaflarw et k* ew;dttdorw Vrf.*de*tiy*, et vi p6: fir : A, 1/w* &

1) se6:d CIrona

@shtr*

oshttr*r"
;{I _ CJ

urr(l - cr)'

^ _ coshurr(1 - cr) coshu,,c-,'* coffi(i=J;shrcrsft < I



t-

I

I

I

Chapitre l, probl*nre Continu

3)sra:d:g:Oat S{ x,Ltrpa*< l,ona

_ cosha.,1(1 _ 16) sinhurz_P: 
-o*h;,*o--i"ffidal . t

Preuve- La d.m.nstration et la meme qu,d celle donn*e dane re thdordue (t,z). r
R'emarque !'! Le cond,tion rn'iste de Di,richlet-Neumann su, T peut 6t'e remplager par dwn
eonditisFts ind'Spendantes wne d,e Di'rirhtet et I'autre de Neumanrt, et dat+s rn ms le probtdme
atn lirnites srecrit alors

(
| _Au + ,*#t qzu _ yI .&u

l "**'al g,;: du (r,y) e {(*,u}l*: fi otr, ff: t,s < y .< I}
I P(*, y]a: dz, (r,y] e {(r,v}/v:0 eiu }: 1,0<e < 1}

Le ProffiE Altu",atif dc sc*warz pe*t Etre appti,rym facitunmt e e probt*rrce.

Th€or€me 1.4 &rus res not*tians et res eond'ti,ms pr*r6d,entes, et$i no =, frr: E: a, ilrdr.s
an a les estimatiow su,i,aantes

1)srb=c:B,onu 
sinhro:#ffi#ffi*.,

2)sia:c:0,ona

p : *11131$- !*,'!l - "o] " ,smlr tr1rl cosh ar1(1 _ c,)
o<r,,{r*< }<1, arua

o: *"llt'+ "l**'!1-'uJ . ,' cosh rllrl sinh u1(l _ or) -

I

I
-l

I

3) sa b: d:0 ef

Preuve- La cl6mcrqstration est Ia m6me qu,a celle donn6e dans Ie th6orerne {i.z). r
Renrarque r"'2 Da theortme' (7-4) an sait que le facteur de unaergenre atans te ms(l) es,,
ph*s peti't quet lea fwtanra det conaergence daw les ms (z) et(l). or, futa6 dors gue dana lat
a6$ cro : Fr : ft : o, wt flhodsit naturellunmt d,ans te proo&de Alternatif de Schwarz Ie ms,b:c:0.

23



Chapitre PrebIBm Continu

.6 Oft t les estitftetiotts d'enatrs suiuerdces

ffeti+tiqo, r) llr,t*,1 s r, |fdo)qau

Pretrve. Du

P: i'-1
ce qui donae

pr Ie

ffettrl

d'orl

& Eaniere

on pose

P :,i

ThSorSme

g.)llrrrrbi

et

lle(t+l)(r, sr) ll'rn,t S er llefrl qr,,

du ma:cimum

v)lf r,,rn,r < ffe{t}1r*, y)llz,.rrir : llE(o)(*u, y)ll

llr"rn,i

rril S llEP)(**, yillr"rr,l

ff 
e{d+I} (r, y) ffr,,to,r S f l[Etat q*e, y

et du theor0ne (1.1), on a

Ifr,"ro,)

llE({+l}tr,s)ll;.tsr,r s r ffat-}qc,s)llr,(,ki

@ qui donne

flatr+l)1r, s;flo,rn l 
( pi+r ilE(o)(", ylllo"*,



1. Continu

@r le

I'or)

lu maxinnrm on a

ffeto)qa, v)lla*rn,r < 
ff 
E(o)("*, vllf

ffa('+1)(r, v)ll;,rn") s l*' llg(o)("*, s

I*s mrites #efte d,e scltraarz wrweryent vers

;Set')(r,Y;:g dc*ssl1

on&

et ,limE(t)(r,g

'(t)(",y) 
: a"(n,U) dnns Qr "f 1igo'(o)(r'3t

e le facteur & convergence 0 t p < 1, alon+ t

rr Ma:cimale du Fhcteur de

tl-0 gt A-C:$
, + d, eiasi on pent 6crire

p(r*,r;x): F(Er,nr* d)- sinhtjt(1- u' -.d)
cinhurl(1 _ rr)

irive p(r"rc" + d) par rapport d Ia variable rr,

dp(s",a" + dj
0

224 sinhta'1(2n" -.7

(2s* - 1+ d; :6

:

+
=+

tt($r)

)l[r,,tn"l.

I

ln sohltieft waete u* fu I

- 0 dans Qz

! : u*(r,g) d'ffts dls

tu tMre pr6c6&et oe

Conrmgence

sinhu&s"
rinhurl(c, - d)

on trourre

f d):6

,rIIrurl-E

rire l.l
)n&r), et

*us pr

lim
i+o

'. Puiqr

at. I

VlnIe

I @:1

| fiyn: X

Ne' on c

l rdsra]

1.4

-Gl
Soit

)it d

25



Continu

alolrs

v&ri,fie

trf

81"

1-d:
2

1+d

de convergence p(rprrry + d) atteiat sa v$eur rnet{irn&l€

r-d,#i, : oftprP(r",s"*d) 
: (##)'

0

de tx)mrergence

: Cl ::0r 4: g: A, k. to,rL* & wr'wfugerw. fu hffi

P(srrs*) S

+

=*

.E>-1uil7-d.1+d\2' 2)

,1-d 1+d.P\n-, z )

-lnp(r",ar) 2 -*otl# ,#,
n>-rop(*,{_{;'22

0O=01 :0 et 6,:O=0

^t- - \ sinhr/FT?r(1-"*)sinh.vP\frrrr*):ffi:

maxim*le du facteur de eonvergenee.

(1 - "")



Ies

hapit

n:$,r

Discret

ion du Probl6me Discr&t

le domaire O , m considfuant un mnillnge Oa Oost lee no€uds (r"ry3) tel

g* : s&, ri: jh

M est h pae de diseretisaticn. Les d*riv6es W, #," # *
l finies centrales

#u _ u"+rj-2u"j*u"-:dlw:71
ffu : u,",i+t - zttr",i + us,t;=!

EU2 h2

Au : ur+1j-u*-1j
0s 2h

En utili,sant esrt de Taylor, on obtient

u(h,jh) : u(0,jh) +h;(O,ih) + ?rt}(t,rh), 0 < € < h3ro. nr * ll0r

;tr(o'ih) = *$,io)***&,in,,, o<€ < I,
ds 2dg.z

iifilu',

u(h, jh) * u{a, jh}--tr' 1'f"l<lv

27
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Dipcret

t((.lv - 1

&ul
Ar\
Au,-*(
ds'

on pose aussi

*rrbetituant

I-
t

. .Bu
0,y) : "(0,s)#(0,y)*p(0,y)u(0,v):d(0,v)' 

0{v < 1

= -oo#(o,y)+pou(o,u):+(o,vl, o<v< 1

o,ih) .. -oo("&''u' -n"'o''u') * o*[u' ih):d(o,ih)

+ as(u(0,jtl) - u{h,jh)) + Ptl&r,talih} : W$,ilb}

tronoj : oott u - rr;) + Bahus,i : h6s,if, 0' j <'itf

Jh) : u(Nh,ih\- r,fftrn,ih) + *#l*,th) ' (iY -Llh< t < rfh

jhj : "(rvh,in) - ul(/v - l)tr,in) *f;ffift,inl

+ ar (urv; -ur-r;) * Blhuvg : h6xS, 0t X < jV

Lrutti:crr{$r,i -r"-r;} + P1husl:tdt*s, 0( j <'Af

le protiltme (1), none obfienon* }e Uyet0mf :

fh')u",t- (1 +.Rh)u"-1; - (l - ,Rhlu"...1"1 -f *'r*t - os.r-r - h2 f",i

tc.ro: doB, ?iugr : do"r, Wu,r 0 F ", 3 < JY

{,vr4,j: ao(rro* - **;i + fralllury,t: I$a-i

Lxuui: ar(arvJ - uiv-r;) + Ftftnivo : hAtr,i



= kh , €ft utilisant le d€velopproent deTa;gtlf alm on a :

: rool'ol <+ a(u['jl) - r[]*) + bhu['jr) : ,r(d? - o[']rn) +hhun

: L,"y:t, t+ 
"(uj:1') - ul"ir?l + drlul"fl) == 4{uI:|" - "l'i?l 

+ dhubltt

An"Y;'l : kzf",i, It&$ o < j .: i[' o. s < lc

oltf,t' : d"p, "!li') 
: dJ,o,

I*"['tt': h4oi

t,**fiq : o(*f;J') - 41,?) + hiruf"jr] : **n$i
t: 1,2' ' '

{ u^ry;' - h\f";;, wr o<i.: tlu, t. s< N

] ,lf'r: d",o, ulli'): d4*

I "'rjf" 
:,(#" - ojfl'jl +dbtrjt'l) = r"olf"

t lt"$j') : hint
'[, : 0, t,2...

des cowtantea doetees, et .Lnuf;,l est une rn*$tn initi&l.

dlErreur Di.scrdte.

ution sxacte du probl€me (23) par uf,; et,$ erreurs nar

4: "is-"!),et 43, et 43 : A,il r!)

Alternatif de Sctrwarz

Procdd6 Alternatif de Schwarz Discret commb suit :

0,

&'rb,e,d

.3 Esti

On note la

Xr=fh,

toolil')

L,rY;tt

2P
Otr dBfinit



alors les erreum Ies qystBmes suivants

4t

au"!Tt) :6, Potw o < j <'Atr, (] < s < &

r*"["tti - o 
ffi6)

"i',it':ulo,it):o
to*f|t' : t'o4tli

Au.E!!t' =8, rr'llr 0 <i < s, r { s< N

Ej:J') :gjt') : o

r"Ei:*t) : tr{i"
trigEff1) : g

'\r-1

"!uj', = I.eifi'r sinimnh
rn:l

lY-1

Ey!r) : !A!:#\ sin imtrh.
m:l

\nj

otl

et

[ ,iot,ot 1

L ,*,t - 1)*.h J

l-;;.1

;ll
"riT" 

J
4ti,1,J

lv-1
: f4(:*')

m:I

jv-1
: fc!i#)

rn=1

0<s.<k (a)

r<s<l{ (2e)

sr*utions

r$.': 
I

,r*': 
I



remplage I'

aou!T') :

t r"tj'l

PJfr?") sinjrrurh

ltl*ioi*oh- "'

,"Li'i - (1 - ntl) PSi:L)

It)]*ioi*nh: o

,r) + bhrl]
iv-I

n: )iLoQ[d]* sin jrranh
m:1

(28) rlaff te qist€me (26) ou trouve

ff-t ff-l'

4+ qzbozlrPf*$ atninwh- (1 + Rh) t
m:l rn:T

(1 - nh) EpjlllL xn imtrh- IrJS'i *i"(i
m:l rn:l

ff-1

IPJ:*" ain(i - r)tn'trh
m-l
N-1

f {t+ + ehL - 2cosrna'I})Ps1'*1} - (1 + nh)
r-'/ l'
nl:t
sin jrnnh
N-r

; {at',*eJl*') - (r + ftft} pj1*tt} - (1 - th

ulm:t*rya*nzS
anur limitee r

fi14 : o <==+ *("[Tt) - ut'j']] +
}{-l _

{+ ; ["XrJ:;tr - Pi;iu; +
m-1
nI-1

{+ IroPJ:it) srnimnh:0 , 0 (
ga:1

r,oe['itl'

"(ufj') - "fli)) + bhefJl) : otE'l-] -
]v-I

; [<ej;;r] - Pi:+11,]) + bhPi:;"J*,
rn:1

E" (4::u - aft) stnimtrh:t
t*:l



sinnrnh I, l:o
(/v - 1) wrh l

-o

f- Rft) q:'ii,L 
) sn irnn'tr

0 {=+ o,(E$}'} - E$:lt,'} + FrlrlE$}r} = o

fi p,ta1i*' - q1il'l*) + r,r'fffi)JsiairnT n: o

,o1i<iv

sin

I
nh) Pjl.,',J"j 

I

L

xiurrrnh

i

-*(1- t):lT

', : H {a"*A!# - (1 + nr,)q!'li,L - tr

}.}r:1
fi-1

s 11"0j$ii) ninvrnnh : o

rrr=1

(26) s'ccrit alors

pj$') - {1 + Rh) Pjl*r'} - (1 -

I
5'"* ("1:;', - a['L) 

L

pour le problsue (27)

rrr-l

limites :

n''Fl/) =

<+

{+

{+

4alT'

Conditions



Finalemsnt

furwrh, I
I

' l:o
(N - lirnrh l

-0

)ei'ijl): o

)Pf*') : o

t{+1}-(t+af})q!T}"

!'"" (el:#' - P"l'*'i)

t

fr,-al;ii'l
ttt=:l I

L$"

a Ies deux qrstdmes sui-rnr*s

( z**rli*') - (r + Rh) Pii',l - (1 -
{ z'oPI*') : toQ[?*

I r-PJ]*') = o

( 2,,*e9,#) - (r + Rh) A!'5L - (1 -
{ l'81:#) : L,P*:*'}

I r*q*? = o

solution du s5'st*me (32) :

po,o JV:5r,k :4rs: 3

( z**etlfi') - (r + Rh) PJ*l) - (1 -
{ z**rll*') - (r + nh) Pi:*" - (1 -
I m*ril*'i - (r + Eh)Pif i - (1 -

Pjfi') : qy:* * ;fut4i,*'\ -
p$*": 

*fuP(d+r)
do*n€ee.



Rh

lar

hapitre I'

Pj:j') :

D(f+r)
'Zfn

4s1) -

de mani€re

I
[-,'*

r utilisant

Rni rr$1) : o

) 4'#): o

- ru,r(ottl - #mqt)^

- (1 -,R?h?)t ...

o1l [qi:l - foafl]

- qt- *'u{ .

E hsll
E-J

@-1t-n't')j .

(t -.82h2)J 
r

-e+6- ]

0{.s{k

) (%t-)o p(r)
ffirs,m

d*ns le ryst0rne pr€c€dent, on obtient

(r,* - (1+ nr,)#,,.) qt*u - (1 -
- tl+.an1rj$" +tu,*$ffi - qr - fi

!(l*.)+ (**- (r - Rht,f*) 
"Jfiu:,

de Granrrier, la solution s'furit alors

(1-Rh)'lot% -h
- 

.Ji + Rh)l f ,-.." Zanu,n(I --fixzwn,- ffiJf.^- --ETbh -

- (1 - **1 ir*,* (1 - EA) - gq

1r-nnf [,,*-HPl ltn
@ l','*(t;Rh
Lo**- o,u+ pin J l**. *,".*uft,-

- (1 - nht lna*(l - Eh) - ';
( | as(t+nh)l(1-nt){zu,*|a,*-ffiL(t_

- (1 - Ehl lzw*(l - Bh) *

1,2,3,4; d = 0, 1, ..'..........-.

les solutions de {SZ) eb (33} sont (voir[S]

aDt.^ + bDD,,"\ ("Ds,n + dEl

f : 112,... i Fn= 112r-- -rN- 1,

rr(,+r) - @Dw"*bDw") lcDs''. -
Yarn (*Ds* + 6Do,*) ("Dt**

+ 6.Ory',) ("t",- + 4fi

d: 112r... i rn : 1r2r...rN - n,



Dktcret

Dze"

Dr,^

D4,*

Dr,*

Dow

Dz,*

Da,*

alors les

Ig*(N -k).-"'

t")-onf*&*g*(r-t)

e - 1) - s+T*t uw(k - 4

CIl]g*(ff -r- 1) - "'

sous Ia fi:rme finale

!1)*sinirn*tr

b: d: L et Rzt* <1,

"sv[1si4[l,

ffygz7rz - 1

T_Rh

T*t*:+* , s*(r) :Til-

-(or + tzprig*UV - ,b + 1) + F;t* (ar + nfi

o4T*t*g*(N-k-1)

*?kt *h(cr * hpr)g*(Jv - ft) - a1T*t'*hg'v*

-{oo + hlo}s*V + t) + {on + hlo+ a*T^

h(ao +bpoig-(r) - eyT*,t*hg*(r - t)

-(o++ hflvls*&)+ (co +h1t+ <rt4

-h(*o + IrBs)s*(k) + ooTkt*hg*(& - Ii

*(o, + h$.)g*(ff - r) + [(ot + hlr],T*t^

a1T*tngS,o(JV-r-2)

-(ar + hBlhg*(N - r) + alhgrr'|(N - r --

des vecteurs solutions "!t*t), 
dt+l) s

w-1 N-l

"itt): if",Ht) stn jmnh: fF,,,vVg

m:l m=l

.rv-l ry:]
Ei*tl : Iql'#) ein'rnYrh : E-u"

rn:l rn=l

(oD\*+bD.-}Jfrr*+il)u
h-t-'

'* - (uDr,m * bD6,*) (cD1,v,*

1. St ao-d1 :A, 9t:9t:1, &:c-lJ'

suirw*es

[['!*']tl, s pll#ll, et $rj+tr



ile eorwagm,e d'onn€ p*v'Ir. fwtmde suiannle

fk)

!,rr-r-t;

lFtt*]o
v*t^
+lhr'mI

u: (fr)--'

: -hg*(N -k+ 1)+hg*(lf

= T*t*heg*(N - k)

: -hw\ + 1) + hw?j

: h?gr*t )

: -h,g*(h) + Ieg"'(k - 1)

: -h'g*(kj
: -hg*(N - r) + Lt{I*t "lg^
: -hzg*{N - r}

dans I'exlrression de p^, on obtient

Fm

Dr,,u

Dt,,o

D&*

Dn,ru

Dr,*

Ds;,"

Dz,*

Dep

imdt-hrs*(tr-r")l

T:WFI+ -t#-'llr

lT*t*hzs*tryjl tfg',l

w-p _ f#-uJ i?} _ fll

*ip r* tt

preuve. On a



Discret

FmEe P*d suite d&toisante , alors on a

rtrr-k _ {-uj tr; _ ri}nU
V* 4:lflFe-" - tfl-"] [r't'
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-]n 

t'- (*
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(
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j-1
{i+1

N_I

rl,
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ff-l
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i-t
N-1
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j=t

N_fz
j-

It^ti+

j=t
l\

_2\pt
j

It"!

1.-

Tlx+w

= (e)*'

u: (e)--"

si orr pose

dodoeal suivante

*i"i**bl

(e)l'- (+)-*

)'- (fr)"

ll"F"tt; :



(thapitre ?' Discret

de ffiafti0re on a cette mtinration

ltsj'*t[; :

5''i a6 - 01 : 0, Fa: flt

sudaantes

It,!'*')tl, s I llEJ*)ll,

d,c eonuergence-

N-l .o N-l lN-l

Ilsl:iul":Ellu-
i=L' j-l lrn=r

Eu'lpo*- *i,,*nl

rr'luj'}l'
i=t

H-l ,o-rfl"i:)l': p'Ilsi4il?
j:r

llE:'*')ll, s p ltEi4ll,

A$-i.i**f'[

3

:+

c.Q.F.D.

Corollairo

les

od,p est Ie

I

: 1, &:c:0r b=d: 1 et Rizl* <L, dor* ara a

et $si*')lln s p'llei")tl,



in

Dlscret

Da*s eette

sym6trique

orl f) :
:{(1+rz

La mlutiou

,41{x}0' 1['

O,tI il

tions lin€aires

Thble 2'1

0n

Thble ?.

Soit 1€'proHefie aux

-1, q : !, 6: c?si:etng)

fr* : 4/7, r" : 3/'1, dl

Ie test d'arr€t ePsilut - Le

t€solu detrx sYst0mee d

de Gauss-,Seidel Potu

:0.3491861 < 1.

Num€riques

rffis effisidgrons un test rumg*que

J-n"+zilH*qzu:7 
da'ns

t u:6 surT

p,ujl} <s <1, 0{g < 1},R : 1 ou -R :

+ LRn, * zl*io(rYi.

est dorufu Par tl* '= Csiu(rryr)' Or

: I3 17, 1[ x ]0, I [ , Ia valern initiale 3'(o] : $,

maero'it&ratitrn (it6ration &e Sehwarz) nous

utilisant la mdthode it6rative 6e Gauss -
Cag: R:\r cgr:63r :0, fo : flr:\'

I'it€nation de Sdnnarz ,

lee micro-it€ratisns de ta' n€thsd€ i

que Ie facteur de convergence est p(n,',t;1'

: Ca*: R--1,

Cas : R: t,



I

l-

I
t:

Di${ret

ot rcmafinre

Tahle 3.4

a$'J(U7,

u{26r{2/7,

tlt36)(5/7,

la solutioa mrm€rique en ce$ quetret points

Cas : 8: 1r

0.18405708e - ?

0.}171.1947e - 3
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a(€s desY 0 0 a)€s dBs X

,2.1-surfuce de Ia solution numarique d.I'itfratiou de schwa'rz it3:1



.2.2 -ftlrfsae de la solution numSrique & l"itpration de s&waxz it3:5





de Sehwalz it3-15

0-5

&e5

mm&riquede la solution

a(e5

.2.4-

SIIT- 1

des X

i l'irtfation

ug

0.5

desY

Surface



Ehapitre t.

aeesdesY 0 0 sesdesXl

. Z,i -Surface de la solution num&rique i l'iitftation de Schwa'rr it3:X)



l0hapitre 3'

F|
('l
(D
E
ID
o)
6

aesdesY aes desX

. ?.6 - surface de Ia solution num6rique a,l'it$lation de schqrarz it3:25



llbapitre 2. Disaret

2,S usion et PersPective

I)'apr6s ce i pr€*0de, nouB pmrvoils conclure ee qui suit :

L'approche

mixies.

clens notre m6rnoire pour Ie problerne no4 sym6trique de valeurs aux liqrites

Dans Ia partie, norrfr avotrs obtenu un facteur de colrl'ergence strict€iment inf6rieur fi' un'

ee elui nous

dsffaine.

Conceraant

d,avtrir une bonne t}Dnvergenc€ de I'it6r:a{ion de Schu'rar"E dalxs c'haque eoUa

detrxiAme partie, en applrquant le m6me proc6d6 m*is potu le problame dscret

,l'ertimation

initiat.

obte*re *ur cbaq*e sous domaine eet qupsi optimal et depend de Ia dgm€e

De bons numeriques ont 6t6 obtenus au*si dff8s ee spn's; qui sont en ad6quation alr€c le

r€snltat d' th€orique.

, cependant, guelques probl&mes A' d6velopTer :

de la m€thode des 6l6ments finis pour le prpbleme discr6t'

du proced€ Alternatif de -gchu.'arz pour plus[crns sous domaines'

E*tisaLi d'erreur globale

&e Schwarz dditive et uru}tip}icative pour rrre ctase d'@u;rtions
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