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t)fr.apitre 1.,Qn

Infroduclion

1,,1 Bref hist;orique

L jid6e fondamentale derriire la m€thode des 6l6ments finis remonre loin. en arridre. Ler; gpecs
par exemple avaient lreconnu que l'on peut approcher la solurion d'un problime complexe en le
dinisant en problimes plus simpJes. on peut par exemple approcher le p6rimttre d,un cercle e'
callculant le p6rim]tre d'un polyg,one ) z c6t6s, pourvu que n soit suffisarnme,nt grand. Il sr"rf6t
alors de connattre la.longueur d'un segment de droite, probltme beaucoup plus simple gue celui
de la longueur d'un arc de cercle.

IJapplication i la solution rJes 6quations aux d6rMes partielles est 6videnrment plus r6cente et
est intirnement li6e au d6veloppement de I'informatique. Corurant [l] a iltrocluit le concept &:
formulation variationLnelle, qui est i la base de toute m6tho,Ce c['6l6menrs finis. Rrur la m6th'de de
Ritz [3]' on part d'un probl]me pos6 dans un espace de dj.mension infinie. On approche ernsuire:

la s;olution du probllrne initial en cherchant une solution d,ans une suite croissaff;e de sous-esp:rr:es

de dimension finie. Ces probllmes approch6s sont en g6n6r:al trcaucoup plus;facile i r6soudre. On
peut de plus esp6rer que la solution du problfme en dimensign infinie peuc Atre obtenue pra' un
passage i la limite. Le choix des donctions de base constitrnnt; ces espaces cle dimension fimie est
d6licat et initialement on les construisait globalement sur le domaine. C'est (lourant qui eut
l'idl6e d'introduire des fonctions i support local qui simplifient grandement leur constru6i.n, I-a
thdorie derrilre la md:thode des 6l6ments finis a pris une {orme plus r:igour€use avec les rrirvrrux
de Strang et Fix [5].
Il existe plusieurs tec:hniques permettant de r6soudre les 6quations a,ux d(:riv6es partieller;. On

Pense Par exemple aux m6thodes de diff6rences 6nies, de vrlumes finis, aux m6thodes spectrales,

YJf Gmbssia. S '02:014. Univ. Guelnra



1.2 Applications

etc' on peut sans aucun cloute affirmer que la plus larg,ement rdpandue esr la m6thode des 6l€-
ments finis' cetre popularit6 n'est pas sans fondement. La m6thocle des 6l6rnents finis esc tr,bs
g6n6rale et possade une ba'se math6matique rigoureuse qui e$ fort utile, m6me sur Ie pJla' tras
pratique' En effet, cette base math6matique permet de pr6vrir jusqu') un cerrain poinr lil pr6*i-
sion de notre appro:rimati,n et m6me d'am6liorer ceffe prdcision, via les.m6thodes adaptatrives.

1.2 Applicatfions

on retrouve les premilres applj.cations v6ritables de la rn6thode des 6l6rnentr; finis en 1,956 en
m6canique des structures. un groupe de chercheurs (rurner, clough, Martin et Topp [e l) de
Boeing utilisenr cette m6thode pour calculer la voilure d[un avion.
La mdthode des dl6ments 6nis est maintenant reccnnue coclme l'unLe des pri'cipales m6th,rdes
de r6soludon des i:quations aux d6riv6es partielles (EDP) dans des g6om6trirx qtrelconques, qlrr:ce
soit en dimension un, deux ou trois. on trouve mOme des na6thodes d'6l6ments linis en dimen:;iorr
4, soit en espace-templs...

Les applications sont tout aussi nombreuses et vari6es. Les ingdnieurs de d;iverses disciplines uti..
lisent les 6l6ments fir:Lis, que ce s'it en m6canique des fuides ou des solides, m.ais aussi pour..les;
probllmes thermiques, 6lectro-magndtiques, chimiques, etc. rcn rerr'uve irussji des applicarions
en physique, et notanrment en astrophysique...

Dans cette m6moire nous pr6senttrns la m6thode des 6l6ments finis qui est la. m6r:hode nurn{,riqdre
de r6f6rence pour le c,alcul des solutions de probllmes aux limites. Le principe de la m6thor:le esr
directe,ment issu de I'arpproc,he var:iationnelle.
L id6e de base de la m6thode rles dlilments finis esr de rempla;er l'espace de Hilberr; v sur lequel est
pos6e la formulation variationnelle par un sous espace de dimension f ie. L* pr.bldme appror:66
pos6 strr v6 se ramtne i la rrisolution d'un systlme lin6airr:, donr la marricr: est appel6e marrice
de rigidit€.

La m6moire e$ compos6e de trois chapitres, on commenc*pa' une introduction, et dans Ie 2iin1e
chapitre on pr6sente Ia m6th.de des 6l6ments 6nis de degr6 un, deux et trois en dimensi on n = 

.,1,

et on termine la mdrnoire par la la rn6thode des 6l6menrs finis en utilisant cor'me hase les fonction
B-splines.

{ *,*u*., @2014. Uni* Guelnrei
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7.2.1 Importance de la :m6thode

De trds nombreux problames physiques s'exprimenr sous:[orme d'6quarions aux d6rivrler; pa,r-
tielles soumises ), des conditions aux limites particulilres. fls rnanii:re in,justr.ielie, l,objectiliest
souvent la diminution de codts, rsn cernant mieux laftalh|physique. D'aurre frris par exemprte via
la simulation, l'obje'ccif est d'investiguer des domaines difficiles ou clangereux. par exemple, que
se passe-t-il lorsqu'un TG!'prend feu i mi-chemin dans le tunnel sous Ia nnanche ? rQuel 6.[6rne'r
est-il pr6f6rable d'arn6liorer: dans les structures ? Bien qu'ume exp6rinnenration f:inale grandeur na-
ture soit souvent le s;eul arbitre d6finitif, il est beaucoup plur; ais6 d'utiliser une sirrrulation 

'ourchercher i optimiser les paramAtres.

- Avantages : traiternent possible de g6omdtrie complexe, d6rerminar;ion plus naturelle des c''di-
tions aux limites, possibilit6 d* d6monstration math6m,ati<pe de convergen(:e et rmajortion dre
I'erreur.

- Inconvinients I co'mplecit6 de mise en oeuvre et cosr ern remps de calcul et en m€moire.

1.3 Int6grale numdrique

I-int6grale num6r'iqu': est une composante essenrielle de toute m6thode d,6l6ments finis, s;,il est;
toujours prdf6rable d"utiliser I'intdgration exacte lorsque cela est possible, on 4.oit toute fois re-
courir fr6quement ) I'int6gr:rtion rnum6rique si on souhaite d6velopper des nr6th'des rjes 6l6rn*nts
6nis relativement g6n6rales. Dans; les m6thodes d'inr6grarions;; l'inr6grale d,une foncrion co.nri-
nue sur lo' bl born6 est remplac6e par une somme finie. Le ch,rix de la subdivision de l,intervrlle
d'int6gration et celui cles coefficients qu'inrerviennenr dans la 

'omme 
appro;hanr l,int6grale: sont

des critlres essenriels pour rrLinimiiser l,erreur.

1.3.1 Principes gdn6raux

soit/unefonctioncontinue dela,bf danslR,onseproposed'6valuerl,int6lgrab 
lu "f1*yon, "nsubdivisant l'intervalle d,intdgration a l xo l xt

chaque intervalle par urne sornme iinie de la forme :

7b n-7

J" f @)a* =8",f (*,). (1.3, r)

{ 
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une mdthode d'inttlgration est dite d'ordre & si l'erreur r:ommise en approchant l,int6grale pour
urre sofrme discrlte :

7b n-l

'(.f)= I f @)a* _z,o,f (*,),
Ja i-^

(n.3.2)

est nulle lorsque / est un polyn6me de degr6 < k etnon nulle au moins pour un polyn6nm cled*s'64(e+1).

1.3.2 M6thode de Simpson

Dans la m€thode der Thomas simpson (lz10-lz6l) la fionction f estremplac6e par un 6roly.n6me du second dq;rd d6finissant avec un arc de parab'le passanr par l,:s points d,ordonn6es
f (*,), f (r,*r) et f (x,*). La m6thode s,6crit :

Sb n-7

I f @a**f r/el@,*,)- (',)l I f @,*,)* f (x,),++s ( xi+r -3\ IJo' i=o --L- \ 2 )l (1,3.3)

Lorsque la subdivisi'n se r6duir i sa plus simple expression xo = d, ,, _ +,*t x2 = b; la
formule pr6c6dente devient , 

fu f $)ox * tl3(b -o)f(o)+4f (+t* rrul.
La mdthpde de Simps;orr.r, uil rn6thode d,ordre 4.
Uerreurdans la mdth,rde de Simpson est donnde par:

lrh I rt- \s

ll f@)dx-tl s r1+V sup l/(5)(x)1.lJ" I nr xe:la,bl

La somme 5 qui approche I'inr6grale s'exprime par :

s - L, / zf,V {o + i b) + f (a+ (, + r)b) t- aJ- fu + i h + h /.2)l .

1.3.3 M6thode dhs Traplzes

Soit/ une fonction continue sur [a, bf, dlrivabl.e sur Jo,bl, et a =ro ( rr < ... < x,*t 1xn=: g
une subdivision r6gulii)re I'intervalle fa,bf, onnote le pas dte cette subdivision. Dans la mdthode
des Trapizes la fonctio'n / est remplac6e sur chaque intervalle li-*,,*,*rJpar Jla droite joignant lies
poinrs (*,,f (*,))er, (x,*r,f (x,*,)). Soir:

h(x)=@ - x,)f (x,n)- @ - x;*r)f (x,) . .

xi+t- x 
!' \{x elx;'x;+tf'

(1.3.4)

(1.3.s)

(1"3.6)

{ 
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I.4 ks B-Splines

La m6thode s'6cr.ir ::

.f (*,*r)+ f (*,)
(r.3.7)

Lorsque la subdii'ision se r'6duit ) sa plus simple expression i xo = a,)cr=lr; On a :

La rndthode des itrqpezes est une m6thode d'ordre 1. Lerre'r dans tra m6r:h'de des Trapt,zo$ esr
donn6e par I'expression :

ll.' 
ro,o.-'l 

= 
rnr$.il1, 1lrzs(rl (1.3.80

n-I
La somme s - h lzU" @) + f (b) +f /tr, )J. Pour am6liorer ,la precision ; on considdre par{c,is lrr

formule des Trapi:zes corrig6e r,r;Jirlr" ,

lil.3.e)

7b n-1

J^ 
f@)a*=f[(r,*,)-(r,

Io
| .f @)a, - r/2(b - o)lf (,,)+-f (b)1.

Jo

{'' f {*)o*=hl2lf (a)+f (b)-r5]ff.,lt.
Ja ' 

,-.,

t.4 Les B-Sp:lines

Les probl}mes d'interpolation et d'approximation sonr un vas'te sujet qui s,6ten6 de l,ajustement
de mesures i Ia concep'tion d'images de synthAse en passant par la cr6ation de p.lices de caractln:s.
Le comte de Lagrangrs s'est pench6 sur les problAmes d'interpolation au x'v,Ilr sidcle mais il
faut attendre I'arriv6e des ordinateurs pour que le domaine se cl6veloppe r6el.lemen t. Au x v, I -f I,
silcle, l'interpolation et I'approximation servaient surtout ) relier ou app.rocher des rnesure$ :
l'interdt 6tait avant tout scientifiqrre. Avec la r6volution inclustrielle, les mac,hines sonr apparu,es,
il a fallu dessiner les piices Pour pouvoir les produire. Po*r trracer des cour:bes, les dessinareurs
utilisaient des m6thodes manuelles qui reposaient sur la dl'formation de larnes cle m6tal, de res-
sorts et I'udlisation de pistolets. Pour les zurfaces, des gabariits 6taient c'nstnrirs en 3 dimens.ions.
Puis vers 1950 les machines i commandes num6riques sonr arr:iv6es : il deve'ait obligatoire,Ji:x-
primer ces courbes m;rth6madquement. La premidre approch<: a 6ttde nurndriser le travail cles
dessinateurs mais cela tltait long et coteux, la n6cessit6 de rr.uver des courbes capables d,6trer uri-
lis6es depuis la conception iusqu') ila r6alisation s'esr donc fa,it sentir. Les splines cubiques oru d:ti

{ crnu""io.s
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la premilre m6th,ode mise au po,int, puis les courbes de Bdzirr sont arrivdr3s, alrec une conicerption

diff6rente, plus souple. Udvolutiion s'est poursuivie avec l.es ll-Splines, g6l6ralisation des r:ou.rbes

de Bdzier, puis avec les MJRBSidans les ann6es 1980.

Puis les courbes onl. vu leur domaine s'6tendre avec I'appariLtion de I'informatique domestique :

les logiciels de dessin vectoriel utilisent les courbes de B6zier ainsi qtre les )&Splines. Ces co.rr6es
sont aussi ,i la base cles inrages de synthlse, des jeux vid6o, ettc. Certains c,cncerpts sont encore eru

stade de developpement rf,u ne s;ont pas document6s. Il e$ Irar exemple impossible de conrmit:re

les algorithmes internes cle's programmes de conception en 3D.

1.4.1 Motivntions

ll s'agit de fabriquer une courbe rtrui pr6sente tous les avantage,s des corurbes de E(zier mais $ar6 ses

inconv6nients. Ainsii, la courbe devra approximer les points tle contr,6le, &;re si..mple ) marxip,ililer,

prdsenter les m6mes propri.6t6s que les courbes de B6zier, erc.

Le degr6 de la courb,e ne clevra pias 6tre proportionnel au nonebre de points de,contr6le mitis {irc.
La modification cl'un poinr;ne d'cit pas affecter toute la courbe.

Les B-Splines ont 6ti:d6vebppte chezBoeing dans les arun6er; Z0 et 80. LesrB-Splines existlit d6ji
avant;mais n'6tair:pas util:is6es er le concepr pas finalisd.

1.4.2 ld6e: Iiornctions de Base

1.4.2.7 Id6e

Lid6e principale des B-Spli.nes est de remplacer les polyndmes de Bernstein par des fonctic,nr;.

Ensuite, nous sonlmerolls <:es fonctions avec les points de contrdles pour obtenrir la courbe. tJne
B-Spline ne d6perrd prxs snirquement des points de contr6le mais aussi. d'un vecreur noeud.

1.4.2.,2 Les Bases It-Spliines

Nous choisissons un'secteujr noerrd compos6 de f6, f1, t2r..., t*que nous noteronsr T = lts,tt, t?.r..., t*l .

Nous choisissons ta S tl S; ... 5, /-. Nous prendrons des nombres :r6els oom:me noeuds. htrous

choisissons 6galerrrenrt des points Ps,PrP2,...,P*. Le choix cle l'origine O n'a,yant pas d'impor.
tance* nous noterons { -, t)P;. Nous voulons construire une courb,e Xo(r:) telle que :

- Xo(h)=Po

- Xoft) =. P,

- xo(tt)= P, pour I € {{1,..., nt }

fft
Y Grabssia. S @2014. Univ. Gueftnar



!1lCl B-Splines

La coupbe d66nit par Xoft) - { pour t e lti,r,*, I satisfait les conditions. (Cette courbe a la
suivante:

xo?)= f 4,o(r).P,,
;

ori ff,,o(r) = 11,,,,,*,1. C'est-i-dire la foncrion qui vaut 0 sauf sur [4,r,*,li or) elle vaut 1.
solution n'est pas tr,bs satisfaisante, la courbe pr6sentant des sauts. Nous r:herchons i
cette courbe discontlinue Xo(r) par une meilleure courbe qpi sera lin6aire par morceaux,
quand f varie de r, ii t,*r, Xr(t) parcourt la droite reliant p,;_, i po :

x,(t) - (, -=) 1_,t ( ,, 
- r,r'\ r, pour / €ft:;,t;*,1. (r\ ti*r- ti / \ti*r_ ti /

Avec ceftte courbe. ntf,us arrons :

- Xr(t) = Pi_r

- Xr(t,*r),- P,.

Si fo, f1, t2,....,tn sont distincts, alors Xr(r) est continue. N[our; pouvons 6cr.ire Xr(t]corrune

x,(r) =ZB;,r(t).1, (

or! nous allons chercher qlre vaut B,.r(t). 
'

pour t S [to, /-], nouis avons :

x,(t) := 
Jl | (#).1y,,,,,*,1-p;-'. (;=) .,,n,,,.,,.",]

:= 4(#) rr,,,,.,rP,-,*T (#)tu,,,*,rP, (1

Nouspqsons it-i-l:

X,(t)=4(#).,,,,*,,,,,*,t.Pl*4(#)Jr,,',,,,t.P,

o2014. Univ.
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xe(t)=\a,rpy.n,
;

s donne une relation de r6currence pour les 8,,.(r) {oi ,ort calcul6s avec le sch6rrla
1)

;: ,>"'

(1.

alors le coefficient 
t - ti ^^-^ ^^^t ^^

ffi 
sera pos6 comme 6tarit nul et chaque fois que nous {

poseron ce quodent 6gal i 0.

r,o?) repr6sente une fonction de base d'une B-{plines et est parfois appel6e $ase

i la notation i Br,u n'estpas un polyndme de Bern{tein qui se note Bi.
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{ -T"

ts finis de degr6 un

leproblime de Drichlet homoglne en dimenslon z = 1 :

{ -o",,(:).+ Fy!:l _ f @) sar fa,bl| "(")=a(b)-o (2.

sont des constartes et f est une fonction continuf. La formulation variationntlle
me s'6crit : Trouver ra fonction ,, appafienarfi i 

fl$o,&]) teile que pour royr I
l) on ait :

f 
"n 

ou'{*)r'(x)dx+ 
f,n 

Fut*)v(x)dx=f 
"' 

ft.lr(x)d.x (2.,

et I'unicitd d'une solution pour ce problame ,. d{*orrrrenr en ffiilisant le
SraEr:

a(u,zt)= L(v) por,t tout v Ec V.

: maintenant que I'on connalt un so's-€sp ate v1, ( v de d,imension fnie,
que pour tout a e V rl existe un 6l€ment r;v € V/ v6rifant :

p,ollrn" - "ll= o.

2.1.1. (Tb€srime de Lae-Milgran) soient v un 
ffpace de Hilbert et d uneforrnp I

n*e s'n v x v et corcive sar v. supposons que L esi uneforme lineaire ,ontin* rfi,
:tptt*r uo)nt'^{^-^*)^--- -. -t- t7 . , tr'un wnQuefonctions a dc V tel qae I eqwtion

@2014, Univ.



@edegrrdun

IJ'r =, i

Ftcunr 2.1 - Discr&isation (maillage)du segmenr lo,blen 6l6nrents finis p1

Considdrons alors le probllme suivant : Trouver la fonctiion trb appaftenant i V7, tell que :

a(u6,tt6) = L(rr), V91, e V6.

Ce problime admet 6galement une solution unique car V,l,esr un solrs-espace ferm6 de V et don,c
les hypothAses du th6orlnne de L.ax-Milgram sonr 6galement v6rif6es dans V6.Supposons u er. a6
les solutions correspondent i le* probllmes a(u,v) - L(v) ,et a(u5,o5) =, L(v6).on a alors un
r6sultat g6n6ral de rrrajorarion d"erreur suivant.

Th6or&me 2.7.2. Sotit M lla constante intervenat dans I'h3r1toth,ise dc continait| de a:

a(u, v) < tu{ llulllfu.,ll,,

et m k constante in'terverutnt dans I'hypothbse de coerciz,rz :a(u,o) 2: *llrll on a k majoratiotz
d,'erreur suirsante :

ll' - ,nlls{ ;4.11, - onll
ffi o6€v6

Introduisons une discr6tisation de l'intervalle lo,bl en N sous-intervalles ou 6l6ments Tl -=

l*,-r,x,]. Les 6l6ments T, n'ont pas forc6ment m€me lonrgueur. Vo,6 est a.lors I'espace des fimc-
tions cqntinues affin,:s par morceaux (affines sur les segment. 4) et nulles aux extrdmi tts ,n et:

b.

Rappelons que chaque fonction v6 € Vs,6 est d6termin6e de manilre unique par,ladonn6e de ses

valeurs aux points rr Pour i = 2,..., N IJesp ace Vo1 esr de ,Cirnrension N - 1 et iL est engendr6 p,ar.

la base de Lagrange qrri est f,crm6e des N - 1 fonctio ns ut, re V,0.6 dlfnies paj: :

l1

Q.r"3)

D'ou:
X_X: ,

tr six€ lx,_r,x;f,

i.',t 
- i, si x € fx,,x;-r1f, e.:t.4)xi+t- xi

0 sixflxr-.r,x;*1f

{ c,ou""io.s (02014. Uniu Guelma
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I
I
.t

I
I

I
--"1

Ftcuns 2.2 - Fonctions de $ase p,

u6 guelcongue s'6crir dans certe base:

nt

'nt(x) -\o,a4@)
i=2

vn@)- Les coeffcienrs ?, sont donc res vareurs de z[ at,* points rr.

Ecriture du probllme approchd

le probllme approch6 dans V'6 :

la fonction ,4h appartenant ) Vr rclle que pour tout at, e Vo,ton air :

(2.1.6) est v6rif6e Yv1, €Vo,t, # e.1.6)est v6rifee yw, paw , =2,...,1f.

, si u5 est solurion du probllme approchd dans fo,l on lleut l,exprimer fu* lu
re suit :

N
ot@)=f ulwi@),

i=2

a6@) est la valeur approch& de la solution exacte pu point r,.
obllme approch6 s'&rit :

t!2tu3r...;2, tels que

Btoio)a;'4ax) ui
pb

= J" f@)a,(x)dx,

fb fb pb

J" "'rt )";(x)dx+ 
J" 

ar@)v6@)d,x - J. f@)v1,@)dx. e.

6tant lindaire, l'6galit6 est vraie pour rour t4 si lpseulement si elle est vraie po[,
e$p:rce vectoriel Vo,5 c'est-)dire :

(l.u,*,r.)w,(x)d x * I,' q.L,

lep
base

avec u

Ainsi

o2014. Univ.



2.t+2

La

K+

On

iN

i1 eit

0n

r,-J,u ftx)a4@)d,!

Q.,

Cdcul des coeffcients de la matrice

ice A apparait comme la somme de deux matrices $ et M.

pel6e matrice de raideur. Elle est donnde par

matrice de masse. Son expression est [a suivante:

Kii= o 
f,u 

*i,{*)*i$)l*,

M;i = O I,'

a,',(x)v,i@)d * -" E I:f' 
d,(x)w',(x)d x.

4,,

(2.wi@)u,i@)(x.

sans diffcultd les contributions de chaque 4 ** matrices de rar

matrices 6l6mentaires de raideur et matrices ires de masse.

6l6mentaire de raideur On calcule les K, ensommant les

6l6ments selon :

xu, = , l"'
(2.

lrons par exemple l'6l6ment T, - lxi,x;*r]. Sur cei 6l6ment, il n'y a que deux

non nulles . w; et w;*r.Y4l6ment { produira donN effectivement une contrib

qlratre coeffcients Ki,i, Ki+t,i, Ki+r,i+r 6 Kt,;*, dl la matrice globale K.

i les contributions dl6mentaires de t et disposoris les sous la forme d'une

2x2:

EtemKn= * (!;:,,', !;:rl) ,

A;i 
{"' 

o.',t4a',(x)dx* 
I,' F{i@-,(x)dx

1.8)

r.e)

.r2)

de

@2014. Univ.
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Dbg:

tions

Arrec

I'intd

ElemM,-Pbt-x; / 2 1\
. \t z)'

Cakul des composantes du second mer{bre

F; du \refieur second-membre global est calcul6 6gflemenr par assemblage de cgnt

menteires:

1b A f'*+,,,- f "' 
f{x)w,(x}d,x=*l:.' l@)-,@)a*. [z.ri

des formules d'intfuration numdrique, par exemfle h formule des trapezes o{ Ia
mlBon.

diff6rences finies.

de simpson permer aussi un calcul approchd et {onne dans le m6me cas

,,-!V,+4fi+f,*,1.

@2014. Univ.



2.1 Elpments finis de degrd un

-'-_t_-----
2,t,4 Techniqrne d'assemblage

consi{drons un matillage i N i,l6ments er norons .B la rnatrice globale i assembler (marri*e 6e
raideu{ ou de masse gtobale), bp lesmatrices 6l6mentaires correspondantes relatives i chaque 616-
ment {p et F lamat:rice globale du second membre, lp les matrices 6l6menrraires correspond4nres
relativqs i chaque 6lilmenr Ie.
Lalgorfthme d'assernblage est trls simple dls lors que ['on dispose d,u* rableau associanrt les
points {'un 6l6ment Tp etles noeuds du maillage global. Son sch6ma en le suivanr :
Pour lgs matrices

POURK= 1 : N FAJRE ! boucle sur les 6l6ments
POI{R i = l:2 FIIIRE ! boucle sur les num6ros locaux

PquR i = 1:2 FAIRI ! boucle sur les num6ros locaux

{ - K + i - Ilnum6ros globaux

I = K + j -1 ! num6ros globaux
p(I,I) - B(I,I) * b(i, ill .B : matrice globale, b : matrice6l6mentaire

FIN DBS 3 BOUCL]ES

Pour lq second membre

POUR { = t : N FAIIRE ! boucle zur les 6l6ments
POUR i - l:2 F/JRE ! boucle sur les num6ros locaux

I 
=K 

+ i - 1 ! num6ros globaux
f(0 = F(I)+ l(i)l F : matrice globale, / : marrice 6l6me,nraire

FrN DE$ 2 BOUCLT:S

Dans ce $as trls simpl: d'6l6ments de degr6 un en dimension un, chaque 6l6ment Tp <:omprend2
noeuds xi+r, xn. On a alors les programmes suivants en matlab :
Pnocn4uME p,.

function test=[p4*gre1 ;
alpha=l; beta=li N:=16; h=l/Irtr; a=0; b=1;
K=(alph4 /h )"[1, -t; -1 ,1];
M=(beta f 3"h),t[ 1,0.5 ;0.5, 1] ;
I=lin.spacB (a,b,N+ 1) ;

elFinis=,li[rspace;

!=x4;

15

{ 
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t-

l-

I
1'

-f

I
I
.: end;

A=*i*
A(1,:[,

A(1,lF

aNt:
e0qtr
F=zefc

for srel

x2-eIfi
l=z.e

v=ft1+
end

funai!n
y=f(xt
end

I(r)=
l{2)=

;fori*1

1,N*1);
l:N
*l:2
ie*i-l;

=7:2
jg=ie+j-t;

m (i&ld=*s(is, j g)+K (iil+U 6;1 .

,

t

:):ao;

1)=1;

*1,1);

is(s);

is(s+l);

,1) ;

1(x)
*x)*phit(x);

2(x)
*x)*phi2(x);

rI);
);

(is)+h*l(i);

{ "rf



l-

l-

I
I
1-

.f

I
I
I
I

I

F0!+
c2+
cl f-.

s=c4 *,

hold

p=ptrot

q=P

hold

end

2.2

On

Les 616

des

Un

le mi

N

)=o; U -1\f;
:24"e{p(1}/(eap{t}exp(- t)) ;

,

1 x exp(/) + c2 x exp(- I) + 1.4 * 12 * 1.2 + 24
,
t

(abs(eru);

?tplw)i
I)+ c2x exp(-/) + 1.4 + t2* 1.2 *24;

t

'red');

finis de degr6 deux

i nouveau d'une discr6tisation de l'intervaile [n,b] {n N sous-intervalles ou 6l6m
rents { n'ont pas forc6ment la m6me longueur. L{space V6 consider6 ici est er
:ions continues sur lo, bJet 6tant polynomiales de dfgr6 deux zur chaque sous-int
n6me de degr6 deux est fix6 par ses valeurs .r, troif points on prend les exrr6r
de chaque 6l6ment 4. ott est ainsi amen6 i consi{erer une discr6tisation de [a

atervalles comportant eux-m€mes trois points, ce {ui nous conduit globalemen
rion par 2N + 1 points ori les noeuds ri sonr dorrrr{, par

xt=d 1xr1rr ( ... ( rz,u l xrrlr*r= b,

b)l

a

*r,=* pouri=l
2

T;=lxz;-rrxzi*rf pouri = l,

...,N,

..,N.

la b+se {w,l avec i =1,...,2N * 1 de V6 donne6s les condition :

wlx) - 8;i Va = 1, ...,2N et V7 = ',.r2n * t.

CI2014. Univ.



t-

t-

I
l-

I
I
I

finis de

nlt4,,
herc$e

AI

r{
i=2 '

a

c

X; 5;+t J"+2 tz.v+r :6

Ftcune 2.3 - Discr6tisation(maillage) du [o,b] en 6l6ments finis p,

iune extrdmiti

calculs 6l6menraires on obtient:

w,(x) =

l"' **',t )*iQ)dx + 
[,' F*,tx)w,(x)dx) ., = f ,lrO*,(x)dx

vi - 2,,.., ry.

f:

Flcunt 2.4 -Fanocion de base p.

(*,-*,_r)(x;- x;*r)

-(r-r,*rXx-x;*z)

@2A14. Univ.



2.2

2.2.t

Par lt

ontr

Les

nies

U

2.2.2

Par ftr
6=-1,
Les coel

On

{

is de
t9

Tech

nngem

'der€
tiqns d

[-1, 1]

iion des

CaIcu

,o4=
!1.
:ients d

rt arnsr

Ftcunn 2.5 - Fonction de base p,

rique de l'6l6ment de r6f6rence

:nt de variable

F;=x;*t+Wr,.,T1 
2'.-l,lf,x 

€ [x;, xi*zf,
base dans lx;,x;a2]s'exprimenr donc ) I'ai

 , \ t(t-l\
@rQ)- 

-, 

6r(t)=-(t -1)(r+ I

d6rMes est:

d6, 1 d6., d,il

T=t--, i=_rr, Z,

de Ia matrice de masse 6l6mentair

6p*, avec la fonaion { est ddtnie par le c

r la matrice de masse pour l,€l6m ent fx;,x;n.

pxi+z: xr 
[' a,14a,e)dt pour i' 2 J-t r" I

a matrice de masse 6limentaire zuivante por

(4 2

11515
M,- px;+{ xi I I 16

211515
It2
\ 1515 1

-l(:2g+t -b

>ci6e i un milieu

der des trois fonctions zuivan

r(r - r)*t=T

,. 1:=f*-.
:2

hangement de variable precdr

,] sont;

i,i=1,2,3.

rr cet 6l6ment :

*)!l
15 l

i)

rteS

(2i

Q.i

tr4

Q.1

2.2

)

et

5 @2014. Univ. .Iit



nis de deer6 deux

or) les

Sur l'€

Ainsi

On uti

i

I

Calcpl de la marice de raideur 6l6mentaire
i r^

zi+k ld'@k+zctt , - ^ -
wzi+k I d,idr*, dt
tr 1 tn pour A = -1,0, 1 et, i = 1, ...,Nn Ainsi les cofficients de la mptri

Isont: 
i

.*l_,*t qe)d,t pour i,i=r,2,3,

2K.-a_
xi+z- xi

74
63
48
33
14
63 ll

i

Calc$l du second membre 6l6mentaire
I

I

compofante,{ du vecreur second-membre global est donn6e par
I

I

i rti-|^, F,=l J@)w,(x)dx
i, Jo

les contributions des 6l6ments K.
nt { = l*rn-r,xzp+rf, il n'y a que 3 fonctions de base non nulles i@zh_',@2k,

ions non nulles ro"t {1,, Fltr, t#r*r.
de Simpson pour les calculs,

I

c{lcul6e par assemblage des contributions 6l6rrrentaires .F{e).
it
ivM. N N rxtt,,

'i F,_ZF:=I | 
--' 

f (*)*,(x)d,x,
i h=l h=7 J xr1,-,

, f xzh+r

i I e@)d, x = 
xznt:. xzp+r 

[o(rx_, ) * 4e(xr)* o(xr6*,)]ll 6 L

I Jtza--l

I

le secohd m,embre corespond ) l'6l6menr f**_r,*rhr-rfs'6crit :
I

I

' / r1f) \ /r \

ff:)*(?')
02014. Univ.



l

l

2,2.5 Technique d'assennblage

Consi{drons un maillage ) N iil6ments et norons B la matrice globale }. assembl:r (matrice rCe

raideul ou de masse globale), bplesmatrices 6l6mentaires cc,rrespondantes relatives i chaqu.e 616-

rnent 16 et F larnatrice glr:bale du second membre, /p les m,atrices 6l6mentaires correspondantes
relativgs i chaque 6l6ment Tp.

I-algortithme d'assemblage est trls simple dls lors que l'on dispose d'un tableau associaru; les
points d'un 6l6ment Tb et les noeuds du maillage global. Dans ce cas trls simple ,C'6l6men,rs cle

degr6 {eux en dimension un, chaque 6l6ment Q comprend trois noeucls x2k_t,)ti2ptx2pn, SCIn

sch6m4 est le suiyant :

Pour des matrices

POUR K = l: N FAIRE ! bouclle sur les 6l6ments

POUR i - l:3 FAIRE ! bouc,le sur les num6ros locaux

POUR i - 1 ,3 FAIRE ! bc'ucle sur les num6ros locaux

I ="2x K .+ i -2 ! numiros globaux

,l =Z*K-f j -2! num6ros globaux

B(I,n * BQ,I)+ b(i,i) !B : matrice globale, b : matrice6l6mentaire
FINDES 3 BOUCLES

Pour second mernbre

POIJRK = I : N FAIRE ! boucle sur les 6l6ments

POUR i = 1 :3 FAIRE ! boucle sur les num6ros locaux

.l + 2 * K + i -2 ! num6ros globaux

f(/) = Jtr(1) + l(i)l F : matrice globale, I : matrice 6l6mentaire

FI}I D$S 2 BOUCLES

On a alprs les programmes suivants en matlab :

2.3 El6ments finis de degr6 trois

On conperve toujours les nr€meri notations de bases, mais cette fois l'espace V, est la. ensenrbl:
des fonqtions continues sur ln, b)l et 6tant polynomiales de degr6 trois zur chaque sous-inrervalle.

Un polyn6me de degr6 trois est fix6 par ses valeurs en quatre points. On consid6re donc u,nr:

discr6tiqadon globale en 3N * I points ou noeuds x, inde#s par i -= 1, ...,,3N + 1 :

@2014. Univ. Guelrne

x7=,il 1xr1fr: ( ... ( xrar 1xr,'nr- b



qT;ts
Soit

fl =g :fi irt+l ir;+2 f;+3 Jslv+r : $

ln,bJ en 6l6ments finis p,Frc 2.6 - Discr6tisation(maillage) du

Ftcune 2.7 -Fonaion de base p,

+ , x3i+l- xli-z
e3i_t _ *3i_2J 

3

$ _$ , "x3i+r-xli-z*ii_Lii-2 -.T_

iune exrr6mitd

xti-2, xt;-rf pour i = 1, ...,}{.
la bqse wi avec i - 1,...,3N* 1 de V6 donndes

w,(x)= SiiVi = 1,...,3N+ 1 et V j = 1,...,3N+ 1.

; qui est extr6mitd d'unles fonctios w; correspondant i un point

(* - *,_r)(x - x,_r)(x - x i_)
si r € lx,*r,x;f,

si r € [x;,x;13],

si x (lxr_u,xt*tf,

w;{x) -

(", - r,_rX x, - x,_r)(x; - x;_t)

(x - x,*r)(x - x;*r)(x - x,*r)
(*, - ",*,X 

x, - x,*r)(xi - x;*t)

0

les fonctiotr wi correspondant aux deux points d'un 6l6ment,

,,(t) = 
{

(r - r,_,X x - x,*r)(x - x;*z)
si x € fx;_1,x;a21,

si r S lx;a,x;a2|,

(*, - ,,_r)(r, - r,*,X x; - x;+z)

nv

1I

iI

CI2014. Univ.



si x, qst

sr x, eft

Apanir

ch6 E1i

2.3.1

Trouvpr

3N/r(
i=2 \

/ \qf\/\.
\ \

Flcunr 2.8 - Fonction de base p, associ6e i point int6rieur

al ,rt-'\
/" 

t\

i\

!
I

J

li!

{ |x - Fi,rXr - x;_rXx - r;*r)t
a4@) - \ (*, - x,_r)(x, - x,_r)(x,- 4*,)

lt0
deuxilme point inr6rieur d'un 6ldment.

Flcunn 2.9 - Fonction de base p. associ6e i

premier poinr intdrieur d'un 6l6ment. Et

bchnique de l6l6ment de r6f6rence

poinr intdrieur

si x € fx;_r,x;*rl,

si r { f*,_r,x;*r),

det€[-1,l]x elx;,
quatre fonctions zuivantes

le la formulation variationnelle e.r.6),nous obten{ns maintenanr un probldme
&rit:

,..,r wtN tels que :

rb rb \ 7b

o 
odi&)-',(*1d** 

J" F-,(x)at,(x)d,x) ",= J,- 
f t4^,@)d,x Vi =2,....,

lgemenr devariable 7'. - 
x; * x;+t 

+:!t- xi 
--

de base dans [x;,;j ;"ffi;J
Par le

@2014. Univ.



T-

I
I
I
I

I

I

t'

I
I

sur [.1

2.3.2

Par w3;

h,=*2
Le

2,3.3

Ona

11 ,

1s6r(t): 
G(t - t)(3t - t)(3r + 1), 6r(t)= 

{ufr+ t)(r - 1)(3r - t),

91
6r(t)= 

G(, 
+ l)(l- r)(3r + t), 6oQ) _ 

ftA+ 1)(3r _ 1)(3r + 1),

d6rivdes sonr respecrivement 6gales I

d6, 1 d6"g^
T =qFzztr+ 18r+ 1), # _ 

n?tt, 
_2t _3),

6396^1^
i= n?st'-2t +3), #= n{-zttr+ ls, - 1).

Calcul de la matrice de masse 6l6mentaire

pry 
I' ,^,ur^,(t)dt pour d,1 = r,2,3,4. (2.

Calcul de la matrice de raideur 6ldmenteire

d*r,*p _ d6r*, dt ,

d, = d, d, pourk--2,-1,0,1*i=1,...,N.

coefficients de la matrice de raideur dans 6l6ment lr,;,xr*r] sont

2pbu- | #',(t)6',(t)dt pour iq1 = 1,2,3,4.xi+t_ x; J_t. , t .

o F, = Q avec la fonction { est d66nie par le qhangement de variable pr6

-110r 1.

des coefficients de la matrice de masse se ramlne i fl'6valuation des intdgral,es :

@2At4. Urriv.



2.3 El6ments finis de degr6 trois

2,,3,4 Calcul du second me,mbre 6ldmentaire

C.haque composanre Jl du vecreur srecond_membre global

f (x)a:,(x)dx

25

'o 
= I"'

est;calcul6e 6galement par assemblage de contriburions 6l6ment"ir., y'a) selon

E =f]qi*) =t [.'r., fr*)*oe)dx,
h=l h=l J \r_z

oi les 4(*) d6rigttent les contributions des 6l6menrs €.

su'6l6mentTu-l*rn-r,xu,-+rf,iln'yaque4fonctionsdebasenonnulles 
i@tk_2,@tb_r,@,k,,ozh+r.

Donc' sur cet 6l6ment, il n'y aque les contributions non nulles. sur l,6l6ment T, = fx2pa,x21,a-1f ,il n"y a que 4 fonctions de base non ntrlles i rD., ^. qu-. .7,, . '

norr nulles sont {flr, ,*r_i i*r,ifi;:t 
i @3h-z' @3k-r' @tb'@3b+t' Ainsi les seules contributions

2.3.5 Technique d'assemblage

co*sid6rons un maillage ) N 6l6me'ts et norons I la marrice globale ) assembler (marrice de
raid'eur ou de masse glolbale), bplesm.atrices dldmenraires correspondantes relatives i chaque dl6-
mena 7* et F lamatrice globale du second membre, /r les matrices dl6mentaires correspondantes
relatives i chaque 6l6ment e.
IJalg;orithme d'assembl:rge est trls si:mple das lors que l'on dispose d,un tableau associant lespoints d'un dl6ment Tu et les noeuds du maillage global. Dans ce cas trds simple d,6l6ments 6e
degn6 deux en dimensio* un, chaque ill6ment rp comprend trois noeuds xth_2, x3h_r, xsb,xth.rr.

Son r;ch6ma est la zuivante :

Pour des matrices :
POUIR K ='1.: N FAIRE|! boucle sur les 6l6ments

POttR i =. !:4 FAIRII ! boucle sur.[es numdros locaux
IlouR j - l t4 FAIRE ! boucre sur les num6ros locaux

I =3 xK + i -3 ! numdros globaux

I =3 xK * j- 3 ! num6ros globaux

(r!.3.8)

{ crou"":o.s 02014. Univ. Guelnur



2.3 Eldments finis de

Flcunn z.rc -Approcher la solution avec la mdthode d'6l6ments finis de degr6 1

B(I'n- BQ'I)+ b(i, j) ! '8 : matrice globare, b : matrtce€l6mentaire
FIN DES 3 BOUCLES pour second membre ;
POUR K = 1 : N FAIRE ! boucle sur les 6ldments

POUR i = 1 :4FAIRE!boucle surles numdros locaux
I = 3 x K + i - 3 lnum€ros globaux

r(4 = r(/)+ l(i)l F : matrice grobale, / : matrice 6rdmentaire
FIN DES 2 BOUCLES

On r4oit les r&ulats des programmer en Matlab pour r&olution num€rigue de la solutio*
leprobllme :

t-*l€ |
l-*im*!drJ

lm't-srFro.l

[ -/'.(*)* u(x)= 7a sur ]0,1[,
[ ,(0) = z(1) = 0.

{ o*,., @2A14. Univ. G



2.3 El€ments finis de

Frcunr 2-11-. Approcher la solution avec ra mdthode d'6l6mena 6nis de degr6 ?

ftcunn 2.12 - Approcher la solution avec la m6thode d'6l6ments finis de degr6 3

Rematque2.3,l- lesfgures(2.11),et {2.12)sontl'issuesdesprogrammesdelam6thoded,
finis de degrd deux er de degr6 trois respectivement et les programmes en magab sont si
celles udliser en Pl

{.*, @2A14. Univ.



Cfiapitre3'th

El6ments finis; por B-qplines

Dans la mdthode d'6l6nnents finis cla^ssique, le principal ddfaut de cette m6thode e$ que la solurrion
approch€e e$ une fonction qui n'elit pas continue. or, dans de nomhreuses applications, par
exemple en informatigue graphique, il est pr6f6rable d'utiliser des fonctions ayant au moins une
d€rivde continue' cette:propri6t6 sera satisfaite dans la m6thode d,6l6mr:nrs €nis par B-splinr:.
spliine est une fonction polynomiale cl6finie par morceaux er de degrd p sur chaque intervalle. LIne
B-spline est une combinaison lin6aire, de splines non-n6garives i support compact minimal. rtrur
construire ies fonctions base des B-splines, on doit d'abord introduire la d66nirion de vecteur des
noeuds.

3.1 Vecteur des noeuds

Dans l'espace dimensio;n un, un vecteur de noeuds {{r, €r,...,€r*r*rl e$ un
croissant de coordonn6es dans I'espace des paramdtres, oi z est le nombre de
et p esr le degr6 de la spJline.

si ler; noeuds €;, i = !,.,.,n* p*l sont: 6quidistants, on dit que ce vecreur de noeuds esr uniforrne.
Et si les n'oeuds en premilre et dernilre posirion sont rdp6t6s p + 1 fois, on dit que ce ve*eur 6e
noeurds est ouvert.

3.2 Les fonctions B-splirnes

soit ]i{t' 1i2,"',6r} un Yecteur de nozucls. Les fonaions B-spline, N,,o sont d6finies par r6currenc,e
sur / par,[es relations suivantes : pour p =O :

4,0(f)={ t ,,,r1;f;4+r pour i_r,...,k_r,

ensemble non cl6

points de contr.€ile

Q.2,1)

{
Y Gtabssia. S @2014. Univ, Guehnr



3"2 I-es fonctions

Pourp:/21:

F-F. r ,,,_{N,,,(€)=**.N,,,-,({)-ffi4*,,l-,({)pouri=1,...,k-(l+r).

Remarque 3-2.1. 1. La fonction N;,n est un polyndme de degr6 inf6rieur ou 6gale p zur
intervalle l€i,€;.r|.

2. Lafonction N;,0 s'annule en dehors de I'intervalle J€i,€;*e*1.
3. La fonction 4,0 s'annule aussi en { sauf si { = 4*r = ... = €,*p I {,*p*,

N;,p({) = t.

4. N;,t> o, V6 *;+rtg) = 1 Y{.
i=1

On peut consrruire une matrice de dimension (z + p) x (p + f) qui stocke toures les
&rylfures N,,r{6) avec 0 < / S p en {brme :

{ n**"., CI2014. Univ.



3.3 trs ddrivdes de fonctions

&,splines de

,,&, , '&,

r!

Fonctions

- ,\-r,,

tr
I

I
I

IL__
;
I
I

IL*_

URE 3.1 .

'f
I

I

I

I

oL_

Frc degr6 o

|2--;-{

Flcunn 3.1- Fonctions B-splines de degr6 1

3.3i Les ddriv6,es de fonctions B-splines

La dldrivee d'unefonctic,n de base Bsprine est donn6e par:

N! {,p-,({) - I 
P: 

-N,*r,r-r(€)
t 'P {r*, - {'' 

ttY-t t ' t 
€i+p+t- 9;+r

3.3.1 Courbes B-splines

une courbe B-splines de degr6 p d€frnie par npoints de contrdle p1, p2,...,p, estde la forme :

xe6) -@(€),y({)) = fN,,o4)t,, (3.3
i=1

ori Pi - (x,, {) sonr les coordonn6es de ra iime-point de contr6re.

Retnarque3.3.l. :

{ rn*,r., @2014. Univ.



3.3 Iss d6riv6es de forrctions

Frcuns 3.3 - Fonctions B-splinesde degr|2

FlcuRE 3.4 - Foncrions Bsplines de degr6 3

I'
..I

"rf
I

.{
+

{,='*u*.,



,des courbes

1. Les

2. Si{e
I'

3. Si{,

etset

3.,4 In

On se lirnite

en.N-1
phases.

Premiire

que la courbe

alors par la

Deuxiime

quefiient non

3.4,,1 Le

On a le th€

Th{ortme 3.4.

wctewr d,e

Il exi;rte un

satisfinsse

Irmme 3.4.1.

- xert

- f(t,)-x(ti)
Alors,

posanters de xo?) sont des polyndmes de degr6 p sur chaque intervaile l€,,€,
t;,ti+r[,xr({) ne d6pend que les points de contr6l e p;_.p,...,pi etse rrou.,e

cowexe de ces points,

uo ooeurC simple et p :.2 t, x o(€ )ne d6pend que des points de contr6le p i_ p, ...,
uve dans l'enveloppe c,onvexe de ces points.

lation par (les courbes B-splines

courbes de degr6 3 par morceaux. on cherche i taire passer une courbe B.
l Q et en imposant la d6riv6es aux exrr6mit6s. Le problame se divise en

: on sr:6xe un vecreur de noeuds t et on cherche un porygone de contr6re
pline JKp corresponchnte passe par les e ".r* 

noeuds. L,interpolation se tr
ution d'un rystAme fiin6aire.

: on cherche i optimiser le choix du vecteur de noeuds. ce probllme est

8me lin6aire

zuivan.t pour des &splines de degr6 3.

' soient Q0,..., Q* dcs points de rR.". soient nn5 o6 d,eux vecteurs de rRr. soit t
qtissd aux extr&nitds, de kforrne

tt=tz- tt=a1t+

polygone dc connille lD = (ps, ..., p"*r) ter qwe ra cowrbe B-sprine de dcgr6 3

Vl = r),...,N, Xr(t,*r= e, X,(a) - vo et X,(b) _ ob.

bnt f , x : fa, bl *Bl deaxfonctions de cksse C2. On saryose qae
t de dcSyrd 3 sur chaqae interzsalle,

i --3,...,N* 3 et Jtt@)= x,(a), f,(b) _ x,(b).

l^u 
ff"a)- x"(t))zd, - l"n 

f,,tt)zdt - I"' 
x,,(t)2d,t.

o2014. Univ.



3.4 Interpolation par des courbes

Ddmonstration. OnvSrifie imm6diatemenr que

f 
"n 

v"{r)- x"(t))2d., - I'
pb

^== J, 
(f,,(t)_ x,,(t))x',(tVt

On intlgre par parties sur chaque intervalle

f ti+r

J,, a"u)- x"tlt))x"(t)dt ,= (f'(t,*r)- x'(tu*r))x"(t,*r-(f '(t,)- x,(t,))x,,(t,)

f ti+r

- J,, 
(f'(t)- x'(t))x"'(t)

:= (f'(t,*r) - x'(t,*r))x"(t,*r) - (f'(t,) - x'(t,))x,,(t,)

- (f (t u * r) - x (t, * r))x"' (t, * r) - (f (t,) - x (t,)) x,,, (t,)
f t;+t

*J,. U(t) - x(t))x""(tpt

:: (f '(to*r) - x(t,*r))x,,(t,*r) - (f 
,(t,) _ x,(t,))x,,(t,),

car x4 * 0 et f(t,*r) - :c(t,*r) - f (ti,l - x(ti)= 0. En additionnant, il vient

Ai - (f ' (b) - x' (b)x" (b)) - (f ' (n) - x, (a) x,, (a)) = 0,

car.f'(a)* x'(a) - f'(b,)- x'(b)=0.

Thdior&me 3.4.2. Soit f : fa, bf --+ R une fonction dc chsse C2. Soit X, k fonoion B
dqt"6 3 qui I'interpale an N + 1 point plus les dsri.oda awx bornes, selon le theorlme I. Alors

f"(t)2dt * 
I"' 

x"(t)2dt - -2R

hi
ll,f - "rll* 3 ::;llf,,ll, et llf,_ ,jll* < hllv,,ll,.

ai.ls =maxf rr*, - rrl.

Umtonstration. Posons g -,f - xr.Le lemme 2 donne

lls"lll =: [" s"(il'at

=: 
I,n 

f"ti'u, - I,' x'i(t)2d.t

s llf"lll.

{ *,*u*., 02014. Univ.



3.,{ Interpolation par des courhs

r'tel que g'(t')= 0. On 6crit :

{ o,*., @2AU. Univ.

Parconstruction, g s'annule antx t; donc, d'apr0s le thdorime de Rolle, g, s,annule aumoir
fojis dans chaque interrralle ft,,t,*rf.Tout point t Gfa, bl exdonc i distance au plus h d,un

d'aPrls I'in6galit6 de c*uchy- schwarrz. ceci montre que

lfs'll* s bilLf"llr.

Tourt point t € la, bf exi distance au prus ! o'unpoinr t" ter que g(t,,)= 0. par
I

une

rint

ls'(e)f = lg'(t)- s,U,)l

= 
lr,', 

o',,r,1

ls (r)l = ls(r) - s!)l
I r' I= ll g,(s)dsl
lJ/' I

h+

Renarque3.4.1. Le chc'ix de I'espace.ment uniforme n'est pas la meilleur solution.

3-4.,2 R6solution'um6rique d'un problime dtnterpolation
On sedonne levecteur,Je noeuds to:= sr= t2= ts=O 1tn=l <... l ttt*z=N_ l <N
fN+r = tN+c= [N+s = l*.r. dans I'intervalle [0,N].II s'agit de rrouver le polyg6ne de contr6le
N + 3 sommets) de la B+pline qui passe par le point Q .t ti+j etpour d6riv6es z,o (resp. o")
extr6:mit6s.



par des courbes

on peut supposer que n = r. il s'agir de r6soudre le systlme,{p = e pour e = (e0, 
"0, 

er,..
etP gR]\i+3 et

r\;p\a ) u

Nr,ob) w'r,@) o

o Nr,r(a'l h) Nt,o@ * h)
n^vv

nnVU

ave:c p = 3, h - ti - ti*t = 1. On utilise les valeurs des fonctions B-splines relatives au
norruds cidessus:

Xr(o) _ 0,

rj(o)=3(P;-Po),

x,(t)=ir,*Ir,*];0,,

x,(t,*,) = t, *f,l,- * Io,*,
Pour i I 2. On a la marrice suivanre :r

10
-33

1

4

00

Qly-1,o,p,Q;y]

1

0
4

-33
I

1
I

6

l2
63

I
.I:-

6

00
00
71
t26
1.2
63
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ydelqqurbes B.splines

on peux montrer directement que Ie qFsreme fin6aire Ap - e a exactement une soluti
montrant que la matrj.ce / esr inversible. On remarque que d,etA = 3detB of la matrice Jl

7l
0126

121
636
0

1,

6

. ce r{ui montre que Ia rnratrice B est inversible.
En lrlatlab' on a le programme suivant pour tesrer l'interpolation de la cc,urbe par calcul
tique des points de conrr6le :

3.4.3 Programme : Test d'inrlerpolation

funcrtion rest l=spli1e1Q p=3 ;

a=-5; b=5; N=6;
points2trace=linspace(a,,b, 1000) ;

ksiV:ctor=zeros(1,N*2,sp* 
1 ) ;

ksiVcctor(l :p)-a;
ksiVectorfo* 1 :N*p* 1)=linspace(a,b,N+ 1) ;
ksiVe,cror(trl+p*2 :N*2 op+ 1;_6 .

vi-0; rrf=0.

QP=,r.tot(I.{+t;;
for

;;
36
77
612

Potr montrer que -B esr inversible, on prouve que (Bzt,rr)#a,vz,€ rRN--l\{o}, o - (rr,...zsy

(8o,,) = (*", n:",)o, +E (1", *'1,,*, *lo,*,),,,*,

= f{r;: r*r} ::: r + }'i * }4-'> o Yz e m'-1110y

{ n*n^., @2014. Univ,



des co-urbes &splines

i-l :N*l w=ksiVecrorG+p) ;

epg=U(r+w1;
end pc=ssnf fol(NB,ui,vf,qbrQp) ;

pointsCont$les=zercs (2,N*3) ;

pintsCont+11*dt, :)='LsiVector(p :N+p+2) ;

for i=l :N+il
pointsContrdles(2,i)=pc 6, l) ;
end m2=ip ft $iVecror,pointsControles,pBoints2trace) ;
hold on ezplppf l/(t*x*x)');
q=plot(m2( :p [),m2( :l),'green') ;
hold off
end

{ ** o2014. Univ.



3. 5 k m6th4de d'6l6nnents finis par

Nr,ori = 1r...r

.rfit:
/l

- 
l4t+r)

-8-spfreodrbg

-,{'
.-":11-'"'

-r0t23
T

FIcunn 3.5 - Interpolarion sur [-5,5] avec N = 6

IGURE 3.6 - Interpolhrion sur [-S,5] avec N = 6, N = g, N = 10

3.5 La dthotle d'6l6menrs finis par B-splines

Dans cette , onL reconsidlre l:e probllme de Dirichlet homoglne dans la m&hode d:
men,ts finis c que. Mais, les fonctions bases de v6 sont les fonctions B-splines de degr6 p : wt,

Alors on p€ut 6crire Je problame approchd dans vol comme suit :

{ ,r,**., s2014. Univ.



d'6l6nrents finis

Trouver la foiraion tr1, eppeftenanr ) Vo,6 telle que :

yb

J" "r'rliN',,0b:)dx + au'ufu)Ni*k) - au,r(b) +
pb

I Bu;@)N,."(x)dx
Jo
pb

I f (*)N,.,(x),Yi =2,...,n - |Jo 
(jr.s.r)

D'autre paft' bi il,b est,une solution du problame approch6 dans vsi onpeut exprimer:

n-1
ot,=ZniN,*@)

;-al-'

Ainsi, le probpme approch6 devient :

Posons

Trrruver &2t Nt*t...t fl n_ttels que :

* (l ̂
' 

crq[ (r )q 
otl,x)d. 

x + a N',, 
n 

@)N i, o(o) - a N',, 
oe)N t, o@) + l,'

- f ,' ,f1*1*,,0(x), vi=2,...,n-1.

r,- 
[,t ftx)N,,0(x)dx,

Q,.5.2)

(3,5.4)

FN1,ok)N;,,(x)dx, (3.:r.8)

PN1,r@)Ni,r{*)d* 
,\ 

o,

(3,5.3)

A,j 
I^n 

**|4lrNi,r,(x)d,x*aN,,,n@)Ni,r-aN1,p(b)N,,r(b)+ 
I,n 

F*,,otx)N,,r(x)dx. (3.5.5)

On remarque 
$ue 

le probllme appror;h6 prend la forme d'un systAme lin6aire de n -2 6quati.ons
i n '* 2 inconnlres, qui peut s'6crire sous la forme matricielle zuivanre :

AU -F. (3.5.6)

3.5,,1 Calcfrle de la matrice du membre gauche

Chaque compQsanteA,,, de la matrice membre gauche s'6rit

A,i m4 * c;1, Q.!1.7)

ou

nii 
!.' 

ot't;,uQc)N!,0@)dx * [,'

Y GrgDssrs. 5 02014. Univ. Guelma



3-5 La m6thode d'6l6ngg&$"t B-splines 40

c i,j = a'Y',*@)N ;,0@) - aNi,r(b)N ;,p(b). (3.5.e)

Clhaque composante l,ni,i est 6galerrrent calcul6e par assemblage de contribudons 6l6mentaires :

on remarque que sur l'6l6ment {, il n'a que p * 1 foncrions &spline, N,,0,4* \p,...,A140,0
non nulles et il n'a que p * 1 d6riv(is N',,u,Nl*r,0,...,N',*u,onon nulles. on peut donc utiliser la
technique d'assemblage pour calculer les compos antes nzi j.

3.!i.2 Calcul des composanltes du second-membre

Chraque comPosante fj du vecteur second-membre global esr 6galement calcul6e par assem6lage
de contributions 6l6mr:ntaires :

f b 
'm;,i = J^ (etvi,r@)t'ti,o@)+ nN,,p(*)N,,,@)) d*,

r, = | "' 
f (x)N;,u@)d,. =E I r"f (x)N,,r(x)d, x.

(3.5.10)

(3.s.11)

sur: 6l6ment 7,, il n'a que p * 1 fonLctions B-splines 4,0,N,*r,u ,...,Ns-rp,p non nulles. on peut
donc utiliser la technique d'assemblage pour calculer les composantes 4. On a le prograrnme
suirant en matlab poujr approximation solution u par B-splines :

3.5i.3 ProgrammeB-spline

function test=ElementFinilDparBspline( )

Co:mparaisonparBspline ( ) ;

end

function

test0=C66paraison par &spline( )
nh=15;

p=3 ; alpha=l ; beta'=l I a.=0; b=l ;

nbpt-200;

shift-(b-a)/tooo;

I=linspace(a,b-shift , nbpt) r

{ 
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3.5 Ia mdthode d'6l6rnents finis par B-splines 4t

function y=f(x)

Y=xa;
end

[g,G]= solution(p.,nh,alpha,betabf,a,b,D ;

gp:derSolution(p,nh,G,I,a,b) ;

x=I;
c2= Q7 -24*exp(1),t/(exp(1!exp(.1)) ;

cl=-14"2t

s - e x d.c t =zeros(l,size(x,2)) ;

for i=l : size(x,i!)

s - exdctli,l)=c1*exp(x(!))+c2*expCx(i))+ x(tn + t2*x(L)2 + 24

end

err=g-s - exacti

em=max(pbs(err))

hold on

close all;
s=plot (I,err);

xlabel(x');

ylabelfErrreur');

titlefErrzur du sohrtion exacte') ;;

set(er'Color','black",'Line$iridth',2) ;

hold off
6gure;

p-plot(I,s * exact)i

xlabel('x');

ylabel(u(x)');

title(Solution exacte') ;

set(p,'Color'o'blue','LinerX/idth',2) ;

figure;

q=plot(I,d;
xlabel(x');

ylabel('u(x)');

title('Solution apprcrch6e') ;

{' o,*"o^, @2014. Univ. Gurelma



3.6 Conclusion
42

set(q,'Color','red','Linelflidth', I .5) ;

hrolcl olT

6gure;

d=plot(,gp);
xlabel('x');

ylabelfu"(x)');

title('Premilre ddriv6e de lasoluti on approchde') ;

set(d,'Color','blue','Line'S0idth', 1.5) ;

hold off
end

3.6 Conclusion

1,, La similarit6

- Dans les deux m6thodes, on:utilise la m8me formulation variationnelle et la m6me tech-
nique d'assemblage.

2. ladiff6rence

- La base : Dans la m6thode d'6l6ments finis classique, on choisit les fonctions d'inter-
polations de l,agrange et dains la mdthode d'616ments finis par B-splines, on choisiir les

fonctions B-splines. Pour le degr6 un, les bases des deux m6thrcdes coincides, mais elles

sont diff6rentes en degrt sup6rieur ) 1.

- La continuit6 :r Les fonctions d'interpolations de Lagrange de degr6 p sonr seulement de

classe C0 mais les fonctions B-splines de degr6 p sonr de classe Cp-l.

- Les fonctions r:l'interpolations de Lagrange peuv€nt recevoir des valeurs n6gatives, :mais

les fonaions B"splines sont toujours positifs, donc tous les composants de la matric:e de

raideur dans la m6thode des 6l6ments finis par B-splines sonr toujours positifs.

- Le nombre de fonctions de base : Avec le m6me N 6l6ments, dans la m6thode des 616-

ments finis clarsique pour degr6 p on doit calculer N x p+1 fonctions de base, mais dans

la m6thode des; 6l6ments finj.s par B-splines, on doit seulement calculer N * p {onaions
de base.

- Lerreur entre lles cleux m6thodes :

@2014. Univ. Guelms



3.16 Conclusion 43

Sdrin .pFldta.

Flcunn 3.7 - Solution approchee

FI,cunE 3.8 - Solution exacte

@20t4. Univ. Glrelma



3.6 Conclurion 44

t

Ftcune 3.9 - Premilre d6riv6e de la solution approchde

gg

0.02

!
-0tE

{.lx
{t.6

-0fi
-.o.1

{ru
{.1{
-s.16

r 1o-7 mrr{-938e{l0l

x

E

5

a

2

Ftcunn 3.10 - Erreur du solution exa$e

Ftcunn 3.11 - Erreur: Eldments 6nis P1 et El6ments finis par Bsplines de degr6 1

rO* gffil*Da8-apE eegnai
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3.t[ Conclusion 45

r flt-r ExoTTElItFFIFEa&Od2

Hcu{.n 3.12 - Erreur : El6ments finis P2 et El6ments finis par Bsplines de degr6 2

83.13 - Erreur : El6ments finis P3 et El6ments finis par Bsplines de degr6 3

fl' ,*"., o2CI14. Univ. Glrelma
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