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Résumeé

Ce travail est consacré i I’étude d’un exemple simple mais réalise d’un probléme de Dirichlet homogéne
en dimension un. Il s'agit d’étudier ce probléme par deux méthodes et faire une analyse comparative
au nivean de Uerreur.

En premier lien on utilise la méthode d’éléments finis classique de Lagrange de degré un, deux et trois
avec leurs implimentations numérigues. Ensuite on traite la méthode d’éléments finis en changeant la

base de Lagrange par la base des fonctions B-splines.
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Chapitre 1 #2

Intfroduction

1.1 Bref historique

L'idée fondamentale derriére la méthode des éléments finis remonte loin en arriere. Les grecs
par exemple avaient reconnu que I'on peut approcher la solution d*un probleme complexe en le
divisant en problémes plus simples. On peut par exemple approcher le périmétre d*un cercle en
calculant le périmétre d’un polygone 3 7 ctés, pourvu que 7 soit suffisamment grand. Il suffit
alors de connaitre la longueur d’un segment de droite, probléme beaucoup plus simple que celui
de la longueur d’un arc de cercle.

Lapplication  la solution des équations aux dérivées partielles est évidemment plus récente et
est intimement liée au développement de I'informatique. Courant [1] a introduit le concept de
formulation variationnelle, qui est 4 la base de toute méthode d’éléments finis. Pour la méthode de
Ritz [3], on part d’un probléme posé dans un espace de dimension infinie. On approche ensuite
la solution du probléme initial en cherchant une solution dans une suite croissante de sous-espaces
de dimension finie. Ces problémes approchés sont en général beaucoup plus facile a résoudre. On
peut de plus espérer que la solution du probléme en dimension infinie peut étre obtenue par un
passage a la limite. Le choix des fonctions de base constituant ces espaces de dimension finie est
délicat et initialement on les construisait globalement sur le domaine. C’est Courant qui eut
I'idée d’introduire des fonctions & support local qui simplifient grandement leur construction. La
théorie derri¢re la méthode des éléments finis a pris une forme plus rigoureuse avec les travaux
de Strang et Fix [5].

Il existe plusieurs techniques permettant de résoudre les équations aux dérivées partielles. On

pense par exemple aux méthodes de différences finies, de volumes finis, aux méthodes spectrales,

&7 Grabssia. § © 2014, Univ. Guelma



1.2 Applications 3

etc. On peut sans aucun doute affirmer que la plus largement répandue est la méthode des &4
ments finis. Cette popularité n’est pas sans fondement. La méthode des éléments finis est tros
générale et posséde une base mathématique rigoureuse qui est fort utile, méme sur le plan tres
pratique. En effet, cette base mathématique permet de prévoir jusqu’a un certain point la préci-

sion de notre approximation et méme d’améliorer cette précision, via les méthodes adaptatives.

1.2 Applications

On retrouve les premiéres applications véritables de la méthode des éléments finis en 1956 en
mécanique des structures. Un groupe de chercheurs (Turner, Clough, Martin et Topp [6]) de
Boeing utilisent cette méthode pour calculer la voilure d’un avion.

La méthode des éléments finis est maintenant reconnue comme I'une des principales méthodes
de résolution des équations aux dérivées partielles (EDP) dans des géométries quelconques, que ce
soit en dimension un, deux ou trois. On trouve méme des méthodes d’éléments finis en dimension
4, soit en espace-temps...

Les applications sont tout aussi nombreuses et variées. Les ingénieurs de diverses disciplines uti-
lisent les éléments finis, que ce soit en mécanique des fluides ou des solides, mais auss; pour les
problemes thermiques, électro-magnétiques, chimiques, etc. On retrouve auss; des applications
en physique, et notamment en astrophysique...

Dans cette mémoire nous présentons la méthode des éléments finis qui est la méthode numérique
de référence pour le calcul des solutions de problemes aux limites. Le principe de la méthode est
directement issu de I’approche variationnelle.

L'idée de base de la méthode des &léments finis est de remplacer I’espace de Hilbert V sur lequel est
posée la formulation variationnelle par un sous espace de dimension finie. Le probléme approché
posé sur V, se raméne 3 la résolution d’un systeme linéaire, dont la matrice est appelée matrice
de rigidité.

La mémoire est composée de trois chapitres, on commence par une introduction, et dans le 2°™*
chapitre on présente la méthode des éléments finis de degré un, deux et trois en dimension 7 = 1,
et on termine la mémoire par la la méthode des éléments finis en utilisant comme base les fonction

B-splines.

gf Grabssia, ©2014. Univ. Guelma



1.3 Intégrale numérique 4

1.2.1 Importance de la méthode

De tres nombreux problémes physiques s’expriment sous forme d’équations aux dérivées par-
tielles soumises 4 des conditions aux limites particulieres. De maniére industrielle, Iobjectif est
souvent la diminution de colits, en cernant mieux la réalité physique. D’autre fois par exemple via
la simulation, I’objectif est d’investiguer des domaines difficiles ou dangereux. Par exemple, que
se passe-t-il lorsqu’un TGV prend feu 3 mi-chemin dans le tunnel sous la manche ? Quel élément
est-il préférable d’améliorer dans les structures ? Bien qu'une expérimentation finale grandeur na-
ture soit souvent le seul arbitre définitif, il est beaucoup plus aisé d’utiliser une simulation pour
chercher 4 optimiser les paramétres.
- Avantages : traitement possible de géométrie complexe, détermination plus naturelle des condi-
tions aux limites, possibilité de démonstration mathématique de convergence et majortion de
Perreur.

- Inconvinients : complecité de mise en oeuvre et colit en temps de calcul et en mémoire.

1.3 Intégrale numérique

L'intégrale numérique est une composante essentielle de toute méthode d’éléments finis, sl est
toujours préférable d’utiliser Pintégration exacte lorsque cela est possible, on doit toute fois re-
courir fréquement a I'intégration numérique si on souhaite développer des méthodes des éléments
finis relativement générales. Dans les méthodes d’intégrations; I'intégrale d’une fonction conti-
nue sur [, 5] borné est remplacée par une somme finie. Le choix de la subdivision de Iintervalle
d’intégration et celui des coefficients qu’interviennent dans la somme approchant I'intégrale sont

des critéres essentiels pour minimiser Ierreur.

1.3.1 Principes généraux

b
Soit f une fonction continue de [4, b] dans R, on se propose d’évaluer Pintégrale f f(x)dx, en

a
subdivisant I'intervalle d’intégration 2 < Xo <X <...<X, ; <x,=beten approchant f sur

chaque intervalle par une sornme finie de la forme :

b n—1
f Fdx S (). wab

é;/ Grabssia. § ©2014. Univ. Guelma



L3 Intégrale numérique 5

Une méthode d’intégration est dite d’ordre £ si Perreur commise en approchant I'intégrale pour
une somme discrete :

n—

b 1
e(f)= f f(x)dx — Zaif(xi), (1.3.2)

est nulle lorsque / est un polyndme de degré < k et non nulle au moins pour un polynéme de

degré > (k +1).

1.3.2 Méthode de Simpson

Dans la méthode de Thomas Simpson (7710-1761) la fonction / est remplacée par un poly-
néme du second degré définissant avec un arc de parabole passant par les points d’ordonnées
f() fx:4) et f(x,,,). La méthode s'écrit :

ij(x)dx 3‘21/6 [(xi+1)_ (xi)] [f(xi+1)+f<xi}'+4f <£€+—1;ici)} . (1.3.3)

/

L : : : a+b
Lorsque la subdivision se réduit 3 sa plus simple expression x, = 4, Xy == — et g = bila

4 a+b
formule précédente devient : J f(x)dx ~1/3(b —a)f (a) + 4f(-—2—) + f(b).
La méthode de Simpson est une méthode d’ordre 4.
Lerreur dans la méthode de Simpson est donnée par:

b___ >
(b-a) sup |fO(x)). (1.3.4)

n x€[a,b]

’f‘r’f(x)dx——S <1/4

La somme § qui approche Iintégrale s’exprime par :

§= h/zn\:: [fa+ib)+ fla+ G+ 1)b)+4f (a+ib+h/2)]. (1.3.5)

=0
1.3.3 Meéthode des Trapézes

Soit f une fonction continue sur [, b], dérivable sur Ja,b[ eta = Xo <Xy <o <X, <x,= b
une subdivision réguliére I'intervalle [4, 5], on note le pas de cette subdivision. Dans la méthode

des Trapeézes la fonction £ est remplacée sur chaque intervalle [x;, x; 1] par la droite joignant les
points (x;, f(x;)) et (%; 11>/ (%;,1))- Soit :

h(x) = fx— xz')f(xi+1) = {2~ xi+1)f(xi), Vo g [xi’xi+1]' (1.3.6)

Xip1—X%

,/‘?
g Grabssia. S © 2014, Univ. Guelmal



1.4 Les B-Splines 6

La méthode s’écrit :

b n—1 ) X-
[CEES Y SR LAY () 137)
a 1=0

Lorsque la subdivision se réduit 3 sa plus simple expression ; x, =, x;=b; Ona:

b
f f(x)dx~1/2(b —a)[f(a)+ f(b)].

La méthode des Trapézes est une méthode d’ordre 1. Lerreur dans la méthode des Trapézes est
donnée par I’expression :
b ( b— a )3
f f(x)dx -S| <1 [12—=— sup |fO(x). (1.3.8)

n x€[a,b]

n—1

Lasomme § = h/2[f(a)+ f (&) +Z J (x;)]. Pour améliorer la précision ; on considére parfois la
t=1

formule des Trapézes corrigée suivante :

n--1

b
J f(x)dxzb/z[f(a)+f(b)-|-§:f(xi)]. (1.3.9)

1.4 Les B-Splines

Les problémes d’interpolation et d’approximation sont un vaste sujet qui s’étend de Iajustement
de mesures 4 la conception d’images de synthése en passant par la création de polices de caractéres.
Le comte de Lagrange s’est penché sur les problemes d’interpolation au X VIII° sicle mais il
faut attendre I’arrivée des ordinateurs pour que le domaine se développe réellement. Au X VIIJ¢
siecle, I'interpolation et I'approximation servaient surtout 3 relier ou approcher des mesures :
Pinterét était avant tout scientifique. Avec la révolution industrielle, les machines sont apparues,
il a fallu dessiner les piéces pour pouvoir les produire. Pour tracer des courbes, les dessinateurs
utilisaient des méthodes manuelles qui reposaient sur la déformation de lames de métal, de res-
sorts et I'utilisation de pistolets. Pour les surfaces, des gabarits étaient construits en 3 dimensios.
Puis vers 1950 les machines 3 commandes numériques sont arrivées : il devenait obligatoire d’ex-
primer ces courbes mathématiquement. La premicre approche a été de nurnériser le travail des
dessinateurs mais cela était long et coteux, la nécessité de trouver des courbes capables d’étre uti-

lisées depuis la conception jusqu’a la réalisation sest donc fait sentir. Les splines cubiques ont été

g’ Grabssia. § ©2014. Univ. Guelma



1.4 Les B-Splines 7

la premiere méthode mise au point, puis les courbes de Bézier sont arrivées, avec une conception
différente, plus souple. 'évolution s’est poursuivie avec les B-Splines, généralisation des courbes
de Bézier, puis avec les NURBS dans les années 1980.

Puis les courbes ont vu leur domaine s’étendre avec ’apparition de Pinformatique domestique :
les logiciels de dessin vectoriel utilisent les courbes de Bézier ainsi que les B-Splines. Ces courbes

.y . \ ¥ .17 .

sont aussi a la base des images de synthése, des jeux vidéo, etc. Certains concepts sont encore au
stade de développement ou ne sont pas documentés. Il est par exemple impossible de connaitre

les algorithmes internes des programmes de conception en 3D.

1.4.1 Motivations

Il s’agit de fabriquer une courbe qui présente tous les avantages des courbes de Bézier mais sans ses
inconvénients. Ainsi, la courbe devra approximer les points de contrble, étre simple 4 manipuler,
présenter les mémes propriétés que les courbes de Bézier, etc.

Le degre de la courbe ne devra pas étre proportionnel au nombre de points de controle mais fixe.
La modification d’un point ne doit pas affecter toute la courbe.

Les B-Splines ont été développée chez Boeing dans les années 70 et 80. Les B-Splines existait déja

avant mais n’était pas utilisées et le concept pas finalisé.

1.4.2 Idée : Fonctions de Base
1.4.2.1 Idée

L'idée principale des B-Splines est de remplacer les polyndmes de Bernstein par des fonctions.
Ensuite, nous sommerons ces fonctions avec les points de contréles pour obtenir la courbe. Une

B-Spline ne dépend pas uniquement des points de contrdle mais aussi d’un vecteur noeud.

1.4.2.2 Les Bases B-Splines

Nous choisissons un vecteur noeud composé de y, t,, 45, ..., t,, que nous noterons 7 = {t;, 2,, £,y ..., 2, } .
Nous choisissons #, < ¢, < ... < ¢, . Nous prendrons des nombres réels comme noeuds. Nous
choisissons également des points Py, P,,P,,...,P,,. Le choix de lorigine O n’ayant pas d’impor-
tance, nous noterons P, = 57’: Nous voulons construire une courbe X (t) telle que :

- Xo(t) =P,

- Xo(t) =P,

- X(t;)=P;, pourie{0,..,m}

i

.
é"f Grabssia. S ©2014. Univ. Guelma



1.4 Les B-Splines 8

La courbe définit par X,(¢) = P, pour t € [#;, £, [ satisfait les conditions. Cette courbe a la forme

suivante :
X, (t)= ZBI-,O(t).Pi, (114.1)

ou B (t) = 1y, Cest-a-dire la fonction qui vaut 0 sauf sur (2,24 ot elle vaut 1. Cette
solution n’est pas trés satisfaisante, la courbe présentant des sauts. Nous cherchons 4 approcher
cette courbe discontinue X,(¢) par une meilleure courbe qui sera linéaire par morceaux, soit

quand ¢ varie de ; 4 ¢, ,, X,(t) parcourt la droite reliant P.ab.:

t—t; t—t,
X Ab)= <1 - ?-——’—) P._,+ (—t——-—T )Pz pourt €[t [ (1.4.2)
i+1 74 -

Avec cette courbe. nous avons :
- X|(t;)=P,_,
- Xi(t;41)=P,.

Si Lo, £y, tyy eevns £, sON distincts, alors X, (¢ ) est continue. Nous pouvons écrire X, (¢) comme ceci :

X,(£)=>_B;(1).P; (1.4.3)
ot nous allons chercher que vaut B; ((¢).
, L=t E= ,
X (t)={——|P_+|—— )P, pourte [t e[ (1.4.4)
dipi— L L=

pour t € [t,,t, ], nous avons :

< = [ Lyt iy p
Xl(tf) = i ;‘-f-l —~t '1[ti’ti+1['Pi_1 + ;+1 — 'l[ti,’m[' 1
[ty —t t—1t, -
- 2—4 (t- —_ t~> Lt [ P 1+Z ( > 1[ st z+1['Pi (1.4.5)
i i+1 i
Nous posons ' =i — 1
= I
; . i'+2 .
Xi(t) = Z/ ( — +1> [ty ot ol I+Z ( _ ) 'l[ti>ti+1['Pi
t—t )
[t1+1’t1+2[ ' - '1[‘i=~fi+1[ ‘ P‘

Liyi—t)

L— By it
P Ll T ) B t)| P, 1.4.6
_ <ti+1 - ti> i o( ) <ti+2 _ ti+1> +1,o( )] ( )

V Grabssia. S ©2014. Univ. Guelma
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1.4 Les B-Splines 9

< B.. -
\>B > B
. </ B, l,/'
\\> "
//

FIGURE 1.1 - Schéma récursif pour les B,,

Donc

Bi,l(t) = <1L d —:_tit ) 'Bi,O(t)+ <t—t'lj%_1:-t—> -BH,]’o(t) (1.4.7’)

141 i 142 “i+1

Nous avons donc une définition de la fonction de degré 1, X,(t) = Z B; (t).P; a partir de

Xy(t)= ZB o(2)-P; qui est de degré 0. De la méme maniére, nous deﬁms,ons la fonction X, ()

de degré k apartirde X, _,(¢):

X, (t)= B4 (t).P; (1.4.8)
avec : ,
t - tl tl ] — t )
B‘i,k(t): ( —"'> B _i(t)+ ( = i“*‘) By p (1) (1.4.9)
Livk — & i+1+k ~ Ly

Cela nous donne une relation de récurrence pour les B; () qui sont calculés avec le schéma de la
figure (1.1)
r—t

Sit;=¢ + alors le coefficient —

Livk— L

sera posé comme étant nul et chaque fois que nous aurons

( 6> nous poseron ce quotient égal 2 0.
La fonction B; ,(¢) représente une fonction de base d’une B- Splines et est parfois appelée base de
B-Splines.

Attention 4 la notation : B, , n’est pas un polyndme de Bernstein qui se note B?.
ik p poly q .

% Grabssia. S © 2014, UﬂiV. Guelma



Chapitre 2 #2

Eléments finis classique

2.1 Eléments finis de degré un

Considérons le probléme de Dirichlet homogéne en dimension 7 = 1 :

[ —an"(x)+ Bu(x)=f(x) surlab] |
{ u(a):u(b):o 2.1.1)

ol @, /3 sont des constantes et / est une fonction continue. La formulation variationnelle de

ce probleme s’écrit : Trouver la fonction # appartenant a H ([a, 4]) telle que pour tout v €
1 e

H ([4,£]) on ait :

‘Lbaul(x)'a'(x)dx +£b,3u(x)v(x)dx = J;bf(x)fu(x)dx (2.12)

Lexistence et 'unicité d*une solution pour ce probleme se démontrent en utilisant le théoréme

de Lax-Milgram :

Théoréme 2.1.1. (Théoréme de Lax-Milgram) Soient V un espace de Hilbert et 4 une forme bil;-
néaire continue sur V x V et coercive sur V. Supposons que L est une forme linéaire continue sur V.

Alors, il existe un unigue fonctions u de V tel gue léguation
a(u,v)=L(v)  pourtont vdeV.

On suppose maintenant que I’on connait un sous-espace V, C V' de dimension fnie, paramétré

par 4 et tel que pour tout v € V il existe un élément 7,v € V), vérifant :

lim ||r, v —o]| = 0.
Jim 17,0~ o]

5{ Grabssia. § ©2014. UlliV. Guelma



2.1 Eléments finis de degré un 11

P =a T Firy ryop =0

FIGURE 2.1 - Discrétisation (maillage)du segment [, 4] en éléments finis P1

Considérons alors le probléme suivant : Trouver la fonction u;, appartenant a V), tell que :
ﬂ(”h,‘vb):L(‘vb), V’U/j (< Vb'

Ce probleme admet également une solution unique car V), est un sous-espace fermé de V et donc
les hypotheses du théoréme de Lax-Milgram sont également vérifées dans V. Supposons # et # 5
les solutions correspondent 3 les problémes a(#,v) = L(v) et a(u,,v,) = L(v,). On a alors un

résultat général de majoration d’erreur suivant.
Théoréme 2.1.2. Soit M la constante intervenat dans | hypothése de continuité de a :
a(u,v) < M||ull|[]],

et m la constante intervenant dans Ihypothése de coercive a(u,v) > ml|v|| on a la majoration

d’erreur suivante :
[l — || < v,flelv,,”u = yl-

Introduisons une discrétisation de Pintervalle [4,5] en N sous-intervalles ou éléments 1=
[x;_1,%;]. Les éléments T; n’ont pas forcément méme longueur. V, , est alors I’espace des fonc-
tions continues affines par morceaux (affines sur les segments T;) et nulles aux extrémités 4 et
Rappelons que chaque fonction v, € V, , est déterminée de maniére unique par la donnée de ses
valeurs aux points x; pour i =2,..., N L’espace V, , est de dimension N — 1 et il est engendré par

la base de Lagrange qui est formée des N — 1 fonctions w; € V,,, défnies par :

11 disg . | - ,
w;(x;) = 10 o Vi=2,.,Net Vj=2,.,N. (2.1.3)
D’ou: e
—  six€[x;_;,x],
X~ X
X =X ‘
w; = { 141 sixe [xi,xi-+1]’ (2[.4)
Rig1 = %
0 six @[x;_1%;]
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2.1 Eléments finis de degré un 12

r=a Ti-g x; Titt Tigo Zxney =0

FIGURE 2.2 - Fonctions de base P,

Une fonction v, quelconque sécrit dans cette base :

N
2, (%)= Z v, w,(x) (2.1.5)
1=2
avecy; = vy(x;). Les coeffcients v, sont donc les valeurs de ), AUX points x, .

2.1.1  Ecriture du probléme approché

Ecrivons le probléme approché dans Vos:

Trouver la fonction #, appartenant 3 V), telle que pour tout v, € Vop Onaait :

b
f u;(x:)v;(x:)dx+f

a

b b
uy,(x)v,(x)dx ::f f(x)v,(x)dx. 2.1.6)

Le probleme étant linéaire, I’égalité est vraie pour tout v, si et seulement si elle est vraie pour une

base de I'espace vectoriel V, , c’est--dire :
(2.1.6) est vérifée Vv, € Vo <= (2.1.6) est vérifée Vw, pour i =2,... N.

D’autre part, si #,, est solution du probléme approché dans V, , on peut 'exprimer dans la base

des w. comme suit :
N
uy(x)= Z ujw;(x),
=2

. /7 . .
avec #; = u,(x;) est la valeur approchée de la solution exacte au point x;.
Ainsi le probléme approché s’écrit :
Chercher u,, s, ..., uy tels que

N

b b b
Z (L aw;(x)w;(x)dx --I-L ,Bw]-(x)coi(x)dx> “; ::J; f(x)w;(x)dx, @.1.7)

j=2
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2.1 Eléments finis de degré un 13

posons

b
Pz f f(x)w,(x)dx (2.1.8)
b b
/ / ;
A;; :f awl.(x)wi(x)dx +f B (x)ew;(x)dx (2.1.9)
On remarque que le probléme approché prend la forme d’un systéme linéaire de N — 1 équations

a N — 1 inconnues, qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

AU=F (2.1.10)

2.1.2 Calcul des coeffcients de la matrice

La matrice A apparait comme la somme de deux matrices K et M.

K est appelée matrice de raideur. Elle est donnée par
b
K, = aJ w/’.(x)w;(x:)dx, 2.1.11)
a
M est la matrice de masse. Son expression est la suivante :

b
M;; :ﬁf w;(x)w,(x)dx. (2.1.12)

On obtient sans diffculté les contributions de chaque élément 7; aux matrices de raideur et de
masse, dites matrices élémentaires de raideur et matrices élémentaires de masse.
Matrice élémentaire de raideur On calcule les coeffcients K;; en sommant les contributions

des différents éléments selon :
b N Xk41
K= a'f w]’.(x)wl{(x)dx o a;f w]'.(x)wg(x)dx. (2.1.13)
a =1 Jx

Considérons par exemple 'élément T; = [x;,x;,]. Sur cet élément, il n’y a que deux fonctions
de base non nulles : w, et w, . Uélément T, produira donc effectivement une contribution non
nulle aux quatre coeffcients K; ;, K; ., ;, K; ;. et K; ;; de la matrice globale K.

Calculons les contributions élémentaires de 7 et disposons les sous la forme d’une matrice éle-

mentaire 2 X 2 :

i i
e €
Ekm&=a<§J ?),
e

2,1 2,2\ .4
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2.1 Eléments finis de degré un 14

ayee . 1
i+1
i __ 72 _ -
e _.J W (x)dx = ——,
X; xi+1 - xi
. . Xig1 , , 1
€, =€, = w(x)w), ()dx = ———,
X; xi+1 - X;
Xit1 1
; 2
€, :J- o' (x)dx = ——no.
x; xzi+1 = X;
D’ou:
1 1
- Xiv1 —%; Xig1 —%; 1 1 -1
ElemK,=a o . 1
1 1 xi+1 - JCZ- /

\ X —X XX
Matrice ¢lémentaire de masse Avec le méme raisonnement, on obtient la matrice de masse

élémentaire :

X: 1 —X;
ElemM, :,5—’113—‘( f ; )

2.1.3 Calcul des composantes du second membre

Chaque F; du vecteur second-membre global est calculé également par assemblage de contribu-

tions élémentaires :
b N X1
F=| f(x)w(x)dx= ZJ f(x)w,(x)dx. (2.1.14)
a k=1,

On utilise des formules d’intégration numérique, par exemple la formule des trapézes ou la for-
mule de Simpson.
Avec des fonctions tests w; € P;, la méthode des trapézes conduit 4 une valeur approchée de

Pintégrale, qui dans le cas de points équidistribués de pas 5 redonne le résultat

obtenu en différences finies.

La méthode de Simpson permet aussi un calcul approché et donne dans le méme cas

b
F,= ZU; +4fi +f;+1]-
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2.1 Eléments finis de degré un 15

2.1.4  Technique d’assemblage

Considérons un maillage 3 N éléments et notons B Ia matrice globale 3 assembler (matrice de
raideur ou de masse globale), 4, les matrices élémentaires correspondantes relatives & chaque é1¢-
ment 7, et F la matrice globale du second membre, /, les matrices élémentaires correspondantes
relatives a chaque élément 7,
Lalgorithme d’assemblage est trés simple des lors que on dispose d’un tableau associant les
points d’un élément T, et les noeuds du maillage global. Son schéma en le suivant -
Pour les matrices
POUR K = 1: N FAIRE ! boucle sur les éléments
POUR i = 1:2 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
POUR j = 1: 2 FAIRE ! boucle sur les numéros locaux

I=K+i—1!numéros globaux

J =K+ j —1! numéros globaux

B(1,])=B(I,])+ b(i,)! B : matrice globale, & : matrice élémentaire
FIN DES 3 BOUCLES

Pour le second membre

POUR K =1: N FAIRE! boucle sur les éléments
POUR i =1:2 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
I =K +i— 1! numéros globaux
F(I)=F(I)+1(i)! F : matrice globale, / : matrice ¢lémentaire
FIN DES 2 BOUCLES

Dans ce cas trés simple d’éléments de degré un en dimension un, chaque élément 7, comprend 2
noeuds x; , ;, x,. On a alors les programmes suivants en matlab :

PROGRAMME P,

function test=EFdegre1 ;

alpha=1; beta=1; N=16; h=1/N; a=0; b=1;

K=(alpha /h)*[1,-1;-1 113

M=(beta /3*h)*[1,0.5 0.5.11;

I=linspace(a,b,N+1);

elFinis=linspace ;

e iy
y=x*
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ms=zeros(N+1,N+1);
for ie =1:N
fori=1:2
ig=ie+i-1;
forj=1:2
jg=ie+j-1;
ms(ig;jg)=ms(igjg)+K (,)+ M) ;
end
end
end;
A=ms;
A(1, :)=0;
A(1,1)=1;
AN+1, :)=0;
AN+1,N+1)=1;
F=zeros(N+1,1);
for s=1:N
x1=elFinis(s) ;
x2=clFinis(s+1);
I=zeros(2,1);
function y=r1(x)
y=f(x1+h*x)*phil(x);
end
function y=r2(x)
y=fx1+h*x)*phi2(x);
end
()= aproximationtrapezes(rl) ;
12)= aproximationtrapezes(r2) ;
;fori=11:2
1g=s+i-1;
F(ig)=F(ig)+h*1()
end

end;

gf Grabssia. §
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2.2 Eléments finis de degré deux 17

F(N+1)=0; U = A\F;

2 = (37-24%exp(1))/(exp(1)-exp(-1)) ;

cl =24-c2;

sexact=c1xexp(/)+c2*exp(—I)+ 1. + 12 .2 + 24;
err=g-sexact’;

em=max( abs(err));

I=linspace(a,b,200);
s=clxexp(l)+c2xexp(—I)-+1.* + 12+ 1.2 4 24;
hold on

p=plot(l,s);

q=plot(elFinis,g, ’red’) ;

hold off

end

2.2 Eléments finis de degré deux

On part a nouveau d’une discrétisation de intervalle [4,b] en N sous-intervalles ou éléments T.
Les éléments T; n’ont pas forcément la méme longueur. Lespace V), considéré ici est ensemble
des fonctions continues sur [, 4] et étant polynomiales de degré deux sur chaque sous-intervalle.
Un polyndme de degré deux est fixé par ses valeurs en trois points On prend les extrémités et
le milieu de chaque élément 7;. On est ainsi amené 3 considérer une discrétisation de [4,5] en
N sous-intervalles comportant eux-mémes trois points, ce qui nous conduit globalement 4 une

discrétisation par 2N + 1 points ot les noeuds x; sont donnés par

X=a<x<x<.< Xon < Xgnyq = b,

avec "
X, X
2i-17F X541 ,
Xy = ———=2"" pouri=1,...,N,
2
et

T =[xy_1,%y,,] pouri=1,..,N.

Soit encore la base {w;} avec i =1,..,2N + 1 de V, donneés par les condition :

wi(x)=3;; Vi=1,.,2NetVj=1,..,2n+1. 2.2.1)

ﬁ Grabssia. S © 2014, Univ. Guelma



2.2 Eléments finis de degré deux 18

E + + + u
Iy =a Z; Tiq Tiya

—

Tonvp1=b

FIGURE 2.3 - Discrétisation(maillage) du segment [, b] en éléments finis P,

=@ e Fip oy ‘re‘—}\—/fxé-? rang1=b

FIGURE 2.4 - Fonction de base P, associée a une extrémité

Apres des calculs élémentaires on obtient :

(x = x;_p)(x — X;_1)

six € [x;_,,x,],
(x; = xi—z)(xi —%;_4)
w.(x) == X =%, (x—x, . 2.22)
R R 222
(x; = xi+1)(xi ~ %)
0 S1X @[x;_p %, 5],
(x—x_)x—x
\ z—l)( z+1) Si x € [xi—l’x‘i+1]’
wi(x)={ (x;—x_)x;— Xi11) 2.23)

0 six@[x;_;,x;.,]-
lorsque w; correspondent & un point milieu d’un élément (voir Figure (2.3)). La formulation
variationnelle du probléme de Dirichlet homogene consiste 4 chercher la fonction # appartenant
a H[a, b] telle que (2.1.6) soit satisfaite. Ainsi le probleme approché s’écrit :
Chercher u,, ...,y tels que :
N

([ b b
?:2‘ <£ aw;(x)wl‘.'(x)dx+£ /ij(x)wi(x)dx> “; :fa f(x)w,(x)dx Vi=2,. 2N
2.2.4)
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Mo ¥ o

= Ea3 Eay

ry=ua Ti-l x5 Tit+1 Tant1 =b

FIGURE 2.5 - Fonction de base P, associée 3 un milieu

2.2.1 Technique de I’élément de référence

Par le changement de variable

X
R+ 25,
onpassede t € [1,1],x € [x;,x;_,].

z

Les fonctions de base dans [x;, x, +2] S’expriment donc & I’aider des trois fonctions suivantes def-

nies sur [—1,1]

. tt—1) . (1)
w,(t)= —\—3———, Wy(t)=—(t = 1)(t + 1), Wy = — (2.2.5)
Lexpression des dérivées esr :
d, 1 dwo, 5 d, N 1 P
——=t—=, —=-2f, —==t4-, 2.2.6)
dt 2 dr dt 2

2.2.2 Calcu; de la matrice de masse élémentaijre

Par wy,,, o F; = @, avec la fonction F, est défnie par le changement de variable précédent et
k=-1,0,1.

Les coeffcients de la matrice de masse pour ’élément [x;,x;,,] sont :

X, ,—x; (1
Bl f B(0)B,(t)dt pouri,j=1,2,3. (2.2.7)
]

On obtient ainsi la matrice de masse élémentaire suivante pour cet ¢lément :

42 1\
5 15 15
M=pZr”%| 2 16 2 (2.2.8)
2 5 15 15
1 2 4
55 15/

7
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2.2 Eléments finis de degré deux 20

2.2.3 Calcul de la matrice de raideur élémentaire

dwy,,  dw,,,dt

on a — pour k= —1,0,1 et i = 1,...,N. Ainsi les cofficients de la matrice de
. . dt dx
vaideur sont :
2 1
& e r[ev:'(t)'zb\]'(t)d t pouri,j=1,23, (2.2.9)

Xiva —%; J-1

et on obtient :

( 7 4 1
6 3 6
2 4 8 4
K=z PR . (2.2.10)
1 4 7
\'6 3 6 /

2.2.4 Calcul du second membre élémentaire

Chaque composante F; du vecteur second-membre global est donnée par

r=| eyl

est également calculée par assemblage des contributions élémentaires Fi(k).

Ona:

N N X2ke+1

B3 E'=3)’ f(x)w,(x)dx, @2.2.11)
k=1 k=1 %3
ou les Fi’e deésignent les contributions des éléments X.
Sur Pélement T}, = [xy,_,,%5,,], il 0’y a que 3 fonctions de base non nulles Wy gy Wapy Wyp -
Ainsi les seules contributions non nulles sont Fz(]fi . Fz(l]:) s Fz(:_l -
On utilise la formule de Simpson pour les calculs,

X241 Xyp_1— X ‘ ,
[RCEE _w_()_zﬂ[q,(ka_IH 48(xy) + B(xyy,,)] (2.2.12)
X2k--1

Au final, le second membre corespond 4 I'élément [xy,_,,xy, 41 8'€crit :

(®) /
‘sz—l X . fz:k—l
FO | =2 2 = =] W (2.2.13)
Ef:il f;k+1

e
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2.2.5 Technique d’assemblage

Considérons un maillage 3 N éléments et notons B la matrice globale & assembler (matrice de
raideur ou de masse globale), b, les matrices élémentaires correspondantes relatives 4 chaque é1é-
ment 7, et F la matrice globale du second membre, J, les matrices élémentaires correspondantes
relatives a chaque élément 7.
Lalgorithme d’assemblage est trés simple dés lors que 'on dispose d’un tableau associant les
points d’un élément 7, et les noeuds du maillage global. Dans ce cas trés simple d’éléments de
degré deux en dimension un, chaque élément 7, comprend trois noeuds Xopp_15 Xgps Xppp . SOD
schéma est le suivant :
Pour des matrices
POUR K =1: N FAIRE! boucle sur les éléments
POUR i = 1:3 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
POUR j =1:3 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
I =2%K+i—2! numéros globaux
J =2%K+ j —2! numéros globaux
B(1,])=B(1,])+ b(i,7)! B : matrice globale, & : matrice élémentaire
FIN DES 3 BOUCLES
Pour second membre
POUR K = 1: N FAIRE! boucle sur les éléments
POUR i =1:3 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
I =2+K+1—2! numéros globaux
F(I)=F(I)4+1(i)! F : matrice globale, [ : matrice élémentaire
FIN DES 2 BOUCLES

On a alors les programmes suivants en matlab :

2.3 Eléments finis de degré trois

On conserve toujours les mémes notations de bases, mais cette fois Iespace V), est la ensemble
des fonctions continues sur [, &] et étant polynomiales de degré trois sur chaque sous-intervalle.
Un polynéme de degré trois est fixé par ses valeurs en quatre points. On considére donc une

discrétisation globale en 3N + 1 points ou noeuds x; indexés par i = 1,..,3N +1:

7
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£ Tigl Tigpo FYig3 BNy = b

FIGURE 2.6 - Discrétisation(maillage) du segment [4, b] en éléments finis P,

¥ —

£y =a  Teg i Ly £; Litl Lit2 Fird L3Ny =

FIGURE 2.7 - Fonction de base P, associée 3 une extrémité

avec
X3i41 ™~ X3,
3

X3i41 = X35

X3 = Kgjug + pour j = 1, ..N,

X3; = X3;_5+2 pour:=1,..,N

et I, =[x;; ,,%y;_,] pouri=1,..,N.

Soit encore la base wi avec i = 1,...,3N + 1 de V), données par :
wi(x;) =38, ¥Vi=1,.,3N+1 et ¥j=1,.,3N+1. (2.3.1)

Ainsi, lorsque les fonctions w; correspondant 4 un point x; qui est extrémité d’un élément, il

vient :

( (= x;_;)(x = x;_,)(x — X;_3)
(e = 2, )(x; = x;_,)(x; — X;_3)
w()={ ()t x5,
(x; = x4 )(x; — X2 )% = %;45)

0 six €[x;_5,x;,5],

six €[x_5x:],

2.3.2)

six € [xi’xiﬁ%]’

et lorsque les fonctions w, correspondant aux deux points intérieurs d’un élément, nous obte-

nons :

(x —x;_;)(x = XX =%,)
L —19V ’
wi(x)=1{ (%—x_)x; - %)% = %;45) el (2.3.3)

0 sixlr % ],

7 |
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FIGURE 2.8 - Fonction de base P, associée a premier point intérieur

w

FIGURE 2.9 - Fonction de base P, associée 3 deuxiéme point intérieur

si x; est le premier point intérieur d*un élément. Ft

(= x;_p)(x —x;_ )(x — Xip1) )
, - e | S8 D et | '
wi(x) =1 (% —x;_)(%; —x;_ )(x; — Xiy1) (2.3.4)
0 six @[x;_px;,],
si x; est le deuxiéme point intérieur d’un élément.
Apartir de la formulation variationnelle (2.1.6), nous obtenons maintenant un probléme appro-
ché qui sécrit :

Trouver u,, ..., u;y, tels que :

35_‘ b b b
}_‘ (f aw;(x;)w;(x)dx+‘£ ,Ba)i-(x)coi(x)dx> ujzj; f(X)w;(x)dx Vi=2,..,3N.

j =2

(2.3.5)

2.3.1 Technique de I’élément de référence

xX; +x; Xit3 —X;
B onpassedet e [-11]x € [x;, x;,,]. Les

Par le changement de variable F; =

fonctions de base dans [x;, x; +3] s'expriment donc a Iaide des quatre fonctions suivantes défnies

&f Grabssia. § ©2014. Un:iv. Guelnn,-a
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sur [-1,1] :

w,(t) = ;1(;(1 —)(3t —=1)(3t+1), @,(t)= _1?4";“ +1)(t —1)(3z — 1),
w,(t) = 1—96(t +D)(1=1)3e+1), @,(t)= —llz(t +1)(3t - 1)(3t + 1),

dont les dérivées sont respectivement égales 3

-@ = -—1--(—-27t2 +18t41) d—z-b} = —9--(—9t2 -2t - 3)
dt 16 ©odr 16 ’
B -3(--9# —2t+3), @ (e 1se - 1).
dt 16 dt 16°

2.3.2 Calcul de la matrice de masse élémentaire

Par wy;

k=-2,-1,0,1.

Le calcul des coefficients de la matrice de masse se raméne & I’évaluation des intégrales :

X .= {1
_z%__zf @,()@,(t)dt pouri,j=1,2,3,4.
-

2.3.3 Calcul de la matrice de raideur élémentaire

— d e, d
W34k Wrys A1 -
= —— pourk=-2,—1,0,1eti=1,..,N.
dx dr dx T

Donc, les coefficients de la matrice de raideur dans élément [x;,%;,5] sont

2 b
g f $(6)' ()t pouri,j=1,2,34.
Xigs— % J

¢ 0 F; = 1,5 avec la fonction F, est définie par le changement de variable précédent et

2.3.6)

2.3.7)

p
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2.3.4 Calcul du second membre élémentaire

Chaque composante F, du vecteur second-membre global

b
F= f Fslmds

“ g g k
est calculée également par assemblage de contributions élémentajres Fi( ) selon

N N X3k41
=R =30 [ ey ey, 239)
= =1 VX

3k-2

k . . . ’
ou les Fi( ) désignent les contributions des éléments k.

Sur élément T, = [x,,_,, X341]> 1l 0’y a que 4 fonctions de base non nulles : Wik_2> Wjp_1s Wy, Wy, ;.
Dong, sur cet élément, il n’y a que les contributions non nulles. Sur I'élément 7, = (%2124,
il n'y a que 4 fonctions de base non nulles : Wsg—2> Wip_y> Wap, Wy, . Alnsi les seules contributions

] &) gk pk) (k)
non nulles sont F, AP L B

2.3.5 Technique d’assemblage

Considérons un maillage 3 N &léments et notons B Ia matrice globale a assembler (matrice de
raideur ou de masse globale), 4, les matrices élémentaires correspondantes relatives 3 chaque él¢é-
ment 7, et F la matrice globale du second membre, [ les matrices élémentaires correspondantes
relatives a chaque élément 7,.

Lalgorithme d’assemblage est trs simple deés lors que l'on dispose d’un tableau associant les
points d’un élément 7} et les noeuds du maillage global. Dans ce cas trés simple d’éléments de

7 . . 17 .
degré deux en dimension un, chaque élément T, comprend trois noeuds X325 X3p_15 X3ps g
Son schéma est la suivante :

Pour des matrices :
POUR K = 1: N FAIRE ! boucle sur les éléments
POUR i =1:4 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
POUR j =1:4FAIRE! boucle sur les numéros locaux
I=3+K+i—3! numéros globaux

J=3%K+j—3! numéros globaux

-
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2.3 Eléments finis de degré trois 26

22 w? ———— solution exacte
i ——— solition approchée
[mur = 1.38276-00¢ ’

FIGURE 2.10 - Approcher la solution avec la méthode d’¢léments finis de degré 1

B(1,])=B(1,])+ b(i,7)! B : matrice globale, & : matrice élémentaire
FIN DES 3 BOUCLES Pour second membre :
POUR K = 1: N FAIRE! boucle sur les éléments
POUR i = 1:4 FAIRE! boucle sur les numéros locaux

I'=3%K+i—3! numéros globaux

F(I)=F(I)+1(:)! F : matrice globale, / : matrice élémentajre
FIN DES 2 BOUCLES
On regoit les résultats des programmes en Matlab pour résolution numérique de la solution pour
le probléme :

{ —u"(x)+u(x)=x*  sur]o,1[,

u(0)= u(1)=0. 2.3.9)

ﬁ Grabssia. § ©2014. Univ. Guelma



2.3 Eléments finis de degré trois 27

%10

FIGURE 2.12 - Approcher la solution avec la méthode d’éléments finis de degré 3

Remarque?2.3.1. les figures (2.11),et (2.12) sont Iissues des programmes de la méthode d’élements
finis de degré deux et de degré trois respectivement et les programmes en matlab sont similaires 4

celles utiliser en P1
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Chapitre 3 )

Eléments finis par B-splines

Dans la méthode d’éléments finis classique, le principal défaut de cette méthode est que la solution
approchée est une fonction qui n’est pas continue. Or, dans de nombreuses applications, par
exemple en informatique graphique, il est préférable d’utiliser des fonctions ayant au moins une
dérivée continue. Cette propriété sera satisfaite dans la méthode d’éléments finjs par B-spline,

Spline est une fonction polynomiale définie par morceaux et de degré p sur chaque intervalle. Une
B-spline est une combinaison linéaire de splines non-négatives 4 support compact minimal. Pour
construire les fonctions base des B-splines, on doit d’abord introduire la définition de vecteur des

noeuds.

3.1 Vecteur des noeuds

Dans P'espace dimension un, un vecteur de noeuds {£, &, ..., s »+1} €st un ensemble non dé-
croissant de coordonnées dans Pespace des parametres, ot 7 est le nombre de points de contréle
et p est le degré de la spline.

Silesnoeuds &, i =1, ..., n+ p+1sont équidistants, on dit que ce vecteur de noeuds est uniforme.
Et si les noeuds en premiére et derniére position sont répétés p + 1 fois, on dit que ce vecteur de

noeuds est ouvert.

3.2 Les fonctions B-splines

Soit {¢), &,...,&,} un vecteur de noeuds. Les fonctions B-splines N, , sont définies par récurrence

sur p par les relations suivantes : Pour p=0:

Nigl€) = { bohsi<dy,

sinon pourz=1,...k—1, (3.2.1)
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3.2 Les fonctions B-splines 29

Pourp=1[1>1:

55—52_1\11.,1_1(5)+__é+1+1 - Nip1i(E) pouri=1,...k—(l+1). (3.2.2)
i+17 5

éi+l+1 - 5,-.,.1
Remarque3.2.1. 1. Lafonction N; , est un polyndme de degré inférieur ou égale p sur chaque

intervalle [f,, 5]-.” [

2. Lafonction N, , s’annule en dehors de Pintervalle Yoo el

4 z',l('f) -

3. La fonction N; , s'annule aussi en & sauf si &, = G = =6, < Ei4pss auquel cas
N, (&) =1
‘_n"! _
4. Ni,p >0, Vf et ‘Z_JNi,p(E) =1 Vé’

1=1
On peut construire une matrice de dimension ( + P) X (p + 1) qui stocke toutes les fonctions
B-splines N, (&) avec 0 < / < p en forme :

[ M) N Ny
Nol€)  Np(&) . N(E)

No€) N o N(©)

Nl Ny . 0

Nyprol) Nyypral€) o
\ Nn-(—p,O('f) 0

0

@ )
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3.3 Les dérivées de fonctions B-splines 30

FIGURE 3.1 - Fonctions B-splines de degré 0

1 B B
[ Niy Nay Ny

FIGURE 3.2 - Fonctions B-splines de degré 1

3.3 Les dérivées de fonctions B-splines

La dérivée d’une fonction de base B-spline est donnée par :

N =_P 4

. =———N, -
" i) Eivpr1 = &t

Nii1p-1(€)

3.3.1 Courbes B-splines

Une courbe B-splines de degré p définie par # points de contréle P,, P,, ..., P, est de la forme :
X, (6)=@(E)(€) =N, (E)p;s (3.3.1)
i=1

ou Pi=(X,,Y,) sont les coordonnées de la ieme-point de controle.

Remarque3.3.1. :
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G.S;‘
. Nz 27 7R Naz - Nea

07
i
oSt
D4k

o3

FIGURE 3.3 - Fonctions B-splines de degré 2

o7
Mz Nas L 799
B&f-

a4t
a3

82

FIGURE 3.4 - Fonctions B-splines de degré 3
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3.4 Interpolation par des courbes B-splines
|

32

1. Les con;:lposantes de x (&) sont des polyndmes de degré p sur chaque intervalle L Sl

2.8i¢ e, tis1[,x,(£) ne dépend que les points de contréle p,_ >+ D; €t se trouve glans

Penveloppe convexe de ces points,

3. 8i¢; estun noeud simple et ? 2 L,x,(&;) ne dépend que des points de contrdle Diepreeny P;

et se trouve dans ’enveloppe convexe de ces points.

3.4 Interpolation par des courbes B-splines

On se limite au courbes de degré 3 par morceaux. On cherche 3 faire passer une courbe B-spline

en N —1 points Q; et en imposant la dérivées aux extrémités. Le probléme se divise en dpux

phases.

Premiére phase : On se fixe un vecteur de noeuds et on cherche un polygone de contréle Pltel

que la courbe B-spline X, correspondante passe par les Q; aux noeuds. L'interpolation se traduit

alors par la résolution d’un systéme linéaire.

Deuxiéme phase : On cherche 3 optimiser le choix du vecteur de noeuds. Ce probleme est typi-

quement non linéaire.

3.4.1 Le probléme linéaire

On a le théoréme suivant pour des B-splines de degré 3.

Théoréme 3.4.1. Soient Q, ..., Q des points de R”. Soient v,, v, deux vecteurs de R”. Sojt t 4n

vecteur de noeuds vissé aux extrémités, de la forme
hEb=h=t=a<{<..<ty,<b= g3 = Iy = bygs = Byye

1 existe un unigme polygone de contréle P = (Pys s Py.,) tel que la courbe B-spline de degré 3 associ
satisfasse

Vi=0,..N, X(t,,,=Q, X' (a)=0

a

et X'(b)=v,.

Lemme 3.4.1. Soient f, x : [a,b] — R deux Jonctions de classe C2. On suppose que
= x est polyndmiale de degré 3 sur chaque intervalle,
- f(t)= (5 pour i =3,...N+3 et f'(a) = (@), f'(b) = x'(b).
Alors,
b b b
f (f"(£)=x"(¢)Ydt :f F(t)de —f x"(t)dt.

a

SN

24
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3.4 Interpolation par des courbes B-splines 33
Démonstration. On vérifie immédiatement que
b b b
[ wrer=swrac- [ prepae [ vtepae=-an
ou b
R= f (f"(t) = x"(£)x"(t)d¢
On intégre par parties sur chaque intervalle
|- em e = = s e~
- "=
= (Ut = X (6, )" (84) — (F(8) = x'(:)x"(¢;)
= (i) = 2t )" (t40) = (F(2;) - x(8;)x"(¢;)
4 f .m(f(t)—x(t))x””(t)dt
= () = 2 (b))% (814) — ()= x(5:))x"(2,),
gar %% = (ot S (tipy) = %(t;,) = f(¢,) = x(¢,)=0. En additionnant, il vient
R=(f(b)=x"(b)x"(8)) = (f'(a) - x'(a)x"(a)) = O,
car f'(a)—x'(a) = f'(b) - x'(b) = 0. -

Théoréme 3.4.2. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C2. Soit X; la fonction B-spline

degré 3 qui Linterpole en N + 1 point plus les dérivées aux bornes, selon le théoréme 1. Alors

}‘7% " / / Lo on
IV--xsllooS-z—llf et lf" =l < A2l

Démonstration. Posons g = f — x;. Le lemme 2 donne
b
f g”(t)z d t

b b
= Jf”(t)zdt—f x, (t)’dt
715

"I

IA

de
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3.4 Interpolation par des courbes B-splines 34

Par construction, g s’annule aux t;, donc, d’aprés le théoréme de Rolle, ¢’ s’annule au moing une

fois dans chaque intervalle [#2,4.1]. Tout point ¢ € [4, 5] est donc A distance au plus 5 d’un point
t' tel que g’(¢") = 0. On écrit :

g = lg'()—g(¢")

= I f | g”(s)ds’
(o) ([ ros)

b2)1g" I,
< B2,

IA

IA

d’apres I'inégalité de Cauchy- Schwarz. Ceci montre que

1llo < H2|LF”l,.

\

Tout point ¢ € [a, b] est a distance au plus 5 d’un point ¢ tel que g(t”)=0. Par conséquent,

g = lg(t)—g(z")|

f, :g’(s)ds’

< le=t"llgll

hil 1/
< I,

Remarque3.4.1. Le choix de I'espacement uniforme n’est pas la meilleur solution.

3.4.2  Résolution numérique d’un probléme d’interpolation

On se donne le vecteur de noeuds h=th=H=4=0<t,=1<..<ty,=N-1<Nk
IN+3 = Inis = Iyys = by, dans Pintervalle [0, NT. 1l s'agit de trouver le polygone de contrdle (3
N +3 sommets) de la B-spline qui passe par le point Q; en ¢, ; et pour dérivées Uy (resp. vy) aux
extrémités.
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On peut supposer que 7 = 1. 1l s’agit de résoudre le systeme AP = Q pour Q = (s 05, Q5 -

etPe RN ¢t
Nl’p(a) 0
Nl,p(“,) N/ (ﬂ) 0
0 Zp(“ +h) Nsp(“+b) N4p(“+h)

A= 0 0

k& g

avercp=3,b:ti—t

noeuds ci-dessus :
X3(O) =0,

X!(0)=3(P, - P,),
1 17 1
Xi(ty)= ‘P1 + _Pz £ gps’

1 1
X3(ti+3)._6P+3P 1+6P +2¢

Pour : > 2. On a la matrice suivante :

1 0 0 0 .
-3 3 0 0 O
1 7 1
0 = == =
4 12 6
1 2 1
0 0 - = =
6 3 6
A
2 1
£ 3 b6
1 7 1
- — - 0
6 12 4
-3 3

1Qn_1>Vns Q.

= O O O O

(17)

pr)}

i-1= 1. On utilise les valeurs des fonctions B-splines relatives au vecteuf de

')
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3.4 Interpolation par des courbes B-splines 36

On peux montrer directement que le systeme linéaire AP = (Q a exactement une solution en

montrant que la matrice A est inversible. On remarque que detA = 3detB ot la matrice B lest -

7 1
(2D o )
12 6
1 2 1
6 3 6
B= 0

N o=
Nl = Wl
N OV =

&

Pour montrer que B est inversible, on prouve que (Bv,v) #0,Vv € RN\ {0}, v = (245 Dptlge
7 1 =2 71 2 1
(Bv,v) = (‘1‘2'7’1 + g’”z) 4 +Z (g"}i + 3Vt gvi+z> Vit
1=1
7 1
+ (E”N--1 " Z’UN—2> UN-1
1&, 18 2.2 2,5, N-1
= -3-;111 - g;‘(vi +v,) + T + T ¥ 0 Vo e RY"\{0}
- ce qui montre que la matrice B est inversible.
En Matlab, on a le programme suivant pour tester 'interpolation de la courbe par calcul autom

tique des points de contréle :

3.4.3 Programme : Test d’interpolation

function test1=spline1() p=3;

a=-5; b=5; N=6;
points2trace=linspace(a,b,1000) ;
ksiVector=zeros( LN+2%p+1);

ksiVector(1 :p)=a;

ksiVector(p+1 :N+p+1)=linspace(a,b,N+1);
ksiVector(N+p+2 :N+2 *p+1)=b;

vi=0; vf=0;
Qp=zeros(N+1);
for

y
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1=1:N+1 w=ksiVector(i+p);
Qpl)=1/(1+w?);
end pe=control(N ,p>vi,v,a,b,Qp);
pointsControles=zeros(2,N+3);
pointsControles(1, :}=ksiVector(p :N+p+2);
for i=1 :N+3
pointsControles(2,i)=pc(i,1);
end m2=ip (ksiVector,pointsControles,p,points2trace) ;
hold on ezplot('1/(1+x*x)’);
g=plot(m2( :,1),m2( ;,2),’green’) ;
hold off

end
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04

—— 1)
——— B-~spiine courbe N=5|
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L
06
(£ o
041
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1

0

X

FIGURE 3.5 - Interpolation sur [—5,5] avec N == 6

(1%
1+ : s
ook - —N=b
, —
o8| !
1
o7} |
08l |
05| !
0af l
i
03} |
o i
02 A I
o1l :
| e
0 C 1 1 1 1 i ’ i A 1 L 1
-5 -4 -3 =2 -1 4] 1 2 3 4 5
X
FIGURE 3.6 - Interpolation sur [—5,5] avec N =6, N =8, N = 10

3.5 La méthode d’éléments finis par B-splines

Dans cette méthode, on reconsidére le probléme de Dirichlet homogene dans la méthode d’¢

ments finis classique. Mais, les fonctions bases de V), sont les fonctions B-splines de degré p : w, |

z

. J 4 - \ 4 2
N; ;2 =1,...,n. Alors on peut écrire le probléme approché dans V;, , comme suit :
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3.5 La méthode d’éléments finis par B-splines 39

Trouver la fonction u; appartenant 3 Vs, telle que :

b b
f au,’y(x)Ni”p(x)dx—}-au,’y(a)]\[i,;,(a)—au}’](b) + fBub(x)Ni’p(x)dx

a

b
_ f FEON, () Vi=2,yn—1

(3.5.1)
D’autre part, si #, est une solution du probléme approché dans V;,, on peut exprimer :
n—1
u, :Z”jNi,p(x) (3.5.2)
j=2

Ainsi, le probléme approché devient :

Trouver u,, us,...,n,_, tels que :

7 -

1 b b 3
Z,( aN} (N, (0)dx+aN] ()N, ,(a)—aN' (BN, ,(b)+ f BN (N, ,(x)dx | u,
a J

g=2 a

b
=f SN, (x), Vi=2,..,n—1. (3.5.3)

Posons

b
F, :f f(x)N, ,(x)dx, (3.5.4)

b b
A ::f a]\[;,P(x)]\]i”P(x)dx+aN]f’p(a)Ni’P——a]\]l-’},(b)]\[i,p(b)+f ﬁ]\l}’P(x)]\[i’P(x)dx. (3.5.5)

On remarque que le probléme approché prend la forme d’un systéme linéaire de 7 — 2 équations

a n —2 inconnues, qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

AU =F. (3.5.6)

3.5.1 Calcule de la matrice du membre gauche
Chaque composante 4, ; de la matrice membre gauche s%érit

Aj;=m+c (3.5.7)

172

b b
m;; :J. aNif’p(x)N;/’p(x)dx+f ,Bl\lj,p(x)Ni’p(x)dx, (3.5.8)
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3.5 La méthode d’éléments finis par B-splines 40

et
¢, =aN, (a)N; (a)=aN' (b)N, ,(b). (3.5.9)

Chaque composante m; ; est également calculée par assemblage de contributions élémentaires :
b
— AT/ /
m;; = f (az\’].,p(x)]\li,p(x) +BNj,p(x)Ni,p(x)) dx,
a

n—p
= > Jn (aZ\/']f,P(x)Ni’,p(x)+BNj, p(x)Nl-,P(x)> dx. (3.5.10)

s=1

On remarque que sur I'élément T}, il n’a que p + 1 fonctions B-splines N, ,»Noyipres Ny
non nulles et il n’a que p + 1 dérivés N’ N’ ,..N’ _ non nulles. On peut donc utiliser la
s,p s+1,p s+p,p

technique d’assemblage pour calculer les composantes 2, i

3.5.2  Calcul des composantes du second-membre

Chaque composante F; du vecteur second-membre global est également calculée par assemblage

de contributions élémentaires :
b n—p
F,= f f(x‘)Ni’P(x)dx = Zf f(x)N; ,(x)dx. (3.5.11)
a s=1 Ts

Sur ¢lément T, il n’a que p + 1 fonctions B-splines N, N1y 55Ny, , non nulles. On peut
donc utiliser la technique d’assemblage pour calculer les composantes F;. On a le programme

suivant en matlab pour approximation solution # par B-splines :

3.5.3 Programme B-spline

function test=ElementFini1DparBspline( )

ComparaisonparBspline( ) ;

end

function

testO=Comparaison par B-spline()
nh=15;
p=3; alpha=1; beta=1; a=0; b=1;
nbpt=200;
shift=(b-a)/1000;
I=linspace(a,b-shift,nbpt) ;
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function y=f(x)

end

— 4.
y=x3

[8,G]= solution(p,nh,alpha,beta,f,a,b,I);
gp=derSolution(p,nh,G,La,b);

c2= (37-24*exp(1))/ (exp(1)-exp(-1));

o=t
cl=-24-c
s—exac

25

t=zeros(1,size(x,2)) ;

for i=1 : size(x,2)

end

s —exact(i)=cl*exp(x(i))+c2*exp(-x(1))+ x@)* + 12%x(1)* + 24

err=g-s — exact;

em=max(abs(err))

hold on

close all ;

e=plot (Lerr);
xlabel(’x’) ;

ylabelCE

rreur’);

titleCErreur du solution exacte’) ;

set(e,Co

hold off

figure;
p=plot(l

lor’,’black’,’LineWidth’,2) ;

,$ —exact);

xlabel(’x’);

ylabelCu(x)’);

title(’Solution exacte’) ;
set(p,’Color’,’blue’,'LineWidth’,2) ;

figure;

q=plot(Lg);

xlabel(’x’

Ys

ylabel(Cu(x)’) ;

title(Solution approchée’) ;

gfi"
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set(q, Color’,’red’, "LineWidth’,1.5);
hold off

figure ;

d=plot(Lgp);

xlabel(’x’) ;

ylabel(u”(x));

titlePremicre dérivée de lasolution approchée’) ;
set(d ,’Color’,’blue’, LineWidth’,1.5) ;

hold off

end

3.6 Conclusion

1. La similarité

— Dans les deux méthodes, on utilise la méme formulation variationnelle et la méme tech-

nique d’assemblage.

2. La différence

- La base : Dans la méthode d’éléments finis classique, on choisit les fonctions d’inter-

polations de Lagrange et dans la méthode d’éléments finis par B-splines, on choisit les

fonctions B-splines. Pour le degré un, les bases des deux méthodes coincides, mais elles

sont différentes en degré supérieur a 1.

- La continuité : Les fonctions d’interpolations de Lagranee de deeré » sont seulement de
p grang, g

classe C° mais les fonctions B-splines de degré p sont de classe C?~1.

~ Les fonctions d’interpolations de Lagrange peuvent recevoir des valeurs néeatives. mais
b

les fonctions B-splines sont toujours positifs, donc tous les composants de la matrice de

raideur dans la méthode des éléments finis par B-splines sont toujours positifs.

- Le nombre de fonctions de base : Avec le méme N éléments, dans la méthode des élé-

ments finis classique pour degré p on doit calculer N x p -1 fonctions de base, mais dans

la méthode des éléments finis par B-splines, on doit seulement calculer N + p fonctions

de base.

- Derreur entre les deux méthodes :
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FIGURE 3.7 - Solution approchée
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FIGURE 3.9 - Premieére dérivée de la solution approchée

,X107 . ‘ ' [ erreur =‘sA3393e-007

i -

Ld
T

Erreur
o~

-2+

FIGURE 3.10 - Erreur du solution exacte
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FIGURE 3.11 - Erreur : Eléments finis P1 et Eléments finis par B-splines de degre 1
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FIGURE 3.13 - Erreur : Eléments finis P3 et Eléments finis par B-splines de degré 3
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