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En utillisant des m6thodes fonctionnelles, on localise le spe,:tre d,une
se d'of6rateurs diff6rentiels. Dans ce travail, on 6tudie le conditionne_
rt pserldospectrare pour une classe d,op.rateurs de convection_diffusion
autoapjoints d6finis sur un ouvert non born6. A partir du r6sultat de
itionnpment pseudospectrale, on localise re spectre de cette crasse.
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t,h

du spectre d'un op6rateur de convonctiorr..diffisiont est

tr6s compmlexe qui est jusqu'd maintennt ouvert. Nous allons

'entarner ce probldme en 6tudiant le spectre de I'op6rat;eur suivant :

Au = -Au+ ( "vHtg,,)) vu * vu,

une fonction continue et d6rivable. cet op6rateur repr6sente une

ion du cas 6tudier dans [1], ot h(r) : a.

principal de la th6orie pseudorspectrale €st la facilit6 de ma_

de ses outils compar6s d, ceux de la th6orie,spectrale. un autre

est le bon conditionnement du psedospectre copar6 au spectre. En

'appuy sur ce dernies, on 6tablit un r6sultaut de condiibionnement pseudos-

al notre op6rateurs. A partir de ce resultat on obtient une relation
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Irous perrnet de localiser le spect;rei ,4.

Ce rn

des

tudier

Le

suites

il;#:::;:*-res 
: Dans I'e dremier Qhapitre, nous rappe-

se, et on construilt le piobldme qu,on chercheNotre id6e consiste d l'utiiisation de sqites d,op6rateu:s pour ap_spectre de notre op6rateur.

:eme chapitre est cr
,op.rateurs.t 

on et,' 
acr6 d' 6tudier fes propri6t6s sp,6gtr161s 4.

rdie Ia relation erntFe ces deux suitr:s.



CHAPITRE

RAPPELS E]- DEF]:NIITIO]\ DU
PROBLE1\4E

Dans qette section on rappelera les d6finitions et les resultats l.es plus im_
bants' on entend par les plus importants, c*uf dont qn aura tresoin pour

hos r6sultat.

rme sectorielle

'a notipn des formes sesquilin6aire a pour b't la g6n6ralisation: de la no_
du prdduit scaraire et re r6suitat de Lax-Milrigrame. Nous cornmenqons
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nition de ces formes puis nous donndrons un r6sultat sur ia

de ces formes Par un oP6rateur'

t une application sur IJ x f/ dans Cl 't est dite sesqu'Lin6aire si pou

u.weDet,\€C:

I : )t[u,ol;

] = ftlu, ul;

w,af:tlu,al*tlw,ul;
* w) = tlu,ul * tlu,,w]'

fout u

otl.\u,

otlu,

otlu

otlu,

Onr

Z.F

'appellera ie domaine d.e t et sera not( par D(t)' Essrr;lons du

D(t) : {u e H : tlu,u)€ C, {r e D(t)).

que cette 6criture est fausse M.alh6matiquement (voir la t

ensemble axiome 2) Pour cela on dcfinit Ia forme quadratique

dtpar:

Q[u]: tfu,zfl'

1..
t[u,u) : i(4" + u] - tlu - ul + i,tf'u + iul - ifrfu - i,u]),

et de d6finir D(t) par :

D(t) : D(Q) = {u e H : Q(u) € a}.

nit le sous ensemble de C suivant :

Num(t) : {tfu,ul : u € D(r,r, llullrs : 1}.
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mble est appell6le rang num6riqur: de f . I est dite sr:,ctoriell: s,ild

,d€lR.telque0<d<f etpourtout{ eNum(t): l

11, not6e;

Un )1 1J et t - lim U,n : 11.
rr_++o)

'un )t1t ==> u e D(t).

Cet

istet

1/?e(6; 
>^,,

l. loro(€ _ ?)l < (?.

ue {urr}rrgry est f-convergente vers LL €

(u" e D(t) Yn €
I

J 
u'l +n-+1oo z,

I f lr" - u*] ]n,*-
ue I est ferm6 si

NI

+oo 0.

dir
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L.2

Voir [4].

Notions speci;rales

nseplacedansunespacedeHilbertfr|muniduproduits;ca1aire.<...>.

un op6rateur lin6aire ct6fini de ry' dirns rui m6me, no' born6 ferm6let
Soit

ddo ne D(A) dense dans Jr. soit I4z re sous ensemble de .H ct6fini par

: {u € H : 3p e H, yu e D (A), { Au,u >-< u,? }}.
Si p $xiste, elle est unique. En effet, si < z,rp ):( u,e >. pour tout z
D (A), alors cp : cy' puisqu e D (A) est dense dans .f/.

Pour l'op6rateur ,4 on d6fin:i les ensembles suivants :

- On appelle spectre ponctuel de .4 , not6 spo(A)

C constitu6 des valeurs propres de A.

C

le sour; erLsemble d{
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appelle spectre essentiel de _4, not6 sp.""(A)le sous ensemble de

ffi;:J" 
valeurs .\ e C tet que l,opefateur 

^r 
_ Aest injecrif et

sP"(A).

{.r e c; ll()1 - A)-rl! I u-'},

Cf. Proposition 4.15 dans [7].

bosoin d'une notion tr6s important$ pour lg, localisra,tion du
Soit S un sous ensem,ble de C. On Olennit lere-voisinage de

li.(s) : {s+ z : I e,S, lzl S e[.
r-vorsmage et du pseudopsctre sont ri6es d ra notion du spectre
A est normal.

tr

Ies

{ans

.ons

cas

10
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nstrqt'ion, Ii suffit d,utiliser l,6galit6 B.B1 page 2TT d,e [A].

si ) F sp(A); ll()1 - A 'll: __rf=_ *.
e'ill+r i{ - 'r1'

n

11
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3

Soit

(R,R)

Soit .4

r6sentation du probldnre

un ouvert non born6 diff6rent de nRr, c_d,_d O E Rr. Soit h e

l:t: 
hTr'l est une fonction continup et d6rivabte pour (e1, 12, ..., rn)

I'op6rateur de conveci;ion-diffusion d6Fni, sur Z2 (O, C) d imagelma *^-par :

/Au: -Au+ (-vafl1,,)) \7u*vu,
\d=L/

la forme hermitienne (p sur Lr(e,Cl) p6finie par :

rauque associ6 d, <p est :

par parties, nous obtenons

J--\vh(ll q )o .yudpt,,
i=t /

o'(g 
's) wror* l,

f,g)

lui

r': 
/fvar;1 

.rll,',",,,,: f (g,,,r,[ ,,))'

(^r,g,it) wt, a, . f, (,org,,,)

q

(u) :

(,

(

/.

/,.

l,(

Io, viar,. /,(-n^U,r) v,Vsat"n 
fnvrua,

dn2...,.,.....drn est la mesure de Lebesg]ue corrdspondanrte.

72
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).nr)

[ (^''g d)wt'a'

dp,.ra)ll2y,p1lu
n

IIt(I
;-

.art I\-_/ ,

f rr.'

r)ll?p

(, rL n

{ iontil rt) + llvh(ff rr)ll'",61tl(',, "",tn
\ " i=7 i=L

K >0.

tf / n \
= llv,il?,rnr *; J,(on,|| Q)lul2ap+

r /. n n

: llv,ll?,rnr. /" (lontlzr) + llvh{I
\ 2=r

lul'dt',

1I

II
;-1

eI)

ax,

+

13
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utili

D(

Not

g est une forme sectorielle {Cfinie sirr I'esper'ce lin6aire

ft =, f/J(0, c) [-'l{" € L2(Q,C) : vu' 4 
''?(o' 

C)}'

Ie th6rodme 1, pour obtenir le domainp d'e 1'op-6rateur A qui est :

) = fr2(o, a)n H;(o, c)(-l{' ' t'{Q,C) : I/U € 
'2(o' 

c)}'

objeatif est de d6terminer Ie spectre dd A' On remarque que D(A)

es conditions aux limites de Dirichle't' ponsidffons d'abord Ie pro-

valerlrs propres correspondant d A :

€ C et u € D(A)\{0} tel que :

/ :- \
-Lu-r (-ontfl',) ) Yu*vu : \u dans Q

\ TJ 
' u F o surD0'

On)4e10,r1, une suite d'ouverts born6s e4lboit6s' c'-d-d' fl4 c Qn' n 3

9rl

rp, est ne forme sectoriel dans

l-J n, : o'
4€10,1[

R4 = r4(0?,C).

L4

4 el0, 1[, on d6finit dans 'L2(O' C)' lu formo hermitienne 9n par :

n) : 
ln,v 

r 'aidt'* ln,(-t't![ o'') v fedtt * .[n,v 
fedp'



CHAPITRE

PSEUDOSPECTRE I,]

DEA

Le pseudospectre est un outils math6matiq tr6s irnportant. Il est plus

mieux conditio:nn6 pour le
ile d manipuler compar6 au spectre et il est

A, la limite. Nous allons 6tablir un r6su de condition.nement du
udospectre de .4 pour pouvoir localiser son ectre.

Pseudospectre

Dans cette section, nous 6tablissons une re de bon condil;ionnement
pseudospectre de A vue comme limite de cel de A, et celui <le Br.

SPEC RE

25
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Soit ) . 
r!!rsp,(Br). Il existe rh e E er f e D(Br,) tels

llB^f - )fllpp,,l
llf llt"p,t

<€.

n prolonge / par 0 sur f,), cr: qui donne

llAf - Af li,,mt
ll/l[fi- < e

s'en suit que ) appartient A, sp"(A) et

tl
U sp,lBr) e sp"(A),
qeE

procement, soit ) € spe(tl). Alors il existe f <_ D(A) telle que:

llAf - Afl?"nt---lrZr_- -;.
llJ llL2@)

t que c"*((^)) est dense dans D(4) par rapport a la norme du graphe,
pour tout f e D(A), il y a une suite (/,).,6ry dans Cf (CI) tr:lie que :

rim IIAf" . a,f"li,"rq _ llal _U!4gl
',-++oo lll"ll*<al ll"r'llr,rnt

Ia m€me manidre que dans .[a preuve d.u lemme 2, nous choisisson.s ne telre

llAI \r rlll^Jno - ^Jnsll7z191

--.-\c.

il.4 il
ll J ns ll 1,219;
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I existe 4 suffi.samment petit de telle que Ie support de g : h,, est inclus

ans O' Il s'ensuit que ) aprpartient d" sp"(Ar)..Ainsi,

, ,r - | | / 
^sp,(A) a 

Pr 
sp,(4,,).

conclue le r6sultat en ut.ilisant le Lemme 2. tr

D'apr6s le th6ordme pr6c6dent, nous concluons que :

(a) q AL(R+) : {z e C.',:. Rez>O,llmzl< t}U {z e C: Rez < 0,lzl < e}'

eft'et, pour tout 4 € E,A.n est auto-adjoinLt. Alors sP,(A):, l%(sp(Ar)).

ais, sp(Ar) g R+. Nous otrtenons :

lJ sp(,ar; g R+.

neE

.2 Spectre

Dans cette section, nousi allons 6tablir un nouveau r6sultat qui relie Ie

tre de ,4. d celui de An. Nous commengorrrs tout d'abord pa,r un r6sultat

topologique, qui va nous permettre d'obtenir le r6sultat souhaib6.

27
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i,on. Soit 
^ 

. 
,y, 

sF'.(A).II y a r71e .B telle que

) e spu(An) : //" (tp(Ar,)) .

i ) : s*2, oi s e sp(Ar,) et lzl <e. Mais, s e sp(A) ce qui donneU
qeE

tP(Ar) 
). 

Alors \ = s*ztoo, .,,!,
:

: sP"(An).

I

u

LI(A

a'col'-c \

sq-dte

/ par rapport d, la norme du graphe, il exisie une suite (./",)r..x dans
i') qui converge vers / par:rapport d cette nor,,]e. Nous d6finisisons ra
rvan[e, pour tout n € N

) e lr., (u_*,r,,)
\?€E /

):s*zeN"(sp(Ar,))

) e U sp,(Ar).
TtAE

trati'on. soit ) e l) sp(tlr). Il y aet e-u tel que ) e sp(Ar,), Alors
f e D(Ar,), or,T!).f .= 0. Sachant que, cf;(er,) est dense dans

s,: {*&; sur Qn,,

( 0 sur O/ftr,.

DdPAmEMENT DE MA?HTiMATIQUEs

sp(Ar)

28
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avons, pour tout n e N

pEpAmEMENT )E Mara6uerrques

9n

llg"llL,@,t

D(A),

1,

€

"]iru 
llAs" - \enll*62,1==

\ e sp(A).

utilisant le th6or6me 6,

la proposition 1,

sP(A)Csp"(A\:l I

' J sPu(An
ncE

sp(A) s l) se@,).
neE

sp(A). * (U ,ofo,)),

e tend vers 0, nous obtenons
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RSPECONCLUSION ET I)

math6matiqute, du fait qu'on a obtenu un at sur son d partir de

I'6galit6 pseudospectrale. En plus, cette cl d'op6rateurs re dans une

cat6gorie d'op6rateurs dont l'6tude du e$ encore un ouvert.

Cet op6rqteur, qui n'est pas , a un _spectre En efft, ie

spectre de A4 est r6el, pour tout ? €]0,1[,

de conditionement pseudospectral pour la

teur non borrr6s. La classe d'op6rateurs 6t

sp(A) c l) sp(Ar)
n€E

Notre 6tude nous a montr6 Ia grande 6ffi que re

alisation du

Ia notion

d'op6ra-

i6s prdsente urt int6r6t

ID[\+.

En plus, r{ous obtenons les ensembles sp( ) d, partir d'op€,r qui ont
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m€me formule ue,4., mais qui sont d6finies su
dire que le le num6rique nous permet

born6.

Comme pers ves, on essajera d'appliquer
approcher le 4 et de voir la diff6ren
et celui de On essaiera aussi de locali

g6n6raliser r6sultats pour d'autres fo

des ouyerts bornes. Ce qui

'approcfrer le spectre de .4,que f,) est

de

et

m6thodes d'616:nents finis
entre Ie spectrr: ponctuel

le speptre essentiel de .4

d'op6r4teurs non born6s.

31
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