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RESUME

classe d’opérateurs différentiels. Dans ce travail,

me

non

En utilisant des méthodes fonctionnelles, on localise le sp

actre d’une

on étudie le conditionne-

nt pseudospectrale pour une classe d’opérateurs de convection-diffusion

autoadjoints définis sur un ouvert non borné. A partir du résultat de

conditionnement pseudospectrale, on localise le spectre de cette classe.




INTRODUCTION

La conaissance du spectre d’un opérateur de convonction-diffisiont est
un probléme trés compmlexe qui est jusqu’a maintennt ouvert. Nous allons

essayer d’entamer ce probléme en étudiant le spectre de lopérateur suivant :

Au= —-Nu + (——Vh(H x,)) -Vu+ Vu,

i=1
ou, h est une fonction continue et dérivable. Cet opérateur représente une

généralisation du cas étudier dans [1], ot A(z) = z.

L’avantage principal de la théorie pseudospectrale est la facilité de ma-
nipulation de ses outils comparés & ceux de la théorie spectrale. Un autre
avantage est le bon conditionnement du psedospectre coparé au spectre. En
s’appuyant sur ce dernies, on établit un résultat de conditionnernent pseudos-

pectral pour notre opérateurs. A partir de ce resultat on obtient une relation
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pectrale qui nous permet de localiser Je spectre A,

DErarTEMENT DE MATHEMATIQUES
—_——

Ce mémoire contient troig chapitres : Dans Je premier chapitre noys rappe-

lans des notions Spectrales de base, et on construit le probléme qu’on cherche

a |etudier. Notre idge consiste a 'utilisation de suites d’opératenrs pour ap-

procher le spectre de notre opérateur,

Le deuxiéme chapitre est consacré & étudier leg

Propriétés spectrale de

ces suites d’opérateurs et on étudie I relation entre ces deux suites.

Dans le troisisme chapitre, noys établissons une

psepdospectre dang Pordre de localiser celui de A,

relation de stabilité de

et nous établirons une

louveau résultat qui relie leg différents spectres d’opérateurs construits,




CHAPITRE

RAPPELS ET DEFINITION DU
PROBLEME

PC
dé

tio

Dans cette section on rappelera les définitions et les résultats les plus im-

rtants. On entend par les plus importants, ceux dont on aura besoin pour

monter nos résultat,.

1 Forme sectorielle

La notion des formes sesquilinéaire a pour but la généralisatior. de la no-

1 du produit scalaire et le résultat de Lax-Milligrame. Nous cornmencons

6
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par la définition de ces formes puis nous donnerons un résultet sur la repre-

sentation de ces formes par un opérateur.
Qoit ¢ une application sur I x H dans C .t est dite sesqulinéaire sl pour

-Det AeC:

tout u, v, w

Il
X m

ot[A\u, V] tlu, vl;
ot[u, M| = At[u, v);
otu + w,v] = t[u, V] + tlw, vl;
ot[u, v+ w] = tu, v] + tlu, w].

D s’appellera le domaine de ¢ et sera noté par D(t). Essayons du définir
D(t) :
D(t) = {u € H : t[u,v] € C, Vv € D(t)}.

On remarque que cette écriture est fausse Mathématiquemens (voir la théorie

Z.F des ensemble axiome 2) Pour cela on définit la forme quadratique €

associée & t par :

La propriété suivante :

1 .
tu, ] = i (tlu +v] = tlu — v] + itfu + 0] — stfu — w]),
nous permet de définir D(t) par :

D(t)=D(Q)={ue H:Q(u) € C}.

On définit le sous ensemble de C suivant :
Num(t) = {t[v,u] : v € D(¥), ||lullg = 1}.

7
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Cet ensemble est appellé le rang numeérique de ¢. ¢ est dite sectorielle s'ils

existet 7,0 € R tel que 0 < 4 < 3 et pour tout € € Num(t) :

Re(§) >,
larg(€ ~ ) < 6.
On dit que {u, }nen est t-convergente vers u € H, notée;

Upn =t U et t— lim wu, =u.
n—4oo

U, € D(t) Vn €N,

Un = notoo U,

t{tn = Um] =>nms o0 0.
On dit que ¢ est fermé si

Up =t U == u € D(t).
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Démonstration. Voir [4]. O

1.2 Notions spectrales

On se place dans un espace de Hilbert 77 muni du produit scalaire < —
Soit A un opérateur linéaire défini de H dans lui méme, non borné fermé et

& domaine D(A) dense dans H. Soit W le sous ensemble de H défini par
W={veH: 3peH, Vu € D(A), < Au,v >=<u, ¢ =2

Si p existe, elle est unique. En effet, si < u,p >=< u, ¢ > pour tout u €

D (A), alors ¢ = ¢ puisque D (A) est dense dans H.

Pour Popérateur A on défini les ensembles suivants :

~ On appelle spectre ponctuel de A , noté sp,(A) le sous ensemble de

C constitué des valeurs propres de A.
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= On appelle Spectre essentiel de A, noté SPess(A) le sous ensemble de
C constitué des valeurs )\ € C tel que Popérateur A\J — A ect injectif et
non surjectif.

— Le spectre de A note sp(A), est la réunion dy spectre ponctuel et dy
spectre essentiel.

= Pour e > 0, le pseudospectre de Popérateur A est I'union du spectre

de 4 et de P’ensemble

{rec:oar- 41> e},

notée sp.(A).

Démonstration. Cf. Proposition 4.15 dans [7]. O

i

ous avons besoin d’une notion trés importante pour 1a localisation du

pseudospectre. Soit S un sous ensemble de C. On définit e e-voisinage de

S pat :
Ne(S)={S+Z:S€S,,Z’SE}.

Les nptions du e-voisinage et dy pseudopsctre sont lides 3 1a notion du spectre

dans le cas o1 A est normal.

10
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monstration. 11 suffit d’utiliser Pégalite 3.31 page 277 de [4].

T e B

§€sp(A)

a
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1.3 Présentation du probléme

=1

0.|Soit A 1 opérateur de convection-

dans lui méme, par :

avec
2

V=

Vh(H z;)

L

Au= —Ay 4 (—Vh(

Soit € un ouvert non borné différent de R™,
n

C1(R,R). Donc, h(H z;) est une fonction continue

n

i=1

diffusion défini, sur 12 (2,0) a

sz)) - Vu + Vo,

n n n 2
2(Q) =1 =1 i=1

On [considére 1a forme hermitienne @ sur L?(Q, C) définie par :

sof,g.)=/QVJ‘-VTJGZM+/Q (—Vh(

Ou du = dzidz,......... dz,, est la me

n

1=1

La forme quadratique associé & © est :

Q(u) = ”VU“%Z(Q) ‘f'/Q <‘Vh(

n

1[=)

i=1

En intégrant par parties, nous obtenons

1=

z = /; (—-Vh(ﬁxi)) - Vudy,

| S

=0 sur 80

- /ﬂ | (Ah(ﬁ m) luf2dy — 7.

HaxJ) ~Vf§du+/QVf§fdu.

sure de Lebesgue correspondarte.

) -Vuﬂdp—}-/ Vul?dp.
Q

= /8 ) (--Vh(gxi)) ul?dp + /Q (Ah(Ew)) [ul?dy + /Q <Vh(][]_a:i)

DEPARTEMENT 5E MATHEMATIQUES

c-a-d 0 C R™ Soit A €

image

ge=1

et dérivable pour (1, 5, .y Tp) €

) . Vﬁuudu,
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4+7%=2Re(z) = /

Q

Soit
K = inf {%Ah(H ;) + ”Vh(n 2132y / (B15 - Tn) € ﬂn} .
h est tel que K > 0.
|Re(Q(w))| = IVull2eq + L / Ah(ﬁ ;) ]uleu—l—/ lth('fI 29) |22 |ul*dis-
\ poty [ L1 i ’ | i)lz2(q)

=1
VUl *+ | (;Am z) + IVA([] mnizm)) juPdn,

HVUH%Z(Q) + KHUH%?(Q)a
0.

Vv

v

IIm(Q)l =

Im /ﬂ (-w(ﬂ :z:i)) T - Vudp!|,

P Rels)|

2

/Q (—Vh(II m) 7 Vudp — % /Q (Ah(ﬂ a:.i)> lulPdy

1==1 1==1

)

1

L1
2

IN

bl

\/Q (—Vh(ilzl xz)> -Vuuduy /ﬂ (Ah(g £1)> |u|*dp

n \ n \
; (Wunm [ 1ol |+ / (Ahql =) | uFas

IN

13
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Par conséquent  est une forme sectorielle définie sur lespace linéaire

suivant :

R=HiQ,C)(fue L’ (QC):Vue 12(9,0)}.

On utilise le théroéme 1, pour obtenir le domaine de l'opérateur A qui est :
D(A) = H*(9,C) ﬂH&(Q,(C) ﬂ{u e L*(Q,C):Vue L*(Q,C)}.

Notre objectif est de déterminer le spectre de A. On remarque queé D(A)

sntient les conditions aux limites de Dirichlet. Considérons d’abord le pro-

(@)

bléme de valeurs propres correspondant & A :

vouver A € C et u € D(A)\ {0} tel que :

T

—Au+ (—Vh(H a:z)) Vu+Vu = du  dans
i=1

v = 0 sur 0.

Soit {Qn}nelo,l[’ une suite d’ouverts bornés emboites, c-a-d. Qs €y, N S

%, tel que :

U =9

n€l0,1]

Pour tout n €]0, 1], on définit dans L*(9,,C), la forme hermitienne ¢, par :

on(fr9) = /Q V- Vgdp+ J(l (—th?[xi)) .V fgdp + /Q V fgdp.

=1

¢, est une forme sectoriel dans

R, = H}(,,C).

14




CHAPITRE

3

PSEUDOSPECTRE ET SPECTRE
DE A

Le pseudospectre est un outils mathématiques trés important. Il est plus
facile & manipuler comparé au spectre et il est le mieux conditionneé pour le
passage & la limite. Nous allons établir un résultat de conditionnement du

pseudospectre de A pour pouvoir localiser son spectre.

3.1 Pseudospectre

Dans cette section, nous établissons une relation de bon conditionnement

de¢ pseudospectre de A vue comme limite de celui de A, et celui de B,

25
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- Théoréeme 6. Pour tout e > 0,

2=ty = Ysmiz).

. :'?]EE-, WEE:» .

Démonstration. Soit \ € U sp.(By). I existe n; € E et f € D(B,,) tels

0<n<1
que :
1Buif = Afllzaa,,) el
1/l z2c,)
On prolonge f par 0 sur €, ce qui donne
Af — A
[Af = Afllz2q) -

1f 122

—

s'en suit que A appartient & spe(A) et

U sps(By) C spe(A).

nek

Réciprocement, soit \ € spe(A). Alors il existe f € D(A) telle que :

IASf = Mllz2oy
1£1lz2 (@)

Sachant que C°(0) est dense dans D(A) par rapport & la norme du graphe,

<E&.

alors pour tout f € D(A), il y a une suite (fa)nen dans C2(Q) telle que :
Afp = Afallr2 Af — >
lim [Afn = Mallzy A = Af|l2 ()

more Ml e

Deg la méme maniére que dans la preuve du lemme 2, nous choisissons ng telle
que :

IAfe ~Mulie
”JHOHLQUD

26




|Proposition 1. Pour tout ¢ > 0
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[l existe 77 suffisamment petit de telle que le support de g = fy, est inclus

dans §2,. Il s’ensuit que A appartient a spe(Ay). Ainsi,

SPE(A> = U Sps(An)'

nekE

On conclue le résultat en utilisant le Lemme 2. O

D’aprés le théoréme précédent, nous concluons que :

En effet, pour tout n € E, A, est auto-adjoint. Alors spe(A,) = N.(sp(A,)).

Mais, sp(A,) € R*. Nous obtenons :

IJ sp(4,) CR*.

neE
3.2 Spectre

Dans cette section, nous allons établir un nouveau résultat qui relie le
spectre de A & celui de A,. Nous commencons tout d’abord par un résultat

topologique, qui va nous permettre d’obtenir le résultat souhaité.

LJ =N l\J sp(4y)

27

spe(A) € N.(R*) ={z € C: Rez > 0,|Imz| < a}U{z € C: Rez < 0,|z| < €}.



UNIVERSITE 08 Ma: 1945-GuELma

DEPARTEMENT [E MATHEMATIQUES
\“\___\
Demonstration. Soit A € U sp.(4,). Ilya M € E telle que :

nerE
S Sps(Am) = NE (Sp(Am)) ;

Alpsi A =542, on 5 € sp(An,) et |2| < . Mais, s € [ sp(A,) ce qui donne

AEN, ( U sp(An>> :

ner

Rétiproquement, soit ) e N, ( U sp(An)) Alors A = s+2, 005 € U sp(4,)
nek neE
et 2] <e. Il existe n; € E te] que :

A=s+z¢ Ns(sp(Am)) = 8Pe(Ap, ).

Alors A e spe(4,). O

nekE

- Théoréme 7.

Démpnstration. Soit )\ e U sp(4,). Iy a m € Etel que ) e sp(Ay, ). Alors
il existe f e D(Ay,), A, ;]‘ef Af = 0. Sachant que, C2°(€,,,) est dense dans
D(A,) par rapport a la norme du graphe, il existe une suite (fa)nen dans
Ce (D) qui converge vers f par rapport & cette norme. Nous définissons 1a

Suite suivante, pour tout n eN

fn
gn _ ”f"”LZ(Q.,]) sur Qm)
0 sur /9, .

28




| c

IVERSITE 08 MaA: 1945-GuELma
—— T

\\*

=

OUs avons, pour tout n € N

9n € D(A),
”gn”Lz(Qn) = 1,

alors

lim ”Agn = /\gn”L2(Qn) = (.

n—r+00
Ainsi, X € sp(A).

Enlutilisant le théoréme 6,

sp(A) C spe(4) = U 5Pe(Ap),

neEL

par|la proposition 1,

nekE

sp(4) C N, ( U sp(An)) ,

quand e tend vers 0, nous obtenons

sp(A) C U sp(A4,).

neE

29
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CONCLUSION ET PERSPECTIVE

Notre étude nous a montré la grande éfficacité que représente la notion
de conditionement pseudospectral pour la localisation du spectre d’opéra-
teur non bornés. La classe d’opérateurs étudiés présente un grand intérét
mathématique, du fait qu’on a obtenu un résultat sur son spectre & partir de
I'égalité pseudospectrale. En plus, cette classe d’opérateurs entre dans une

catégorie d’opérateurs dont 1’étude du spactre est encore un probléme ouvert.

Cet opérateur, qui n’est pas auto-adjoint, a un spectre réel. En efft, le

spectre de A, est réel, pour tout 1 €0, 1], donc

sp(4) c | sp(4,) C R..
nek

En plus, nous obtenons les ensembles sp(A,) a partir d’opérateurs qui ont

30
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€ que A, mais qui sont définies s

o

DEPARTEMENT pE MATHEMATIQUES
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sur des ouverts bornés. Ce qui

veux dire que le calcyle numeérique nous permet d’approcher le spectre de A4,

malegré que ) est nop borné.

bour approcher le spectre A et de voir la différence entr

de A, et celu

et de généralj

Comme Perspectives, on essajers, d’appliquer les méthodes d’éléments finis

e le spectre ponctyel

i de B,. On essajers, aussi de localiser Je spectre essentiel de A

S€r nos résultats pour d’autres formes d’opérateurs non bornés.

31
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