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I'entr6e et

transport

termes des

Le travail se

neutrons en

nssunnp

traite de l' dur spectrye essentiel de I'op6rateur de transport unidimen-

itions limites g6n6r4les ori un op6rateur de limite abstrait concerne

Aprds une dpscription compldte du spectre de l,6quation de

des condit aux lirnites du vide, les conditions suffisantes sont donn6es en

ateurs de itatiorr et de collision assurant la stabilit6 du spectre essentiel.

anal5rrse du gpectre essentiel de I'op6rateur de transport des

ire. EnLfin, ceptains probldmes ouverts sont indiqu6s.
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ft,
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, la fr6quence de collision et le novau

le spectre essentiel de I'opdrateur l,integr<r_

- d (€) ,/'(r;€) ,c (€, €') 'l' @; {) d{ : Tnr! + K$

aux limites suiriants :

L) * th (-a;{),

,0) * ,! (";€) ,

0 - ,lt (-o;{)

\ - ,lt (,o;() ,

(0.1)

1y,rH21rel; H1 les op6rateurs lin6ahes abstraits d6finis sur

des (par exemple, molfcules de gaz, photonso



TABLE f) MA

il a 6rt6 6tudi6

, p6riodiques,

16, 35].Tous

d6crit ci

g$n6rales sont

{ o (.) e I* (-1,1),
I

I 
fI est un op6rateur de limite born6e

I r e r(Le[Go,o)x(-1,1)]),

6

oi K est l',:r ateur int6grpl de noyau K (€, {') .

Plusieurs de l'6quatiSn de transport sont prises en compte dans les d.iff6rents domaines
de la physiqg mathdmatiqqe pour dtlcrire les processus de transport
des particul:s 'travers un r$ilieu d'accueil. Nous citons seulement la th6orie de transport des

neutrons, radiatif, le transp'ort de particules chargdes, et la th6orie cin6tique des

gaz. En

diff6rentp conditions aux limites ,(frontidre de vide, les reflets sp6culaires

difflrses , g6nriralis6qs et le type mixte limite conditions [8, 4, g, 11,

conditions {,ux limites sont des exempres particuliers de notre cadre g6n6ral

l'objr-.ctif pri

qui

de cet mdmoire est de do{rner une crasse d,op6rateurs de collision K pour

o*"(Tn * R') ou"" (Ts) inp6pendamment fle I'op6rateur limite H I o.u,([/) qui repr6sente

I'essentiel de l'op6ratpur t/ ].D:uxidrrqement,nous montrons sous cerbaines hypoth6ses

sur I' de frontidre lH qt" o"u(Tn'): oess(fo) of ?| est I'op6rateur de diffusion

bien connu la th6orie {u transp,rrt de neutrons (f/ : 0) dont le spe_ctre est facile a'
analy'ser. I{os outrils pour prouver la stabilit6 du spectre essentiel sont compacit6
r6sult;ats [1f3, 38] (pour le flaisir d'61;re corqplet, nous mentionner les r6sultats de mmpacit6
d6velcpp6sr les R6f6rencps. [1, 19, 23], et [24] ,d savoir, la vitesse moyenne r6sultats qui
appartiennLent 'un m0me cqrcle d'iddes que celles utilis6es ici).

Dans la theor:i u transport Se neutron classique (ff : 0) en dimension arb.itraire, il est bien
connu que
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o ess +K):{t4Al A.t
inf6l-o o (f).

Si-6il0r er:

que

o (To + R') rt

isol6es avec

D'autre parrb,

peulent

l'6quation..(1.

ntest pas, a vrais si I{ + 0

et un certiairr

est. ern fail; . 'rrr

de compa,r:it,3

pl6te du

des

paragraphes .

deuxiidme pa:r

suffisantes en

?6 et 7g sonrb

transport iavec

Nous

sont indiqu6sr.

Notna

,( -)*], SI (0 2)

une certainQ puissanc,: de (,\ - zb)-t K est compact alors il est bien

^ 
ec/ &,\ > -limin.[;61*oa({)} se compose uniquement rle valeurs

licities al$6brique fini (vofr, par exemple,[30] et[Jg], Gergure.l2).

les hypotfr6ses ci-d,:ssus, lte demi-plan {,1
, a priori, pertains trous dans l,ensemble

€ Cl R.^ ( - Iiminft€t-o d (f
r6solvent de ?o * K. Alore q

ire de(,\ * ?o)-'K est compact.Nous allons prouver que l,6quation . (1

pour un gdn6ral classe d'op6rateurs de collision K en profitant d,un
Mokhtar-$harroubi dans Lo$ < p < m).Le cas p: L est ouvert.

est organis6 comme suit .da,ns sec II, nous donnons une descriptiption
de 7o (ff : 0). La se,ction III est consacr6 d, l,analyse du spectre essenti

transport p,vec des r:onditions aux limites abstraits.Il se compos6 de

premier trafite de limite conservutive ou dispersive conditions fllall ( r)
aphe est conpern6 avec'les rnultiplicateurs compact fi/{ll > l).des

de ff e$ K assurant la Etabilit6 du spectre essentiel dr:

n6s.Enfin, gn Sec. IIli nous analysons le spectre essentiel cles op6rateurs

conditionq aux limibes vide en dimension arbitraire.

cette introdrlction en notant que, dans la Sec.III, certains probldmes



Chapr re1

R6sul ats pfelinninaires

Les 6quatiiorrs la neutroni$ue d6criv:nt l'6volution temporelle des distribution des neut
dans un rnili fissile ou paF. Elles s<mt naturellement lin6aires.En effet, la proportion
neutrons est

infiniit6sinral,e

10-lr [32]) de

rapport a{:x atomerr du milieu dans lequel ils se propagent (de I'ordre
que les ilrteractionLs neutfon-neutron sont

n6gligeables

pri6t6s sorrt

rapport au:$ interactions deB neutrons avec le milieu ambiant dont les

de la pop neutroniqu$. Ces 6quations s'6crivent sous la forme

H @,(,t)*1o @,1)rl, @,t,t) : K$ (r,t,t)ffi @,t,,:)

un fii;x rehirani nui

(1.2)

iiritiale

tls (:r, i!,

c,i) (r, i) <= l;)

admissiblesr erb

) : rlto@,t) (1.3)

'v', {} est u4 ou-veri r€giilier ,le lRN,'n' c rRN esi l,ensemble ,jes vi

(",€) e Q x I.z: { est.rentrarrt en r e de}.

ind6ppndantes

(1.1)



It6sultats

La condirbion

df),at venalt

n'arrive dle J.' : ce sqnt les conditions aux limites dites absorbantes. La fonction o (.
repr,6sent,e I,a

d'absorption)

compte aussi

de cpllision (appel6e aussi section efficace

L'op6rateur K est un.p6rateur lin6aire dit op€rateur de collision. Il
ien de la r6flq:cion (: s;cattering) des neutrons

que de le,ur uction (erq pr6sence de mat6riaux fissiles) par fission. Classiquement

op6rateur esrt par

K4:,(r,€ (1.4)

sure de Ixr

f: I k (r,6, €') ,lt @,€') tlp(€') ,I
v

Iimites(1.s)signifie physiquement que tout neutron arrivant en un point
I'int6rieur de {-l disparalt et qu'aucun neurron

(t) : (r + I{)r, (t) ,>0
(1.5)

,lt $) : rlto

dlabsorption:

o (r,{)tb @,€)

of ft (., ",.) noyau de collision et tr/ est le support d'une mesure de Radon positi
sur ][RN non finie not6er p .Dans le moddle continu,

'y' re.pr'6se.rrl,t: sour'.,rure fe'u6e{u € lR.N :,:, < i{i < ai (o < a < b <,o)'ru'ie de i. r

volumique et dans le moddle multigroupe,Z est

une rdunion fi de sphdres centr6es <tn z6ro,, muni d'une mesure p combinaison de mesu

de Lebesgne

le recours au

iques corrpspondanb d, ces sphdres (on notera que

multigrpupe est dict6 nptamment par des consid6rations num6riques)

Pour les dtdtai sur les consfld6rationsr physiques de ces 6quations on pourra consulter
exemple les ages [8, L7, ?0] [4fl Chapitre XXI, g 1].

Il est tradi.ti de mettre fe probldnre d'6volution (0.1)-(0.3) sous la forme d,un

de Cauchy ait dans ," (f, x Iz) (n < p < oo)

{
ot ? d6signe

Tot, ='-'€

D (T) : {tls <,,

de D tlZ) erb kr

t (ii * V) : uff e ,tP (CI x V*) , ,lr1 :0i ,(pour ie sens pr6cis <ie ia <iefinir

des trapes voir [6, 7, 14,15,451 et
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1.1 Introd

K est l'op6r de collisiqn. L'op6rateur ? engendre un Ce-semigroupe explicite dit
gro[pe dt

A x Z) > rl: qf3"<,-'f=,$d"V @ - t€,€) x1r.,1,,11j € Lp (0 x Z)1 ,
u {t)

<ie c,ciiision y'{

of z'(r, O == {t > 0 : (.n,- su) d ll}.Phvsiquement,r(c,{) est le temps mis par un
tron, init:ia en o € 0 anim6 de la vitessl -a, pour atteindre

(potrr la fois) le bopd d[-l.co.mme drr,ns la plupart des moddles physiques I'
born6 [i21 39i,itopilraieur cie transport ? * K engencire un

C6 -$emi (v (t))r>o,d!t semigroupe {e transport, qui r6sout re probldme d'6volut
(0.1)-(0.3). semigroupe qst donn6 .par unB s6rie dite de Dyson_phillips

V (t',t iu, (r,
i:o

(1.6)

Uo(

Le brrt de ce t est de contribuer d la compr6hension spectrare du semigroupe(Iz (t))
et de son T + K pussi bien pour le moddle collisionel

classique (0.,1) pour le rrioddie plus complexe introduit par E.w. Larsen et p.F. Zwei

sont impQrtantes notamnlent pour comprendre[a9].Ces

le corn asymptotiq]ue(t * oc,)des solutions du probldme d'6volution pr6c6dent.

L.L uctiorl

L'obj,ectif rle est de rappeier i'essentiei des notions et r6suitats chapitre nous

omis, certains d6tpils et pr6sent6 des versions particulidres

de certains Pour les lecteurs d6sireux de plus de d6tails, des r€f6rences d la litt6
seront syst6 uement donqndes. Le chapitre est organis6

comme suib :

spectlale des

premier lieu; nous ratrrpelons quelques d6finitions et r6sultats sur la t

t
: U (t) et UE+t(t) : Iuo(r - ,) KUl g) d,s, j ]0, r > 0.

-l
(i

urs. La $ection f .i3 a porru objet d'examiner et



de pr6sente:r

-semigroupr:

spectrales et

cette thdse.

dans la

nous

Enfin, dans

sorption r:t

r6sultats de

semigroupe d'ap-

un op6rateur

r6solvant de

n l'11't

Son com

dernidre sect[on, nous analygerons, en d6tail, le spectre du

i

L,2 T spQctrale des op6rateurs

Soit X urr de Banacti complexe et

T:Lt( CX"+/',

born6 qug I'on suppose fgrrn6 et d domaine densel. on appelle ensembfe

ire dans leiplan complexe q'appelle le spectre de ? et sera not6

que si ) € lp (?) ,l'inr,erse

:: (l _ ?)*1

ft(,\.

rt l'espaee e$ est fermri. Par fe th6ordme du graphe ferm6, il est born6, i.e.
l

\ c f (Y\

ot C {X) l'cnscmblc {cs op6rat,curs bqrnds dc X,Cct opdratcur cst appcl6la r6so!.,rantp

de ? (au poi .l). L'ensemlle r6solvant p(?F)est un ouvert du plan

complexe r:t I'

o (7) .On

ft (),,

est d6fini sur

spectrale op6rateurs

th6orie spectrale des semigrgupes et d'explorer les liens spectraux entre un.ps

son g6n6ratgur. Nous discutprons les th6ordmes d,applications

introduirpns la notion de spectre critique qui jouera un r6le essentiel daprs

rappelonsl aussi l'importance du tlpe essentiel

du c{mporternent asymptotique d'un semigroupe.Dans la section 1r4,

les technigues de perturbafiions spectrales.

i de son g6nprateur err compfi6tant essentiellement des

PllrT;1 .\ r-' R (I, ?)



oa(T')

Cn a tou.io

o (T)l

mais les cletx

La

raison de l'

Propositio:n

(r"). c D (It

Un int6rdt;

Valeurs

soit ,\r; C C

voisinage de

en s6rie der

R (r,

ori ,yest le

T-t € 4 (-X')est

"\o.S'il existe n

p0le (d'ordre n

pour tcut 0 ( ll*,\ol < d (d petit,Ce sor{e que o(T}nll(},',d) : {,\})B.te
Tx €l (X) est par le cflcul de Dunford

Tk:

spoctrale op6rateurs

{A;,\ - T : D(") * X injpctif d image non dense}

o".e(T)u oalQ) er oo(T) c nae(T),

nsembles a"l(") et oo,,(") ne sont pas n€cessairement disjoints.

si et seulement si il existe une sui{e

de centre A6ft de rayon d/2 parcouru une fbis dans le sens direct. r,e r6sidri

coeffrcienf



spectrale operateurs

la dimension finie) de I'impge de Pr. est 4ppel6e la multiplicit6 alg6brique de ,0, Lorsqlre

ddtails on

par exempler,

Spectre

Le spectre

n'existe pas

non

existent dans

exemple,

de M.

D6finition L.

vess \

ori /c(X) c ll (

On constater

o (7) inva:rian

ou"" ('f

Remarque .1.

tient pas au

mans ne se

Remarque lL.

Eneffet, )4o
de Fbedhol,m d

Lorsque X est

vaut un, la 'faleur prc,pre Ag, est dite alg6briquement sim.ple. pour plus {e

221, p.23Ql ou [31], p. 18Q1.

rcntiel joue 4n rdle importarlt en th6orie spectrale mais, malheuregsementlil

d6finition urlanimemerrt accept6e de cette notion.De nomb:reuses d6finitionb.

r, litt6rature. ion se bornera d la plus classique, que l,on peut consulter, p$r
touvrage

[41], p. lal.

.1. On appel[era spectre esBentiel de ? I'ensemble

:: l'lxeqx)q€ + K),

K): o.,"(T),VN e k(X).

1. '.lne r,alei{r propre.} , isoi4e ,Je multiplicii€ alg€brique firiie de ? ir'apparl-

essentiel]de ?. Notons eu'en g6n6ral o (") \ ou," (T) c o, (T)

t pas d des vpleurs pro,pres ispl6es de multiplicitd alg6brique finie.

(") si et ser{rlement si. ") - | est un op6rateur

lice z6ro [4!], Theore:m 4.5, p. 151.

dimension rfirfinie et il' est ugr op6rateur born6,or", (?) est un @mpacr no4

ral esseritiel est ddfini alers parvide, son r



Il peut arissi

finie).

On notera

essentiel rntili

La Proposi

essentiel.

Propcsiticn I t q^i+.-.-. uvru

est telle que (

La suite(rr,),"

spectrale , ,\

Remarque L

mination de

1.5.5).

Enfin, on

4.7, p. LT),

Propositiion

Aep(T)np,(

spectrale operateurs

(T) :: ma:< {ll,il : } € cr,"" (T)}

(") : inf{f > 0 :,\ e o(?),1.\l >

(1 
.1)

r est un pdle de multiplicit6 alg6briqirc

DQ)CX*+

ferm6 et ,\ € C.On suppose qu'il oriste une suite (r,)n C D g) telle que

0, llr,lj =, 1rn - ),rnll --+

)rrn'admet aircune sous-suite convergente en norme. Alors ,\ e ar"" (?).
e la propositi$n pr6c6dernte s'alppelle une suite singuliOre associ6e d la rraledr

o*" (T) . 
l

2.3. Nous ilhistrerons l.'utilisQtion de la proposition pr6c6dente par la d6te{-

:ctre essentief du semig;roupe d'absorbation (cf. Th6ordme

le r6sultat 
fe 

stabilitrS du spectre essentiel do a M. Schechber [41], Theorerfr

X

2.3. Soient { et ,9 derrr op6rq,teurs ferm6s d, domaine dense dans x.S'il existb

) telle que Bl(.\, f) - I? (), 
^S)soit compact, alors

o."" (1") 4""" (S)



1.3

On

continu).

le lec'r,eur

R.S. Phillips

TIA€ni4inrr

(U (t))"0

satisfaiters :

r U(0) :/

. Y (, +-s)

o 0(t--+

A^^/I UE

<ie domaincr

D (?',)

On verifie

Cs-semigrou

Th6ordmer

d'un Cs-serni

M >0ebut

semi€tro

un expos6 {e base sur la thporie des C6-semigroupes,

L. Soit T rpn op6rateur ferp6 d domaine dense de

Re.\ > w,n) $.

i t:uusuli,er iep livres de E.E.B. Davies [18],E..j. Elgel e'r, R. iiagel [22], Hiiiq

291, et A. Papy [a0].

(l'op6rateur fdentit6).

U (t)U (s) ppur f, s ) 0 (propri6t6 de semigroupe).

t) r est cont{nue pour tout n e X (continuit6 forte).

^n n^!r+ ^^-^^:^-, .,- -1,^A-^+^.,, 
rn l4€-.: -^-UIr PEq.U clDDlrulEr U.rr BUlrClot/ELtl r trUtr-trt lj'ial

et les g6n6t'ateurs [212,29, 40].

CU

7',r

X. Alors?est B6n6rat$ur

: {r € 
" 

,ltif*F ,existe }

:s queT, ainsil<i6fini, est un op6rateur ferm6 a domaine <iense. Le ceiebre tirf>
rdme de Yosida 6tablift une correspon{ance biunivoque entre les

rpe de X {i et seulement slil existe deux r6els

que{.\ € Q: Re} > r} c p(T) et

,T)"ll < Ml)@eA>'d)"

T ^ -4^^IIJ.1, IUDUI

llr?

D /\ ryr\ -^--4 -t4^-:- ^ +-^-^^f^--^^1- )^ T ^-t^-^ -J^ ^^-- 'l[ (.A, j j peul] s ecrire coifime lrafisiormee oe irapiace oe SemigloiiPe :



l'espace de Sobo.lev partiel Wo par

Wi: {rlt e Xo tels qrre €ffi e Xr}.

Ii est coqnu que iouie fonction lt en W, a <ies iraces sur {-a} et iai <ians Xf

(voir, par ple, [17] ou [25] ).Ils sont d6sign6s, respectivement, panful rls''

et elles Itsortants et les flux et entrants ( "o" pour sortant etr o'i" pour

limite suirrante :

L{u:: l;; l,

ori "F{1 € (xli"; x1r) ,Hn € E l:\x[,p; xi*) ,Hzr € L (xl*; xi*) ,et Hzz € E (x9*;

nous l'opdrateur ?g par

1, |I o,

yllrt,r;xi"ll'+ll,t,,;x;i*ll'l''o: 
lJ lrt,t-",€)l"l€l e* J lrh@,t)loltlat
L0 -L

( ,* : D (Ts) c Xo---+ f,o

I

I ,t' -- Tsr! (,r.,r1 : -r.ffi (*, t) - o (F.\ t/t (r, {) ,

I

I o ("n) : {.,h e wntels que Hrl,o : rbnl

.L+ (-i, I\,ri,o : (rp?,tpil ,@t 4)i - (rpi,V;) avec pi,rfii,rpi,et 4),

o.u

et contexte du probldme

mg,intenant l'6quatiorr de la rGsolvante de I'opdrateur ?s , c'est-6.dire,

* rd'I : 4, (2,1)

ion donnfu dans -l*.soit ,l* : liminf16l*o o ({) ,pour Re,\ * .\* > O,la

soit ff I'

ot a (.)

l'€quati

(.\

ori @ une

de l'6quat

H:Xl-,X;

tr, -+ Htr,.-_ -_ -'t

I Htt n'f
L Hn, Hzz 

J

(2,1) est formellemernt do4n€e par



I

I
-.-.l

,l'(-o,{) 
"xp (-t{^*'rg)t"*'tl) n fr II,"*p(- rrr+'roJt,-*rr 

) O {r,t) di,

u<{<1;

,lu (o, €)*p (- ur{H-rt) + 
dT # **p (- rr^*o(0)t,*,[ 

) O $, e) di, 
;

et contexte du probldme

, €) t: u (o, €) n(-'"/lel){.r+o{e)),

(2.,2)
,lt (r, €) :

Noter que

4: (a, €) : ,!

,1, Fq€)

-1<€<0.

-a,€)*xn (-zaiOffi") * */*p (-ic.*"tEi;i'-"ii) O{r,€)dn,

0<€{1,
(?,3)

,b(q,€)"*u (-zort^l#*) * fr,/-.o (-r(r+orgrr,+qr ) O@,€)d*,,

-1 <{+0.

Q.4)
de notre analyse ult6rieure, nous introduisons les op6rateurs born6s suirrants :

Vo 
^tr^.- 

ftr+X$, M^u :: (M{u, M';") avec

{) :: z (-o, {) n(-'"/lel){r+oc)), 0<{<1;

-1<{<0;
: X$ --+ Xo, B^u:: X(_.1,0) G) B;"* X(o,r) G) B:u avec

0<{<1;

-1<6<0;

{) :: u (-o, {) p-(r/l€l)(t+o({))la+cl,

f) :: u (a,{} g-(t/ltl)()+'({))lo-'1,



T

I

I
I

l

T-'

Gv: X

G!,0 
'

G;$::

enfin

C7: Xp

cIo

otl X1-r,oy (

valles (-1,

On Grifie

llM^

Pour plus

2.2

Le spectre de

classique par

Itop6rateur dt

g nl-zo(Re 
.r+.\*)

,i€tails voir la [33], sec, 1

-1<f<0;

avec

0<€<1;

et

-. W;,Gs.g:- (cLO,c;d)

a

t I n-o/r;t)()+o(€))ta-c tQ (t, () d,r,r.rJr '
q.

q
f

fi | p-0/tetX^+a(f))la+o1,6 
@, q) an,ttt J

Xp, Ctd :: x1-r,o; $) C; d * x(c,r) G) CI A

fL I A-$/lfl) (r+'(€))lc-c14, (*,,€) dr,lstJ

avec

0<{<1;

f f-otwno+a(())tc-a,l4t (r, , {) d,c -1<€<0,

I et X(o,r) (') designent, respeqtivement, les fonctions caract6ristiques des

) et (0,1).

(2 5)

de ltop6rateur dtabsorption

egt onsacnde d, I'analyse drn spectre de ?6, o (?6) , orl

{ f": D (70) c Xp-Xe
I

7 V - Tocl' (n,{) : *{# @,€) - o (€)d, @,t)

I o it l : {,,i., eTto i,els sue .,ho : ti .

Ta+- K or) K q1: : (c/2) I)r{t (",f) d€ 
" 

6t6 analys6e en d€tail dans le

r et Wing.En particuliel



T

T

T

_l

-.l

()li

{:r01,

onaC(?6

en raison

lorsque K
pour une

]\T^.. ^1\ L' tl.D

de collision

soit p <= Xo

I\
t

l\insi, nous ,\

solvent cle Z

Itemarque

est 6gal d -
o(Td c

si { € (0,1)

si {e (-1,0).

Ile.\ > -1.] c p!o) ori p("0) d6note I'ensemble r&

9gl'oplt"te ur d,iabsorpt ion

(To+K):{^€C telsque Re) (-}*},

/{) repr€senie le specti:e continu d* ?o+f .Leur d6monstration est trds iechi[iqrne
la pr6sence de K # 0. Nous donnons ici une preuve 6l6mentaire de ce r6sirlt,at
O'En sec III nous prouvons par des arguments de stabilit6 (du spectre esse$tierl)

g6n6rale des op6rateurs limites fI que

ourr(Tn),= {A € C telrs que Re,\ < -,\.}

aussi par des argiiments de stabilit6 iioui une classe g6n6rale des op€rafbu:s
que

(Tu + I(): i) e C tels que Re.\ ( _,\.].

l € C tels que Re A > *A* .Nous cherchons ry' dans D Qd satisfaisang

-Ta){:p.

.La solution l'dquation (2.6) se lit; comme suit :

, {} : ff,",*l n_()+a({))r,g {n _ s{, () ds,

(2.q)

I
, I:E

&--o,
17t

€ C tels que

'2'1. Nous rappelons que ro un g6n6rateur d' 'n c6-semigroupe dont le t}fpe
.(cf. 

l45])"Cela impliqure que

) eclRe.\ ( -).). En fait, o(To): {.\ e c,/F.iel < -}.}(voir le
12.11, p.272).

X)ans ce ,qui
' 

nous allons montrer que cette r€gion est le spectre continu de T6roc (Tsfi.
En effet, t ) € c l;els que Re)r < -.\*. La solution du probrdme aux vareurs prop{es

Q\ - ro)$ : est formellement donn6e par



De plus,rp

k({) =,0

de l'opdrateur dt,absorption

r, () : k li,{) p-Q/lel)(r "f a({))c

ii saiisfai.re ies conciitions aux limites, c'esi_ii_<iire , rlro :0 . Donc, nous obiqno:ns
r(0,1).

par , tl, = 0 et nous pouvons affirmer.

Lemmre 2. '1' Le sperctre ponctuer de 
'op.rateur 

ro est vide, c,est-d-dire , op (To) : 4).
Notre ne t6'che' sera de mortrer que re spectre r6sicluel de ?0, a.R (?e),est 6galerne't
vide.Pcrur

To,Tt.

ori g esrb le

a,r,-eC Re,\ (
compte t;enu

re cela, nous allons d'abord 6tudier le spectre de point de lop6rateur dual d.e

L'op6;rate $ est donn6e par

[ ,'; : D g;) c xn_-+ xn
I

1 4, -, Tirl, (r,il : t# @,1) o (€)rl, (r,t)
I( I (4i) : {rl' e wo tetsque 1," : o} ,

de p (q: p/ (p -- l)).prenons le probldme a'x'aleurs propres

l - ry) s| :9,

-.I*[parce que <; (T6) ==,6(76)].

(2,7)

conditi'ons aux limites, un carcul simpre montre que re prr:bldme (8,2)adrnet
que la sc,l triviale. Ensuite, nouis avons oeefl:1,. Depuis a-R(Zo) C op(?ii) ,nous

peut indiq

Lemme 2. Le spectre r6siduel de ?6 est vide, c,est_d_dire, oR(To) == 6.
Vlaintenaunt,

Th6or€nee

r6sum'ons nos r6surtats pr6c6dents dans le th6ordme suivant :

1. Les notations 6tarLt pr6sent6 ci_dessus, nous avons

n l'l^\ -" \'u,/ - (?ii) : {.)r € C tels qur: Re.\ ( -1.}.



Cha itre 3

lite rdu spectre essentiel cle
l'ogr6 ateur de transport avec
conrd tions aux limites abstraites

lle chap,itre

essentiei des

tives. Le dr;

erux limites

sr:it X u:n

Le nombr,e ? (

de::{,\,=o

multiplication compar:t. Le troisidme 6tudie cas murtidimr:nsionneiles
Pour la com it6 du I'ecteur, nous rappelons quelques d6finitions et r6strltats sur le spectre
essentiel que aurons besoin par la suite.

de rlanach. -4 opiirateur lin6aire ferm6 ii dornaine r, @) dense est dit
Ffedholnr si

(1,) a (.4) :

{2,) R (A)est

(nr(,4)) < oc;

(3) {r (A) : dirn (.8 (,rl,t) < oo,

oi] /? (.4) et

comp.rrde de trois s'f,us-sections. Le premier traite de la stabilit6 du spectre
de transport avec des conditions aux limites conserrvatives ou dissipa_

parar,graphe est c'nsacr6 aux op6rateurs de transport ,avec des conditions

(r4) sc,ni, respectiv-emc,ni, I'ii,age et l,espace niii de ,4.

) : * (A) - B (A) est auppel6 r'indice de .A. on note (;al,ensemble
que .\ --.4 est un op6rateur de Fledholm sur Xl.

Nc,us d66ni le specl;re essentiel de A prds

de,ss ( : flcefr(rJ o (A+ C),



t-

-l

-T

'-t

or ft(x)

(f) Le

(d?) Si C €

Dans la

Proposi

X. Nous

llh6or€me

sur X. Si

sur X,alors

Oomme une

L,emme 3.0

(z:.) oC (A)

(ii) oB(.a) c

oii oC(,4) 
{

llermarque

Stabtlit6
limites a

u spectre essentiel de l,op6rateur de transport avec conditions a

l'id6al de tous les op6rateurs compacts sur X.
une simple cons6que'ce de Ia d6finition pr6c6dente, nous avons

eEsentiel est un ensemble ferm6;

(X), tr""" (A+ C) : c,.rr{A).

ion suivante, nous &'ro,Ils besoin des deux r6sultats suivants :

t 3'0 ([a1], th*ordme 4.5, p. 15). soit ? un cp*rateur ferm6 d dcmaine densb de

).* o (A) si et seulennent si ). e #eet e (,r. _ d) : O.

0 ([41]' th6ordme 4.7, p.1z). soit ,4, B der,rx op6rateurs ferm6 d dornaine dehrse
'quelque ) e p(A)n p(B) l,op6rateur (.\ _ A)-t _ (l _ B)-lest compacp
.""(A): o*"(B).

imm6diate de la proposition J.0,nous avons

Soit ,4 un op6rateiir ferm6 d, domaine dence sur X.Alors

o*, (A);

o.r"(A),

R(A)l repr6sente le spectre continu de.4 (resp. le spectre r6siduel de A)

. En vue ,ju th€ordme , Z.Z.L ei le lemiae 3.0 noiis ,J6,Juisons que

(70) : ou""(To).
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I
I
I

l

aux limites conserriatives ou

3.1 ion aux limites conser\ratives ou dissipa

{e se paragraphe, n()un supposons que I'op6rateur limite fJ est born6
I'estirnratio

Hllqxg.xg < 1.

Soit d' d6]berminer la r6solriant de l'op6rateur ?p.En efet, l,utilisation des

ddfinis d,la nous permet d'6crire les 6quation abstraite.(2.3) et (2.a) 
"omme 

une
tion de la ipre de l'espace Xf ,r:,est-d-,dire,

Toute au

Compte

D'autre

Enfin, la

(3.U

: fuI^H",iro + G>,,i.

dep 6quations.(2.5) et (3.1), nous avons IlMxHIl ( 1 pour Re A + )* > 0
tfioest

D(u^u)n Gxd.
m-O

, Eq.(2.2) peut 6tre 6crit compne suit :

B^I{rho * ctd.

irous r-rbtieui,

E"^r (M^H)" G:,Q * c>,Q.
n-l

va4te de I'op6ratetn T'6 est {onnfu par

^,4r) 
: r B^H (M.^H)'Gr* Gr.

n-A

Noter que I' Cln'est rien d'autre que (,\ - ?0)-t, nous avons donc

()-71

oBlH (M^Ii)" G^.avec ../:

(3.2)
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I

't

t-'

aux limites conseniatives ou dissipatives

introduites ci-dessus,si f/ est un op6rateur de
S.4.1. Arrec les notations

rscompact,

Rernarque

c6dent n'est

En e.fet,

Hl'

(
)
)\

avec f/21, un

l'op6rateur F

Proposition

V*" (fr1: o"", (?i,).

Preuve: verfu de lacompacit. de f/, l,pp6rateur .Iest compact sur Xo (1 < p ( m)
rthfurdme J.0.le r6sultat

3'1'1' cornme cera est repr6gent6 sur la prcposition Fui.",ante, le th.crsrne

flRtimale

quelqonque.lVoter que puisque Hs et H21, re sont pas
'esf pas compact non plus.

1.[. Avec les notations ci_dgssus, nous avons

ou'(Tn) : oC (Til : {,\ € C rels que Re .\ ( _}*}.

Preuve: La vF est composd de trois 6tapes

6tape I:
nous allons

u --, Eu,

Eu:[I::;] 
[;; ] ,

oljectif est de montr,er {r g C tels que Re A ( *o} : o (Ts).A cette

,,,1): *i *"irl),' -,,'r { ",: :".,o,'-. ;,,

fe r6sultat classiquer suivant (voir, par ercemple, [1], p. 1134).
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I
I
-t Si pour

iir,'ali )

ll() - 1lF)

aux Iimites con,senratives ou dissipatives

donnde ,l e C, il existe une famille des fonctions ua €

i o, 
{g.3)

ll *0 comu d--0 (3.4)

D (fd de facon que

soit for 0

u5 {tr, {)

oti/(:r):(

alors ) ap ient d, o (Td.

l{ous allons maiffienant pr6senier i;iii tel eiiseriible.

d<$etlle,\+o:010

*p {-iB (" - ")} b;r(€)/ (r),

+ n) /a et b5 ({) : X(82,a)@ e/6)

l.l est cla,ir ut € D (fs).Evatuoi:is l"faintena,iii sa norme

ll16ll2: ":, trluo (r, ()12 asaq : [!, f" n-ee/t€t)(e-,1a3 (E) f2 (r) d,rd,{

,ffiif,#F-e-z"Fit)ti1

> # t,:,{d€ : ? (1 _ 6,), 
",,

incl6pendants cie d.Ainsi l'6quation. (J.J) est satistaite.
otD. clet c2

Deuxi6rnr:

()- 'E) ud (r, t) : €Q-(e/€)(,-Qbd ({) /, (u) : S,

: foo t,€'*p {-f @ - ")} q G) f', (a) d,rd,{

: # -f, €'b3 G) h ll,ln -rrrE)(,-,)f\") o,

llsll
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I
I
-t

aux linrites conservatives ou dissipatives

:ffiIXe'(r-exp 
{+p})a

: 
'Ffo 

(an -,lu) : $hii --+ o comme d-* o.

Eq'(3.a).Maintenant, en utirlisant le fait que le spectre est un ensembre

/RE) ( -o) co(Ts).

pQur tous les.\ e c satisfaine Re,\ > -o,l'6quation r6solvante () - Tilrl,
fon$tion donnde dans x2 et ty', est inonnu,a une sorution unique (voir la [38])

) + {f e C tels que Re) ( *o}.

le probldme aux relBurs propres

filrb:0,(Re^(o).

La solution l'6Buation(3.b) est formeller4ent dorm6 par

, {) e e (€) p-(l/€X}+o)o

Cela

on obtient

D'autre

ori rp erst

cons6quent,

Oil

De plrrs,ry'

d seulement

(3.5)

) ptisfaire les condit;ion$ aux rimites qui imptiquent que r,6quation. (
sQlution triviale.Aineri, noup c.ncluons que re spectre ponctuer de TB

vtde, oP (Tp -q.

Etape it : Er

fet,l'op6rateu:

(

lr
["

it$, nous allons montrer qlre le spectre r6siduer & TB est vide.En
dua[ de TB est donn6 par

Tfi:D(rilcX:z-X*
rf4b (r,il : €,# (', {)t - o ({)q,(r, {) ,

fh): {tlt eWz tels que fr*rfio : rlro],
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ori .ll

et oli

Pour

Un ra

l*est

(

i
t

Hit
plus

aux linrites ves ou dissipatives

Fl. : Xi --+ Xl

4 --+ H*u,,

.,u=l Hi, rri, I [ "r]- t 0 o Jl,"rl
.F{4sont, respectivement, les op6rateurs adjoints de .If11 et Hu.

d$lails, nous nous r6f6rons & la [BB], p. 49.

I similaire d, celle de l,6tape 2 montre que

ie spectre r6siduei cie ?i7 est vicie,o.H (Til : fr.

opmbinant les 6tapes L,2, et, B, nous d6duit que

'E) : oC (Til : {,\ e C tels que Re), ( _a}.

conFid6rons l'op6rateur de trAnsport As : Ts * K of K est donn6e par

K,Xp-aXe

I,l e ({, €'),!, (", (} dt'.

1'11 un op6rateur bo'n6 K, d.fini comme ci-dess's, est dite r6guli6re si
(-1,1) est oompact .

1'2 ( [33], th6ordme 2.1, p. s21). si K est un op6rateur r6gurier sur-t fif est compact sur Xp, pour 1 < p <oo et faiblement compact sur X1.

Ceci termine

Ensuite,

I
l*

Deffnition

restriction d

Th6ordrme

alors () - !|s

soit ) € p(Tn tellp que "' [(r -r*)*' Jf] * L(ravon specrrar), alors ] e p(Tn*K) et



tiolicatiron des conclitions aux limites compacts

-' 
- (^ - ?rr)-I : \- lr r q- \-7 rz'tn, .L L(^ _ 7h)_' Nl" (t * Tn)_' .

, nous somrmes 
"r ;*,.- d,affirmer le r6sultat suivant :

3'L'3' supposons que l'op6rateur de colision K est r6guri6re sur xo.

(Au): our"(Tu).

rdsultc irnrnddiatcrncnt dc l,6quaticn. (8,5) ,lc fait quc (.\ _ &-)_r K cst ccrn
pact (tl 3.L.2), et le th6ordrrre 3.0.

Q.E.D.

ff est un op6rateur de iirnite
tCorol.Iaire .1.1. Sup'posons que .K est r6guli6re sur Xr.et
compa,cl;.A

"'"(Ts): tl € tC teis que Re,\ < l.i.
Itreuve :La

3.2 la

(A -" An

Prcu.,'<:

des 6quati

(3.6)

ql.E.D.

Fi,emarque L.L : corc,llaire 3.1.1 est ouverte si p: t.

3,2 lta tipJtication des conditions aux rimites com-

npacit6 de H implique que l'op6rateur ../ sur Xo .Maintenant l,utilisation
(3,2) , (3,6) et le th6ordme 8.1.2 avec re bh6ordme 3.0 donne re r6surtat.

erst d'6tablir d,es r6surtats similaires d ce'x du th6ordme J.1.1 et re co.
ur les conrlitions aux rimites de murtiprication cornpact.Ainsi, no,s supposons
limite ,F1 est compact et satisfait llflll > 1.

€ C tels que Re) > -)"] et soit )6 :: -)* + (Llza)fog (llf ll) .

bjectif est de d6termi'er l'expression de () - ru)-r.A cet effet, nous consi.

Lebut cle ce

roi[aire li..L.1

que l'opr3rate

D6finir I' :: {
Notre prernier

d6r'ons li6quati de r6solrnant de Tp



I
.l

I
I

ion des conditions aux limites compacts

() - 4r) rl, * p,

of ia est fonption donn€e dans &.comme dans re paragraphe pr6c6dente, !,utilisat
x lfmites d6finies en sec II noUs permet d,6crire les 6quations abstraite.(2.J

op6rateurs

tarrt que

lba: M>,H{;o 4 Gsv.

Eu i,euaut de l'6guatiuu. (2.b) ,uu ca,lcul sirupie unxr,ure qqe ,puur Re,\ ) ,\6

Irur$rll < t (3.e)

{a solution de l,6quiaticn. (B.g)est donn€e par

Itu^nyn Gtp.

I)'autre part Eq.(2.2)peut €tre 6crite comme suit

B4Wrlto -f CM

i.l e A teb que Re.\ > )p).

Ensuite, la de l'6quration.(J.Z) est

rP^g (M^H)" G^e * cxl A e f4

f 
ensemble de I'op6rateur lg, p\,1,n),contient f;et .\ € l;o,IIOllS aVOnS

r, rh) : Itr*a (M^n)" Gx* ct. (g.11)
n-O

Sep. IH A, la bande )* < Re) ( A6 n,est g6n6ralement pas inclus dans l,
de Tp Cependant, en r'tilisarpt re fait que son fI est compact,on peut

(3.7)

des

(2.4)en

(3.8)

(3.10)

Contrairement

semble



3.2 lir

plus d

ddfin:ie sur

raleurs

Shmu.l',yan

tous j\ r3 1

poits d'

contenu

par

Preiive :

Eq, (3.13)r

Consid6nens

de 11 implique

le r6sultat d6sir6.

Itiolication des concilitions aux limites compacts

)ns sur sa structure'En effet, compte tenu de ra mmpacit6 de jI ,la fonctionI f '\ - MxH est un op6rateur d'une valeur fonctio' anarytique,dont 
':scompact pour chaque .\ € r.L'estimation (3.g) avec re th6ordme de Gohberg_

voir [30]' Ie th6ordme r'r.4, p. 2bg) implique que (1 - Mt7)est inversibre pouLr
oti A est un sous-ensermbre discret d.e r,c,est d, dire, un ensemble qui n,a pas de
ulation dtans f.De r'6,truation.(J.11) nous concluoru que le sous*ensemble Aest
la bande )* < Rel ( )o

.\ apparieiineni i {.\. < Re.\ ( .\o} \ A.L,6quation (3.g) a iiiie soiuiion ,ionn&:

Q - M^Ef)-t Gtp. (3.12)

La comb'i de l'6quation. (3. 10) avec l,6quation. (3. l2), nous obtenons

&() Tu) : B^,H (I - MsH',:-! Gx * C:,.

que f^o c p (Tn)et prour l € 11,fi (), ?s) est donn.e pa' l,6quation.(3.11).
I que I'op6rateur Cr n'est rien d'autre que (,\ _ I.o)-,.Donc, nous avons

()- )-1 - () *Toy-L : 1,, (3.13).

l-.-D {r - r,{),r{}-r c.

1' soit rl un op6rate'r de limite multiplicateur compact, alore

{Tn) : ou"" (To) .

^^:rDUIU

o

T^lJal que de ",1 sur Xp (i ( p < m).Th€or0me J.0 et

Q.E.D
ntenant I'op6rateur der transport Ap - Tn * K etsoit ,\ e p(Ts)tels que
] . t. At,ors A e p(Ta,+ K) et

," [(t - lrzr)-t



3.3

Mainte

Preuvct:

forme

est cornpact.

rdsultat de l,

Dans,ce q

LLslp : --1

ot}76 est l',

de collisirrr), (

de

mult idirnensionnellss

s - Ar)-' - () * Tu)-t : f f(,r _ r"l-t Kl"(l * rn)-,. (3.14).
n,O

nous sommes en mesure d'affirmer le r6sultat suivant :

3'2'2' supposer que l''p6rateur de collision K est r6guli6re sur xp.Alors

c"," (,fu') : {). € C tele que Re). < -).}.
usage de l'6quation'(3.13), nous pouvons exprimer l,6quation.(g.14) sous ria

(.\ - lrH)- - (.\ - ?o)-' : ,.;; [(,r - rrl-, Nl. (^ _ 
"rr)-' 

.

Le fai{, que esi, r6guii6re iurPlique la eoupacii,6 de () _ Tr)-tK sur Xp (vt-,ir[S4], i,ir6t'Q're,
ii.1).Ajnsi, I' ur

(3.1t5).

f(r - z:,.)*' Kl" () -.ril)-'

at:tre pa;'ti sr_rr !'hypothdse sr:r fl impliqr_rs la compaci t6 rl_e L.
uation ci-apr6s.(3.1b) et le th6ordme 3.0.

maintena,nt !e

Q.E.p.
R,emarque 2.L, Th6ordme 8.2.1 est ouverte si p: 1.

multidimensionnelles

suit, nous consid6rons yop6rateur de transport de neutrons

(€)'/, (*, il + I, k (t, €,) rb (*, () d( : TaV + Kd),

teur de diiffusion en continu et K ddsigne ra partie enti6re de A (l,op6rateur
€) € D x Z,ori |espace configuration D est un sous-ensembre ouvert et born6



Un

mult idinrensionnelk.,s

endis que l'espace vitesse z est un ouvert arbitraire de -B'.L,op6rateur non born6
fte, H : 0) est 6tudi6 dans les espaces de Banach Le (Dx I/) (1 ( p < m).

RN,.,lr{ > J,

.46 (c'erst d

Son clomai est

or) f_ == {t

.il est bien

o(

D {Ao) : D (To) :, {4t e Le (n x n/ €# e Le (D * v),/,r_ : 0},

, €) e dD )< Vl€ enrrant au r e 0D).

): {} € C tele que Re) < -)-}
(voir, paui ple, f30], corc,llaire l:l.ii, p.2TZ).

pouvons fracilement m.ntrer cera o(T.)est r6duite d oc (Ts),le spectre contrnu

, il r6sultr: du lemme 2,.2.I (i) cela

que{.\ e= rC

(70) : oC'(76): {) € C tele que Re} < _).}

I'exisience des vz,leursi propres d* ?o f .If ,ians le ,Jemi_pian ,ie ielle sorie

Iin fait;,

dle 76.

D,'autre,

(r,'oir la

inclus dans

.K est cr:rn

1, lemme 2.1)

Th6or€.mre B.

preu.,'e : Sioit

que Re r > -)*) est iti6 d la compacit6 de certain sit6ration de (.\ * To)-, K
e'13, chapitre.l2).Marireureusement, cera n,emp0che pas l,apparition des trous
rmble resolvent de -43 r:n la r6gion {,\ e c tele que Re ) ( --)*}.par contre, si
sur Zp (I/) (1 < p < oo)puis () - 

"o)-t 
K est cornpact sur -Lp (D x Iz)(fSSj,

par cons6quente

L. Supposons que K est compact sur .Lp (V) (l < p <m) Alors

o.""(Ao): {) € C te.te que Re} < _1.}.

tels que Ile ) > s (,fu)(spectrele li6 Ce .4i ). Ensuite ncus pcurcns 6crire

)-'- () --?t)*' : I) [(r - n)-' K]" (s- ?i)-'.
n-l

()-



La

mult idi:mensionnelles

d'e K sui: Lp (V) impiique que de L,- ,, [(f - A)-t K]" (S_ ?t)-, .Maintena:nri
le r6sultat du th6ordme 3.0.

Q.lt.D.

SLemarq 3.31.L. Th6ordme 3.8.1 est ouverte si p : I.
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