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lntrod'uction

it6s apparaissent partout et dans toutes les disciplines, elles jouent un r61e

et significatif dans toutes les branches de Math6matiques. Durant ces derniOres

arur6es les in6galitris ont attir6 l'attention de plusieurs math6mal;iciens et une intense

litt;6r est apparue sur ce sujet. En particulier les in6galit6s int6grales ont connues un

grarnd pement et des nouvelles id6es et techniques sont apparues ce qui a contribu6

d, la uLtion de rLombreux probldmes importarrts en th6orie de l.'approximation et en

numrdrique ori l'estimation des erreurs d'approximation est exig;6e.

La ie des irr6galit6s int6grales joue un rdle importarrt dans 1'6tude des 6quations

et in1;6grarix-diff6rentielles, les applications dans ce domaine ont 6te dA

velop d.'une faEon trds remarquables au cours de ces dernidres ann6es dans l'6tude

de I' , I'ruricit6, la ddpendance continue de la solution par rapport aux donn6es

initi , l'e,xistencer globale, la stabilit6 de la soiution et l'etreur d'esl;imation dans ies

pr( cl'approximation. La littdrature dans ce sens est trds richr: et connaft une crois-

SAIICE ive en rbh6orie et aux applications, pour plus de d6tails on peut consulter le

Iivre PrN:hpatte [11].

Ils viire que l'utilisation des in6galit6s int6grales dorme des bornes explicites pour

0.1

Les

les

l'6tbude

tiorm inconnues. Pour ces raisons I'introduction des in6galit6s int6grales dans

des propri6rb6s des solutions des 6quations diff6rentielles erst indispensable. Une

des i iLt6s int6gr:ales la plus connue est celle de Gronwall (1919) qui a 6t6 appliqu6e d,

ia tio.n de quelques probldmes concernant les 6quations diff6rentielles ordinaires.

<le ce treuvail est de d6velopper un r6sultat obtenu dans [12] autour de l'6tude

des des srolutions des 6quations dynamique partielies aux 6chelles de temps.

6ctLelle de temps 'lf est un sous ensemble ferm6 non vidr; de R.. Par exemple'

lbl.es N, Z, et l'ensemble triadique de Cantor sont des 6chelles de temps. On

que Ia topologie de 'lf est induite par celle de lR. La th6orie des 6quations

ques aux 6cheiles de temps a 6t6 introduite en 1988 par Stefan Hilger [8,9] dans

de doctorat ori il a notamment d6finie la A-d6riv6e de la llagon suivante.

dy
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t s'il

tel qu,e

da,rm

Ia A-

6chell.

AJ Soi,t /:11 -* Wn une fonction ett €Th, f est dite A^--di,ffErentiable en

un uecteur f " (t) € IR'? ,e/ que pour tout e > 0, iI eri,ste un aoi,si,nage U d,e t

llrt"ttl) - /(') - /o(r)("(r) -')ll < e I a(r) - s l,

tcttrt s € a'. On appelle f " (t) la A,-d6riu€.e de f ent. Si, iF est A,-d,i,ff4renti,able

toutt €'lfb, alors f^:lfb--lR" esf di,tetaL,-ddriu1ed<zf surTk.

Ici, (t) - inf{.s e lf : s > t}, p(t)- sup{s e T' : s < t} et

( 
^,, 

/ n

*r _ J lf/lp(suplf),suplll sisupll < m
ii 

-\

I T si sup']f : oo

de.r

les

C' d partir de cette d6fi.nition qu'ont 6t6 introduites les 6quatiorLs aux 6chelles de

ternps ui ont la mdme forme qu'une 6quation diff6rentielle A I'excep,tion que par exemple,

r3<luation du premier ordre, la d6riv6e d'une fonction r (r') est remplac6e par

iv6,: (rA) de cette fonction. Nous verrons plus loin dans le texbe que si'lf : IR., la

A-d6r:i €quivaut d, la d6riv6e au sens classique et les 6quations aux 6chelles de temps

des 6quations diff6rentieiles. Si 1l : Z, \es 6quations er,ux echelies de temps

rb des 6quations aux diff6rences finies, pour plus de d6tails, on peut consulter

l.ilres [1,2:]. D'ailleurs, l'int6r6t pour ce dernier type d'(rquations a connu un

i<l6rable inu cours des dernidres ann6es pou e>cpliquer plusieurs ph6nomdnes

notammenl; en 6conomie, psychologie et g6nie. Qui plus erst, f informatique fait

appel

Itr€,Dt

ensembles discrets et donc, les 6quations aux diff6rences finies sont abondam-

ilis(:es pour faire avarcer cette science. La th6orie des 6quations aux 6chelles de

teraps

6quati

ienl; dans un premier temps unifier ce qui peut 6tre fait dlans les domaines des

diff6renti,:lles et les dquations aux diff6rences finies. En t.ravaillant sous l'angle

d'tme de temps g6n6rale, il est possibie de faire progresser sirnultan6ment ces deux

cham des math6nnatiques. Dans un deuxidme temps, la th6orie cl6vel.opp6e autour des

der l;emps pr:rmet l'6tude de ph6nomdnes se mod6lisant d'une fagon qui fait appel

ESSOI

sln ent au <liscret et au continu. Ainsi, r,rne 6quation d6fuiie sur une 6chelle de



temps

niers.

un

certain

Ce

de

tions

la forme U;=3'l2n,2n+ 1] est trds utile pour ddcrire des ph6nomdnes saison-

exemple, ce pourrait €tre pour l'6tude d'une population d'insectes qui aprds

temps disparaft, pour r6apparaltre ultdrieurement aprds avoir 6t6 pendarrt un

ternps sous forme de larve. Pour phs de d6tails, consulter 1fl.

il est organis€ de la fagon suivarrte :

le premier chapitre, on cornmence par rappeler bridvement quelques notions

sur les dchelles de temps avec exemples. Ensuite nous pr6sentons quelques

pr€liminaires qui nous seront utiles dans notre travail.

le deuxidme chapitre, nous pr6sentons quelques in6galit6s int6grales ar;x 6chelles

d deux variables ind6pendantes qui sont trds utiles dans l'estimation des solu-

6quations partielles dynarniques.

, on termine le chapitre par I'exposition de quelques applications de ces in6galit6s

aux 6quations partielles d5marniques.



t-

pour

liwes I

ation et preliminaires

ce chapitre, nous citons quelques d6finitions, exemples et th6ordmes trds utiles

deuxidme chapitre. Nous signalons que les r6sultats suivants sont tir6s des deux

,4.

ion L.L Une €chelle de temps lf est 'trrl solts ensemble ferm€ non uide de IR..

!.L Les ensembles N[, Z, [0, 1]u [2,3], [0, 1]UN et l'ensemble d,e cantor sont des

d,e temps.

1.2 Les ensembles Q, R\Q, C, (0, L) ne sont pas des €chelles de temps.

L.t La topologi,e deT est i,nduite par celle de iR.

L.1 Operateur de saut

1.2 Soit T une 1ehelle d,e temps, pou,r t e T, on d1finit I'opErateu'r

auanto:T--T

o(t):inf{s€'lf:s>t}. (1-1)



L.2

Soit

1.3 SoitT une *chelle d,e temps, pou,r t €T,
arci4re p : lf --+ lf

on dtf"nit l'op1rateur

P(t):suP{s€lf:s<t}. (1.2)

t si t est le monimnm deT,ue 1.2 Par conuention, on supposera, que o {t) :
p(t): t sit est le mi'ni,mum deT.

Classification des points

une 6chelle de temps, t un point de 11.

L.4 On d;i,t que t est un poi,nt dense d, droi,te de T , t ( sup T'

un pai,nt t d,ense d, gauche de T) si o (t) : t (resp. p (t) : t) .

L.5 On dit que t est un poi,nt d,ense s'il est si,rnultan€ment dense d droi,te

L.6 On d,i,t que t est un poi,nt dispers€, d, d,roite deT

un poi,nt dispersd d, gauche d,eT) si o (t) > t (rup. p(t) < t).

L.7 On dit que t est un point isol| s''i,l est simultan*ment di,spers| d, droi,te

1.8 Notrs d*fi,ni,ssons les foncti,ons de granulati,on p,,v:If --+ f0,xlpar :

tr(t) : 6 (t) - t et u (t) : t - p(t) . (1.3)

6



, nous pr€sentons quelques exemples concernant le calcul de l'opdrateru

et a,rridre :

L,3 Soit 1f : lR, pour tout f € IR,

o (t)

p (t)

inf {s € lf : s > t} : inf (t,m) : f,

t,

ona:

t si, t e [0,1[u [2,3]

2 sit:L

p(t)

tou,o les points deR sont denses. Les fonctions de granulation p,,u aalles :

:a etv(t):9.

t.4 Soi,tT : Z, paur tout t € Z, on a

inf{s € lf : s > f} : inf{f +l,t *2,......} : t+ L, p(t) : t - L,

tous les points deZ sant isolCs. Les fonctions d,e granulati,an p,,u ualles : p,{t) : 1

1,.

L.5 Soit lf : [0,1] u [2,

o{t):

o (t)

et u (t)

3l

t

,.\ ( trm €[0,1] ul2,Blp(t): {
[ 1 si,t:2

p(t) : 0 si, t e [0, 1[u [2,3]

l si,t:L



,e\ [o*r€[0,1] u12,Blult):{
t l sit:2

On

D6fini

t maintenarrt I'ensemble lfk.

t.9 Soi,tT une €chelle de temps

, ( T,/lp(supT'),suplfl sa suplf < oo
Tn : { 

*/ lr \vsy 4/ 
' 
vsy

I T si sup'1f : oo

ue 1.3 Si,Ie maxi,mum d,eT est dispers€ d, gau,che, alors anposeTk :T/ suplf .

Si,non,

D€ffni

wr:

conuenti,on lfb : lf.

LIA Pour d,eun points a,b e T, l'i,nterualle d,'6chelle de temps est d1finie

[o,b]r:{t€lf :a<f Sb}.

1.S A-D6riv6e

L.tL Soi,t / r T--lR', une fonction ett € Tk, f est dit L,-d,i,ff6renti,able

eriste un uerteur fA U) € IR tel que pour tout e > 0,il eriste un uoisinage tl d,e

llr t" t0i - / (s) - /o (4 (" (4 - ')ll < e lo (r) - s1 ,

tout s e U. On appetle "f" (t) ta A-dEri,u1e de f ent. Si, f est A,-di,ffErentiable

tout t € T, alors "fa t lfk -- IR' est di,te ta A-d,€riu€e de f sur Tk.

L.l Soit / : T'--+ IR' une lonction ett eT.
(r) f est L,-di,ffErenti,able ent, alors f est continue ent.

(ii,) f est conti,nue en t et si, t est di,spers{ d, droi,te, alors f est A,- di,ff*rentiable en

ona:t, de



l-;it

r
I

IL't I

r.*

{-

f" (t) :
/to+r\2 lno\z\-r-l - \r/

rb* L , ns

L.4

fo (t)

2 +i
no*l , no

222a,t
_+_2'2'

fo(t):rr*).
l.T Consid€rorw lafoncti,on)f : T -- R d,6fi,ni,e par f (t) : tz ol y : {r/n,n e

t € lf ,fno e Ns: t: J4, et d,onc

o(t) : ,ffiT,

f^(t\_f(o(t))-f(t)w \/ o(t)-t '

6m)'-(,fr)'
t/no + 1- ,n

/E'-TT + tffi.

/" (4 | tF* +t.

,9e lf : R,alors d,'aprCs (lU1 a" thLorCme pr€cil,ent Ia foncti,on f
est A- ent e IR ssi :

10

:IR-+IR



effet pour t, : L, f est rd,-mntinue

en t: t car (f (1) : 2).

tion L.L3 La foncti,on F : lf + IR

* f (t) pour tout t € Tfr.

par untre elle n,est*, ( rr^
\t+l-

/(4:1)

Fo (t

1.4 Toute foncti,on rd-unti,nue / : lf& + lR. admet une primi.ti,ae F: lf --+

l"' f Q) at : F (r) - F (s) pour tout r,s € tf,

ro(t)

J" f (r) Lr : p(t) f (t),, e Tk.

On pose Fu (t): / (t) alors

I""n' f 
(r) ar : F (o(4) - F(r),

ro G)
_r@(t))_F(t)

p(t)

F (o (t)) - f (r) Lr : f (t) p,(t).F (t): Fo (t) u(t) + 
I""u'

t.5 Soient a,b,c € 1l,l € lR et f ,g e C,o(Tr) alors :

13



t)i At : 
l"' r frl o, * 

f,u 
n (t) at,

:)) At : 
^ f"u 

, (t) at,

t) At : - lr" f (t) Lt,

t) At : 
f," t rtl o, * 

f"u 
f (t) Lt.

t)At : 0.

s(,

f(t

f(

f(

f(,

-g

'f
b

(

(

(i

,+
I

().

rb

I.
rb

l"'

l^

l,'vo
l"'

lf(t)l<g(t)

sur'[a,

ll"' ,ro arl 
= f,' n(d ar

L.L Paur 1l : IR, on c

l"'raor: !^u 
f (t)dt.

nb [>l:fQ)si'a<b
J" t ulor: J a s,i a: b

|. -x;'f (t) si'a>b

Evidente. r

tion L.2 PourT:Z on a

Comme T:2, a <b orl a a.(t): t+ t.

14



a : b est induit directement de la propri6t6 (1.6) du th.6ordme pr6c6dent on

l"' r al or: 
f"".r 

(r) Ar : o.

1.3 ,9? [a,b] contient d,es points isol€,s alors :

On suppose que [a,6] contient uniquement des points isol6s, c'est-d-dire
tt,...,frr]. Autrement dit a,:to ( fr ( ...{tn:5.
le th6ordrne pr6c6dent on a :

rb I Lrrr",url(t)f (t) si'a<b
I talAt:{ osi,a:bJa I

I D,.so,rJ P(t) f (t) st a ] b.

P

Ia,bl: {
D'

f (t)At : 
/""*'f (t)at* f"*'f (t)at+...+ l',tg)at
ro(o) ro(a*7) p@-r)

J" f Q) Lt * J"o'r' f (t)ar+ . * 
Iu"_'r*" 

y 
1r1 L,

p(a) f (o) + t"(a + 1) f (" +1) +. .. * 1t (b _ 1)/(b _ 1),

l.r(t) :1, on obtient

7b

lf(t)ar:If(t).J a 
,?yo,uy

m€me manidre on montre le cas a > b.

15



n-L ft;*L n-L falil
)l/ f(t)at:Il tQ)Lt
-*o 

Jt, 7o Jrt

n-L

fr(t,) f(t): I p(r)/(r).
i:O teLa,b[

f"u,t)o':

f^u 
," (q s^(d ar : tuil (t))Ii:"- f"' /^ (r) s (t) at,

l^' r ta s^ &) N : |ffil (t)11=1" - l"' /" (r) s' (t) Lt.

lecas a:b ona:

1.3. A-Int6gration par partie

L.4

D'aprds les propri6t6s de la d6riv6e on a

(/g)" (t) : f (" (r)) s^ $) + /a (r) s (r) ,

f (" (t)) so (t): (/g)o (r) - /o (t) g (t) ,

7b

J" f @Ar: o'

contre dans le cas b < a on obtient

I,o 
r til or:- 

1," 
/ (r) 

^t.

16
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les deux membres de l,6galit6 (1.Z) entre a et b,on obtient

Les foncti,ow gn, hp : T2 -+ R. sonf d,*frnies par r.(rurrence :

(t,u) : ho(t,s):1. s,f €lf,
7t(t,r) : l" or(r("),r) ar,hpql (r,s; : [' oo(r,.s)Ar, k € No,s,r € lf.Js J"

appel4es les polyn1mes d'echelle de temps.

l.l5 Soi,t p i Th -r jR, p est d,it rEgressi,ue si, elle u6rif,e :

1* p(t)e(t) I a.

ue L-8 Pour tout t € Tk, r'ensembre d,es foncti,ons rEgressi,ues et rd"-anti,nues
par fr,.

L.1,6 L'ensemble de toutes les foncti,ons re4ressiues posi"ti,ues est d,cfinie par :

l.' , , (0) s^ g) at : 
f"u ffn)o (t) at - l"'/a (r) s (t) Lt

: l(f g) @li7L - l"' f ^ (q s (t) at.

ffi+: {p e n :L+ p,(t)p(t) } A, pour toutt € To}.

l.t7 Pour h > 0, on d€f,nit la transformation cylind,rique :
--+ Zh, Wr :

*(r):*tu e+zh),

(1.8)

D6ftni

c\h.

17



log est le logarithme pri,ncipale, 27,: {z e C. : _ff <Im(z) ( f;}C'6: {z € C : ,+ *}. pour h:A, on d,Efi,nit : €oe): z pour tout z eC.

L'6 on suppose que p € w et t6 € T un poi,nt ficE, arors re probtarne d,

u^ U) : p (t) u (t) ,s(ro) : 1,

et une unique soluti,on d"ans T, d,onn€e par

y (t) : ep(t,h) ,

ep(t,h): exp ( [' ,^n1p(r))ar) .

\Jto /
ue L.9 Il est clair que

eo@ Q), ro) : (t + p(t)p(t)) eo(t,ts) .

l.lo Pour lf : rR, Ia foncti,on erponentieile est d,onn€e par :

eo(t,ts): exp (l:rol n)
e lR ef p : lR --+ IR esf une foncti,on conti,nue.

!'.Ll PourT:v', Ia foncti,on erponenti,elre est d,onn6e par :

T:t
eo(t,ts): fI lr+p(r)1,

r:to
€ Z, h < t et, p: Z -> lR esf une suite u6ri,fr,e

p (t) + *t pour tout t e Z.

(1.10)

oti t,

18



t.)a

d'ori

ne L.Z Soit a € Tk,b €T et L :T xlfe __+ lR esf continu(? en (t,t),
Lo (t' ') est rd-conti'nue d'ans [u,o (t)], on suppose que pour tout e
de t ind€pend,ant d,e r € [a, o (t)] tet que :

lL (o (t) ,r) - L (s,r) _ Lo (t,r) (o (t)* ,)l < e lo.(r) _ sl ,

^ denofu la d,€riu6e d,e f par rapport 6 1o liere uari,able alors

Ys€U.

ona:

n$): I:

g (t) : I' "rr,r) a^r=+ s^ t ) : f" tu (t,") ar + L(o (t),r),

L (t,r) Ar =+ Lo (t,r) Ar - L (o (t) ,") ,

L (t,r) L,r, g^ Q) : s (o (t)) - s (t)
p(t)

rb
no ft): 

J,

hft): I
Ona

donne

s^ G): * [""' ,(o (t) ,r) Lr _ 1 f, - .u \ / p(t) J, rr \o \f,) ,r) ar - m J^ 
t Q,r) Ar.

part on a :

Lo (t,i: L@A,i; L(t,r),

L(o(t),r): Lo (t,r) + L(t,r).

(1.12) dans l'6quation (1.11), on obtient

pour t €

> 0,3U,

(1.1 1)

(1.12)

19



s^ft) : [:^('a,"t*ffi) o, - h I' ,,,,r)ar
: 

I"'L(t,r)Ar+ I,n #g^;;i"#,g*: 
/"' 

,o (t,,r) ar * 
/,""' t 

o 
|t,'.r) . #, f;" r rr,r, or,

I'n' L (r) ar : trft) L (t) ,

^ftg^ (t) : 
J" 

to (t,r) L,r + p(t) Lo (t,t) + t,(t,t),

go (t) : 
/"' 

Lo (t,r) ar + L (o (t) ,r) . (1.13)

1.8 soi't f : lR ---+ rR ,ne fonction unti,nue et d,iff€rentiabre et g :lf --* RdansTk, alors f o g est A_diff,renti,abte et on a :

(f og)o@: { [' t bft)+n1tft)s^(t))d,h).go (t), t erk.lJo " \r \-./ "oLL \b) y | 
) 

.

l.t8 On d€fi,ni,t Ie eerele mintrc d,e soustmcti,on e sur ft pay

2A



poq

(op) (t)

s (op)

: p-q
1* ptt'

: -p {t)
7 + plp(t)'

:p.

Quelques in6galit6s importantes

donnd par le lemme suivant :

.3 (Compa,raison) :

On pose que u,b € Cra,, & e ft+. 
^9;

u" (t) < a(t)u(t) +b(t), 1)ta, te- Tk.

cette section, nous pr6sentons quelques in6galit6s utiles dans re chapitre 2.

l.t On suppose que p ) 1, a ) 0. Alors

"* slN#o+P-1K*.Pp
chaque K > 0.

Voir [10]. r

1.2 On suppose que a,b ) 0, * * * :7 aurc p > l, alors

l1 ^ L

a'bo <!+!,pq
tat consid6r6 comme un outil de base dans

(1.14)

(1.15)

l'6tude des in6galit6s de type
Un

Gronwall

Le,mme

(1.16)

2L



u(tl < u(ts)eo(r,ro) * [' "*(r,o(s))b(s)As, t 2 to, r € T,k.
Jt"

(1.171

. on utilise la propri6t6 de la driv6e du produit de derrx fonctions

Ir"s (., to)]^ (t) u^ (t) uo (o (r) , to) + r' (r) (e6"g.r'o))o ,

uo (r) eo@ (r) , io) + u (r) (oa) (t; eoo (r, r0) ,

lit6 (1.10), dorure

[ur,)o(., to)I" (r) : ua (t) 
"o @ ft) ,ro) + , (r) (ea) (r)

e6o{o (t) , ro)

1 + u (t) (oo) (t;'

Ia ddfinition 1.19, on obtieut

lur: (., to)lo (to) uA (r) e6o(o (t) , ro) + u (r) (- (e (oo))) (r)es. (o (r). t6) .

iu" (r) - (o (oa)) (r)a (r)] e6o(o (r) , ru).

fuerlo(,, to)lo (r1 : lu^ 1t; -
t (1.18) et on tenant compte du

a{t) u(t)l ea"(o (f) .fs),

fait que e6a ) 0. on obtient

(1.18)

, (t) e6*(r, ,o) - ,u (ro) : l',lU (r) - n (s) u (s)] e6o (o(s) , t6) As

ft

22



rl'r,1

rnrd

aUl:S

I

tt (t) e:s"(r, to) < {' u {r} es" (o(r) . rn) As + u (ls) .
Jto

iplizrrt l'in6galit6 (1.19) pan. r.a (t.to), on txnrve

t1.1e)

rr {r) < 
l,,o rr, t s"(ts,o (.s)) e* {t.tl)As * r (16) c. (r, rn) ,

I'

, (r) < L b (s) t,, (t,o (s)) As * r (rs) t," (t. t11)
/ .t)

23



2

Qu lques in6galit6s int6grales e deux
va.r bles ind6pendantes

c.hapitre, nous exposons quelques in6galit6s int6grales d <leux variables ind6
au:r echelles de temps. Nous signalons que ces in6galit6s integrales sont trait6es

dans [12] dont tous les r6sultats otrtemrs sont bas6s sur re lemme 1.2. Dans ce m6moire,
appel au lemme 1.1 pour traiter les m0mes th6ordmes et corollaires de [12] et

nous

crbtenir

fiigur6es

estimations optimales' Nous signalons que ce m6moire esrt bas6 s,r les id6es
les travaux [3,4,5, 6,721.

1t 2.,L Soient u (t, s) , a (t, s) ,b (t, s) , g (t, s) , h (t, s) d,es foncti,ons non nfoati,ues
conti,,nues en tout poi,nt dense d, droite de a, et p > J. est une cnnstanlie r€,e6e. Alors l,i,n_

Qqali,t€

ue (t, s)
IS b,d u, (r,ri + h(r,ri u(r,ri] L,r1A,r,(r, s) e fl

(2.1)

< a (t,s) + ii U,U l:, l:,

= *o+ [a (r, s) + b (t,s) p (r, t) 
"q 

(t,t")] + e 
;t N*. (r;, s) e e, (2.2)



P (t, s)

Q (t, s)

Appliq

D6finissa,nt la fonction z (t, s) comme suit

z {to, s) : z (t,so) : 0.

(2.4) dans (2.1) on obtient

u! (t,, s) < a (t,s) + b (t, s) z (t, ,) ,(t, s) e {^1,

t6 (2.6) entraine

u (t, s) 3 fa (t,s) + a (t, s) z (r, s;1* .

le lernme 1.1 d (2.2) on obtient

u(t,s) s!x# faft,s) +b(t,s) z(t,41+u.si.

(r, s) e Cl, (2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

7t fs: 
J,, Jr,s 

(r,rt) a(r,ri * h(r,nll+x+ aU,ri ae-:Jyi] oror,(r, s) e o
f"f 1: 

J""Ln 
(t,r1) + !N-f n\,u)f b(t,ri ar1,(t,s) e r). 

e.B,

25



,l

(2.7) dans (2.a) on trouve

in6galit6 peut se mettre sous la forme

s) est d6finie par l,in6galit6 (2.3).

de voir que p (t, s) est positif, non nul,
tout poi dense d droite de f,}.

Soit e

z (t, s)
P(t,s)+

la fonction o (t, s) par

u (t, s)

P (r, s) . [, l:,fn t, rl + ! x* n k, n)f b k,,t) z (r, n) aq ar,(r, s) e r],

lo,o",
(2.s)

z (t, s)

oli P

II est

De (2.1

(2.10)

non d6croissante et continue en

0 donn6, de l,in6galit6 (2.10), on a

< 1+ l: l:"p o,rt +!*? nk,,t)f bft,r1) 
##a,r1ar,(r, s) e rl

(2.11)

'* /:, /:,p o,nt + !*# n u,nt]b ?,,r) ##ar1ar,,,,", .,1,r,

u (to, s) : a (t,so) : 1.

) et (2.12), on d6duit que

(2.13)

z (t, s) S (P (t, s) + e) u (t, s), (r, s) e {^t, (2.14)

26



,5

vation de (2.12) par rapport d f au sens d.e Hilger dorure

(r, s; : 
/:"b &,,t) + !*# n $,nlfb Q,q) ffia,r,

2.15) donne

- fgr
oo, (t,q < | lg(t,r1y +lxfh(t.r 1

J"oL'" P '"'""')J b(t"t)u(t'r)Lr1'

t, s) est une fonction croissante, r'in6garit6 suivante se d6rive

oo, (t, s) < e(t, s)u (t, s) ,

d6finie par (2.J).

le lemme 1.8 d (2.16) et tenant compte de (2.13), on obtient

u (t,s) 3 eq(to,t) ,(t,s) e fl,

2.1,4) et (2.18) on trouve

z (t, s) < (p (t,s) + e) ee (to,t) , (t,s) e fl,

faisa,nt tendre r vers 0, on obtient

z (t, s) < p (t, s) eg (ts,t) , (t,s) e fl.

) et (2.8), on aboutit au r6sultat souhait6. r

(2.15)

(2.1"6)

(2.17)

ot Q(

A

(2.1s)

(2.1e)

(2.20)

Soient u (t,s), a (t,s),b (t,s), g (t,s), h (t,s), d,es foncti,oTta non n€ga-
tout point dense d, droi,te d,e dl, et p > L une mnstante r6elle.
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8i, a

ue (t, s

u(t, s)

oil,

F 1t, t1

d$,t)

ue (t,s) <

dans (2.

a.f (t, s) <

,s) est croissante pour tout (t, s) e dl,, alors

{ qp (t,s) + D (t,E 
/:" [,[s (r,r]) uo (r,rt) + h(r,rr) u(r,rt)l aqar,(r, s) e o

a(t,s){i.* [t*, (t,4F(t,s)e*(t,h)f +TJN*],,r,s) e e (2.22)

[r.t, n ft, r) + h (r,,1) aL-' (,, a) ftx+ * 
r :1 ,.if anar, (r, s) e o.

f:"[t ft,,il + !x? n(t,r77 at-n t,n)]b G,,t) 
^rt, 

(t,r, . n (2.2s)

comme a(t,s) est croissante et strictement positive , (2.2L)imprique

,( u(t, s)\
ucDl < l+b u,u I:, [,po,rt (#3)' * h(r,,t)o,-o (,,,,) (:#)J ooo".

(2.21)

(2.24)

(2.25)

la fonction w (t,,s) comme suit

l'indgali (2.24) devient

pt fs-
1t, ") lro J", Ln ?, n) of (", ril + h (r, ril ar-, (r, q), (r, r7)] Lr1Ar,(r, s) e o,

(2.26)
), posons H (t, s) : h (t, s) ar-n (t, s) on obtient

pt fB
+b(t,t) 

Jr" J",[g(r,ri*o (",r) + H(r,ry)r(r,r7)]Lr1a^r,(r,s) e a. e.zl)



I

t'c (2'27) et sim'aire a, (2.1) , d'aprds le th6ordm e 2.1.,on trouve

/. 1 L-o I
(r' sJ ( 

out- lt + a Q, s) F (t, s) e6 (t,q)] a e_J 6L (r, s) e e, (2.28)

(t, u) ,6 (t, t) sont d6finies pax (2.25).

on applique directement le th6ordme 2.1 pour a(f, s) : 1, on obtient I'in_6gatite ( 22). t

autles r6sultats trds importants sont pr6sent6s dans les deux th6orcmes suiva,nts :

t ?.3 Soi,ent u (t, s) , a (t, s) , b (t, s) d,es foncti,ow cnnti,nues en tout point d,erue
Q, et p ) 1 est une constante r6elle.

sif: x iR-p --+ lRa esf une fonction continue en tout point dewe d, droite de e
et sar lR4, u4rifie

0S/(t,s,r)-f(t,s,y)

ori

A

d draite

pCIur

pai,nt

w(t,

fr,(t,s

6(t,s

s) e CI, r ) y ) A,otIiD : {? x IRa

d droite de {l et continue szr lR+.

fa'ite, alors

(t,r) < a(t,s)+b( rt rs
t,t) 

Jro J""f 
(r,T,u(r,r1)) Lr1Ar,(r, s) e o,

< ib (t, s,y) (n - y) ,

--* IR+ est une fonction
Si I'i,ndgalit6,

(2.2s)

ontinue en tout

) s!r*a(t,s).re -J6* +bU,s)fr,(t,s)es(t,to),(t,s) e CI, (2.81)

(2.30)

(2.32)

e {-1.

f" /:,r (,,r,!x#o(r,s) * ,+"r) 
ar1Lr,(r,s) e o.

f 
""! ** u (t, ri o (, r, ! r* a (r, rfi .v ?:J y *) ar, 1r, r;
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^-1

du

On pase

f (r,q,u(r,ri) AqAr,(t, s) e f,},

z (t, s) : z (to,s) : 0.

(2.33) dans (2.80), on obtient

ue (t, s) < a(t,s) + b (t, s) z(r, r) , (t, s) e r-t

(2.35) similsil'u e (2.0), iI est clair que (z.T) et (2.g) sont satisfaites.
(2.8) et (2.33) on trouve

z (t, s) :,

6crire l'in6galit6 (2.J2) sous la forrne

r(t,s) S

l'in6galit6 (2.29), on obtient

l)"t {,,,t,!x* o(r, s) + !x?o k,ry) , (,,ry) + +ui} ar1ar,(r, s) e f,r,

z(t,s) = l:, l:,

f l, f (',n.,|K#ab,n)+|rcfuk,,ilrk,n)+To*) 
I

t"o L.-f lr,q,|N# a(r,n) + |xi) - f (",n,|x#o?,n) + *flj,

z(t,s) < fr

oi ffi(t,
L

ptfB/t,s)*l l"q(r,rt,!n#JtoJ"o \ "p

) e"st ddfinie dans (2,52).

a(r,,t) + ffN*)!rciuU,,,il , b,,il Lryar, (r, s)

pr6c6dente est similaire e (2.10). En suivant les m€mes 6tapes que celles
2.1, on obtient le r6sultat d6sir6. r

30
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sif

me 2.4 soient u (t, s) , a (t, s) , b (t, s) d"es fonctiow continues en tout point dewe
d,e (l ,et, p > I est une constante rEelle.

I O x JRa -- lR+ est une foncti'on unti,nue en tout paint d,ense d, droite d,e dl et
szr lRa et V € C(lR+, Ra),telle que :

0 < / (t,s,r) - f (t,s,y) <O(t,s, ilV-t (, _ il, (2.3e)

t,s) e [^],c ) U20,or7: O: {^l x R* --+ JR1 une fonction untinue entoutpoint
roite d'e {l et cont'inue sur rR+, v est une fonction bijectiue d,,inuerse v-Lu€rifie

v-' (*il < E-t (r) v-t (y) , *,y € iR+ (2.40)

paur

derne d

u (t, s)

od fr(

uo( s) S a (r, s) + b (t, s). (t l:,

fr(t,s): ["J"o

f (r,rt,u(r,ril) or"), (r,s) e 0, {2.41)

('t ,-r

l7u*.(r,s)+ T*r
s) est d4fini,e par (Z.BZ) et

+ b (t, s) fr, (t,s) \F (e,, (t,to)) ) , 1r, ,; . ,,
)

v-'$rc#,b(r,s)) .

Q (t,ri LT,

(2.42)

(2.43)

(2.44)
o1 s) - iD (r,r,!x* a(t,s) 

"flxt)
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l

1

orl fr
Cette

,z (t, s) <

En

hait6. r

2,1

Dans la

2,,1. et 2.2

aux

Exemple

ve' D.finissant la fonction z(t, s) co*me dans (2.J8). on a arors

rf (t, s) < a(t,s) + b (r, s) rr e ft, s)), (t, s) e f,,, (2.45)

U,il*/:" l:"t (", ry,!rc*oo,ry)+T.r)*-, (,r.* u(r,r1)) z(r,,r1)

't s 
{1* 

* p 1t,s) + b(r, s) v (z (t,,s))l * r-_}x*},,r,s) 
e e, (2.46)

les propri€t6s de / et v donn6es par (2.3g ) et (2.4L,on obtient

, sJ est d6finie par (2.32) .

(2.47)

i6re in6galit6, implique

(2.48)
les m€mes dtapes que celles du th6ordm e 2.r,on obtient le r6surtat sou_

section suivante, nous pr6sentons quelques applications li6es aux thdordmes
on va etablir I'estimation des solutions des 6quations dynarniques partierles

de temps.

t Consid,€row l,6quati.on d,gnami,que parti,elle sui,uante

(nP (t,"))o'o" : F(t,s,u(t,s)) + r(t,"), (t,s) e C):1f1 x T2,

u'n*l^ /""t (', 'r,!x#ok,ry) +T.r)*-' (o,ro* u(,,q)) z(r,yl

(2.4e)



I

ll
I

I

,*]

oti p

en taut

utntinue

otl g (t

d, ttrodte

'Ur 
une €che*e de temps d'orrt 

'es 
unditions aut ri,naites i,nitiares

u(t,ss) * a(t),u(to,s): fr(r),u(f6,ss) _ 
7, (2.50)

t est une anstante r6elle, F : 1f1 x 1f2 X R -_* lR est une fonction untinue
tt dense d droite d"e e et continue szr JR, r : T1X T,2 __+ R esf une foncti,onen tout point dense d, d,roi,te d,e dl, ar : 1f1 __r lR ef B : T2 -_+ le sont deun

ant'inues en tout point d,ense d droi,te respwtiuement de T1 et T2 et7 € iR esf

lF (t,s,u)l S g (t,s)lale + hg,s) lol, (2.51)

s)

{-},

et h {t, s) sont d,eua foncti,ons non ncgatiues, untinues en tout poi,nt d,ewe

2'l La solution d'u probrcme au rimi,te (2.4g) - (2.b0) u,rffie l,i,n6gali,t.

u(t,s) 5 {oo (r,s) + M (t,s)ey (t,ts)y* 
, (2.52)

(r, r)

(r' s)

(r, r)

(t, r)

Ioo (t) + fio (s) _ fr + [" l:"v ?,,il aryar,(r, s) € o (2.b3)

f: l:fn t,rt!n# nk,*f ar1Lr,(r, s) e e

f""a 
(t,ri art,,(t, s) e {^)

["p (t,,i +lr'f, n{t,df a,],(t,s) e r}.
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1
I

I

t:tP (t, s)

Par

lu (t, s

d (t)+tr (,)-f+ f' 1",
F (r,rt,u(r,r)) Lr1, 7t 18o'* 

Jr, J""'(''r) Lr1ar,(r, s) e

(2.54)

s lou (t) a Bo(,) - rol . l: /:v b,dtaqar _ I I:v ?,rt,u(r,7,;r,

La solution u(t, s) de (2.4g), (2.50) est dorur6e pa,r

a,o(t,s1:lap (t) + pe(r) * zol . 
I:" [bb,,D!L,r.ar,

(2'51) dans l'inegali rc Q.si), on aboutit d l,in6galit6 suivanre

< 40 (t, U. l:, [gQ,4lu(r,rfile + h(t,s) lz(r, r1)lur1ar,(r,s) e f,r.

t appel au th60rdme 2.L, on obtient 
'ne 

estimation pour la sorution
Iimite (2.4e)- (2.b0). r

Con sid,€rorrc l' 1quation d,ynarni,que suiuante

uP (t,s) : c * 
l:, l:,H (,,r,u(r,,t)) aqar,(r, s) e r)

lu (t, s)l

(2.56)

(2.57)

u(t) du

(2.5s)

En

probldme

Exerrrple

.ott C )
en l:out nai.

od h(t, s

p > 1 sont des constantes, H : T1x 1f2 x lR _" ]R est une .fonction continue
danse d, d,wite d,e d) et continue szrIR.
que

lH (t,s, u)l < h (t, s) lrl , ft,s) e CI e.ss)
est une fonction unti,nue en tout poi,nt d,erwe d, d,roite d,e {2, et non n€gati,ues.
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l

I
-l

tion 2.2 Si u(t,s) est une solution d,e (2.8g), alors, on a

t,r)l s c+ {!6+ fr + F Q,s) eq(t,to)l

: t' /: f:,hft"il arlar'(t'

: 
", /" 

t (t,,ri/,r;,(t,s) e f,l.

aeJyi) {r, r) . n, (2.60)

F 1t, t1

Qft,t)

s) e f,I.

c+(67 +|x\,
!x-tc#

La solution de (2.bg), v6rifie l,in6galit6 suivarrte

lu(t,s)le < c + t: t: H (r,T,u(r,,n)) ar1a,r,(r, s) e fr.Jto J so

de (2.59) et (2.62) que

lu(t,s)lp < c + f' [: h?,ry)lu(r,n)l ar1vr,(r, s) e f,i.JtoJ"o \ t t'

appel au thdordme 2.2(ae(t,s) : C,b(t,s) : l,g(t,s) : 0),
ait6e. r

cr:
C2:

t2.61)

(2.62)

(2.63)

on obtient

Il r6s

En fai

Jl'in6galit6
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cla,ases

tement.

tnettent

ili,or*s

2.1 Les in1gati.t€s trai,tfues d,ans ce ntEm
,tia^ ):rtz 

-__"" we,@ uc trlerno?,re, nous perrnet dr*tud,ier

";,:;X:-,:::::?'1.'i**:dde,,n,"*"u,*"u;;":;#:'i"Tii;c,lterraanf,es, nous per-d'6tabli'r les propri,t€s quatitatiues les p*ts importantes dtmrniques Do,ti'llpo tar^ _^.- tc 
__e ra@ o,r,yur_Lanves aes solutions des equa_partielles telle que l,estirnation.
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