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0.1 Introduction

Le

th

inégalités apparaissent partout et dans toutes les disciplines, elles jouent un réle
important et significatif dans toutes les branches de Mathématiques. Durant ces derniéres
années, les inégalités ont attiré 'attention de plusieurs mathématiciens et une intense
littérature est apparue sur ce sujet. En particulier les inégalités intégrales ont connues un
grand développement et des nouvelles idées et techniques sont apparues ce qui a contribué
4 la résolution de nombreux problémes importants en théorie de ’approximation et en
analyse numeérique ol I’estimation des erreurs d’approximation est exigée.

La théorie des inégalités intégrales joue un roéle important dans I’étude des équations
différentielles et intégraux-différentielles, les applications dans ce domaine ont été dé-
veloppées d'une facon trés remarquables au cours de ces derniéres années dans I'étude
de lexistence, l'unicité, la dépendance continue de la solution par rapport aux données
initiales, 1’existence globale, la stabilité de la solution et l'erreur d’estimation dans les
problémes d’approximation. La littérature dans ce sens est trés riche et connait une crois-
sance explosive en théorie et aux applications, pour plus de détails on peut consulter le
livre de¢ Pachpatte [11].

il

w

avére que D'utilisation des inégalités intégrales donne des bornes explicites pour
les fonections inconnues. Pour ces raisons l'introduction des inégalités intégrales dans
I’étude| des propriétés des solutions des équations différentielles est indispensable. Une
des inégalités intégrales la plus connue est celle de Gronwall (1919) qui a été appliquée a
la résolution de quelques problémes concernant les équations différentielles ordinaires.
Le but de ce travail est de développer un résultat obtenu dans [12] autour de I'é¢tude
des prapriétés des solutions des équations dynamique partielles aux échelles de temps.
Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R. Par exemple,
les ensembles N, Z et l’ensemble triadique de Cantor sont des échelles de temps. On
sous-entend que la topologie de T est induite par celle de R. La théorie des équations
dynamiques aux échelles de temps a été introduite en 1988 par Stefan Hilger [8,9] dans

sa thése de doctorat ou il a notamment définie la A-dérivée de la fagon suivante.
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tion 0.1 Soit f : T — R"™ une fonction et t € T, f est dite A— différentiable en

siste un vecteur f2 (t) € R™ tel que pour tout € > 0, il existe un voisinage U de t

fle@®)—f(s) - 2O @@ -s)]|<ela(t)—s],

rtout s € U. On appelle f2 (t) la A—dérivée de f ent. Si f est A—différentiable
ur tout t € T%, alors f2 : T® — R" est dite la A—dérivée de f sur T*.

oc(t)=inf{seT:s>t}, p(t) =sup{seT:s<t}et

T+ — T/]p(sup T),sup T]sisup T < oo

T sisupT = oo

C”esft 4 partir de cette définition qu’ont été introduites les équations aux échelles de
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jui ont la méme forme qu’une équation différentielle a I’exception que par exemple,
1e équation du premier ordre, la dérivée d’une fonction z (x') est remplacée par
rivée () de cette fonction. Nous verrons plus loin dans le texte que si T = R, la
rée équivaut a la dérivée au sens classique et les équations aux échelles de temps
ient des équations différentielles. Si T = Z, les équations aux échelles de temps
lent des équations aux différences finies, pour plus de détails, on peut consulter
x livres [1,2]. D’ailleurs, l'intérét pour ce dernier type d’équations a connu un
bnsidérable au cours des derniéres années pour expliquer plusieurs phénomeénes
notamment en économie, psychologie et génie. Qui plus est, 'informatique fait
ux ensembles discrets et donc, les équations aux différences finies sont abondam-

tilisées pour faire avancer cette science. La théorie des équations aux échelles de

vient dans un premier temps unifier ce qui peut é&tre fait dans les domaines des

ns différentielles et les équations aux différences finies. En travaillant sous I'angle
chelle de temps générale, il est possible de faire progresser sitnultanément ces deux
des mathématiques. Dans un deuxiéme temps, la théorie développée autour des
de temps permet 1’étude de phénomeénes se modélisant d’une fagon qui fait appel

nément au discret et au continu. Ainsi, une équation définie sur une échelle de

3




termps

de le forme UZ=5° [2n, 2n + 1] est trés utile pour décrire des phénomenes saison-

niers. Par exemple, ce pourrait étre pour ’étude d’une population d’insectes qui apres

un cert

certain

ain temps disparait, pour réapparaitre ultérieurement apreés avoir été pendant un

temps sous forme de larve. Pour plus de détails, consulter [7].

Ce travail est organisé de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre, on commence par rappeler briévement quelques notions

général

es sur les échelles de temps avec exemples. Ensuite nous présentons quelques

résultats préliminaires qui nous seront utiles dans notre travail.

Daumns le deuxiéme chapitre, nous présentons quelques inégalités intégrales aux échelles

de temps & deux variables indépendantes qui sont trés utiles dans I’estimation des solu-

tions d

os équations partielles dynamiques.

Enfin, on termine le chapitre par I’exposition de quelques applications de ces inégalités

intégra

les aux équations partielles dynamiques.
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pitre 1

Notation et préliminaires

Dan

Is ce chapitre, nous citons quelques définitions, exemples et théorémes trés utiles

pour lel deuxiéme chapitre. Nous signalons que les résultats suivants sont tirés des deux
livres [1,2].
Définition 1.1 Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R.

Exemple 1.1 Les ensembles N, Z,[0,1]U[2,3], [0, 1]UN et ’ensemble de cantor sont des

échelles
Exernj

Remas

1.1

Défini
de

5 de temps.
ble 1.2 Les ensembles Q,R\Q, C, (0,1) ne sont pas des échelles de temps.

rque 1.1 La topologie de T est induite par celle de R.

Operateur de saut

tion 1.2 Soit T une échelle de temps, pourt € T, on définit l'opérateur

squt avant o : T — T

oc(t)=inf{seT:s>t}. (1.1)




Définit
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1.2
Soit,

Définit

(res

Définit

et a

Définit

(resg

Définit

et a gay

Définit

ion 1.3 Soit T une échelle de temps, pour t € T, on définit 'opérateur

aut arriere p: T — T
p(t)=sup{seT:s<t}. (1.2)

que 1.2 Par convention, on supposera que o (t) =t si t est le mazimum de T,

e p(t) =t sit est le minimum de T.
Classification des points

T une échelle de temps, t un point de T.

ion 1.4 On dit que t est un point dense a droite de T, t < sup T
. un point t dense a gauche de T) si o (t) =t (resp. p(t) =1).

ion 1.5 On dit que t est un point dense s’il est simultanément dense a droite

gauche.

ion 1.6 On dit que t est un point dispersé a droile de T

p. un point dispersé a gauche de T) si o (t) >t (resp. p(t) < t).

ion 1.7 On dit que t est un point isolé s’il est simultanément dispersé a droile

che.

ion 1.8 Nous définissons les fonctions de granulation p,v : T — [0,00[ par :

pt)y=c()—tetv(t)=t—p(t). (1.3




Maintenant, nous présentons quelques exemples concernant le calcul de I'opérateur

de saut avant et arriére :

Exemple 1.3 Soit T = R, pour tout t € R,

on a

o(t) = inf{seT:s>t}=inf(t,00)=1t,
p(t) =t

donc tous les points de R sont denses. Les fonctions de granulation u,v valles :

p(t)=0etv(t)=0.

Exemple 1.4 Soit T = Z, pour tout t € Z, on a
o))=inf{seT:s>t}=inf{t+1,t+2,...... t=t+1l,p(t)=t-1,
ainst tous les points de Z sont isolés. Les fonctions de granulation p, v valles : p(t) =1

et v(t) = 1.
Exemple 1.5 Soit T=[0,1]U[2,3] on a :

tsitel0,1[U][2,3]

2sit=1

et

1 sit=2

Ainsi

0sitel0,1{U[23]
lsit=1

2

{tszte [0,1] U]2,3]




et
0site [O,l]U]2,3]
1sit=2 .

v(t)=
On définit maintenant ’ensemble TX.

Définition 1.9 Soit T une échelle de temps

T* — T, ]p(supT),supT] si supT < oo

T si supT = oo

Remarque 1.3 Sile mazimum de'T est dispersé a gauche, alors on pose TF =T /supT.

Sinon, par convention TF = T.

Définition 1.10 Pour deuz points a,b € T, Uintervalle d’échelle de temps est définie
par :

la,bly ={teT :a<t<b}.

1.3 A-—-Dérivée

Définition 1.11 Soit f : T — R", une fonction et t € T, f est dit A—différentiable
en t s'il| existe un vecteur f& (t) € R tel que pour tout € > 0,il existe un voisinage U de

t tel que

[f (c®) = F(s) =A@ (@)= s)| <elo(®) —sl,

pour|tout s € U. On appelle f* (t) la A—dérivée de f ent. Si f est A—différentiable

en t pour tout t € T, alors f2 : TF — R™ est dite la A—dérivée de f sur TF.

Théoréme 1.1 Soit f: T — R™ une fonction et t € T.
(1)Si| f est A—différentiable en t, alors f est continue en t.
(11)Si f est continue ent et sit est dispersé & droite, alors f est A— différentiable en

t, de plus on a :




alors

D’ow

Exempl

Pour

commee

alors

Ainsi

Remarque 1.4 SiT ==

ng +1 2*(%)2
fA(t _ 2 2
) = npg+1 ng
2 2
. n0+1 o
|2 2
. 2710 1
IR

1
A e
Fro=2+3,

e 1.7 Considérons la fonction f : T — R définie par f (t) =12 o0 T = {\/m,n € No}.
toutt € T ,3ng € Ny : t = /7, et donc

7 () = Vo T,

_ @) -1@)
=20,

(VT 1) - (ye)?
Vot 1— g
\/7L0+1+\/7716.

2 (2)

Al =ve+i+t.

R,alors d’apres (iit) du théoreéme précédent la fonction f :R - R

est A—~différentiable en t € R ssi -

10
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effet pour t = 1, f est rd-continue car (hm ) = 1) par conlre elle n’est pas
t—1—
continue en t =1 car (f (1) = 2).

Définition 1.13 La fonction F: T — R est dite primitive de f : T*
F2(t) = £ (t) pour tout t € T*,

— R si elle vérifie

Théoréme 1.4 Toute fonction rd-continue f:T* - R admet une primitive F : T — R

et on note
/ f@)At = F(r) — F(s) pour tout neg I,

de plus

o(t)
FAT=pu(t) f @), t e T

8§

Preuve. On pose F2 (t) = f (t) alors

o(t)
F)AT=F(o(t) - F(t),

s

on a :

Ay Flo(t)—F ()
) = 1 (t) ’

d’ou

o(t)
Fe-FO=FOu0= [ rmar=raue.

Théoréme 1.5 Soient a,b,c € T,\ € R et f,9 € Crq (T*) alors :

13




J(lb[f(t)4-g(t)]At = /abf(t)At-i—/abg(t)At, (1.6)
[osmae = YL

/bf(t)At _ /acf(t)At+/cbf(t)At.

Si

IF Ol <g()

lﬁ@Adsl%@At

Proposition 1.1 Pour T=R on a

/abf(t)At:/abf(t)dt.

sur [a, Yl , alors

Preuve. Evidente. m

Proposition 1.2 Pour T =7 on a

. Yisaf(t) sia<b
/f(t)At: 0sia="0

— Y45 f (1) sia>b
Preuve. Comme T=Z,a<bonao(t)=¢+1.

Ainsi

14




b a+1 a+2 b
/.f(t)At = / F(8) Ad+ FiE At .4 f(t) At
a a a+1

+ b—1
o(a) o(b—1)
= i f(t)At+/a+1 f(t)At+...+A_1 f(t) At

- M(a)f(a)+#(a+1)f(a+1)+“'+u(b—1)f(b—1)

o(a+1)

bl

comme 4 (t) = 1, on obtient

[roa=¥ 0.
¢ [

tela,b

De la méme maniére on montre le cas a > b.

Le cas a = b est induit directement de 1a propriété (1.6) du théoréeme précédent on

/abf(t)Atz/aaf(t)At:O.

Proposition 1.3 i [a, b] contient des points isolés alors :

b Zté[a,b[:u B f(@) sia<bd
/f(t)At: O8a=>h

Zte[a,b[“ () f(t) sia>0b.

Preuve. On suppose que [a,b] contient uniquement des points isolés, c’est-a-dire
a,b] = {to, t1,...,t,}. Autrement dit g — lo<ti<...<t,=b.
J

D’apieés le théoréme précédent on a :

15




t;+1

i S 1 o)
/ FlAD == ;/t f(t)AtZ;/ti () At
n—1

_ Zp(ti)f(ti) =Y p@®f@.

te(a,b|

Pourlecasa=5bon a:

pal

1.3.1

Propc

Pr

/abf(t)At=0,

contre dans le cas b < a on obtient

/abf(t)At=~/baf(t)At.

A—Intégration par partie

»sition 1.4

/ rofoa = Gooi- [ " F5 (9.9 At,
[ 10508 = Goeis- [ r2osoa:

euve. D’aprés les propriétés de la dérivée on a

(f9)* (1) = f(a(®)g® (&) + f2 () g (B),

Flo®)g® @) = (f9)* (&) - FA () g (D), (1.7)

16
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Définition 1.14 Les fonctions Gk, Py

2

intégrons les deux membres de l'égalité (1.7) entre a et b, on obtient

[ o ai- / 2 ()9 (t) At
[(f9) ()= / 2 (1) 9 (1) At.

: T? > R sont définies par récurrence :

0(t8) = ho(t,s)=1. steT,

t t
Geyt (L, 8) = /gk (0(7),8) AT, iy (8, 5) :/ he(7,8) AT, k€ Np,s,teT.

Sont appelées les polynémes d’échelle de temps.

Définition 1.15 Soit p: T* — R, p est dit régressive si elle vérifie :

1+

Remarque 1.8 Pour tout t T*, I’ensemble des Jonctions régressives et rd-

est noté par R.

Définiti

p(t)p(t) #0.

T={peR: 1+ u®)p® >0, pour tout t € TX}.

Définition 1.17 Pour h > 0, on définit la transformation cylindrique :

&, Cro— Zy, par :

&n(2) =

—log(l + zh),

17

continues

lon 1.16 L’ensemble de toutes les fonctions régressives positives est définie par :

(1.8)



ol

Théo

nitiale

adn

aveq

Remar

Remarc

ou t,1

Remarq

out,t

log est le logarithme principale, 7, = { zeC I < Im(z) < %}

T = {z €C : 24 %} Pour h =0, on définit : &y (2) = » pour tout z € C.
réme 1.6 On suppose quep € R et ty € T un point fixé, alors le probléeme & valewr
v =) y(0),y(t) =1, (1.9)

et une unique solution dans T, donnée par

y(t) = e (t.t0),

e (1) = exp / » br)aT).

que 1.9 1] est clair que

€p (J (t) ’ tO) = (1 +p (t)p (t)) €p (t’ tO) . (110)

fue 1.10 Pour T =R, [q fonction exponentielle est donnée par :

ep (t,t0) = exp (/t:p(T) A’T)

0€ERetp:R—R est une Jonction continue.

ue 1.11 Pour T=12Z, g Jonction exponentielle est donnée

par :
7=t

e (tito) = [ L +p(7),

T=1g

€Z,tg<tet,p:Z— R est une suite vérifie

p(t) # —1 pour tout t € 7,

18



Théoréme 1.7 Soit g ¢ T 0eTetL:TxT

t > alet L2 (t,.) est rd-continue dans [a, o (t)],

voisinage de t indépendant de + ¢ la, 0 (¢)] tel que :

Ou |f& dénote la dérivée de I par rapport ¢ g 17re

et
b

t

Preuve. On a

00 = [ Btr)ar, o820

’L(U(t),T)—L(S,T)—LA(t,T)(U(t)~S)’ <elo(t)—s],

= R est continue en (t,t), pour t e T*,

On suppose que pour tout ¢ > 0,3U, un

Vs e U.

variable alors on q -

() —g(t)

ce qui donne

1 o‘(t)

D’autre part on a :

pt)

gA(t):m L(J(t),T)AT~W1t)/GL(t,T)AT.

1 (t)

d’ou

L(J(t),r):LA(t,TH-L(t,T).

Remplagons ( 1.12) dans ’équation (1.11), on obtient

19

LA(t7T): L(U(t)aT)‘L(t:T)

H

g(t)=/tL(t,7‘)AT:>gA(t):/tLA(t,T)AT—l—L(J(t),T),

h(t):/ L(t,7)Ar = hA(t):/tbLA(t,T)AT—L(J(t),rr).

(1.11)

(1.12)



a(t) L (t t
A ) T) 1
9= (t) = / (L LT +\)AT—\/LL‘,T AT
. PO n@ J, L7
={l) O L, 7) “L(t7)
= L (t, T)AT—[—/ \’AT—F/ —LAT
/a a /‘(t) t ,Ll,(t)
t 5 o(t) 1 a(t)
- / L (t,T)AT-i—/ L)+ —— [ Lt r)ar

a a /L(t) t

et comme
o (t)
JARICY RIS
i
donc|on &
1
9°0)= [ L2 AT+ w10 194 L),
ainsi
¢
7 (1) :/ LA(GD AT+ L(o(8), 7). (1.13)
[
- Théoréme 1.8 Soit f:R—>R une Jonction continue et différentiable et g: T—-R
A~ différentiable dans T*, alors fog est A—différentiable et on g:

Deéfinitior

1
(1200 ={ [ £ 60+ oy 2 () Wl rem

1 1.18 On définit le cercle minus de soustraction © sur R par

20




1.4

Dans

Lemme

Pour

pog = 1 ng
©ne = 20
o(©p) = p

Quelques inégalités importantes
cette section, nous présentons quelques inégalités utiles dans le chapitre 2.

1.1 On suppose quep >1,a>0. Alors

L

1 . =
ar < ];Kl*pﬂaer K7 (1.14)
P

chaque K > 0.

Preuve. Voir [10]. m

Lemme

Un ré

Gronwall

1.2 On suppose que a,b > 0, 1% + é =1 avec p > 1, alors

Q
<>

B0 p (1.15)

3

sultat considéré comme un outil de base dans I’étude des inégalités de type

est donné par le lemme suivant :

Lemme 1.3 (Comparaison I

On suppose que u, b e Cra, a € R+, G

u® () < a(t)u(t) + b{t), t >y, t T (1.16)

21




Alors,

t
u(t) < u(ty)eq (t,to) +/ €a (t,0(8))b(s) As,t > ty, te T
to

Preuve. On utilise la propriété de la drivée du produit de deux fonctions :

fuee (1)) (1) = u® (t)ee (0 (1) .t0) + u () (e (£ t0))

= ut () ea (0 (1) 1) +u(t) (0a) (t) ega (1. to)

I'égalité (1.10), donne

(16 () (1) = u (€)o7 (1. 10) +u (1) (00) (1) T 22 gt),

d’apres la définition 1.19, on obtient

[ueg

o (1)]% () = w® () ega (0 (1) . to) + u(t) (~ (©(00))) (1) ema (o (1) .t

= [u* (1)~ (0(00)) (t) u ()] cga (0 (2) ,t0)

ainsj :

[ucoa (. 10)] (t) = [u® (t) — a(t) u(t)] ega (o (t) . o),

intégrant (1.18) et on tenant compte du fait que €oq > 0, on obtient

u(t)egq (B, to) — u(ty) = / uA (s) —a(s)u(s)] ega (0 (s).to) As

/ (Oa to)AS

IN

(1.17)

0)

(1.18)



d’onl

u(t) ega (t,ty) < /t b(s)ega (0 (s) . to) As + u(ty), (1.19)

multipliant I'inégalité (1.19) par ¢, (t.t), on trouve

ainsi

u (f) < / b (6) €S (to, a (8)) €, (f to) As + u (t()) €a (t, t()) 3

w(t) < [ b(s) € (t, 0 (5)) As + u(to) ea (£ to)

23



pitre 2

lques inégalités intégrales a deux

variables indépendantes

figurées d

ce chapitre, nous exposons quelques inégalités intégrales & deux variables indé-
s aux échelles de temps. Nous signalons que ces inégalités intégrales sont traitées
dont tous les résultats obtenus sont basés sur le lemme 1.2. Dans ce mémoire,
ns appel au lemme 1.1 pour traiter les mémes théorémes et corollaires de [12] et
es estimations optimales. Nous signalons que ce mémoire est basé sur les idées

ans les travaux (3,4, 5,6, 12] .

Théoréme 2.1 Soient u (t, s),a(t,s),b(ts),g (t,8),h(t,s) des fonctions non négatives

N’

en toul point dense o droite de (), et p > 1 est une constante réelle. Alors l'in-

vante

8) < al(t,s)+b(t, s)/t /8 lg(T,n)u? (r,n) + h (1,m) u(r,n)] AnAr, (t,s) € Q
S 2.1)

implique

u(t,8) <

1-p

K5 [a(t,5) +b(t,5) P (t,t,) eq (t,£.)] + p; k(s eq, (22

=
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ot

t s
P(t,s) |= / / 9(r,m)a(r,n) + h(r,n) [,%K%‘Zaw,n)ﬁ;lff%} ApAT, (t,s) € Q.
ty 5o

Q(ts) |= / | [g(t,n)+ %K?h(t,n)Jb(t,n)An,(t,s)esz. (2.3)

e 1)

Preuve. Définissant 1a fonction » (t,s) comme suit

™

t, S) - _[ Zps [g (T’ 77) uP (T’ 7]) +h (T’ 77) u (Tr 77)] AT}AT’ (ta s) = Q’ (2'4)

il est ¢lair que

z(ty,8) = 2 (t,s,) = 0. (2.5)
Remplacant (2.4) dans (2.1) on obtient

= uP(t,s) < a(ts)+b(t s)z(t,s),(t,s) € Q, (2.6)
l'inégalité (2.6) entraine

u(t,s) <[a(t,s) +b(t,s) 2 (t,s)]F . @2.7)

Appliquant le lemme 1.1 & (2.7) on obtient

1 8 1 LP?EG S S)2 S p——l %
1(05) < DK o ts) +00,9) 2 0,9)] + L i, (2.8)
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Rem

(t

cette

z(t,s)

ou P
II est

tout point

“)5// th)[

placant (2.7) dans (2.4) on trouve

9(rm)la(r,m) +b(r,n) z(r,n)] +
1 gk AnAr,
B [a (7‘,77)+b('r,77)z(’r,77)]+&p—[(p:I

(2.9)
derniére inégalité peut se mettre sous la forme

<Pea+ [ [ o+, 00,102 (i) Anir (1) e
e (2.10)

t,s) est définie par I'inégalité (2.3).

facile

de voir que P (t,s) est positif, non nul, non décroissante et continue en
dense & droite de ().

Soit € > 0 donns, de inégalité (2.10), on a
z(t,s) z(7,n)
}3(15,5)+ES // [g(T 7})+ /c h(r, T])Jb(?’ 7})P( s -AnAT, (t,s) € Q.
(2.11)
Définissant la fonction v (t,s) par
(t, ) -—1+/t/s (o) + 28R ()| b (7 ) 2 p t,s) €
v J )—_ to " g 717 p 377 )’r}‘ P(T,T})+€ 7 ’ ) Y
(2.12)
on a alors
v(t,,s) =v(ts,) =1 (2.13)
De (2.11) et (2.12), on déduit que
z(t,s) < (P(t,s)+¢€)v (£,8),(t,s) € Q, (2.19)
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la dérivation de (2.12) par rapport & t au sens de Hilger donne

# 1 1= 2 (t,n)
v (8, :/ [ tn)+ =k 7 h(t Jbt L
(t,s) X g(t,n) - (t,m) (’")P(t,71)+a ,

lidentité (2.15) donne

Comme

ou Q (¢,

vhe (t,s) < / [g (t,m) + %Kl_;ﬂh (t, 7/)} b(t,n)v(tn) An.

0

v (t,s) est une fonction croissante, 1'inégalité suivante se dérive

v (t,s) < Qt, s)v (t,s),

s) est définie par (2.3).

Appliquant le lemme 1.3 3 (2.16) et tenant compte de (2.13), on obtient

v (¢ s) < eq(t,,1), (¢, s) € Q,

combinant (2.14) et (2.18) on trouve

dans (2

2(t,8) < (P(t,s) +e) eq (tt),(t,5) € O,

19) , faisant tendre € vers 0, on obtient

z(t,8) < P(t,s)eq (to,t), (t,8) € Q.

Enfin de (2.20) et (2.8), on aboutit au résultat souhaité. m

Théoréme

tives contin

ues en tout point dense & droite de ), et p > 1 une constante réelle.
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(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

2.2 Soient u(t,s),a(t, 5),b(t,s),q(t, s),h(t,s), des fonctions non néga-



Sia
uP (t,s

implic

u(t, s)

o1
P(t,s)
Q(t,s)

Preuv

u(t, s)\*

a(t )

(i

Définiss

I'inégali

w? (¢,5) < 14

dans (2

wP (t,8) <

.26), posons H(t, 8] =

t,s) est croissante pour tout (t,s) € Q, alors

<@ (ts)+b(t,5) / [ 060w (m) 4 (7). )] A (t,5) € 0

(2.21)

jue

< a(t,s) {%KLZ’Q [1 +b(t,s)P(t, s) em (2, tO)J + £ Kz%} (t,s) € (2.22)

//g('r )+ h(7,n)a' (7, n)[ g gl

;

Jso

s IK%] AnAT, (t,s) € 9.

[g (t,n) + E)—K » h(t,n)a'"P(r, ’T/)J b(t,n) An, (t,s) € Q. (2.23)

e. Comme a (t,s) est croissante et strictement positive, (2.21) implique

< 1+b(¢, s)// [ T,1) (GET :7))) +h(r,n)a'? (7, 77)( (( Z;)J AnAr.
(2.24)
ant la fonction w (¢, s) comme suit
w(t,s) = Zg j)) , (2.25)

€ (2.24) devient

o) [ t [ oG w .m) + 1(rmyat=» (r myw ()] A 1.5) € .
T (2.26)
(t,s)a'?(t,s) on obtient

L+b(t,s) /t /S lg (T,m)w” (7,m) + H(r, mw (1,n)] AnAr, (t,s) € Q. (2.27)
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Linégalité (2.27) est similaire 3 (2.1), d’apres le théoréme 2.1, on trouve

>

1 . _ L
0(t,s) < z—)ls."pﬂ [1 +b(t,5) P(t,s)es (¢, to)] + 22 1gt, (t,s) € 0, (2.28)

ou P (t, s),Q(t, 5) sont définies par (.98},

A présent on applique directement le théoréme
égalité (2.22). m

2.1 pour a(¢,s) = 1, on obtient I'in-

Deux autres résultats tres importants sont présentés dans les deux théorémes suivants :

Théoréme 2.3 Soient u(t,s),a(t,s), b(¢,s) des fonctions continue

a droite de 0, et p> 1 est une constante réelle.
Sif: xR, — Ry est une fonction continue en tout point dense & droite de ()
et continue sur R _, vérifie

5 en tout point dense

0< fts,2)~ ft,s,9) <@ (t,s,y) -9, (2.29)

pour (t,s) € Qz > y > 0,00 ®: QO xR, — R, est une fonction continue en tout

point dense @ droite de ) et continue sur R+, 9 | "inégalité

i

() < a(t,s) +0(0,5) [ t [ 1t anar, g e n, (2.30)

est satisfaite, alors

u(t,$) < ~K'7a (t,8) + i

KR40 m)ea(tn) (b €0, (251

=

ol

AL // (T L

1
w(t,s) = /—Kpb(tn)@(tn,
p

$o

%) AnAr,(t,s) € 0. (2.32)

K%) An, (t,s) € Q
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Preuve. On pose

t s
2(9)= [ [ frn i) dnan, 9 e 0 (233
ty V/5q
on a donc
z(t,s,) = z(t,,s) = 0. (2.34)
Remplagant (2.33) dans (2.30), on obtient

(2.35)

w”(t,s) < a(t,s)+b(t,s) z(t,s),(t,s) € Q (2.35)

est similaire & (2.6), il est clair que (2.7) et (2.8) sont satisfaites.

Combinant (2.8) et (2.33) on trouve

z(t,s) <

,// { 7, Kpa(ts)+ Kl’b(’i’ n) z (7, 7})+LKP}AT}AT (t,s) € Q,

(2.36)

on peug écrire I'inégalité (2.37) sous la forme

z(t,s) < /
L0

(-t/S [ ¥ (7’, n, %K%ﬁa (t,n) + %K%b(T, n) z(7,n) + =2 Kp)
+ (

T ) ) < () + 00
(2.37)

J AnAr,

En utilisant D'inégalité (2.29), on obtient

_ t  ps 1 _ 1 _
z(t, 8} m(t,s)+/ / i) (T, 7, —kl_fpa(T, n) + %IK%> EKLP—pb(T, ) z(1,n) AnAr, (t,s) € 0
J 1, Sy p ]

(2.38)

ot m (t,ls) est définie dans (2.32).

L’inégalité précédente est similaire (2.10). En suivant les mémes étapes que celles

du théoréme 2.1, on obtient le résultat désiré. m
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Théore

a droite

Si f

me 2.4 Soient u(t,s),a(t, s),b(t,s) des fonctions continues en tout point dense
de ()

r il

!X Ry — Ry est une fonction continue en tout point dense & droite de () et

setp > 1 est une constante réelle.

coniinue sur R, et ¥ ¢ C(Ry,R,),telle que :

pour

dense & droite de Q) et continue sur R,

0 = f(t,S,.’L‘) - f(t757y) < (I)(tasay) \II—I ('T - y)’ (239)

t,s)ez>y> 0,00:®: 0 x Ry = R, une fonction continue en tout point

U est une fonction bijective d’inverse U~Lyérifie

U (zy) < U (z) o (¥),z,y € RT. (2.40)

Si UVinegalité

P (

L

est sat

u(t,s) <

ot m (1

ot

s) < a(t,s)+b(t,s) ¥ (/t /sf(T, n,u(7,7)) AnAT) ,(t,s) € Q, (2.41)

isfaite, alors

- {gakl—;ﬂa (t,s) + P; sy b(t,s)m(t,s) T (eg(t, to))} (t,s) e (242)

,8) est définie par (2.32) et

@(t,s) = / E (t,n) An, (2.43)

0

s -1 I s
,8) =& (t, S,%K_Pﬁa(t, s) + p 5 K%) /i (;}K%}lb(t, s)) . (2.44)
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Preuve. Définiss

et

u(t

en utilisant les propriétés de J et ¥ données par (2.39)

ant la fonction z(t, s) comme daps (2.33). On a alors

uP (t,s) < a(t,s)+b (t,s)U(z(t,s)), (¢, s) € 0, (2.45)

) & {%K"%’-’ [0 (t,) +5(t,5) W (=1, 5))] + p; 1[&»} (ts)eq,  (2.46)

et (2.40), on obtient

~ ¥ 8 1 1—-p = 1—»
) <ma [ [ (r,n,5K7a<r, n>+]”71ff%) g G,K—fb(f, m) 2 (r,m) ApAr,
tO J 8y

ou 7 (£, s) est définie par (2.32).

(2.47)

Cette derniére inégalité, implique

28] <

=3

En sui

haité. m

21 A

Dans la

2.1 et 2.2 oul on va etabl]

aux échelles

Exemple 2

t s 1. 1= -1 1. 1=
(¢t ‘9)4—/ / o (T, n,~-K7a (1,m) + LKE) Ul (—K?Eb(T, 7})) z(1,n) AnAT.
ty Jso b b b

(2.48)
vant les mémes étapes que celles du théoréme 2.3, on obtient le résultat sou-

pplication

section suivante, nous présentons quelques applications liées aux théorémes

ir lestimation des solutions des €quations dynamiques partielles
de temps.

1 Considérons éguation dynamique partielle suivante
(uPYt, 8)) 4 — (t,s,u(t,s)) +r(t,s), (¢, 8) EQ="T) xTs, (2.49)
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défingt sur une échelle de temps dont les conditions auz limites wmnitiales

u(t,s0) =a(t),u (to;s) = B(s), u(t, S0) =7, (2.50)

0w p > 1 est une constante réelle, F : T; x Ty xR — R est une Jonction continue
en tout point dense ¢ droite de ) of continue sur R, r : T; x Ty — R est une fonction
continue |en tout point dense g droite de Q, « : T, > Retp: Ty - R sont deux

Jonctions| continues en tout point dense a droite respectivement de Ty et Ty et v € R est

une constante.

Supposons que

]F(t,s,v)] <g(t,s)|vfP+h (t,8) |v|, (2.51)

ot g (t}s) et h(t, s) sont deuz fonctions non négatives, continues en tout point dense

a droite de (),

Proposition 2.1 La solution du probléme au limite (2.49) — (2.50) wvérifie | ‘inégalité
sutvante :

u(t,s) < {ao(t,s)+ M (t,s)ey (2, to)}f_l’ : (2.52)

ou

o)

0(t,s) = |aP(t)+ 4P (8) — v + /tt /: Ir (1, m)| AnAr, (t,5) € (2.53)

MUJ)=L£ljphm%ﬁgﬂﬂmyMAﬂ@@€Q

b~

t9) = [ Qe ans) en

£

(t,s) = / ) [g(t,n)—l—%l(l-;ﬂh(t,n)} An, (t,3) € .
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Preuve, La solution (t,s) de (2.49), (2.50) est donnée par

uP (¢, s)

1 s t ps
= O+ [ [ Bl u(r,m) anary | [remamnesea
to Sp to S0

(2.54)
Par donséquent,

[ (8, 5)P < [0® (8) + 7 (5) — 7| 4 | [ remiamar / t [ 1F G,
o (2.55)

T K]

“) =10 O+ 26 =1+ [ e (r,)) anar, (2.56)
to /' sp

remplacant (2.51) dans I'inégalité

posons

(2.55) , on aboutit I'inégalité suivante

Ju (8, )1 < ao (2, 5) + /t t / 96, 8) [u(m, P + (k) [u(r, ) AnAT, (t5) € 0. (257)

En faisant appel au théoréme 2.1, on obtient une estimation pour |

la solution u(t) du
probléme au limite (2.49)- (2.50). m

Exemple 2.2 Considérons | "égquation dynamique suivante

t s
(¢, s) = C'+/ / H(7,n,u(r,n)) AnAr, (t,5) € O (2.58)
to Jsg

0, p > 1 sont des constantes, H : T) x Ty x R — R est une fonction continye
W dense a droite de ) et continue sur R.

Supposons que

ot C >

en tout poi

|H (t,5,v)] < h(t,s)|v],(t,s) € Q (2.59)

ot h(t,s) est une fonction continue en tout point dense 4 droite de £, et non négatives.
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Praopos

o

O

Preuve. La solution de

11 résulte

En faisant appel au théoréme 2.2(a?(t,s) =

tion 2.2 Sy (¢, s) est une solution de (2.58),

alors, on a

11 1 ~ p—1_1
t,s)| < K> ) e~ e
lu(t,s)| < Cr {pK [1+P(t,s)eQ(t,to)J + 5 Kp} (t,8) € Q,

. t s

P(ts) = C'l/ / h(r,n) AnAr, (¢, s) € £l
to Jsg

Q(z, 8) = 02/ h(t,n) An, (t,s) € Q.

C, = %2(%;(7+p__Ké)

C, = EK?CI—EE.
D

(2.58), vérifie Vinégalité suivante

t s
Wt sCt [ [ B0 anar 5 c
tg J/sp

de (2.59) et (2.62) que

lu(t, s)P < C’+/tt/sh(T,n)]u(’r,n)fAnAT, (t,s) € Q.

Uinégalité souhaitée. m
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(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

C,b(t,s) = 1,9(t,s) = 0), on obtient



classes d’équation, différentielle non linéaire dont Jq solution ne peut étre trouvé explici-

tement.| Ces inégalités intégrales non linéaires o deuy variables z’ndépendantes, nous per-

metlent|d’établir les bropriétés qualitatives Jes plus importantes deg solutions des équa-

lions dynamiques partielles telle que l’estimation,
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