.

République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de I’Enseignement Supérieur et de 17 |
la Recherche Scientifique ,:,E}J“l |

Université 8 Mai 1945 Guelma

Faculté des Mathématiques et d'Informatique
et des Sciences de la Matiére
Département de Mathématiques

Sl

présenté en vue de I'obtention du dipléme de
Master Académique en Mathématiques
Option : Equations aux Dérivées Partielles

Par:
DERABLA Zeyneb
~_ Intitulé
e )
i
| \ .
| | Equation de la chaleur sur R”n et sur
| des domaines bornés f;

Dirigé par :

Dr. BADRAOUI Salah

Devant les membres du jury :

Président : S. BADRAOUI Univ-Guelma
Examinateur : K. BOUKERIOUA Univ-Guelma
Examinateur : K . FERNANE Univ-Guelma




A _guide dan

Je remc

4

i)

Remerciement
e chose, je tiens a remercier ALLAH le tout puissant, pour

m’avoir donnée la force et la patience.

s mon travail, ses compétences, ses précieux conseils et sa

disponibilité.

rcie également monsieur Dr K.Boukerioua et monsieur

§
nane qui ont accepte d’évaluer et juger mon travail malgré

leurs nombreux autres obligatoires.




TABLE DES MATIERES

D}

il

]

able des matiéres

Introduction 2
111 Notations . . . ... ... . .. .. . . 3
Rappels 4
2!1 Transformation de fourier dans L' . . ... ... ..... 5
2.1.1 Transformées des fonctions gaussiennes . . . . . 5
2.1.2 Transformée de fourier inverse . .. ... ... .. 7
Modélisation du transfert de la chaleur dans une tige 9
3/1 Introduction . . . . ... ... ... ... ... 9
312 Modélisation . . . . .. ... ..., 9
33 Conclusion . . . . .. oo i it 11
Résolution de I’équation de la chaleur sur R" 12
4;1 Solution plausible . . . . .. ... ... ... L 12
4.1.1 Equation homogeéne(propléme de cauchy) . . . . . ... 12
4£.1.2 Equation Inhomogéne . .. .. ... ... ... .... 14
42 Existencedesolution . ... .................. 21
4.2.1 Equation homogéne . . . . . ... .. ... ....... 21
4.2.2  Equation Inhomogéne . . ... ... .......... 23
4P Vet dosmloliin « s « s v e s s e e ® e m 3 &85 @86 5 25
4.3.1 Principedu maximum . .. ... ... .. ....... 25
Reésolution de I’équation de la chaleur sur un domaine borné 26
51 Description du propléme . . . . ... ... ... ... ..... 26
5.2 Décomposition du Laplacien dans L2 () . . ... ... .... 26
5.3 Solutions Formellesdans L2 . . ... ... .. ... ...... 27




CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Chapitre 1

Introduction

L’équation de la chaleur linéaire est constitue le modele type de la classe des
équations aux dérivées partielles paraboliques qui décrivent,en général, un
phénomeéne de diffusion.Son analyse mathématique et la compréhension des
propriétés qualitatives de ses solutions ont conduit & développer des outils

dont

I'extension permet de mieux aborder les modeles non linéaires plus
complexes & appréhender.Cette équation s’écrit
Ou (x,t
WD — adulat)+ £ (w1 ®

ol

Q x
prog
Une
flux
Iéqu
-let
cour
solut
I'ins
-le t
local
direq
resp
régu
-le t¢

= Yy o 027 est l'opérateur laplacien, et le couple (z,t) est dans
[0,00[, o © est un ouvert de R™ . La fonction f est une donnée du

léme. Cette équation est de plus assortie d’une condition initiale

0) == uo () pour z € Q, ol uy (x) est une fonction donnée.
des interprétations possibles de '’équation (1) est la modélisation d’un
de chaleur dans un corps. Voici l'interprétation de chaque terme de

lation :

rme O;u permet de décrire I’évolution de la distribution de chaleur au
s du termps. Notamment,on s’attend & pouvoire définir la valeur d’une
jion a un temps t > 0 quelconque en connaissant la distribution a
ant 0 .

rme Au correspond a une variation de u par rapport A sa moyenne
e. Un point z ot Au(z) > 0 est un point plus froid que son entourage
't (et dont la température va augmenter),et inversement. Ce terme cor-
ond donc & un phénomeénes de moyenne, et va avoire tendance a rendre
lieres les solutions de 1’équation .

e ug correspond & la distribution de chaleur & ’instant initial.




CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1

Tout
de let
ou ell

Notations

s les notations particuliéres & cet mémoire sont définies dans le texte lors
1r ernploi, et ont généralement une valeur locale, limitée au paragraphe
es sont employées. Les quelques notations ayant une valeur globale.

: corps des nombres réels.

R\ {0}
[0,00[. R% =]0, 00

() = ¢st un ouvert dans R

- By Sg =la frontiére de §).

z.§ = 2::xk€k; pour $:($1,...,$n) et §:<§17"'7§n)

k=1
2 2
o = ll2]” = 30, 22
2
Au(gt) =37 fa—r;‘ff’t)
J
R =R" x [0, o0

Co(RT™) : I’epace des fonctions continues et bornées sur R® x R%

_| & _2 (o 8
e Di=f, Vi ()

1




CHAPITRE 2. RAPPELS

2.1|

Transformation de fourier dans /!

La transformation de fourier est constamment utilisée dans tout les domaines

de la)

physique.Elle est étroitement liée au groupe des translations dans R

(et plus généralement dans R™).
Définition 2.1.1. Soit f une fonction de R"™ dans R" appartenant a

LHIR

11otee

) On appelle transformée de fourier de f la fonction ¢ — f €,

fou F(f)

définje par

l’hy;
toute|

Fo = [ e

othese f e L! entrame que l'intégrale qui définit f (€) a un sens pour
valeur réelle £ € R™. f est donc une fonction continue de R™ dans R”.

Proposition 2.1.1. Si fx) = fi(z).fa(za) ... fn (zn) avec f; €

L' (R)

pour TtOULt J = 17 ey Ty alors f(é-) = ﬁ (51) f/; (62) ﬁl (é-n)

Démbnstration.

F(6 = /ne s (Hn 1fj (25)) dx
- /n[e_“”lélfl (1) .00 £ (2,)]dec

= / e f) (ml)dml/ / e~ @nén £, (2,) day,
Rn n n

FL) o ful&)

2.1.1 Transformées des fonctions gaussiennes

Nous [présentont ci-dessous,sous forme d’un suite pour tout z € R, a > 0

est ur

e constante.

F <e“”2> = (E)"e"% (2.1.1)

a

Démonstration. Soit f (z) = e %" a >0
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Intro
(€ fid
La fo
le che
g9(2)

- +o0 _ 2 +00 -~
Fo = [ eeeti= [Tl

o0

+o0 i 2 2
- / el e -Kle~ S dz

2 +oo )
= g i / e"a[ﬁi]zdfc

[e o]

Soit & calculer

+o0
T= / e-a(=+iE)" gp

o0

duisons la variable complexe z = z + 7,5% . On pose A\ = —2% telle que
6)

nction e %% est holomorphe entiére,ce qui nous permettre de changer
min d’integration

= % (2 = 1 + iy)

eI ) 5 S+ix
/ gl(z)dz = / g(2)dz+ / g(z)dz+ / g(z)dz
—34iX —§+i) -5 5
= Il + 12 + I3 (a)

lims_)oo I1 = 0 en effet

De la

passo

A
/ e—a(—6+i(A—1))? (—idt)|
0

/ A e[ (=07 -28i(r-1) gy
0

< || max {e“a[‘s2"()‘_t)2] o200}
0<t<M J

— 84X ,
}/ e % dz
J—5

= !)\l 6—0.[62—)\2] = 0)\-——»00

méme fagon
lim I3 = 0.

6—00

ns & la limite lorsque ¢ — 0 dans (a)

O+iA +o0 ) =
lim g(z)dz= / e “dr= \/:
=300 ) ik —00 a
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cad

1=,/
a

~ 2
Par conséquent  f (§) = \/ge_%.

c’est |-a~dire
F (e_“z2> = —716'g
a
Corollaire 2.1.1. Soit f () = e~ alors
F (’e—alwf) = F (e~az?) .......... F (e-amﬁ)
|\
- F (e—azf e—ax%) — zema% 7_Te-a,4ﬂ
.......... - e
(7r > 3 _le?
— — € 4a
a
Jorgllaire 2.1.2. Si f et g sont deux fonctions appartenant a L1 (R™)
et si leurs transformée de fourier f et § sont égales, alors f et g sont égales

presque partout.

2.1,

Soit

6
4

f=@n"F(f)

ot F(f)(x) = [gn e™4dE

On note alors

FUE = 7 [

2 Transformée de fourier inverse

f e L' (R™) telle que f e L' (R").On a alors

eix.f d é—

= (2n)"F(7)
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Propriétés 2.1.2.
(P1) F est une application linéaire.
o ff e .
(P2) F (8L) =i, f (&) (sif. 8 e 1)

(P3) Si f,g € L'(R") alors f * 9(2) = [enf(z—y)g(y)dy est dans
L' (R™),de plus le produit de convolution

F(f*g)=F(f).Flg) = fxg=F(F3)

la transformation de fourier convertit un produit de convolution en produit
simple.

(P3)|Si la fonction  — 2* f () appartient & L, f est de classe C* et on a

Fo©) = [ (rin) 1 (@) et
avec la majoration

|79 ) < |ere) )

(P4) Si la fonction z — f (z) est de classe C* et si toutes ses dérivées jusqu’s
'ordre k appartiennent & L' on a :

1% () = ()" F ()
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TJAPITRE 3. MODELISATION DU TRANSFERT DE LA CHALEUR
DANS UNE TIGE

C
M

hapitre 3

'odélisation du transfert de la

chaleur dans une tige

3.1 Introduction

le transfert de chaleur, ’ecoulement d’un fluide en milieu poreux ou encore la
diffusion moléculaire dans un solide sont tous gouvernés par la méme équation

aux

dérivées partielles.

Examinons une portion cylindrique d’une tige isolée thermiquement.Nous
allons voir comment la température de cylindre ci-dessous varie quand il
recoit(ou perd) de la chaleur provenant du reste de la tige.

3.2 Modélisation

On suppose que la tige est composée d'un matérieau homogéne .La tige est
placée le long de I'axe des x et on va mesurer toutes les quantités (i.e.

Aux
long
sauf

température,...) en chaque point z € R,comme une valeur moyenne le
d’une couche qui est transversale & I’axe des z .L’isolant entoure la tige
aux extrémités en z = 0 et = = 1 ou des conditions frontiéres seront

imposées.
Le transfert de chaleur dans un matériau homogene est semblable & la diffu-

sion

des atomes dans un gaz.

Pour| simplifier ,nous examinerons une situation unidimensionnelle ou ’on
considére des quantités uniquement dans les directions paralléles & z.Soit un

tube

métallique et giet gy sont les flux de chaleur (quantité de chaleur par

unité de temps qui traverse la surface dans la direction z) :
Loi de Fourier :

Flux

de chaleur : énergie par unité de temps traversant une surface unitaire
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DANS UNE TIGE

Loi

7| = a7 /]

— —

J = —kVT
de fourier.

Le flux de chaleur satisfait la loi de fourier

ol
exer

oT
q= —k*a;

t est la conductivité thermique et T la température.Cette loi met en
rue que la conduction thermique spontané d’une région de température

élevée vers une région de température plus basse.Ainsi le flux de chaleur est
proportionnel a la dérivée de la température par rapport a sa position suivant
laxe .

D’aprés la premiére loi de la thermodynamique, la quantité de chaleur AQ
qui est emmagasinée dans un matériau de densité p ,de longueur Az ,durant

une

augmentation de température AT est :

Ao} =g, pAae AT (1)

La quantité de chaleur qui entre dans le cylindre pendant un intervalle de
temps At est donc :

AQ

= —(qg—q)At Définition de flux
~— ( Ax?g) AT Théoréme de la moyenne
. Oz
| | = —Am-g ——ka—T At Loi de fourier
} Ox ox
| T
= AxAtk—
v Oz?
'équation (1) implique
a1
CopEAT = AxAt.k:—a?

si OIT divise par Az At et que At — 0, alors on obtient

or _ T
Suff ot 0x2

10




CHAPITRE 3. MODELISATION DU TRANSFERT DE LA CHALEUR

DANS UNE TIGE

Péqu

ol
Elle

1ation de la chaleur normalisée est :
oT BT
o Paz =0

D = % est une constante qu’on appelle la diffusivité thermique.
est mathématiquement identique & 1’équation de diffusion.

3.3 Conclusion

Nou
fait
Apr

s avons vu que le phénomeéne de transfert de chaleur dans une tige satis-
I’équation de la chaleur.
6s résolution, cette équation permet donc de mieux comprendre le concept

de diffusion de chaleur dans les matériaux.

11




CHAPITRE 4. RESOLUTION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR

SUR RY

Chapitre 4

Reésolution de I’équation de la
chaleur sur R"

4.1 Solution plausible

Une solution classique du probléme de la chaleur est fonction de classe C'*°
en espace ,C' en temps et vérifie les équations ponctuellement. En réalité,
les situations les plus fréquentes correspondent & des conditions initiales peu
réguliéres ;d’ou le besoin d’introduire une notion plus large que celle des so-
lutions classiques.

4.1.1 Equation homogéne(propléme de cauchy)
A’résoudre le systéme suivante

{ %u (1. t) =alu(z,t) zeR™, t>0 (4.1.1)

wz, O)==u5 (x) z € R?

20 (7
ol @ > 0 est une constante et Au (z,t) =Y -, %ﬁ’—”

Théoréme 4.1.1. Soit ug € C (R™) N L*> (R?)

la solution de (4.1.1) est :

—lz—gl?

1
u(x,t):/ we dat ug(§)dE, z, € €R", t>0.
re (47at)?

Alorsu € C (R" X RY) .

12
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SURRY

Démonstration.

Noug% résolvons (4.1.1) pour z € R™, ¢t > 0, avec la condition initiale « (z,0) =
up () ; nous procéderons d’abord formellement en utilisant les transformées
de fourier de fonction donnée wu, et de la fonction inconnue z — u (z,t),
t> (), sans soucier de leur intégrabilité.

D’aprés les propriétés on trouve :

—

L@t = 6D, @0 =)

e " 5 .
aplulz;t) = az 92 (z,t) = —a & T (€,1)
=1

On obtient une équation differentielle linéaire de premiére ordre par rapport
a ti

[ Z(t)=—-alg)?ut) zeR,E>0

S P 4.1.2
\ 0 (&,0) = (¢) z€R" (4.1.2)
pour tout ¢t > 0et & fixe.
La solution de (4.1.2) est :
(€, ) = T (€) .7t (4.1.3)
de la relation (2.1.1) :
F (et = (T)F o8
a
et comme :
| =i
o—otlel? — oa(ak)
on dgduis :
ekl = F [(47Tat)—7n .e‘ﬁl"'z] (4.1.4)

de (4.1.4) dans (4.1.3) :

u (§1) = F(u) . F [(4mt)%" .e:;;—ilaz]
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SUR RV

Si on pose :
]_ —-]zl2

€ 4at
(4mat)?

Kl e=

Alors :
u (§t) = F(uo).F(Ky)

En passant & la transformation inverse de fourier,
on trouve :
U(ﬂ:,t) = F_l (a() X Kt) = Ug X K;

c-a-d. :

1 1 2
YO = j/ne_zﬁ”‘ﬁ'uO(é>df

4.1.2 Equation Inhomogéne

Soit & résoudre 1'équation sde la chaleur suivante :

{' %’ltﬁ (m’t) = aAu + f (Q’}, t)

g (2,0) =0 , TERY 430

Théoréme 4.1.2. Soit f € o (R” X Ri) Soit :

w@t)= [ [ K(t—s-0f(sy)deds

Alors u € C2 (R™ x RY) et vérifiée (4.1.6).

Proposition 4.1.1. En combinant les deux théorémes :

(4.1.5)

(4.1.6)

t
uwﬂ=/'K@—awm@%+/ K (z— &t —s) f(€s) dsde
n 0 Rn

est la solution de (4.1.6).

Démonstration. Si on passe & la transformation de fourier de fonction

donnée z — f (z,t),t >0
en notant Flat =L, e~ f (2, 1) da.
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SUR RY

¢ .

On obtient une équation differentielle linéaire de premiére ordre en &

EeR*"t>0

{ % (6 1) = —alef A1) + F(6,1)
ferr

u(,0) = o ()

la solution de cette équation est :

t
B(E,8) = T (€) e 1 / eI F (¢, 5) ds

0
En utilisant la formule de convolution
t
w(z,t) = F7'(G)x F™ (e““tw) +/ 7 (f) x e~ =) g
0

1 o 8 2
== at |:C_El
/" (47rat)% - e

A N P e it
Hf {An(4ﬁa(t_s))%e< e (6, s))ds‘]}ds

Si on pose :
1 ~lz|?
Kt (:L‘) == e 4at

(4mat)

©l3

On peut ecrire :

v@)= [ K@uE-gi+ [ [/Oth_s(r—ﬁ)f(ﬁ,S)ds ¢

Rn

ol bien
(4.1.7)

t
u(z,t) = (Kt X up) () +/ (Ko—z X 3) (2)
0
On peut démontrer que I'expression (4.1.7) est bien une solution du

probléme sous des hypothéses sur ug et f.

Définition 4.1.1. On définit le noyau de la chaleur par la fonction

2

1 z
e_lTaL?,xER”,t>0 *)
(4mat)

K {2, 8) =

w3

ol |a > 0 est une constante.
Le noyan de la chaleur est la solution fondamentale de I'opérateur differentiel

(8, — al\) c.a.d Dlopérateur de I'équation de la chaleur homogene.Le noyau
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SUR RV

de la chaleur permet de résoudre explicitement ’équation de la chaleur dans
le cas ou {2 =R".

Lemme 4.1.1. Pour tout = € R",¢t>0. Alors [p, K (z,t)dz =1.

Démonstration. Il est connu que [ e~ dx = \/7( intégrale de Poisson ).
Alors :

1 of
K (z,t)dz = y/ .
R® (4mat)? Jre
T

Par le changement de variable, on pose : y = —&=
On obtient :

1 gy

e
/T Rn

1 / /_yz 2
= N U S e ndyy......... dy
YT Jr R "

Proposition 4.1.2.

Soit |ug : R® — R une fonction continue bornée

alors (avec K; défini par (*))

u(z,t) = Ky *ug (4.1.8)

définit ure solution de ’équation homogeéne :
[ &(z,t) =alu(z,t) z€R", t>0
| u(z,0) = uo(x) z €R"

la fonction u définit par (4.1.8) est de classe C*° dans R™x]0, 00 avec
irIlRf ug (z) < u(z,t) < sup uo (x) pour tout z € R", ¢ > 0. (4.1.9)
reR™ TER™

Démonstration.
On & :

. 1 _lz—g]?
s, ) == / e dat ug (€)dE (4.1.10)
Rn
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SUR RV
posons| :
_§-z
Y v 2at
on. obtient :
u(z,t) = / g (y) uo (:c 4 y\/Zat) dy (4.1.11)
Rn
ol ) )
1yl
g (y) =5 w6 2
(2m)?

Comire I'expression :

K (CE — g,t) = (47rat)% e~ dat

qui a;f)pamit dans Dintégrale (4.1.10) est de classe C*® dans les variable
t, &1 ..t..-Ty ; de plus , uo est bornée, on vérifie que D°K (z — &,t)uo (§) est
intégrable dans R™ pour tout multi-indice

SRS () - o) par rapport aux variable (t,x1,.....Tn) , C€ qui permet
de justifier I’échange de la dérivation D* avec intégrale [p.dans (4.1.10).
(a) Montrons que u vérifie ’'equation homogeéne

en effet )
- n
InK (z,t) = 4@ — -2—lnt - gln (47a)
d’ou, avec D; = 5‘}3 gt Dy = %,on a pour tout ¢t > 0 et tout z = (T1, oeenm)
_ —Ti e 1 i
DK (z,t) = = (@,), Dys ={12m ~ %}K(I’ﬂ , DK (z,1)

_ el
= {m—%}K(CIJ,t)

ce qui montre que :
DK (z,t) = aAK (z,t)

par consequent
u; = aAu pour tout = € R, >0

Comme ug est continue, on a, pour tout y € R",et tout o € R™:
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SUR RY

lim  wug (a: +yv Qat) = ug (%)

t—0,x—x0
En utilisant ceci et le théoréme de la convergence dominée de lebesgue on

obtient de (4.1.5) sachant que :
up est/bornée et g est intégrable et Jgn g (W) dy=1:

lim u(z,t)=uo(z0), T E€R"

t—0,z—xo

c-a-d. |u vérifie la condition initiale de la relation (4.1.5) et comme ug est
bornée,
ona:

zeR™ t>0

(Iiergn“O (x+yx/§&¥)> = inf u(z) <uo()

< sup u(z) = sup up (m + y\/%E)

zeR” zER™

donc |

( influo) / g(y)dy < / 9 (y) uo (w +yV 2at) dy < (supug) / g(y)dy
JRn n n
c-a-d.
infug < u < supug

Prop%ositiion 4.1.3.
Soit |f : R"x]0, +00[— R une fonction continue bornée de classe C* dans
)0, +00[, ayant ses dérivees partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 bornées dans
R™x]0, +o0l,
alors la fonction :

o e / (Kis % £.) (z) ds

définit une solution de ’equation non homogene :

0
73% =alAu+ f(z,1)
pour|z € R* et t >0 vérifiant la condition initiale v (z,0) =0, z € R™.
Démonstration.
Posons :
wlz,s,t)= | K(z—&1t)f(Es)dE (4.1.12)

R"
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SUR RN
pour 1 >0, s> 0,t >0, alors :
v, t) = / w(z,s,t—s)ds (4.1.13)
Aprés changement de variable :
§—z _
v 2at Y

on obtient :

w(z,t,8) = /n g(y) f (:E +yV2at, s) dy (4.1.14)

ol :
1 e
gly) = ——=¢"*
(27)
On voit que :
ayz -1
Dow (z,s,t) = (§> £ / gy)Vf (:U + yv2at, s) dy (4.1.15)
et
Dy (z,8,t) = / g (g) Dsf (:c + yV2at, s) dy (4.1.16)
R®
de (4.1.15) et (4.1.16) on aura :
¢
Av(z,t) = / Aw (z,s,t —s)ds (4.1.17)
0

n t
I’échange de A = D;; et ds (4.1.13) est facile & justifier.
[ w5 .
j=1

De (4.1.14) on deduit que pour s >0,z € R”

lim w(z,s,t)=f(z,s)

t—0,2—20

ce qui nous permet de poser
w(x,s,0) = f(z,8),zr € R

pour obtenir une fonction donnée par w (z, s,t) qui est continue pour = € R™
;5 2(0,t > 0.
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On peut dérivér v (z,t) par rapport & ¢t dans (4.1.13) pour avoir :

Dy (z,t) = /t Dy (z,s,t—s)ds+ f (2,1). (4.1.18)
0

Ol on a utilisé la formule de lebiniz
de (4.1.9) on saut que

D (z,s,t) = aAw (z, 5, 1)

car K (z — ¢, t) vérifie la méme équation, et on peut échanger les dérivations
et I'intégrale dans (4.1.5).

On en |conclut en utilisant (4.1.10) que (4.1.9)

Dw =alv + f(z,t) t>0,z€R"
le fait
lim wv(z,t)=0

t—0,x2—xg
s'obtient du fait que |w| < M = supzer~ |f (z,t)| gréce a (4.1.12)
>0

1l ne reste qu’a justifier (4.1.18). Pour ce faire,posons,pour = € R™ fixe,
h(s,t) =w(z,s,t—5) 0<s<t

avec h(t,t) =w(z,0,t) = f(z,t), ¢ =20
De (4/1.16) on voit que
(s5,t) — h(s,1)

est continue pour 0 < s <t,t >0, et que
D;h(s,t) = Dyw (z,5,t — 8)

est tel que
(s,t) — Dih(s,t)

est continue pour 0 < s <t avec
D (s,8)] < C(t—9)7 0<s<t

7 > 0 étant ,

t -
/ |Dih (s,t)| ds < C/ (t— s)Tlds < 00
Jo 0
posons

H(t)z/oth(s,t)ds t>0
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avec H (0) =0 notons que H (t) =v (z,t)
t
H'(t):/ D;h (s,t)ds + h(z,t), t>0
0

ce qui est En effet si € > 0

L H (o) - HE) =/ L ih(s,t4¢) = h(s,t)}ds

£

t+e
/ h(s,t+¢€)ds
5 t

t
= Dih(s,t+¢€)d
/0 t (S 5) S
1 t+e
+g/ (h(s,t+¢) = h(t, )} ds + R (8,1)
0

N / s N .S 2
ot 0 < € < ¢ lorsque € — 0, la premiere intégrale tend vers

¢
/ D;h (s,t)ds

0

4.2 Existence de solution

4.2.1 Equation homogéne
On considére le propléme suivante :

{?;;_aau t>0,zeR" (421)
(2,0) =uo(z) =zeR" -

ol up () est une fonction donnée appartenant a I'espace Cy (R™) des fonctions

bornées et continues sur R".

Pour z € R et t >0

On pose

—lz1?

K (z) = (4mat)™ el

Théoréme 4.2.1 :
Pour tout up € Cp (R™) la fonction

u(z,t) = (Ki*uo)(z)
- T [ @
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appartient & l'espace (g (R” X R*Jr) N Cy (Riﬂ) et vérifie les équations .
Démonstration :

Comme K est de classe C> sur R"x]0, ool, Il est facile d’appliquer le théo-
réme de dérivation 2 sous le signe

intégral pour montrer que u € C*° (R” X Ri) .De plus,pour z € R", ¢ > 0.
On

_[1;

2 [1..02
0: Ky (:E) = (47{'@15):2ﬂ e cml _IEI_. _ 2}

4at? 2t
;K (z) = — (4mat)® e.zilmlz 2,
I - 2at

PK,(z) = (4nat)T oot _(ﬁf—i
3 | \2at 2at

D’of1 on conclut que u vérifie ’équation (4.2.1).
(a) Montrons que u € C* (R" x R, ) .En effet si |uo| < C alors :

lz—¢1?

el < @ra)? [ eTE o (©)dt

< ||u0|\oo(4mt)%’-‘/ 5 de
Rn
. _(Wf=> "
luoll o, (4mat) 2 /e i dz;
R

= ol (et ( [ 4 (o) )
- ||U0||oo(47rat)%" (Qm (V)"

= |uoll, (4mat)™ (4rat)

= |luolle

IA

(b) Montrons enfin que u (z,?) vérifie la condition initiale au sens que , pour
tout B >0 on a
li =
lim u (2,1 =g
uniformément sur [-R, R].
Soit & > 0.En faisant le changement de variable

¢ =z — 2ty
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On obtient :
w@ ) -w@l < U T [ T g () — o (o)) de (4.1)

< (47rat)7 /n e lvl’ ‘uo(x — 2Vaty) — ug (x)’ . (4:at)% dy

= = / e |(uor — 2Valy) — o ()| dy (422
Comme
lim e"]ylzdy = (,
n—00 JRr\B(O,N)
alors il existe N > 0 telle que :
(m)F / ey < (42.3)
Comme ug est continue, alors
%in(l) Ug (m -V 2aty> =y () (4.2.4)

Cad 36 > 0 telle que si
0<tLo= \uo (:c = \/2aty> — Ug (:L")l <e V|z|<RV|y <N
par conséquent, de (4.2.3)-(4.2.4) dans (4.2.2)

e -w@l < 77| [ W@+ hPay|
R"\B(0,N) B(0,N)
7 2. lug| £ + w:}.e/ e"y'2dy =717 2|ugle+e¢

R»

AN

4.2.2 Equation Inhomogéne

On [considére le propléme suivante :
& — aAu + f (2,1) t>0,zeR”
u (z,0) = up () z €R"

ot f est une fonction donnée. On note e (R” X Ri) I’espace des fonctions
u (z,t) telles que u, dyu, Opu, Op0u € C (R" x R%)

pour tous k,l = 1, ...,n.Les espaces C¥? (RT™) et G, (RT) sont définis

d’une maniére a,nalogue
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Théoréme 4.2.2.Pour tout f € Cf (R}*) la fonction

u 5, h) == /0 (Ki s #f(8:)) (@) ds

appartient a l'espace C? (R/*") et vérifie les équation avec ug = 0.
Démonstration. La fonction u peut étre représentée sous la forme

u(2,f) = /Ot (4%8)'7(1 /n e%%ﬁf(m —y,t—s)dyds
Cette formule implique que u € C} (R}™) et
Oy (z,t) = (Kexf(0,))(z)+ /0 (Ksx (0:f) (.t —9)) (x)ds
t
Oy (z,t) = / (Ks * (Okf) (., t —9)) (z)ds
0

= / () ¥ / =5 (8f) (6.t — 5) deds
0 n

ou k =1,...,n. En dérivant la relation par rapport & z; et faisant le change-
ment de variable y = z — v/2sz,0n obtient

Lot opd oL .
OkOyu (z,t) = - (2m)2 / / 2(25)% e o (Orf) (x —V2sz,t—s ]l dzds
o Jr 4

Nous avons montré que u € @ (R .Vérifions les équations .En faisant

le changement de variable y = £ — /252 dans
On obtient

. =t |22
u(m,t)z/ —(2m)™ / e = f(a:—x/Qsz,t—s)dzds
O n
Si |f| € C, alors

- t -, 2;2
lu(z,t)| < C (27T)_§g / / e dads = Ot = 0 quand ¢t — 0F
0 n

De plus , les relations impliquent que
(8, — aA)u(z,t) — f (2,0) quand t — 0F

En combinant cette observation avec la relation

u(z,t+7) = (K- *u(.,t)(z)+ /OT (Kr_s* f(,t47)) (x)ds

On démontre que 'équation est vérifiée pour z € R", ¢ >0
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4.3 Unicité de solution

4.3.1 Principe du maximum
Théoréme 4.3.1.50it u € C?(R" xR;) NGy (R?™) une fonction vérifiant
'inégalité.

Ou—alAu <0 pour z € R", t > 0.

Alors
sup u(z,t) = sup u(z,0)
(z,t)eRTT zER™
et
inf w(x,t) = inf u(z,0)
(z,t)€R1+1 z€R™
Démonstration.

I su:ifﬁt de montrer que pour tout 7' > 0 on a

sup u(z,t) = sup u(z,0)
(z,t)eDT zER™

ot Dr={(z,t):0<t< T,z €R"}. Poure >0 introduisons la fonction

ue (z,t) = u (z,t) — € (4dt + |z*) .
Alors u, € C% (0, T[xR™) N Cy ([0, 7] x R) et

sup ue (z,t) = —o0  quand |z| — 00
0<t<T

Donc,il existe (mo, to) € Dr telle que

sup e (Z,t) = e (To, to)
(z,t)eDr

MOI.‘ltI‘OI],S que to = 0. En effet si o > 0, alors
Byute (zo0,t0) = 0,  Opue (20, t0) < 0,k =1..om

11 s’ensuit que
Byue (20, to) — alug (To,t0) 20

D’antre part,
(8 —al)ue = (B —ad)u—e (0 — al) (4dt + |xl2) < —2de < 0.
La t;ontl'adictiort obtenue prouve que to = 0.Nous avons établi 'inégalité

e (2,t) < e (20,0) < sup (u (z,0) — 5|x|2) < sup u(z,0).
z€R" zER™

En passant & la limite quand & — 0+ ,on obtient le résultat cherché.
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Chapitre 5

Résolution de I’équation de I
chaleur sur un domaine borné

5.1 Description du propléme

Soit! © un ouvert borné de R™ de frontiére I' = 92 et pour tout t > 0.
On cherche une fonction w (z,t) sur £ x ]0, 00 solution de :

i aAu = f (z,1) sur Q x ]0, oof (5.1.1)
u(z,0) = uo(z) sur 2 (5.1.2)
u(x,t) = 0 sur I' x ]0, oof (5.1.3)

ou |f : 0 x]0,00[ = R™ est la source de la chaleur et uo : O — R" la
distrubtion de la chaleur & Pinstant initial. Sont deux fonctions données.La
condition de Dirichlet signifie qu’an cours du temps la température reste
nulle & la frontiére. c’est la condition & la limite.

Bien entendu, il est possible d’imposer d’autres types de conditions aux li-
mites.

5.2 Décomposition du Laplacien dans L* (Q)

Définition.On appelle base Hilbertienne d’un espace de Hilbert H une suite
(Pr)iso elements de H telle que :

()| Tl =1, ¥k > 1.

(ii) <«pk,<pj> =0, pour tout k # j.

(iii) L’espace vectoriel engendré par les ()0 est dense dans H.
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Théoréme [3,p.192]. Soit @ # Q C R™ un ouvert borné.

1 existe une base Hilbertienne ()5, de L?(Q) et il existe une suite
(¢k)4so des nombres réels avec A >0

et Ay — 0 telle que

o € Hy(QNC®(Q) et
~Ap, = Ay sur Q.

On dit que les (Ar) sont les valeurs propres de —A (avec condition de
Dir 1chletl et que les (y;,) sont les fonctions propres associées.
En partlt ulier, pour tout f € L?(Q) on a:
o0
f=Y {f ¢ ¢, dans le sens de ()
k=1

5.3 Solutions Formelles dans L*

Commme ()0 €st une base Hilbertienne dans L? (Q) (d’aprés la défi-
nition précédent).

On suppose que pour pour chaque t > 0, z — u(z,t), z — f (,t) sont dans
I? (Q) ainsi que uo. les séries étant prises au sens de la convergence dans
A .

Alors, on peut écrire :

u(z,t) = Z cx (t) oy (2)

Fot) = S b))
k>0
up (r) = Zak%(x)

101 les ay (t), bi (t) sont connus et les ¢ (t) sont & déterminer. Pour que
u verl Ae (5.1.1), on doit avoir, formellement :

%—?; Ec 1) = alu+ f(2,1)
= ach (t) Apy () + D bi () i ()
Z {—adncn () +bx ()} ¢, (2)
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c’est-a-dire :

3 n @) = L {ahen )+ 50} 0 (2

n

de sorte que :
C;c (t) = —a)\kck (t) 1 bk (t)

ave¢ ci (0) =by car:

u(2,0) = cx(0)py(z) =uo(x Zawk (z)
k
On conclut que :

t
Ck (t) = (Lke“akkt +/ bk: (8) 6{—-a)\k(t——s)}d8
0

et

u(z,t) = }: age”" M, (z) + Z {/t by () e‘“’\’“(t"s)ds} o () (5.2.1)
k B0

En se servent des formules

ar = (uo,pg) = QUo(y)cpk(y)dy,

by = <f('78)’(10k:>: Qf(yvs)gok(y)dy

on obtient de (5.2.1) :

u t;(:vft) = /QK (2,9,5)uo (y) d?/—l—/o ds/QK(a:,y,t— s) f (y,8)dy (5.2.2)

ol

(z,y,s Z e~y (1) o (y) (5.2.3)

La|fonction donnée par K (z,y,t),0 <t < o0, 2,y € s’appelle la

fonctwn de Green associée & I'équation (5.1.1).

Elle se nomme aussi le noyau de la chaleur , ou bien la fonction
résolvante de I’équation (5.1.1).
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Proposition (théoréme de I'unicité)

So‘ie:nt 0 <T < oo,  un domaine borné de R™, u,v deux fonctions
con’ginues réelles définies dans Qx [0, 7] ayant leurs dérivées Dyu, Dyu, Dj;v,
1<li<n,dans Q x]0,T[ avec

Dwu = alAu+ f(z,t),
Dw = alAv+ f(z,t)

pour tout (z,t) € Qx]0,T[ ot a>0 est une constante.
Si @(x,()) =v(z,0),z€Q et u(z,t)=v(z,t), 2T ('=02),0<t<T
Alors : _

u(x,t) =v(z,t), (1) €Qx][0,T]

DéL}nonstration.
Posons :
w(z,t) = u(z,t)—v(z,t)

alors w:Q x [0,7] x — R est continue avec
Dyw = aAw dans Q x]0,7
w(z,t) =0, (z,t)€F=(Qx{0})u( x[0,T))
De la proposition (4.3.1), on conclut que :
w(z,t)=0, (z,t)€Qx[0,T]

L’affirmation pour T = oo s’obtient du cas T < oo directement en considé-
rant le cas Q x [0,7] pour T'=1,2,...

Remarque. Notons que pour le théoréme d’unicité, aucune condition de
régularité n’est nécessaire, ni sur f , ni sur Q) , ni méme sur les conditions
initiales et au bord.
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