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CHAPITRE 1, IAI?RODU'CTION

I

apitre 1

tr:oduction

on de la chaleur lin6aire est constitue le moddle type de la classe des
aux d6riv6es partielles paraboliques qui d6oivent,en g6n(iral, un

de diffusion.Son analyse math6matique et la compr6henriion des
i6tris qualitatives de ses solutions ont conduit A, d6velopper des outils
I',e:<tension permet de mieux aborder les moddles non lin6aires plus
lex,:s A, appr6hender.Cette 6quation s'6crit

4#:aLu(r,t)*f(*,t)

6 == fi-r'\rl est I'op6rateur laplacien, et le couple (r, t) est dans

[0, oc[, of 0 est un ouvert de ]R' . La fonction / est uner dorrn6e du
Cette 6quation est de plus assortie d'une condition initiaie:

u(r 0) == tro (r) pour r e. Q, of zs (r) est une fonction donn6e.
des interprdtations possibles de I'6quation (1) est la mod6lisation d'un
de r:haleur ,ians un corps. Voici I'interpr6tation de chaque te.rme de

-le d1z p,ermet de ddcrire l'6volution de la distribution de, cha,leur au
du termps, Notamment,on s'attend d, pouvoire d6finir la valeur d'une

solu ion a un termps , > 0 quelconque en connaissant la distribution d
I'i 0.
-le rn€: Lu cr:rrespond d, une variation de u par rapport ii, sa n:royenne

. lUn point r of Au (") > 0 est un point plus froid que son en1;ourage
(erb dont la temp6rature va augmenter),et inversement. Ce terrne cor-

nil donc d un phOnomdnes de moyenne, et va avoire tendance d' rendre
idres les solutions de l'6quation .

lons

(1)

or)

Qx

U
flux
l'6q

us corrrospond d,la distribution de chaleur d l'instant initial.



CHAPITHE 1. TVTRODUC?IOAI

R

de
ori

1.1

corps des nombres r6els.

Notations

les notations particulidres d cet mdmoire sont ddfinies dans ie texte lors
emploi, et ont g6n6ralement une va,leur locale, limit6e au paragraphe
sont employ6es. Les quelques notations ayant une raleur globale.

IR* : \ {0}.
IR+ [0, oo[. lRi :]0, oo[.
f,r-r-

l*l'

un ouvert dans ]R"
f) :la frontidre de 0.
fl,

Au(
iR'l+1T

Cu

Du. -

I"*{u pour u : (rt,...,nn) et {: ({r,...,{r)
Ie=L

ll'll': \^*].
+\ _ Sn 02u(a,t)v) - / 'j:L@-

J: lR' x [0, *[
+1) : l'epace des fonctions continues et born6es sur lR'

{-3,Dt:&, v'(# "' *)
x IRi

f

3



CHAPITHE 2. RAPPELS

',2rI lfbansformation de fourier dans trl

l,a
<ie

(:"t

rmatiorr de fourier est constamment utilis6e dans tout ler; domaines
ph,ysique.Elle est 6troitement li6e au groupe des translations dans lR.

g6n6ralernent dans JR').
tD6fi t.ion 2.1.1-. Soit / une fonction de lR' dans lR', appiartenant d
rr / ), On appr;lle transform6e de fourier de f la fonction € -* f({) ,

f or F(f)
Ftar

irse / e .LI

i(g) : [ ,-* r, (r) d,r .

../m,

entraine que I'int6grale qui d6finit i(g) u un sens pour
€ lR". / est donc une fonction continue de IR" dans IR".

Si f (*) : h@).fz(rr)........f,(rn) e',vec fi e
L'(

uLt j : 1,,,..,n, alors / (6) : /, (€r) .fz(€r) ....f.(€")

val€,ur r6eller (

iition 2.1.1.

tion.

d6fi

pour

2,L.

I\ious

'ftanslbrmees des fonctions gaussiennes

t c,i-dessous,sous forme d'un suite pour tout r € .R", a ) 0
€;St cronstante.

fn*"-orl--,, 
ti (rri:tf i @i)) d,r

lo.["-*"' f , 
(rr) ...."-o'^e^ fn (rn)]d,r

ln^"-."r, 
f, (r1) d,r1 I*^ lo."-u'-r^ 

f, (rn) d,rn

"fr 
(e,) ...f"G")

, ("-"'") : {(J"-*
ion. Soit f (r) : e-o'" ,a ) 0

(2.1.1)



CHAPITRE 2. RAPPELS

f (f\ :J \>./

:

:

calculer

-(","+t€*) dr

r+oo / . \2
I: I "-aP+tf,)J-*

dsons la variable complexe z : r * i,*'za
)

On pose ,f : * tele que

ion e-o"' est holomorphe enti6re,ce qui nous permettre de changer
le in d'integration
E (z)

"-o"2(z:r+i,A)

fl* "-re,"-o,"dn: l_: "

fl* "-^"'*f-*t"-*a*

"-* f* "-ol*+fi12 
4*

: 
llr^ 

u^u-tx-tt'l-zattx-o srl

s l)l r1?jir {r-"[o'-t^-0'l 1'-xrt'r-tr1 ]
: l.\ls-"[a'-'\'] * 0.r*oo

dr

({
La

p+6+D, 1_6 76 f6+i^
'_o*o^ n Q) d,z : 

J_o*o^s 
Q) d'z * 

J_os 
Q) d.z + J, s Q) d,z

: It* Iz* h (u)

1r:0eneffet

lf _r'.^ "-*'arl : llr^ "*no*t1x-t112 eudill

meme ragon

J1l3t' 
: o'

d,la limite lorsque d --+ 0 dans (o)

r6+i^ f *oo

li* / oQ)d,z: I e-o*'dtr-o-€ -/-6+i.\ J -a



CHAPITHE 2. RAPPELS

t:
, : ,,1;

f(e): J-:r*
, ("-"") : lr"-*

z.LJ. Soit / (*): r-ol"l', alors

("-"wt'1 : r ("-",t1 ..........F ("-",r)

- F (e*"*?.........."-"*tr) :,lT"u"*

: (I)' ,*
e 2.1.2. Si f et g sgnt deux fonctions appartenant d ,1(R")
transform6e de fourier ? .t ? sont 6gales, alors f et S sont 6gales

Tlansform6e de fourier inverse

e ,1(R") telle que f e tt (R").On a alors

7 : (2tr)-"F (4
or)
On

(f) ("): ./n. ei,.€d€
alors

F-' (f) (r) :

2,1.

Soit

(2n)-" 
lo,"u'ro€

(2n)-"F (r)



(P1

(

(P3
L1

F est une application lin6aire.

:@) :n€:i!:) 
1'i r,#. r')

_li. /,-n g ,'(re"),alors / * i@): ,/n. f'(r_ilg@)ds est dans
"),de plus le produit de convolulion

CHAPITHE 2. RAPPELS

F(f *d:F(f).F(g) :> f *s:r"(fO)

de fourier convertit un produit de convolution en produit

Si la fonction u ---+ *r f (r) appartient d, .Ll,/est de classe Ch et on a

fl*l (g) : 
In^(2ni.r)k 

f (r)e2ni€.,d,r

lfl-' rell < llrz""l- r @)ll,
.-la fonction r '- f (z) est de classe ck et si toutes ses d6riv6es jusqu,d
k appartiennent d, ,Ll,on a :

tr
oF

3'

la
sin
(P

majoration

(P4)
I'



3, MODELISATIOAI DU TRAAISFERT DE LA CHALET]R
DAATS UNE TIGE

o

.flux

.Iong

sauf

pit:re 3

a

t

3

le

3.

On

.Le t
sion
lPou

tube
unit(
lLoi
lFlux

0d6lisation du transfert cle la
eur dans une tige

lntroduction
rt de chreleur, I'ecoulement d'un fluide en milieu poreux c,u encore la
mol6culaire dans un solide sont tous gouvern6s par Ia m6me 6quation

ir'6es part,ielles.
nons une portion cylindrique d'une tige isol6e thermiquerment.Nous
l'oir comment la temp6rature de cylindre cidessous varie quand il

(ou perd) de la chaleur provenant du reste de la tige.

.Modtilisation
ppose que Jta tige est compos6e d'un mat6rieau homogdne .La tige est
le long der I'axe des r et on va mesurer toutes les qua,ntitds (i.e.

tenrp6rature,...) en chaque point r € lR,comme une valeur moyenne le
'u.ne couche qui est transversale d,l'axe des r .L'isolant entoure la tige

extr6mib6s en r : 0 et r : I ori des conditions frontidres seront

rt de ctraleur dans un mat6riau homogdne est semblabler A,la diffu-
atomes clans un gaz.

sirnplifier ,nous examinerons une situation unidimensionne'lle oi l'on
re des quantit6s uniquement dans les directions paralldles ri r.fioit un

lique et Qptr Qz sont les flux de chaleur (quantit6 de chaleur par
de 1;emps qui traverse la surface dans la direction z) :

Fburier :

chaleur : 6nergie par unit6 de temps traversant une surface unitaire



PITRE 3, MODELISA?IO.NI DTl ?RAAiSFERT DE LA CHALEUR
DA]VS {/]VE TIGE

Loi

Lefl

l-r LQ, ,,,il : ffil,l*,)
i : -nir

fourier.

de chaleur satisfait Ia loi de fourier

.ar
o : -K"=-'dr

I'ax
D'a
qui
une

La

r:sit Ia conLductivit6 thermique et T la temp6rature.Cette loi met en

que la conduction thermique spontan6 d'une r6gion de temp6rature
ve:rs une r(igion de temp6rature plus basse.Ainsi le flux de chaleur est

d Ia d6riv6e de Ia temp6rature par rapport A, sa position suivant

la premir)re loi de la thermodynamique, la quantitd de chaleur AQ
r:mmagasin6e dans un mat6riau de densitl p de longueur ,Ar ,durant

ntatio.n de temp6rature A? est :

;itd de chaleur
tem At est donc :

LQ : supA,nLT (1)

qui entre dans le cylindre pendant un irrtervalle de

D6finition de flux

Th6or6me de la moyenne

Loi de fourier

I',6q

=: - (q, - qt) Lt
A' - (o"ff) o'

--i -o',*(-r#) *
A2T

=: ArAt.k 
-otr"

ation (1) implique

sopA.rLT: O*Or.*f:;

divise par Az At et que At ---+ 0, alors on obtient

AT ,A2Tah-,u, At ,' 
0r2

10



,HE 
3, MODELISATIO]V DU TRANSFERT DE LA CHALEUR

DAJVS UNE TIGE

de Ia chaleur normalis6e est :

or)
Elle

aT ^027t)_ - tlAt - 0r2

- -&- ss1 une constante qu'on appelle la diffusivit6 thermique.
9uP

mathematiquement identique d, l'6quation de diffusion.

Conclusion

avons vu que le ph6nomdne de transfert de chaleur dans une tige satis-

fait '6quation de la chaleur.
r6solution, cette 6quation permet donc de mieux comprendre le concept

ion de chaleur dans les mat6riaux.

11



APITRE 4. RESOLUTION DE L'EQUATTOAr DE LA CHALEUR

SUR IRN

pitre 4

,L.,L

lJne

en

,[. ]1.

r\'

les si ions les plus fr6quentes correspondent A, des conditions initiales peu
169u 6rers;d'ori le besoin d'introduire une notion plus large que celle des so-

luti cl*siques,

re IR", f )0
r€lR"

r I _l*_ql2 />\u(r,t),: 1 .. -!e--v*-"0 (€) d€, r,€ € IR', t > 0.
JR l4Tat)2

u'e c (n" x ni) .

lut;ion de l'6quation de la
eur sur Rn

Solution plausible

ution classique du probldme de la chaleur est fonction de classe C*
,Cr en temps et v6rifie les 6quations ponctuellement. .En r6alit6,

Equat;ion homogdne(propldme de cauchy)

udre le syst;dme suivante

I * @,t) : aA,u(r,t)
I u (r,0) : uo (r) (4.1.1)

> 0 est une constante et Lu(r,t) :DT:, t#

A.L.L. Soit u6 € C (R") n r- (lR")

ti,o:r de (4.1-.1) est :

L2



'rTRE 4. RESOLUTTOTV DE L'EQIIATIOIV DE LA CHALEUR

SUR IRl/

r6solvons (4.1.1) pour r € R', t 7 0, avec la condition initiale u(r,0) :
); nous proc6derons d'abord formellement en utilisant les transform6es

ien de fonction donn6e u6 et de la fonction inconnue fr --+'tt,(r,t),
sans soucier de leur intOgrabilit6.

D' les propri6t6s on trouve :

uo(
de

t>

0u, ., A^
* (r,t) : aa(€,t) , a (z, o) : 0o (€) ,

i[ulr,t) : rf*(r,t): --al€r,lzag,il
i=L "*i

On
dt

une 6quation differentielle lin6aire de premidre ordre par rapport

I # G,t) : -a l€ol'0 (€, t) z € IR", r > o
t 0o (€,0) : 00 (€) r € lRn

t>Oet € fi*".
de (4.1.2) est :

O, (€,t) : 0o (€) .e-"tl€12

relation (2.1.1) :

r (e-aa'\: (;)t "#
--:-!-trt2

e-"tl€12 _ 
"o(#) 

'''

e-"tl4l2 -*l'l']

(4.1.2)

tout

.t.a) dans (a.1.3) :

a (€' 
')

: F l@nat)t 
.,

(4.1.3)

(4.t.4)

de(

: F (uo) .F l@ra|+ .e#wff



rrHE 4. RESOLUTTON DE L',EQIIATTOIV DE LA CHALEUR

SUR M.N

K'(r): t''I',u"#' (4trat)t

O' (€,t) : F (uo).F (Kr)

d, Ia transformation inverse de fourier,

u(r,t) : F-L (to * Rr) : us x K1

u (r,t) : =:--= [ u-*'t'-et'uo (O d€ (4.1.5)
(Atrat), lw-

4.L

Soit

Equation Inhomogdne

r6soudre l'6quation sde la chaleur suivante :

{ X!r,!l::Lu+ f (r,t), r erR,,,>ot ,o (",0) : 0
(4.1.6)

4.L.2. Soit / e cL,z (R" r Ri). soit :

ftfu(r,t): | | K(t-s,r-€)f (s,s)d{ds
Jo JR.

u e CL,z (n" x ni) et v6rifi6e (4.1.6).

tion 4.1.1. En combinant les deux th6ordmes :

solution de (4.1.6).

ration. Si on passe d, la transformation de fourier de fonction

r-+ f (n,t),t>0
nr i(€, t) : /*, e-i*€ f (n,t) dr.



'ITREi 4. RESOLUTIOAI DE L'EQT]ATIO]V DE LA 'CHALEUR

SUR IRN

btient une 6quation differentielle lin6aire de premidre ordre en ( :

! *rc,D : -o,lcl'a({,t) +i16,t; { € lR' t > cr

t A({,0):00(€) €e IR"

ution de cetbte 6quation est :

A (€, r) : 0o (€) e--ott€t2 + 
fo' "-aeftt-")/16, 

s) ds

il.isant la fcrrmule de convolution

(*,t) : ir-1 (00) x r'-l (e-'rer'; * lo' 
,-' (i) r "-at(t2(t-s)4,

: 
.[-^dffi"#t'-et" 

uo(€) d€

n I,' U--@##'tft4*-et' 
f G' (t-'l' o*) "

1 -t^r2I"|a

Kt (rl : 

-;Q 

4at

(4trat)z

""K, 
(€) uo (r -€) d€ + l-^llr' 

K,-, (r- €) / (g, s; asl a6

u(r,t) : (Ktx u6) (r) + 
fo' 

{Nr-"x /") (z)

ecrire

fr\- Iu) - I
"/R

(4.L.7)

une solution dutJn peut d6montrer que I'expression (4.1.7) est bien

ldrne sous des hypothdses sur us et' f .

nition 4.L,L. On d6finit le noyau de la chaleur par Ia fonction

K (r,t) - *J-----"-* ,r € R.', t > 0
(4nat)t

)' 0 est une constante.

(*)

ori
Le

\ot

de la c.haleur est la solution fondamentale de I'op6rateur differentiel

oA) c.d,.d I'op6rateur de l'6quation de la chaleur homogd:ne.Le noyau



de

le

4. HESOLUTTOIV DE L',EQIIATIOIV DE LA CHALEUR

SUR R.IV

chaleur permet de r6soudre explicitement l'6quation de la cha,leur dans
ori Cl : lR'.

A.L.L. Pour tout a € IRn, t > 0. Alors J;" K (n,t) d.r : t.
Il est connu que 

-fR e-*'d,r : \hr( int6grale de Poisson ).

ln,* @,t)d,r: # Io_uwo*
Par
On

changement de variable, on pose : A : ffi

: # l-^e-a'd'a

: h 1".... Inn', 
.......e-oz d,at...........dan

: (h |""-"d'a) 
:I

4.L.2.

u6 : IR.n -+ IR. une fonction continue born6e

(avec K1 d6fini par (*))

u(r,t) * K1* us

une solution de l'6quation homogdne :

I *@,t) :aLu(r,t) r€1R", r>o
t u(r,O):uo(r) z€iR'

(4.1.8)

u d6finit par (4.1.8) est de classe C* dans IR"x]0,oo[

uo@) ( z (r,f) ( suR uo(*) pour tout r € IR',, > 0.

avec

(4.1.e)
o€lRn

lon.

u(r,t) : # lo^"-Wuo 
({) d€ (4.1.10)



RESOLUTIOIV DE L'EQT]ATION DE LA CHALEUR

SUR R.N

(-r
" t/2at

:

ft-\-
u(r,t) : I g (a)uo lr + Yt/zat) dY

Jm'- \ '/

L _Bl
o ful : ---------n € 2

(2n)u

(4.1.11)

ot)

parait dans I'int6grale (4.1.10) est de classe c* da,ns les variable

..r,; de plus , t^re est bornde, on v6rifie qte DoK (r - €,t) u6 (O est

le dans IR" pour tout multi-indice

,,a4,.......en) p* rapport aux variable (t,r1,""'rn)' 9e Oui permet

: & et D1: ft,on upour tout t > 0 et tout r : (r1,""'n"') :

: ffiN (*,t),Dii: {# - *ro (r,t),D1K (r,t)

: It.t' -3\ K@,t): \w- al

g)0 et g(v)da:l

D1K (r,t): aLK (r,t)

ut: aLu Pour tout r € iR', t > 0

est continue, on a, pour tout g € IR'",et tout zs € ]R" :

I*

dei id"n-i'e"ir*rge de Ia d6rivation Do avec I'int6grale Ju.d""tt (4.1'10)'

ntrons que u v6rifie l'equation homogdne

tnK (r,t) : # -|nt -|n1+no1

o: (

(")
en

d'ot, Dj

K (r,t)



En uti
o

Ug

donc

(in

c-A,-d.

APITRE 4, RES2LUTIO]V DE L,EQI]ATIOIV DE LA CHALEUR

SUR ]R.N

Iim uo (r * ,Jnt\: uo (ro)
[,+Q,a+tg -\ - /

ceci et le th6ordme de Ia convergence domin6e de lebesgue on

de (4.1.5) sachant que :

born6e et g est int6grable "t lR. g (y) dy : t :

lim u(n,t): uo (ro) , r € IR'
f,+Q,s+16

u v6rifie Ia condition initiale de la relation (4.1'5) et comme us est

g (il uo (* + uJnt) ,, * (sup us) 
ln^t 

(u) aa

inf zo ( u ( suP?r6

itlon 4.L.3.

' 
n"*]0,*oo[-+ ]R. une fonction continue born6e de classe C2 dans

, *oo[, "Vt"t 
,u, d6ri',r6"s partielles d'ordre 1 et d'ordre 2 born6es dans

**[,
fonction I rt

u (r,t) : | (Kr-" x f ") 
(r) ds

Jo

une solution de l'equation non homogOne :

0u ol"d:o\u+f(t't)

€ IR' et t > 0 v6rifiant la condition initiale o (r,0) : 0, :L € R*'

rf
uo) I g(v)da( I

JRr JIRn

Prop
Soit
R"x]
IR"x]
alors

w (n, s,f) : 
lo-

K (r - €,t') f (€, s)d€ (4.t.12)



4. HESOLUTION DB L'EQUATIOAI DE LA CHALEUR

SUR R.N

)0,s)-0, f ) 0, alors :

f
u (r,t) : I w (r, s,t - s) ds

J]RN

de variable :

F 
-ry>----: - QtJra d

(4.1.13)

g (il f (, + uJnt,') o,

1 - l't2.-:-;e 2

(2n)"

s @)v f (* + at/znt,') o,D1w (r,s, t) :

w (n,t, s) : 
Iu_

(v) :

(4.r.r4)

(i)"* I* (4.1.15)

(4.1.16)
D1

d.(

lo

D"(

fr\
(r,s,t) : l^_ 

g @) Diif lr + ut/2at,s) du
JR.

1.15) et (4.1.16) on aura :

Lu (r,t) : l: Lw (r,s, t - s)ds

de A :f ,,, et [^'0, (4.1.13) est facile a, justifier.
j:r Jo

(4.1.17)

1.14) on deduit que Pour s 2 0,r € IR'

lim w(r,s,i) : /(r,s)
t+0,x+ro

nous permet de Poser

w(r,s,0): /(r,"),r € IR''

ir une fonction donn6e par u, (r,, s,,t) qui est continue pour r € lR'pour

,s ) ,r>0.
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Orr

Ori on utilis6la formule de lebiniz

de (4. 9) on saut que

car K

D1w (r,", t) : aLw (t' s't)

fr - €,t) v6rifie la m€me 6quation, et on peut 6changer les d6rivations

et I'i dans (4.1.5).

On en lut en utilisant (4.1.10) que (4.1'9)

D4t:aLu* f (*,t) t ) 0,r € IR"

le fait
lim u (r,t) :6

[,+Q,a+x.g

S' du fait que ltr.'l < M - sup,r€>Y lf @,t)l gr6'ce d (4'I'L2)

: qu'd justifier (4.1'13). Pour ce faire,posons,pour r e IR?' frxe,

h(s,t):w(n,s,f-s) 0(s(t

(t,t1 : w (r,o,t) : f (r,t), t > o'

l.t6) on voit que
(s,i) --+ h(s,t)

inue pour 0 ( s < t, f ) 0, et que

t ddriv6r u(r,t) par rapport A, t dans (4'1'13) pour avoir :

Dp(n,q: I D4a(x,s,t-s)d's+f (*,t)' (4'1'18)
Jo

Il ne

avec
De(

que

est

est

est

D1h(s,t) : Dtw (r' s' t - s)

(s,t) --+ Dlh(s,t)

pour 0(s(t avec

lDft(s,r)l < c(t-')? o<s<t

7t 1t -l
I prn(s, t)lds < c / (t - s1-t- ds ( oo

Jo' Jo

ftH(t): I n@,t)as t>0
JO

C> 6tant
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(0) : O notons que -H (t) : u (r,t)

7t
H' ft) : I D1h(s,t) ds + h(r,t) ,

Jo

est En effet si e > 0

H (t+ e) - H (t)j : [' L"tn(s,t* e) - h(s,t)]ds
Jo e

*'- ['*' h (s,t -l e) d,s

;t', ,\: lrrn(s,t+e')dtJo,

*t- ['*" {h (s, t + 6) - h(t,t)} d,s + h(t,t)
€ Jo

e' ( e; lorsque € * 0, Ia premidre int6grale tend vers

[" orn (s,t) d,s

Jo

Existence de solution

Equation homogdne

le propldme suivante :

( *:aLu t)0,r€lR"
(i(",0) :uo(r) r€IR'

t>0

ot0

4.2

4,2

On

(4.2.t)

(r) est une fonction donn6e appartenant d' l'espace Cb (R") des fonctions

et continues sur IR'.

r€lR"ett>0
-n -lal2Kr(n): ( trat)-z' e-ttr

4.2.L z

tout us € Cb (R") Ia fonction

u(n,,t) : (Kr * uo) (tr)

: (urat1* [ "-ry#uo(€) 
d€

Jn"
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SUR RN

ient d l'espace C* (R' ,. Ri) n Co (Ri*t) et v6rifie les 6quations .

ration :

K est de classe C- sur IR'x]0, oo[, II est facile d'appliquer Ie th6o-

de d6rivation 2 sous le signe

int(
On

al pour montrer que u e C* (re' * Ri) .De plus,pour r € IRD,, > 0.

o1K1(r) : (Anat)+ "# 
| l"l' "flw- ")

\ifi@) : - (&rat1t "# lt

alN,(r) : (atrat)t "# l(:q '- :ll\Zat/ 2at)

on conclut que u v6rifie l'6quation (4.2.1)'

Montrons que u e Ce (lR" x IR1) .En effet si lrol < C alors :

lu (r,t)l
Jm"

: llroll." @nafi# (l-u'' (rl-"4 or,)

: llrroll* (Atrat)* (164" (G)"
: ll"oll- @nat)+ (Atrat)+
: llroll*

Montrons enfin que u(r,t) v6rifie la condition initiale au sens que , pour

lg" (", t) : uo
,R>0ona

sur [-R, R] .

e > O.En faisant le changement de variable

D'
(")

(I'@)d',)

t: r - zJata
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On

l"(

il existe AI > 0 telle que :

(4nat)+ 
Io."-,ot'luo@ - zt/atil - uo@)1. {+ot)t au

(n)t 
lu."-,ot'l{ro, - 

zr/ata) - us@)ldsr (4.2.2)

lim t 
"-tu12 

4y :0,
n+oo ../pn\B(O,N)

(4.1)

(4.2.3)
--I(")t I e-tat" dy < e

J IRN

par

Ir

On

4.

u6 est continue, alors

(4.2.4)

:d > 0 telle que si

0StSd=*l*k-16*)-,0(r)i <e vlrl sR,vl;vl Srrr

uent, de (4.2.3)-(4.2.4) dans (4.2.2)

,2 Equation lnhomogdne

Ie propldme suivante :

ori
u(

| *:aL,u *f (r,t) 
'>o,r€iR"I , (r,0) : zo (r) ,t € IR"

' est une fonction donn6e. On note C1,2 ([Rn x Rl) I'espace iles fonctions

, t) l;elles que ?, 01u,\pu,0p0p € C (lR" x Ri)
tous k, I ='l,...,n.Les espaces Ct't (Ri*t) et C|'2 (Ri-t) sont ddfinis

:rnanidre a,nalogue.
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rne 4.2.2.Pour tout f e Ct (Ri*t) la fonction

rt
u (r,t) : 

Jo 
(*r-" x f (s,.)) (r) ds

ie:nt d, l'espace Ct'' (Ri*t) et v6rifie les 6quation avec uo '* 0.

tration. La fonction z peut 6tre repr6sent6e sous la forme

u(t,t): I gnqA [ "4f (r-a,t-s)d,yd,s
Jo Jm"

ficrmule implique que ?, € C; (Ri+l) et

t)1u(r,t) : (K, x f(0, )) (r) * fo' {N" * (Lrf) (.,t -s)) (r) ds

pt
01,u(r,t) : 

Jo 
6" * (lnf) (.,,t - s)) (r) ds

^+, hr)4 [ "-4 @nf) (t,t - s) d,{d,s: 
J, v 

-/R'

(,,t) : - (2n74 
I,' l:z1el* u# @rf) (. - O;l - ,) a"a,

avons monLtr6 que ?, € Cl'' (mi*t) .V6rifions les 6quations .En taisant

de variable A : tr - t/2sz dans

btient

u(r,t): 
lo' - Qn14 l*^"*, (, -'m,t - s) d'2,1s

| <( c, alors

ln (r,t)l < C (2i)+ [' [ "*! 4r4, : Ct -.0 quand t -+ 0+
Jo "/n"

us , les rela,tions impliquent que

(Q - aL)u(r,t) "+ / (t,0) quand f -* 0+

l:inant cr:tte observation avec la relation

u:,(r,t* rr) : (K" *u (., r)) (.) . I: (K,-,* .f (., t + r)) (r) d,s

: 1, ..., n. Iln d6rivant la relation par rapport d" q et faisanb le change-

de variablet U : tr - 1/2sz,onobtient

sil

De

On ontre que l'6quation est v6rifi6e pour tr € IR", t > 0
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Unicit6 de solution

Principe du maximum

4.B.t..Soit u e C2 (lR'x 1R+) n C, (Ri*t) une fonction v6rifiant

ltu-aAu(0 Pourre IR', t>0'

sup u(r,t) - sup u(n,0)
(z,t)elR[+l r€]Rn

inf u (r,t\ : tlof, z (r, 0)
(z,r)e R!+1 r(

ation.
t d.e montrer que Pour tout 7 > 0 on a

sup u(n,t) - sup u(r,0)
(t,t)eD7 z€lR'

{(*,t):0 (t {T,r €R"}. Poure ) 0 introduisonsler,fonction

u, (x;,t) : u (',t) - e (+at+ l"l')'
u, e C2 (10, 

"[x]R") 
n Cb ([0,7] x R'") et

sup 'u€ (r, t) -' -oo quand lrl -+ oo
0<r<?

,ii erxiste (r., to) € D7 telle que

sup u, (r,t) : u" (rs,ts)
(rl)eDr

que f6 : 0. En effet ,si fs > 0, alors

01';u, (rs,ti 2 0, }lu, (rs,to) ( 0, k : 1""""n

01uu (rs,ts) - aLu, (rs,to) >- 0

trr: part,

(ttt-aL)a,":(0t-aA) u-e(01-oA) (+at+ ltl') ( -Ztle<a'

ictiorr obtenue prouve que fs : 0'Nous avons 6tabli 1':in6gaiit6

uu(n,t) ( u, (r0,0) < sqp (u (r,0) - 'l'l') < sqp u(r'}) '

d, la limite quand e -r 0+ ,on obtient le r6sultat cherch6.
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SUR UAI DOMAIN.E BORAIE

pitrre 5

siolul;ion
eur sur

de l'6quation de la
un domaine bor:n6

5"1

Soit
On

Desc:ription du ProPl6me

f,) un ouvert born6 de lR." de fronti6re | : E0 et pour tout t ) 0.

he une llonction u (r,t) sur f) x ]0, oo[ soiution de :

)tt ^ rl#.:-aLu : f lr,t)
OT

u (r,0) : uo@)

u(r,t) : 0

sur f,) x ]0, m[

sur f,)

surfx]0,oo[

(5.1.1)

(5.1.2)

(5. i.3)

(

/ , f, x ]0, oo[ -r ]R' est la source de la chaleur et us : f,l + lR' la

ub,tion dL la chaleur d, I'instant initial. Sont deux fonctions donn6es'La

ition de Dirichlet signifie qu'an cours du temps la temp6rature reste

d,la fronti(rre. c'est la condition d' la limite'

enl;endu, il est possible d'imposer d'autres types de condil;ions aux li-

D6composition du Laplacien dansr tr2 (O)

ion.on appelle base Hilbertienne d'un espace de Hilbert f/ une suite

*ro d'elements de -[1 telle que :

llv,*ll :7,'dk>r'
('Pr,P) : o, Pour rofi k I i'
jr';;pil" r,ectoriel engendr6 par les (p)r">o est dense dals fy''

(i)
(ii
(ii
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il
me [3,p.192]. Soit s*QcR^
une bas,e Hilbertienne (P)eo

u(r,t):

f (r,t) :

0u :
0t

:

un ouvert born6.
de L'@) et iI exister une suite

On
Diri
En

'(pk) ,o rles nombres r6els avec )r > 0
r3t -+ 0 telle que

sr" € H; (ft) n c* (fi) et

-LVn : \*9n sur f)'

que les tilt) sont les valeurs propres de -A (avec condition de
') et que ies (p^) sont les fonctions propres associ6es'

iculier, pour tout f e L'(0) on a :

oo

/ : t (f ,P*) P6 dans le sens de 
'2 

(o)
k=7

Solut;ions Formelles dans ,L2

(p)wro est une base Hilbertienne dans .L2 (f)) (d'apr6s la d6fi-

nlr:
On
7z
L2

AK

Ici,
u

D"*(t)pr@)
k>o

Ir* Q)pn@)
k>0

s-uo@): L,orPr@)
k>0

on(t), b6(t) sont connus et les "n(t) 
sont d' d6terminer' Pour que

(5.1.1), on doit avoir, formellement :

De"ft)p*(r) : aLulr f (r,t)

oLr,(t) Lpr(r) + I b1,ft) p1,@)

kk

l{-o\,",(r) + be (t)} p"(r)
k

n pr6c6dent).
uppose quepour pour chaque t > 0, tr --+ 'u,(,,t) , fr "+ f (r,l;) sont dans

i ainsi qr* ,0. Ies s6ries 6tant prises au sens de la convergence dans

).
, on peut 6crire :
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sun ulv DIMATNE soRivE

ck (t) : or"-"^o' + lr'

(*,t) :\ane-"xrrp*(r)- 
T {lr' 

u-(s)s-a)r(r-",0r} pn@)

on

u

ori

Lt,(t) p*(") : l{-ox,,u(t) + b* (t)} p"(r)
k

CrQl : -a),pc1"(,) + bk (t)

"r 
(0) : bp ca;. :

u(r,0): t cn(0) Vn(r) : uo(r): D axPr,(r)
7rk

ut que :

b* (s) e{-"rxQ-")} d,s

servent des formules

a1a : (uo,gx): Iuo@)p,,(g)da,
Ja

b1, : (/(.,"),er): I t@,s)pk@)da
JN

de (5.2.1) :

K (r,a,t) : I e-o\r'g*@) Pr @)
k

fonction donn6e par K (*,A,t), 0 < t 1 n, r, y eO.L --t

bien
ion de Green associ6e d I'dquation (5.1.1).

se nomme aussi l,e nogau de Ia chaleur , ott

(5.2.1)

s) ds (5.2.2)

(5.2.3)

s'appelle la

la fonction
de l'6quation (5.1.1).
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Pr,
Soi

i.tion (th6or6me de I'unicit6)
born6 de 1R', u, u deux fonctions

ayant leurs d6riv6es D1u, D,;4u, D,i;,u,
b ll < ? ( oo, C, un domaine
nu.es r6elles d6finies dans 0 x [0,7]
i 1.,'r'1, dans 0 x ]0, T[ avec

tout
(r' o)

Dtu: aLu*f (r,t),
Dtu : aLu*f (r,t)

(r,t',| eO"]Lf[ ori a)0 estuneconstante.
: u(n,0), r e O et u (r,t):u(r,t),r €l (f : Af)),0 < 

' 
< 

"'
u(r,t) : u (r,t), (r,t) eO x [0,"]

w (r't) : u (:r't) - u (r't)
u.' : O x [0, 

"] 
x -* IR est continue avec

D1w:aL,w dans Qx]0,7[

w (:r,t) :0, (n,t) e f : (0 x {0}) U (f x [0' 7])

proposition (4.3.1), on conclut que :

w (r't) : g' (r't) e 0 x [0' 7"]

rnation p6ur ?: oo s'obtient du cas ? < oo directement en consid&

le <:as 0-x [0, "] 
pour 7 : I,2,."

rque. Nlotons que Pour le th6ordme

:ib6 n'est n6cessaire, ni sur / , ni sur
d'unicit6, aucune condition de

f,) , ni m€me sur le,s conditions

et au bord.
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