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CHAPITfrIE 2, NOTIONS FONDAMEITALPS ET DEF'INI?/OATS

ce semi { roupe par : ? (t) : erA.

ll7(,)ll s Me't

itiion 1.6. Soit (? (f)) ,>o un semi groupe fortement continu sur X,I existe deur constantes r6elle s IuI /"I ", , a IR telles que :

erlors

Ce

Si c.,...'

Si c,,'

ndra

,Y -,.r4. ,eSt

Vu € X, #, U, u : AT (t) u : T (t) Au (1.8)

2,,3

r de Hille-Yosida. Soit X un espace de Banach et A: .D (A) cun op6ra1;eur lin6aire.

si et ffffif,"r 
d'un semi groupe fortement continu T (t) detype (1, ar)

r-groupe est dit de type (M,r).
0 
' llr (t)ll :, u , T (t) ," ,ro-*" c6semi-groupe uniform6mernt born6e.

0, tw : L,lll: (t)ll { r ,T (f) se nomme c6 semi_groupe de co;ntraction.

,1*..Pt, (7(r)),>o un semi groupe fortement continu, et .4 sa 96_:infinit6simal. Alois ;

A erst ferm€r.

D (A) est dense dans X .

Jc,.r, fooi c p (A) et llft1 (a)ll S *, po.r, tout ) € lr,r, *oo[.l) =. ()/ - A)-' est l,op6ratu,r, ,eJolrrunt de .4.

(Hyl)
(Hy2)
(H'rs)
ot B1(
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rO pitre 3

546n6ration de semi groupe
elment continu par le

lacien sur Rn

Dims cnilprtre' on pr6sente l'op6rateur de Laplace dans BUC (rR,),et dans

L'op6rateur de Laplace sur lR,

I/r'(nRa

3.1

iSo:it I' ion de la, chaleur suivant :

I#@tt):aa.u re R',r)o
I z(2,0):uo(r) uo€X

0 r:st une r:onstante, A,u est le laplace ddfinie par Az :r?:rffi 
,re fr>nction donn6e, 1r : .t:(r, t) est I'inconnue.

ns une solution formeile. pour ce faire, prenons la transformation dele l'6quatiort (Z.I) par rapport dt" r

'(X@'D) 
: aEt=,F (#o,u)

Jr (u (r,t)) : fr ((, t) on obtient

# 0,, : oU :,, (t€,)'t (€,t)

: -oET:rl€,1't1q,t7: -"le;'t(€,t)

(2.1)

crri a,

?.lg rlgl

o



, 
5,?lffiHilf,

de (2.2) est

AG,t): ?A (€) e-"tltl2

r ("-aa") : 111"/2 e#

e-ot l€12 : 
"$ltl'

e-ot ltl2 : F 
f@nat)+ "#brl

(2.3)

A G,il : F (uo) r (@trat)+ e#wf\

la proposition 1.1 (iii) on obtient :

u(r,t) : uo(r) x (&raflt e*l*I"

(2.3)

(2.4)

c'est A,

solu
po$ons

u(r,t):

plaflrsible.

clmme suit :

u (t,t) : Kt * uo

t)0

(2.5)

(2.6)

{7 (r)},>o d6finie sur X

#!"#tu*t'uo,,d,e

K, (r): -- 
l-, 

fi1,-€12
(4trat)z

peut

D6fi

par :

""*,t f @o (")): zo ({) on obtient un 6quation diff6rentielle ordinairere dfr 1 er ordre par rapport d I

[#*"1€ft(€):ol. 6 (€,0) :'a (€) (2.2)

{2.7)



3. LA GENERAUOAT DE SEMI GROUPE FOIITEMENT
CONTINT] PAR LE LAPLACIEN sun n,

2.L. La semi groupe d6finit par la formule (2.2) s,appelle semissienne.
le g6n6rateur infinit6simale du semi groupe Gaussienne par.

(A): {uex,o'u )\ / L--'- d4€X,PourtoutT-r,...,nj
Au : aA,u

ot X - BIIC(lR

On

On

(i) 7
En

of 2.2. On d6finit i'espace

ulcfn"t : I u: ]R'--> R. application tq u est born6e l\ / L "t 
est uniform6ment continue sur lR, ]

t Fur cet espace la famille d'op6rateurs {? (r)}r>o d6finie par (2.7).
n{re ce r6sultat pour dans I'espace BUC (R) .

eft un op6rateur lin6aire born6 sur X

) f"' t*l + uz (€)) : * [ "#o-rr @r G) + u2 (O) dE( nat)z 1

t)
b:

'(t

r (t) (au($) :

"+ [,#w-rr,r ({)d€
(hrat)z 1

*;+ ["#w-et'u,(€)d€
@nat)'{.

T (t) u1 (€) + 
" 

(t) u, (€)

-+ ["*o-rr @ug))dt( nat)z 1

,3-, ["*w-et,u@d,€( rat)z I
aQ(t)u(€)).

10



3. LA GENERATION DE SEMI GROUPE FOHTEMENT
COI\r?IArU pAR LE LAZLACTEN SUn n,

(par hypothdse) et pour tout f,s ) 0 on a:

(s)u(r) :

c'est
K,t+,

[ "*, 
( -€2 

(t + s) - ztr€ + r't
il \ 4ots d€

11

1Kr(€): =Lu#21/rat

r(fiu(*):Krxu(r)

T(t+s)u(r):Kt+"*u(n)

r (q [K, x u (r)] : Kt x [K" * u (n)]
(fixK,)xu(r)
(car le produit de convolution est associatif)

: K4" xu(r)

(2.8)

: ##{*(#)*,(-%g; ,,
R



,Tf,fif^5gxffiy*"ilf,

{*' (-urd- )},ffi { exp (-q2) drt ("" n :
,*,:-ffi]l*

(tii)
Ona

ntrer (2.8) on a besoin seulement de v6rifier :

r*o ll7 (t) " - ull : O.

donc,

r (flu(r) : h{"=*u(€)d€-,(,) (, : *)
R \- 2t/at

Lf/: 
C J 

e"p (_s2) u (n +2,/;W) d,y _ u(r)
R,

L f . -r /: 
G J "P (-a') l" (" + z'/;w) - u @)] ds

IR

\ 1 f , .,
) - ftJ exp(a)"u(r)dy.

IR

u est uniform6ment continu :

Ve ) 0,ld > 0 : lr, - rl <f ===y lu(r,) _ u(r)l < e

un € > 0 donneet t ) 0 (fix6) (r, : r+2fig\,
lr'-*l:2t/ita<6

t+" \n*')

t2



c'est

v(t

'ITRE 3. LA GENERAT/OAI DE SEMI GROT]PE FORTEMENT
CONTINU PAR LE LAPLACIEN SUR ]Rff

d dire lul < ;ftr: d'donc :

u(r) - u(n)l

lal$'

7 f ct /*h,L,"-'" 
Iu (t + zt/otu) - "@)lav

la,
lsl(6' lsl>6'

ce qur

c'est A,

un,r,!.*, ("* z{;w) - u@)lav

{rJ
lal>6,

::=+ ll"(r) u-ull (e*'ry [r-r'ay
'" ,or'r-o'

implique que :

llr (t) u - ull < u +4!! [ "-,' as
\/n 

,rr!ro,

d, la limite (t -* O+) :ffr ) 0, t 1fu:

zll"ll f -",2.-F J e " d,a<€

lyl>d'

f.lim I e-a" du :01-o J
lcl>d'

Ve > 0,ffr ) 0 : t < tr ---i llT. ft)u - ull < 2e

linl ll7 (t)" - ull :0l+0

c'est e,

13



:::*'' " 
o *"* u^ffifl\,flT'rXY 

rtr:tr TEflilffi#filf,

ues 2.2.
1. Ce semi groupe s'appelle semi_groupe Gaussienn.e.

lait la m6me faqon.
2. La" d6monstration dans l,espace BIIC (R") pour n i>2

D6n
sance

so no
fami

Ona
La

(Efony

d6tfinit
oo,,

,o (R"

Ainsi
Co:m

Caso.u X_ rr(R") ,L{p<oo
de Schw.artz

ition 2.3. IJne application z : IR' ---+ C est dite fonction d d6crois_rapide si tt € C- (JR') et

t,,li5l lrl'" D"u(r): 0, pour tout m € N et tout a € N",

S (R") ,= {u € C- (R") : z est d d6croissabce rapide}
me espace ,ie schwartz. La topologie de s (R") est d6firnie par la
des semi-normes :

llull *. : j.T, lr* D" u(r)l

, (lR") c S (lR") avec densit6.

dans lui m6me, de plus la
de S (R") dans lui-m6me

g6:n6r6s par aA (o > 0)

2.L, La, famille d,op6rateurs (T(t))r>o donn6e par :

I f@u: K1*1r, t > 0
L r(0):1

sl3mi-groupe fortement continu sur I'espace X : Lp (R"), 1 < p <

.striation. Oomme Kt e E (lR"), alors T(t)u existe pour tout z €
, de plus, d'aprds l,in6galit6 de young (Reed_Simon p.Za; ,

llr (t)ull,s llK, ll, ll"ll, s ll"llo

;tic::-urtotr de Fourier applique S (R")
mation de Fourier est un isomorphisme
.168).

que op6rateur Z(t) (, > 0) est une contraction sur
Jl(:R") est dense dans ,o (R") et est stable par

,o (R").
7(f), il suffit

d'6tudi la restriction 
^9(t) 

: ?(f) l51e"y

t4
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CHAPITHE 4. LA GENERAT'OAT DE SEMI GROUF'E PAR LE

- 

LAPLACIEN SUR SUR UN OUVEHT.BOA\TE PP MN

pitr:e 4

g6n€rration de semi groupe
le laplacien sur sur un

errt lborn6 de R2

Introcluction
;e une fagon plus simple de v6rifier les hypothdses du th6ordme de
bsiida. cette formulation, dite th6ordme de Lumer-philripf er;t surtout
lide;rement pratique pour des op6rateurs anti-adjoint. On va l,6noncer
cixlre g6n6ral d'un espace de Banach x mais on fera les d6mons-
dlans le carlre d'un espace de Hilbert pour lequer le duar d,un point

4,.2 0p6rarteur dissipatif
on 3.1. U'n op6rateur lin6aire A:D(A)CX--+X estdit

4.7-

Il exi
Hille-
partic
dans l
tratio:
est tri

pour

R.(
lD(rfini

t u e X,ilexiste u* eX* telque: (u*,u):llullz = llu-ll,
et

3'2' Soit -I1 un espace de Hilbert de dimension infinie r:t

A: H ---+ H
A se nomme dissipatif si :

Re (Au,u) < 0, Vu e D (A)

15



CHAPITHE 4. LA GENERATION DE SEMI GROUPE PAR LE
LAPLACIEN SUR SUR UN OT]VEHI BOHNE DE ]RIT

n 3.3.
A: H --+ 11 s'appelle m-dissipatif (m:maximal) si :

.4 est dissipatif et
(I - A) est surjectif.

c'est
(i)
(ii)

dire si :

(Au,u) < 0.

€H,Ju€D(A):u-Au:u.

ll"ll, : (u,u)
: (Au * u,u)
: (Au,u) * (u,u)

ise I'in6galit6 de Cauchy Schwartz on obtient :

ll"ll' < Re (a, z) < | (r,u)l S ll"ll llrll

ll"ll < ll,ll

llrr_ a)-,,lls il,ll

e 8.1. Soit ,4 : H -+ H un op6rateur m_dissipatif, alors L e p(A),I * A est bijectif et (I - A)-t esr born6 avec ll(1_, )-tll <'1.. "

u e D(A) tel que (I - A) u, : 0, ceci implique :

(u- Au,u- Au) - [ ==1 ll"llr+ llA"ll, _ 2Re (Au,u):g
Re (Au,u) < 0 on trouve que

ll"ll' + llA"ll'< ll"ll, + llAull2 - 2Re (Au,u) : s

ce qur implique que u:0. D'ot I'injectivit6.

On

rne I - A est bijecrif, alors pour tout u € x, il.-,##St# ,PA) telque u-Au:u. -----4,
a: \-/ 

)

16



que

direc'est

ceci

CHAPITRE 4, LA GENERATION DE SEMI GROUPE PAR LE
LAPLACIEN ST/R SUR UN OTJVEHT BORNE DE ]Ri/

ns6quent :

llrr -.4)-'ll < 1.

3.2. Soit A : H -+ .F/ un op6rateur m-dissipatif, alors ,4 est un
ferm6.

(u") c D (A)
que:

ttn-Aun:(1-A)rn-u-a
(I - A)-t est continu alors :

Jg (/ - A)-' (un - Aun) : (I - A)-t (u - r)

u: (I - A)-t (u - u)

telle que ):::""": ?r €t )\Aun: r.

u€D(A) et u:Au.

u € D(I-A):D(A)
et(I-A)u : u-n

:=+ Au: u

est ferm6.

A est un op6rateur m-dissipatif, alors A est d domaine

lut que ,4.

3.3. Si

lon.

On
a"ltors i

onne par I'absurde. on suppose que .4 n'est pas de domaine dense,
existe us e D (,4)- tel eu€ us I 0 v6rifiant :

VueD(A):(u,zo):0

,4 est m-dissipatif, alors il existe u1€ D (,4) telle que :

U1 - Au1: ug

L7



puis

CHAPLTRE 4. LA GENERATTOAI DE SEMI GROUI>E PAR LE
LAPLACIEN SUR SUR UN OUVEHT BORAIE DE ]RN

le procluit scalaire &v€c u1 :

\u1- Au1,ur) : 0

prend la partie r6elle :

Re (21 - Au1,u1)
(ur,u) - Re (,4,u1, u1)

Re (,,4,21, rt) a 0

(u1,u) : g

?ct :0
i 'IJ"s == 0 , contradiction avec l'hypothdse. Donc ,4 est d domaine

3.4. Soit A un op6rateur m-dissipatif sur un espace de Hilbert 11,

et llfi;(,a)ll < i pour tout ) > 0.10, oo[ c p(A)

R()/- A):X pourtout )>0.Prenons u€X,alors:

l: th6ord.me de I'application contractante, la dernidre 6quation pos-
solution unique u € D(A) si ll(l - e)-'ll tt - )l < t.

rn(3 llfl -,4)-tll < 1, il suffit de prendre 11- )l ( 1 ce qui implique
<12.

;le m6me proc6d6 on montre que R()/- A) : X pour tout 
^ 

> 0.

que si n()1 - A) : X, alors )1- A est injectif :

D(A) tel que (I - A)LL:0, ceci implique :

^

:0
:0

|l

Au Au : u eu- Au:11-)uIueu- Au:(f -,1)z+|o

<+ (I - A)u: (I - .l)z + ]u
<+ u: (I - A)-'[f t - 

^1". i,]
JD'atr

sdde

lDt c
que
(Jn r

L\
Iioit (:

LL - Au, \rt - Au) - 0 ==+ S' llull' + llAull2 - 2) Re (Au,u) : g

18



CHAPITRE 4. LA GENERATION DE SEMI GROUF'E PAR LE

- 

LAPLACIEN SUR ST/R UN OUVERTTOANE DE JRI/

Re (AuL,r) < O on trouve que

\' llull' + llAul!2 < ll"ll, + llAull2 _ 2) Re (Au,u) : s
i irnplique que u: 0. D,ot l,injectivit6.

r.oy q3u ll(rr- a)-'ll S i pour tout ) > 0 :

'\I - A est bijectif, arors pour tout u e x, il existe un seur 6l6ment

ll"ll' : (u,u)

: (*o"* i,,,)
: 

\@,,uy + |@,u)
llrAu,u) ( 0, alors d'aprds l'in6galit6 de cauchy schwartz orr obtient :

ll.,li'S ]n"q,,") = i lfu,u)t s ] tt,tt tt,tt
luent :

l"l < f l,tt

llrrr _ .q)_,,11= f tt,tt

ll) tel quer \u - A,u: u .

: ll()1 - A)-'ll < i.
leru.mes pr6c6dents on ne conclut que le th6ordme suivant :

de Lumer Phillips.

Pilr

Pir

SiA
le

4,,3

4.3.1

D6fini

un op6rateur m-dissipatif sur un espace de Hilbert, alors A est
rir infinit6simal d'un semi groupe fortement continu de contraction

I.,e Laprlacien de Dirichlet
JLe laplacien faible

iorn 3.4. Pc,ur ,f e C2 (A), On d6finit le Laplacien A/

Lf :y,o:, ,D\f : yI
J:I a"tr

par :

19
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CHAPLTRE 4. LA GENERATJOAT DE SEMI GROT]I>E PAR LE
LAPLACIEN SUR SUR UN OUVERT BOHNE DE ]R,}r

nilbion 3.5. On d6finit le Laplacien faible comme suit :

f <,L\,"(o,), g € Lto"(f,)) , on dit que :

Lf : g faiblementsi
ff
I L4f dr : I pgdr, pour tout ,p € D (CI)
Jn Jn

oe cas, on 6crit

,\f : g faiblement sur f) ou dans D'(f,l)

nilbion 3.6. On d6finit I'op6rateur / sur L' (A ) par :

D(A) : {f eut(o), lg e L2(n ), tqAz:'ufaiblement} (3.1)

Af:Lf
A pau AB.

A s'appelle le Laplacien de Dirichlet.

3.1". L'operateur A d6finit par (3.1) est un g6n6rateur infinit6
d'un semi groupe fortement continu de contraction.

orrtrons que y' est dissipatif :

u t= D (A), r:omme u e HI (fr), il s'ensuit que pour u € D (t)) :

(Au,ul : - IrYuYud,r,Yu 
e D (A) (3.2)

u <=- Ht (0) quelconque.

HJ (ft) : Drc) dans II1 (fi)

3 ('")
iim u,,

C

(Au, u,l : - lrYuY 
und,r,Yn

D (Cl) telle que :

u dans Ht (fl)

(3.3)

20

(3.2) on a :



CHAPITHE 4. LA GENERATION DE SEMI GROUPE PAR LE
LAPLACIEN SUR SUR UN OUWRT BORNE DE ]RN

d,la limite quant r, --+ oo :

//\
_!*@",u",): #* (- Jnvuvu"dr) (3.4)

(Au,u):- [yuVud,r,Vue /fl (fl)Jn

't) :'u, dans (3.5) on obtient :

(Au,u):- [lVulzd,r<o
Ja'

i rnontre que .4 est dissipatif.

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Ce<

I]
Soit

que A est m-dissipatif :

€ L2 (A). L'application :

f
a (o) : 

Jnfoo*

t une forme lin6aire continu sur 1/61(O) telle que :

fff
I foa": luudr* lVu,yudrJa Jo Ja

tout u € C"* (0) et pour tout u € HJ (O) on a :

I fuo*: Iuod.*- [ n ra,ra Jn Ja

)
r!

t'.

)T(t

f :u- Lu
que ,4, est m-dissipatif.

(3.e)

(3.e
Alor d'apr6s le th6ordme de Lumer Phillips Le Laplacien de Dirichlet est un

infinit6simal d'un semi groupe fortement continu de contraction
et on a la notation suivante :

T (t) : etA

3.2. Si us e L2 ({^t), a}ors l'6quation :

(3.10)

! # : aa'u(t)

I u(0):q (3.11)

2T



cHAprrRE 4. LA cEruErurrorv DE sEMr GRoupE pAR LE
LAPLACIEN SUR SUR UN OUvERT BOHNE DERN

une unique solution

u(t) : T (t)us

L,: A et X : L2 (f)); donc le probl6me ( 3.11 ) prend la

{ # 
=,Au(t) 

(3.12)
I u(0):20

J H - Au(t):s
\ u(o) :1,0

I # - Au(t):s
I u(o) :q

(3.13)

X,

D6r
que

montrer que (3.13) admet une unique solution on a bosion du th6ordme

3.3. Supposons que.4 est m-dissipatif dans un espace de Banach

us € D (A); Alors le probldme (3.13) admet une unique solution z.

ion. Le th6ordme de Hille-Yosida et le lemme (1.1) montrent

u(t):T(t)us
ne solution de ( 3.11 )

montrer l'unicit6, on suppose par l'absurd qu'il y'a deux solutions u\,'t12

la fonction LL : 'u,r - z2 satisfait :

tout t ) f6, soit :

o(t):r(t)u(t-to)

le lemme (1.1); on a :

dA6 - rht-- \'/ : r(D+(t-to) -r(t)Au(t-ts)dt - " dt \ v/

: T (t) Au (t - to) - r (t) Au(t - ts)
:0

22



cHApt:TRE 4. LA cEruEnarrolv DE sEMr GRoupE PAR LE
LAPLACIEN SUR SUR UN OUVERT BON.I''E DE R.N

o(r):c
est une constante, et par cons6quent O (0) : u (to) : c et u(to) : 0'

.1. On obtient le mOme r6sultat pour I'op6rateur aA avec

0 une consl;ante.

Le Laplacien de Neumann

ition 3.7,, Soit a * Q c IR" un ouvert . On definit I'op6r'ateur :

( f € r/1 (f)) ,1s € 12 (f)) tq : \D (B) : { ," t}:'^:"'-''ro j,^i-Vj .;,.t ,,.,', | (3'14)
.. - /n Y fYgdr : fagpd,r,Yg e HL (fr) t

Bf:g
B par : Afl : le laplacien de Neumann'

me 3.4. L'operateur B d6finit par (3.14) est un g6n6r'ateur infini
d'un serni groupe fortement continu de contraction

M,cntrons que B est dissiPatif :

tout ueD(B),ettout u€

(Bu,u) :

:

Ht(0) ona:

lnnu'a'

lnm,a'

- [ vuvoo*
J{t

(Bu,u)

E est disr;ipatif.
le Laplacien de Neumann est un g6n6rateur infinit6simra,l d'un semi

fortement continu de contraction 7 (t) ; et on a la notati,on suivante :

: - [ lvul'a*
Ja

T (t) : etB
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CHAPITHE 4. LA GENERATION DE SEMI GROUPE PAR LE
LAPLACIEN SUR SUR UN OUWRT BOR]VE DE ]R'N

ue3.2. Si uo e ,'(Q), alors l'6quation :

I #: Bu(t)
I u(o) :'o (3.15)

une unique solution :

u(t):T (t)us
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