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CHAPITRE 2. NOTIONS FONDAMENTALES ET DEFINITIONS
—  ———— " VVIALES BT DEFINITIONS
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l
On note ce semi groupe par : T () =™,

Définition 1.6. Soit (T'(t)) t>0 un semi groupe fortement continu sur X ;
alors il existe deux constantes réelles M > letw e R telles que :

IT O] < Met

Ce semi-groupe est dit de type (M,w).
Siw=0,|[T @) <M,T (t) se nomme Cosemi-groupe uniformément bornée.

Siws=0,M=1,||T I <1,7T(t) se nomme Co semi-groupe de contraction.

Lemme 1.1. Soit (T (t));5¢ un semi groupe fortement continu, et A4 sa gé-
nérateur infinitésimal. Alors

Vu € X, d%T BHu=AT )u="T (t) Au (1.8)

2.3 | Conditions nécessaires et suffisantes pour
la génération d’un Cy Semi-grgupe
e
Ce théoréme donne la condition nécessaire et suffisante’qu’un opérateur li-
Jr-léairgb];e générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement continy dans

1A

un-espace de Banach.

Théoréme de Hille-Yosida. Sojt X un espace de Banach et A : D (A) c
X — X un opérateur linéaire.

A est le générateur d’un semi groupe fortement continu 7’ (1) de type (1,w)
si et seulement si

(HY1) | A est fermé.

(HY2)| D (A) est dense dans X

(HY3) | Jw, +00[ C p(4) et 1By (A)] < 52, pour tout A e Jw, +o0].

ol Ry ()= (Al — A)™! est l'opérateur résolvant de A.



CHAPITRE 3. LA GENERATION DE SEMI GROUPE FORTEMENT

CONTINU PAR LE LAPLACIEN SUR R¥

Chapitre 3

L:

génération de semij groupe

fortement continu par le
laplacien sur R”

Dans ce
L (R™).

3.1

chapitre, on présente Popérateur de Laplace dans BUC (R"),et dans

L’opérateur de Laplace sur R

Soit I'équation de la chaleur suivant :

ou a >

Uo est une fonction donnée, u = y (z,t) est 'inconnue.

% (2, 8) = aAy z € R, £)0 (2.1)
u(z,0) = ug (2) up € X '

% . 92
0 est une constante, Au est le laplace définie par Ay = xn 2
J=10z%

Cherchans une solution formelle. Pour ce faire, prenons la transformation de
Fourier de 'équation (2.1) par rapport a4 z

T <59l; (z, t)> =Xl F (g%; (z, t))

si on pose F (u (z,t)) = G (¢, t) on obtient

aA ~
7 61 = o (i6) a (e,

- —G,Z;L:q '5‘7,2&(& t)
= =0 ,fj’2a(€: t)
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PITRE 3. LA GENERATION DE SEMI GROUPE FORTE
CONTINU PAR LE LAPLACIEN SUR RN

MENT

on obtient un équation différentielle ordinaire

sl on

linéaire du 1 er ordre parr

la soliition de (2.2) est

de la

et comme

on déduit :

de (2.4) dans (2.3)

et d’ap

c’est & dire

solutiorn pl
posons |

peut éca

Définit

par :

note F (ug (z)) = ug (€)
ap

relation F (e_“””'z) = (

port & ¢

{%+wwa@=o
Go (£,0) = @y (¢)

U(Et) = dp (&) eatlel

2 —l¢)?
m\/2 =k

a

)

e—at l€l2 f— ei‘f’t‘-!éﬁ
(2.4)

e—at €2 = F {(477&75)-7” ez_a—l,fwlzJ

B(E) = F (w) 7 ((4mat) F eabier)

res la proposition 1.1 (iii) on obtient :

u(z,t) = ug (z) * (4mat)® edatlol®

: £0
%
(4mat) o

‘ﬁﬁw%@@

u(z,t) =

ausible.
L k-ep

Haln) = (4mat)

u (2,t) = K * ug

VI3

it comme suit :

Rn

fTwuw%=@$m/5ﬁ““w@matzm
T(0) =1

ion 2.1. On définit La famille d’opérateurs {T (t)},50 définie sur X

(2.5)

(2.6)

2.7)
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Remarque 2.1. La semi groupe définit par la formule (2.7) s’appelle semi
groupe Gaussienne.
On dgfinit le générateur infinitésimale du semi groupe Gaussienne par.,

3.1.1

82
D(4) = {’LLEX: a—;;GX,pourtout jzl,...,n}
J

Au = aAu

Cas ot X = BUC (R")

Deéfinjition 2.2. On définit Pespace

On dé

u : R® — R application tq u est bornée
et est uniformément continue sur R"

BUC (R") = {

finit sur cet espace la famille d’opérateurs {T (t)},5o définie par (2.7).

On démontre ce résultat pour dans Pespace BUC (R).

G) T

t) est un opérateur linéaire borné sur X

En effet :

() (u (€) +ua (6) = — L / e (uy (6) + up (€)) de

2
(4mat) &

Ny

1 =1 2
Zoi [2=€|
(4rat)? R/ T Od

1 .
ey / el (€) dg
(4mat)” 2,

= T w (&) +T(t)uy (€

1 -1

TOu) = o g [ 5 (ou (@) de

Il

. [Jemtu e ae
mat) 2
Rn

= a(T(t)u(g)).

10
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(i) T'(0)=1TI (par hypothése) et pour tout ¢,5 > 0 on & -

T(t+35)u(z) = 1(“5)/%%%(@%
R

2 /Ta
ona ) ,
=2
K = 4at
¢ (§) 5 7Tate
alors
T(t)u(z) = K, *u(z)
donc
T(t+s)u(z) = Ky +u(z)
on a glors
TOT(s)u(z) = T(@) [Ks *u (z)] = K, * [K, *u (2)]
= (K * K,) *u(z)
(car le produit de convolution est associatif)
= K xu(z)
c’est adire, pour montrer que T (¢ + 8) =T (t)T(s), il suffit de montrer que
Ko = Ky % K, | et ceci est équivalent & :
1 z? )
—————————15)'¢ s 2.8
2v/ma (t + s) p< da (t +s) e
1 1 2 (z - €)?
= . S o e ' W | g
2v/mat 2v/ WGS/GXP < 4at> s ( das 3
R
ona:

/eXp <_ & (t+s) — 2zt + xzt) "

dats
R

_ z2t t+s( o, 2at
= o) [oo [t (- 22e)
R

22 /e t+ s.2] 4 (1 ¢ xt )

e e : = B .

P da (t + s) P17 aas? | ¥ t+s
R

2
_ x2 / t+s 4
il = (t+s) P dats” i

R

11
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MENT
CONTINU PAR LE LAPLACIEN SUR RN

~ |96y - amts
B dat+s)| Vtrs

Pour montrer (2.8) on a besoin seulement de vérifier :

arts 1 1

1
— .’
2¢/ma(t+s) t+s\/4rat Aras

(iii) lim; |7 (t)u—ul =0.
On a

T{t)u(z) =

/e T (€) d — u(a) ( “;CT:)

:z:+2\/_y)dy~u( )

/
= R/xp a:+2\/hy>—u(:z:)] y

car u(z) = 71; exp (y)?u (z) dy.

R
Comme w est uniformément continy :

Ve >0,30>0: ' —z|<f= lu(z') —u(z)| <e
donc, ppur un ¢ > 0 donne et ¢ > (fixé) (x’ =1z 4+ 2@;;) ,

" — 2| = 2vaty < §

4ats

= ex Sats / ex 2) d ou —
—[15P 4at+s Vit+s p( " =1

2

12
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c’est|a dire

T () u(z) — u(z)

5 .
e = donc :

&= %/e“yz,u(a:+2\/cﬁy)~u(x),dy

lyl(’

+\71—7?Iyl>/6, eV |y ($+2\/ay) —u(m),dy
ot \/—Il/y—y+‘!,->/5,ey x+2\/—ty)—u 'dy
< e—f——/ey r+2\/*J)—u(:r)'dy

ly|>8"

< oy 2l

- yl>/5'

IT@u-uj<e+ 22 [ g,

[y|>d’

ce qui|implique que :

“T<t>u—unse+2‘%“ / ey

ly|>6

Pasons & la limite (£ — 0%) :3¢; > 0, ¢ < ¢, -

car :

c’est a|dire :

c’est & {dire :

Ve >

%ﬂ / e‘yzdy <e

ly|>6’

i _y2 —
ll_r)% g dy =1

[yl|>¢'

0,3 >0:t <ty = [T (H)u—ul <2

lim |17 () w — u| = 0

13
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Remjarques 2.2.
Remarque 1. Ce semi groupe s’appelle semi-groupe Gaussienne.

Remarque 2. La démonstration dans Pespace BUC (R™) pour n > 2 se

fait de

3.1.2

la méme facon.

Cas ou X = LP(R"), 1< p < oo

Espace de Schwartz

Définition 2.3. Une application « : R" — C est dite fonction & décrois-
sance|rapide si u € C* (R") et

L’espac

|l]im |z|™ D*u(z) = 0, pour tout m € N et tout eN"
£L|—00
e

SR") ={ueC®(R" : u est & décroissabce rapide}

se norame espace de Schwartz. La topologie de S (R™) est définie par la
famille des semi-normes :

ellme = sup |2 Du(z)|
z€R™

Ona:D(R") C S(R") avec densité.
La transformation de Fourier applique S (R") dans lui méme, de plus la

transfor

mation de Fourier est un isomorphisme de & (R™) dans lui-méme

(Bony [p.168).

Semi-groupes générés par aA (a>0)

Théorgme 2.1. La famille d’opérateurs (T'(t));5o donnée par :

{ THu=K;*u, t>0
Q=T

définit un semi-groupe fortement continu sur l'espace X = [P (R™), 1< p <

Q.

Démon
L? (R™),

stration. Comme K, € S(R"), alors T(t)u existe pour tout u e
de plus, d’apreés I'inégalité de Young (Reed-Simon p.28) :

IT@ull, < 1K, lull, < [full,

Ainsi chaque opérateur T'(t) (t > 0) est une contraction sur L? (R™).

Comme

S(R") est dense dans LP (R") et est stable par T'(t), il suffit

d’étudier la restriction S(t) = T'(t) |s®n)

14



CHAPITRE 4. LA GENERATION DE SEMI GROUFPE PAR LE
LAPLACIEN SUR SUR UN OUVERT BORNE DE RN

Chapitre 4

La génération de semi groupe
par le laplacien sur sur un
ouvert borné de R"

4.1 | Introduction

Il existe une fagon plus simple de vérifier les hypothéses du théoréme de
Hille-Yosida. Cette formulation, dite théoréme de Lumer-Phillips, est surtout
particuliéerement pratique pour des opérateurs anti-adjoint. On va I’énoncer
dans le cadre général d’un espace de Banach X mais on fera les démons-

trations dans le cadre d’un espace de Hilbert pour lequel le dual d'un point
est trivial.

4.2 | Opérateur dissipatif

Définition 3.1. Un opérateur linéaire A - D(A) € X — X est dit
dissipatif si:

pour fout v € X, il existe u* € X* tel que : (u*,u) = |juf? = |ju*)?
et

Re (4%, Au) < 0
Définition 3.2. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et
A:H—H
un opérateur linéaire A4 se nomme dissipatif si :

Re (Au,u) <0,Yu € D (A)

15
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Définition 3.3.
un gpérateur A: H — H s’appelle m-dissipatif (m=maximal) si :

c’est
(i) R
(jii)Vz
Lems
c-a-d

Dém
M Soi

A est dissipatif et
(I — A) est surjectif.
a dire si :

e (Au,u) <0.

V€ H,FJue D(A):u— Au = .

me 3.1. Soit A: H — H un opérateur m-dissipatif, alors 1 € p(A),
I — A est bijectif et (I — A)™" est borné avec (I —A)71 <1.

bnstration.

¢ u€ D(A) tel que (I —A)u=0, ceci implique :

(u— Au,u — Au) =0 = ||u||> + | Aul|® — 2Re (Au, wy =0

et comme Re (Au,u) <0 on trouve que

lull® + l4ul® < [lull® + || Au|]® ~ 2 Re (Au, u) = 0

ce qui/implique que « = 0. D’ou injectivité. ‘ / =
i J %L“L L ];AL* e, N
W Comme [—A est bijectif, alors pour tout v € X, il existe un deul éléiment ;
u€ D[A) telqueu —Au=v. i/ —
On|a: - )
lull® = (u,u)
= (Au+v,u)

= (Au,u) + (v, u)

On utilise 'inégalité de Cauchy Schwartz on obtient :

lull” < Re (v,) < [(v,u)| < [Jul [lv]

Par conséquent :

Ainsi :

] < o]
[(T = A) || < o]

16
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Par conséquent :

”(I”A)_lfl %

Lemme 3.2. Soit A : H — H un opérateur m-dissipatif, alors 4 est un
opérateur fermé.

Démonstration.

Soit |(u,) C D (A) telle que lim u, =u et lim Au, = v.
n—oo

n—oo

Montirons que :

u€ D(A) et v=Au.

On a/:

Up — Aup = (I — A)up — u—v

comme (I — A)™" est continu alors :

lim (1 — A)™" (up — Auy) = (I — A) 7 (u — v)

n—eo

c’est & dire :

u=(I-A)""(u—-0v)

ceci montre que :

u € D(I-A)=D(A)
et ([—Au = wu—v
= Au=v

on conclut que A est fermé.

Lemme 3.3. Si A est un opérateur m-dissipatif, alors A est 8 domaine

dense.

Démg

On ra,
alors 1

Comm

mstration.

sonne par I'absurde. On suppose que A n’est pas de domaine dense,
| existe uy € D (A)l tel que ug # 0 vérifiant :

Vu € D (A) : (u,up) =0
e A est m-dissipatif, alors il existe u; € D (A) telle que :

Uy — Au1 = U

17
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On prend le produit scalaire avec wuq :

puis

<'LL1 = Aul,u1> =0
on prend la partie réelle :

Re(ul—Aul,m) = 0
(ul,u1>—Re<Au1,u1> = 0

comime :
Re (Aug,u1) <0
Dans :
<ula U1> =0
on déduit que :
Uy = 0

on obtient : wuy = 0, contradiction avec I’hypothése. Donc A est & domaine

dense.
Lemme 3.4. Soit A un opérateur m-dissipatif sur un espace de Hilbert H,
alors| ]0,00[ C p(A) et [[Ry(A)[| < ; pour tout A > 0.
Démonstration.
M Montrons R(M — A) =X pour tout A > 0. Prenons v € X, alors :
1
M+ Ay = U<:>u—Au:u—)\u+v<::>u—Au=(I—A)u—i--Xv
1
= ([-Au= (I—)\)U—I-XU
_ 1

& u=(I-A7" {(1—/\)u+xv]

D’aprés le théoréme de I'application contractante, la derniére équation pos-

sede
Et ca
que
On r¢

une solution unique u € D(A) si ||(I - A)“lﬂ 1-Al < 1.

mme |(I - A)_IH <1, il suffit de prendre |1 — \| < 1 ce qui implique
A\ < 2.
'péte le méme procédé on montre que R(AI—A) = X pour tout X\ > 0.

@ Montrons que si R(A] — A) = X, alors A — A est injectif :

Soit

uw € D(A) tel que (I — A)u =0, ceci implique :

(Au — Au, A — Au) = 0 = A2 ||u||® + || Au|® — 2ARe (Au,u) = 0

18
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et comme Re (Au,u) < 0 on trouve que

X Jlull® + [l Aulf® < Jluf® + (| Aul® - 2 Re (Au, u) = 0

ce qui implique que u = 0. D’on I'injectiviteé.

I Montrons que ||(A] — A)7Y <+ pour tout A>0:

Comme AJ— A est bijectif, alors pour tout v € X , 1l existe un seul élément
u€ D(A) tel que \u— Au=y .

On a|:

Comn

lull® = (u,u)
1 | .
= <XAU — 3V u>
= l (Au, u) + 1 (v, u)

A A
1e (Au, u) <0, alors d’aprés I'inégalité de Cauchy Schwartz on obtient -

ol < § Re fo.0) < 5 o] < - ] o]

Par canséquent :

Ainsi

Par conséquent : [|(A] — A)~!|| <

ol < 5 Il

|7 = 4y < 5 o]

1
5

Par leg lemmes précédents on ne conclut que le théoréme suivant :

Théoréme de Lumer Phillips.

Si A

est un opérateur m-dissipatif sur un espace de Hilbert, alors A est

le générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement continu de contraction

4.3

Le Laplacien de Dirichlet

4.3.1| Le laplacien faible

Défin

ition 3.4. Pour f € C?(Q) , On définit le Laplacien Af par :

af=3pi,pi =21

19
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Deéf
Soit

et d

Deéf

on n
L’op
Thé
simé
Dér
| [
Soit

Soit

nition 3.5. On définit le Laplacien faible comme suit :
felLl . (Q), g€ L. (), ondit que :

loc

Af = g faiblement si
/A(pfd:c — /(pgd:c, pour tout ¢ € D (Q)
Q Q
ans ce cas, on écrit

Af =g faiblement sur  ou dans D' (Q)

inition 3.6. On définit Popérateur A sur L? (2 ) par :

D(A) = {feH} (), IgeL*(Q), tq Au = faiblement} (3.1)
Af = Af

ote A par: A .
érateur A s’appelle le Laplacien de Dirichlet.

oréme 3.1. L'operateur A définit par (3.1) est un générateur infinité-
1 d’un semi groupe fortement continu de contraction.
nonstartion.

Jontrons que A est dissipatif :
u € D (A), comme v € Hj (), il s’ensuit que pour v € D (Q2) :
(Au,v) = ~/ VuVudz,Yv € D (A) (8.2)
Q

v € H} (Q) quelconque.

Comme :

Alor

D’aj

H} (Q) = D(Q) dans H* (Q)

d(v,) C D(R) telle que:
lim v, = v dans H'(Q)

n—oo

brés (3.2) on a :

(Au,vp) = —/ VuVu,dz,¥n (8.3)
Q
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Pass

On a

Pren

Ce q

ons a la limite quant n — oo :

nh_)rgo (Au, vy,) =TLlLr£10 (—/QVqundx> (3.4)
\btient :

(Au,v) = — /Q VuVudz, Vv € H' (Q) (3.5)
ons v = dans (3.5) on obtient :

(A, 1) = —/ﬂ Vul? dz < 0 (3.6)

ui montre que A est dissipatif.

I Montrons que A est m-dissipatif :

Soit

défin

Pour

’

c’est

(3.9)

f € L? (). L’application :
B (0) = / fodx
Q

't une forme linéaire continu sur H} (Q) telle que :

/fuda::/uvda;+/ VuVudz (3.7)
Q Q Q

tout v € C°(Q) et pour tout u € H (Q) on a:

/fvd:c::/uvdm—/Auvd:p (3.8)
Q Q Q

f=u—Au (3.9)

montre que A est m-dissipatif.

3 dire :

Alors d’aprés le théoréme de Lumer Phillips Le Laplacien de Dirichlet est un
générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement continu de contraction

T (%)

et on a la notation suivante :

T (t) = e (3.10)

Thédréme 3.2. Si uy € L% (Q), alors ’équation :

(22

21
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admet une unique solution

Dérnonstration.
Signprend A=A et X = L?(Q); donc le probléme ( 3.11 ) prend la
fornie : . ®
@ — Auy(t
dt
{ 40 = ug (3.12)
C-a{d B a1
S&—-Au(t)=0
dt
{ ) (B18)
Pour montrer que (3.13) admet une unique solution on a bosion du théoréme
suivant :
Théoréme 3.3. Supposons que A est m-dissipatif dans un espace de Banach
X ,let wy € D(A); Alors le probléme (3.13) admet une unique solution wu.
Dérnonstration. Le théoréme de Hille-Yosida et le lemme (1.1) montrent
que|:
u(t) =T (t) uo
est une solution de ( 3.11)

Pou
alor

Pou

Dap

- montrer ’unicité, on suppose par 'absurd qu’il y’a deux solutions uy, ug
5, la fonction u = u; — uy satisfait :

{ & Au(t)=0
’U,(O):’LLO

r tout t > ty, soit :

rés le lemme (1.1); on a:
%fi) = ()% (1) - T (1) Au(t — 1)
T (t) Au (t — to) — T (t) Au(t — to)
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Donc :

ou

Q(t)=c

» est une constante, et par conséquent @ (0) = u (to) =c et u(to) = 0.

Remaeque3.1. On obtient le méme résultat pour l'opérateur al\ avec
a >|0 une constante.

4.4 Le Laplacien de Neumann

Dé

On

finition 3.7. Soit @ # Q C R™ un ouvert . On définit 'opérateur :

- feH (Q),3geL*(Q) tq:
D(B) - { ——fg VfVQOdl':nggpdm,vweHl (Q) } (314)

Bf =g

note B par : AY : le laplacien de Neumann.

Théoréme 3.4. L'opérateur B définit par (3.14) est un générateur infini-
tésimal d’un semi groupe fortement continu de contraction
Démonstration

Montrons que B est dissipatif :

Pour tout u € D(B), et tout ve H' (Q) ona:

(Bu, gy = /Buvda:
Q

Q
= — / VuVudz
Q

Pour v=u ona:

Do
Ald

gro

(Bu,v) — —/|vu|2dg;
Q
<0
nc B est dissipatif.

rrs le Laplacien de Neumann est un générateur infinitésimal d’un semi
upe fortement continu de contraction T' () ; et on a la notation suivante :

T (t) = B
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Remaeque3.2. Si ug € L? (Q), alors 'équation :

adny

(1520

let une unique solution :
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