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R6sum6

Ce travail est consacr6 i f6tude d'un exemple simple mais rdalise d'un problime d'optimisation.

Il s'agit de d$terminer la temp6rature dans un four destin6 i la cuisson d'une pilce de r6sine

thermeform6e. Les 6lllments chauffants sont des r6sistances dlectriques. A partir de la valzur

connue de chacune des r6sistances, on cherche i calculer le champ de tempdrature i I'intdrieur

du four, et en particulier la temp{rature de I'objet i cuire. Sachant que la temp6rature ideale

de cuisson conditionne la solidit6 du produit fini et que des essais expdrirnentaux sont longs et

ondreux, cette simulation permet de v6rifier i moindre cofft la validit6 des rdglages du four.

Cette premilre appoche est appelee probllme direct; on cdcule la temp6rature de lbbjet en

fonction de la valzur des dsistances. Mais la d6marche rdelle consiste I d6rcrminer la valeur des

r&istances, considdr6es corlm€ inconnues, en fonction de la rcm$rature iddale de cuisson de lbb-
jet qu,i est alors la donn6e du probllme approch6, appeld probllme inverse, qui est un probllme

d'optimisation.
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Cfuryitre 1" h

Roppels;

1.1 Les dldments finis

La mithode d,esr6l6ment;s finis est une m6thode de rdsolution approchde d'6quar:ions aux d6riv6es
partielles. D'ume manilre plus humoristique il s'agit de remplacer un probllme compliqu6 pour
lequel a priori ()n ne connair pas de solution, par un problame plus simple.
D'un€'manilre pratique la m6thode est en grande majorir{ des cas mise en oeuvre via des codes
de calcul in{ornratiques. Ces outils de calcul sont aujourd'hui largement utilis6s iindustriellemenr.
I;'id6e de base de la m6thode des 6l6ments finis est de remplacer I'espace de Hil6ert V zur lequel
est pos6e la fonnulation variationnelle par un sous espace V6 de dimensic,n firiie. Le probllme
'approch6" po's5 sur V6 se ramine ) la simple rdsolution d'un systlme lind,aire;; dont la marrice
est appekb marr:ice de rigidit6.

Par ailleurs' on Deut choisir le mode de construction de V6 de mani8re ) ce que rle sous espace V6

soit unLe bonne :pproximation de V et que la solution a1, dansV6 delaformulati:rn variationnelle
soit proche de la solutiorr exacte a dansV.

D6finition 1.1..t. On appelle maillage un ensemble de poinrs du domaine de d6f nirion sur lequel
on va:rppliquer la m6thc,de des 6l6ments finis. Pour une application d6finie rrur segment de lR., on
ajoutera en g6n(,ral les d,eux extr6mitds du segment: pour un maillage en di.me1sion sup6rieure,
on sera arnen6 i choisir iiventuellement des points du conrours du domaine de cl€finirion.

D6finition 1 .1 .il. On appelle le pas du maillage la distance enre deux points ,succ,::ssifs du maillage
voisin- Enr dimr:nsion 1, cela se simplifie en diffdrence des absices. Ce pas n'es;t pai; n6c6ssairement

constant, il peurt Stre judicieux de ne pas le fixer comme tel le pas fulobal) de I'app:ro:rimarion peur
6tre d6fini comnre le plus grand pas du maillage.

W
Ziqya el Azzeilbre ()201;). Univ. Guehna



1.1 Les dl€ments finis

D6finitrion 1.1.3. La triangulation est une technique pennerranr de ddrenmine,r la position d,un
point en mesurant les angles entre ce point et d'aurres points de r6f6ren<;e dont la position est

connue' et cerciplutdt rQr€ m€surer directement la distance entre les poin.ts. Ce point peut Atre
consider€ cornme 6tant le roisilme sommet d'un triangle dont on connair deux angles er la lon-
Sueur d'un crSt;6. La trianguladon est aussi une fagon de d6couper une forme g6omdtrique (un
plan, un poll'gone) en une collection de riangles, un exemple classique rest l* triangulation de
(Delaunay) unr: des apprlications de cette ddmarche est le maillage d'une'pilce permertanr I'ana-
lyse p'ar 616m,:rrt finis.

Ddfimition 1.1 ,4. On parle de matrice creuse lorsque la matrice comporre une majorit6 des z6ros ;
ce qui est le cat de la rauideur. I- id6e est de ne stocker que les termes nc,n nuls dans un premier
vecteur' puis .[eur positj,on dans la matrice ce qui n6cessite par exemple u]r ve(:teur d'indices de
lignes et un ve(:teur d'indices de colonnes suppl6mentaires.

Remarque L.''1.1. Laplace m6moire occup6e par ces vecreurs suppl6mentaires est contre balanc6e

par la ff6s faible taille du premier vecteur par rapport i la matrice origi.nale, Par ailleurs, un
avantage suppldmentaire de cette m6thode est qu'elle ne n6cessite pas d'optirniserr la numdroration
pour ,Ciminuer la largeur de bande, ce qui peut se r6v6ler int6ressant p;r exerrrple dans des cas

particuliers *: mod6iisation oi la largeur de bande varie en cours de trairemr:nr. Comme par
Ies autres mdthodes de stockage, les algorithmes de r6solution du syst|rne lin(iaire doivent 6tre
adapt6s pour tenir compte du mode de repdrage parriculier utilis6.

l.l.l Propri6tds dh I'espace Vb

dimVl, - hrh i le nornbre d'inconnue ou degr6 de libertd i-e; les comrposantes de la solution
app:roch6e dans une base de V6.D'unpoint de vue thdorique il est necd,ssaire que ce nombre de

degr6 cle librxt6 puisse, €tre aussi grand gue I'on veut de manidre approchrle. La solution exa6e
de firgon la plus pr6cise possible (i-e : N6 -t oo quand b + 0).

On dit que le,l espaces Vrtel que (h > 0) forment une approximation interne de V si :

1. Vh>O;VucV.

2. Yae\/;kt6e \'6 relque: Ila-ar,llv-0 quand h --+A.

La conlrtrud:irn de I'espace Vn doit satisfaire :

1. V h c l{1 (fa, bl), (i-e : V1 C Cola, b)).

2. La, matrice du syr;tlme doit €tre creuse.

{ nayaet*zea;.re 'o2A13. Univ. Guelma



1.1 Ixs 6l6ments finis

"J. 
La bane de v1, esr facile i d6finir. soit N un enrier positif t = !':-o:. on d6signe par
'Ei = tt'+ ih, i c {1, "',N4 1}- Les N+ 1 points du maillage, } ,'op1o'.)I. le pas du maillage
li,xo= a et xr =: b). onintroduir I'espace de dimension finie v6 d,lfini par :

Vt, = {o t e V6; v 1,Q)= o} ,

avec

i'6 = {, 6 : la, bl-' l& sr e co([a, b]); t q v h 1,,,,,,n,1e 
p, V t: e r, ..., N + r ] .

On Pl r:sr I'espace vectoriel des polyn6mes de degr6 S 1.

1.1.2 Imprrrtance de Ia mithode

De triis nomt'reux probllmes physiques s'exprimenr sous forme d'6qu:rtions aux d6rriv6es par-
tielles soumises i des cc,nditions aux limites particuliires.
* M6r:anique d,:s solider; d6formables.

- M6r:anique,Cr:s fluides.

- CondurcrionL t:hermiqrre.

- Elecromagnrldsme-6lecrrostarisme.

- Chimi:, gdnir: atomiq,ue.

De mamiilre industrielle, I'objectif e$ souvent la diminution des cofi$, e:n cerniilIr mierrx la r6a-
lit6 physique. l)'autre fo:is par exemple via la simularion, l'objecti{ est d'inLvestigrrer des dlomaines
difficiles ou da:ngereux. Par exemple, que se passe-t-il lorsqu'un TGVprend feu i mi-chernin dans
le runnel sous lt manche ? Quel 6l6ment est-il pr6f6rable d'am6liorer dans les r;trucrur,es ? Bien
qu'une erp6rirn:ntatir:n finale grandeur nature soit souvent le seul arbitre d6fi:nitil il est beau-
coup plus ais6 d'utiliser une simularion pour chercher i oprimiser les parannirre,s.

Remarqwel.l.2. - Avantages : traitement possible de g6om6rie complexe,, d6r:ermination plus
naturellle des; ;onditiorns aux limites, possibilit6 de d6monstration marh6matique de conver-
gence ec majortion de l'erreur.

- Inconvinien$ ; compJ:ecit6 de mise en oeuvre et co0t en remps de calcuLl et en m6moir:e.

1.1.3 ks coordonndes barycentriques

Soit ({,, -. -,Po',|rrne base affine, encore appei6e reptre barycentrique d'un e$pac€: affine ll. Alors
tout po'int r11 de I'espace affine peut s'€crire cornme un barycenrre des poi:lts clu repire c,esr )

{ z;os'ae"udtn, €201:i. Univ. Gue}na



1.2 ltntrlgraleltq*glqrr" 
% :,

dire qu'il exisre (n + l',]scalaires (,{s,.. ., ,lr) vdrifiants :

Aort po+ Arrt er+... + )ort p,, _ d,

et de plus deuu systAmes de scalaires v6ri6ants ceci sonr multiples l,un de l,;rutft:," on appelle alors
coordonnies ou coefficients barycentriques du poinr M untel systAme dr3 po.inrs (/0,... ,)n) et
les ccnnconn6r:s barycentriques de M ne sont pas uniques mais seulemer:rt unLiques i un coeffi-
cient m'ltipfiicateur prrls. Elles peuvenr 6tre ddfinies de maniire unique e,n fixanr Ia somme des
coordlonn6es i 1, de relrie coordonndes sont dites normalisdes.

1.1.4, Fornrule de Green

soit fltun ouv'ie'r r6gulier de classe cr. soit tf., unefonction de crasse cr (ii) i supporr born6 dans
Ie fernn6lfl, atrc,rs elle v6rifie la formule de Green :

f a{, f
J, u r@o 

* = 
J rrtlt(x)r1,@)d 

x,

ori 7, r:st la ld'" composante de la normale exririeure.

1.2 Int6grale nrum6rique

IJint6grale nurnSrique est une composante essentielle de toute m6thode d,d:l6mr::nts finis, s,il est
toujours pr6f6rable d'utiliser I'int6gration exacte lorsque cela esr possible, on dr:ir toute fois re-
courir 'Fr6'1ueme trt i I'inttlgration num6rique si on souhaite ddvelopper des m6thodes des dl6ments
finis relativement ginirales. Dans les m6thodes d'int6grations; l'inr6grale d.,une,fonction conti-
nue sur la,blbc'rn6 est remplac6eparune somme finie. Le choix de la subdivision de l,inrervalle
d'int6gratiion et r;elui des 'coefficients qu'interviennent dans la somme approchant l,inr6gr.ale sont
des criolres essenriels pour minimiser l,erreur.

1.2.1 F,rincipes gdndraux

soit/umefoncrirnco'rinue dela,bldanslR,onseproposed,6valuerl,int6g;rale 
['761a111*1,

en subdivisant l'intervalle d,int6grar ion a <xo ( rr
sur chaque inter.valle par rune sornme 6nie de la forme :

(1.1.1)

(1.2.1)

{ t *, etAzzeitine

[,' rwo r14 =fo,f (*;).

CI:2013. Univ. ()uelma



12 Int6grale numdrique_ --r--- 
6

une m6thode d'int6grrrtion est dit€ dbrdre & si I'erreur cornmise en apprrrchanr l,int6grale pour
une sorrune cliscrAte :

fo n-1
e(f)= | f@a u(x)-\a,f(x,),

Ja ;i
(r.2.2)

est nulle lorsque / est un polyn6me de degr6 S A er non nulle au moins pour un polyn6me de
desr6>(A+t).

1.2.2 M6thode de Simpson

Dans la mdthctde de Thomas Simpson ftfta-fiG\la fonction / est remplac6e par un poly-
n6me du second degr6 ddfinissant avec un arc de parabole passanr par les points d,ordonn6es
f (*,),, f (*,*r)t et f (x,*r,). La mdthode s'6crit :

S 
b n--l

I f@)a*=I.- rl6l(x;+t)-(r,)l lf {*,*,)+f(*;)+4f (!+il)l . (1.2.3)Ja i==o -"1-'"'" '\ 2 /l

Lorsque la suhtlivision se r6duir i sa plus ,i-pL expression a * b
Xo=tt, *r=1 ,et X2=b;la

formule p#c6dente devienr, ft f@)n* - 1 13(b - a)f(o) + 4f(+> + ftil.
La m6thode de Simpson, .., .r*1 mdthode d,ordre 4.

Uerreur dans la m6thodrl de Simpson est donn6e par :

. fb - (b - a\5
lJ. f U)a*-sls U4T;;l,l/(')(')1.

La somme.l qrur approche I'intdgrale s'exprime par:

s - h I2tyV@ + i h) + f(a+ (r + t)h) + af@ + ir, + h |z)l.
i=0

1.2.3 Mdthode der; Traplzes

lSoit / une fonr;tion conrinue zur [a, bf , dtrivable sur ]a, bl et a= ro ( ff1 .( ... .1 x,*t 1 xo = fu
rrne sulrdivisi'on r6guliire' I'intervalle la, bf , on note le pas de certe subdivisi,on. I)ans la m6thode
rles Traplzes la fbnction / est remplac€e sur chaque intervalle lx;,x;*1fpar la droite joignant les

;roints (*i,f@,))et {x;a,f (x,*,)). Soit:

h(x)=@ - x,)f (x,r)--(x-- x+r)f (x;), 
vx € [4,x;*.].xi+t- K

l{ z;oyoa*oau" <'2AI3. Univ. Guelma



t.l tl*Ut*: Ui*fgds etprobl6mesmalpos6s 
- 7

La mr6rhode ri6crit :

[,' f {*)o *= fi [{",*, 1 - 1* yf k;u)i f @) 
.

Lorsque Ia subdivision se rdduit i sa plus simple expression i xo= A,x1= b; On a:
pb

I f @)a* - 1 lz(b - n)[f(a) + f(b)3.Jo

La m'6thode cles Trapizes e$ ufle m&hode d'ordre l. L'erreur dans la mdthode des Traplzes est
donn,6e par li:xpressionL :

pb

l[" fu1a.-sls ,1rrU sup [/(2)(x)1.J o n. *.LiuJ

La somme S := b 12y10) + f (b)+ frffr,l]. 
pour am6liorer la pr6cision; on considAre parfois

la fornule des Trapezes corrigde rjijor* ,

fb n-l

J" 
f @)a* - h /2lf (a)+ f tb)+ T/(r,)1.

:_1

1.3 Probllmes bien pos6s et probrlmes mal posds

Dans un livre c6llbre, H.adamard [ref] a introduit dis, 19ula nodon de probl]me bien pos6. Il
s'agit c['un problAme donr :

- La solution existe.

- Elle est unique.

- Elle d6pend,xrnrindm,enr des donn6es.

Bien entendu, ces notions doivent Atre pr6cis6es par le choix des espaces (et des topologies) dans
lesquels les don:rdes et la solurion 6voluenr.

Ddfinition t '3' 1. Soit "4 : E '"+ F un op6rateu r ; E , F deux espaces norm6s. On dit que l,6quation
(ou le problEme:) : Au - f" est bien pos6 si :

T

| ! t <= n,lf r= E soluticn du problAme (surjectivit6 deA).

{ La solution u esr unique (injeaivir6 deA).

I ot t'0;]r > 0tel quefllg2 - &ll< T +llfr- frll<, ter queg, =Afz,sr- Afr, (stabilt6).

Un problime qui n'est px; bien posd au sens de la d6finition ci-dessus est dit .. ;mal pos6 " (ill-posed
en anglais).

{ zia,r"t*zeaw @2013. Univ. Guefina



14 I'.l"rir"l

1.4 Isollation thermique
Lrisolation thermique dl'une paroi(*Lr uuqL.e ctL une paror consiste i apposer contre l,isc'lanr donr I'dpaisseur et la conducdblir6 thermiq,r. d6p.rrdl;il.r]',".ffi::f#::];rQy'ementation thermique en vigueur' ceci permer de dimensionner au prus jusne Ia puissance de

;ll,lllT;,1*ffi:ffi :::":::':l'T :' ;;fi:1,,hermique c,e ;, aussi b6n6nque;#,$:ffinffi';fets; de serfe arn(ne i distin-r., nl,,oi^,,-^ --^ ,, | / ,..
l.:fi :'ffi ffi :*::ffi :j:',:::::roc6d6sd'isil;;ffi :fi :;ffi:;fi :ffi:Irermdes proc6'd& d"irroration rhermique inr6rieure, ext6rieure er r.partie.
Ddlinirrio:n 1'4''"1' : un :tour e$ un utile de production destin6 i 6raborer ou rransformer desmat6riaux gricr: aux tranlferts thermiques entre une source de chareur et ia rnati,ilre i traiter. Lesfours sont class,5s,g6n6raft:me.r, ,,rirr*, deux groupes :- Lr:s frrurs disccntinus alopel6s aussi fours inrermittenrs ou fours i charge.- Les f<rurs contjnus appelds fours runnels ou fours i passage.

En g6niral, un {onr de tra.itement thermique est constitu6 :- D"une partie Jinf6rieure, la sole qui consiste en un pran horizontar ouparfois incrin6.- D'une partie s'parieure' la voute qui peut avoir des formes diverses : plate, ci:ntr6e, avec desrarnpanhi et sttspendue' La voute e$ en contact avec la flamme. EIIe joue ur:t r6re essentier dans

lt;T*de 
chaleur en renvoyant, par rayonnemenr sur les produits l,6nergir:: qu,elle regoir

- De murs verticaux

Ia liaison ,errr€ I;r "."::ffffi.en 
g6n6ral plusieurs dpaisseurs de narure djff6rente et faisants

il::ffi: :*l::Tff*::: :: ;,-'ffes 
drectriques) g6n6raremeni accroch6 aux pa-

Ziaya et A:tzeittlne
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CfrnpitreZ fu
Pnolbldmre direct

2.1 Intr,oductiron

En mathi:matiqtres et en physique thdorique, I'6quation de ra chaleur esr une 6quation aux d6ri-v6er pairtielles praboliq'e, introduite initialemenr en l6:tl1 parFourier pc,ur <il6crire k ph6no-ml'e ph1'sique de conduction thermique. EIle est aussi utilisde en marh6mari,ques financilres(6qtration de Blrck-scho'les)' I-6quadon g6n6ralede la chaleur e$ une dquati,Dn aux d6riv6espan:ielles du deuxilme ordre en espace et du premier ordre eo remps. cela se rraduit par uneconlrante d'intrlppatio'dans chaque direction de l'espace. Elre admet en pri'cipc,une infinir6 desolurio's' Pour que le probllme ait une solution unique, il est n6cessaire de conr:raitre la r6parti-tion de' tempdr'alures en r;out point cle l'espace i un tempts pris pour origine, ainrii que les lois devariation cile la te:mp6ratur:e (ou de ses ddriv6es) sur les r*oua.., du domainr:6tudi6 (conditionsaux JlimiLtes).

ce travail est conlacr6 i l'fuude d'un exemple simple mais rdalise d,un problame d,oprimisarion.II s'agit de d6terrdner la temp6rature dans un four desrin6 i la cuisson d,une pidce de r6sinetherrn.-for'm6e' l'es 6l6ments chauffants sont des r6sisrances 6lectriques. A partir de ia valeurconn'ue rJe chacuLne des r6s;istances' on cherche i calculer le champ de tempdrature i l,int6rieurdu four' et en par"ticulier la temP€rature de lbbjer ) cuire. sachanr que la irem'6rature id6alede cuisso'n conditionne la solidit6 du produit fini er que des essais expdrimenrrauri: sont rongs eron6reux' cette sirnulation permet de v6ri6er i moindre cofft Ia validit6 des rdlfages du four.

cette pr*milre appoche est appelde probllme d.irect : on calcule la temp6rarure, de l,objer enf<rnction de la valeur des rdsistances. Mais Ia d6marche r6elle consiste i d6terminer:.la valeur des

{ zi'voaarrraa"
@2crl3.l.Jniv. Guelma



32 l4gd6li*tiondu

r€rs$tances' c.rxiddr6s comme inconnues, en fonction de Ia temp6rature id,lare*Je cuisson de lbb_jerl quri esr alorr; la donn6e du problAm, 
"ppro.h6, 

appel6 probllme inverse, quri esr un probllmedicpt:imiisatio:n qui est trait6 en fin d..hiitr..

2.:1,.1 Le c,as g6n6ral

La mo'd6llisati.rL mathdnnatique est Ia science de repr6senrer er interprdter une r6arit6 physiqueen ries modales; :lbstraits accessibles i I'analyse er au carcur. Le moddre que nous :lrlrons d6crire esrconnu sous Ie nc'm d'6quation de Ia chaleur, ou 6quarion de diffusion. consid6r.ons un domainefl de I''espace i .vdimensions que r,on suppose occup6 pa, 
T mat6riau ho,mog;;dne, isotrope etcoo'dss6gur de lla chaleur' on note r la variable d'espace, 

"'*r, i dire un point de f,r et r Ia variabrede tem's' Danr;!)les sources de chaleur (dvenruellement non uniformes en espace et variabresde tr:mps) sont rtprdsentdes par une fon*ion donnde f (*,t),tandis que Ia rem;r,6rarure e$ unefonctio* inconnLuue T(x't,l'La quantitd de chaleur.r, o*no,,1onneile i la ternp6rature r er vautc7 orh c e$ un€ 'constante physique (qui ddpend au ,yi. de mardriau) appel6e cha,leur sp,6cifique.Pour ddcerrniner la tempdrrature r,.ro* dcrivons la l,oi de conservation der l,&lsrgie ou de laquanritd de chalretr' Dans un volume 6limentaire v inclus dans e, la variat,ion en temps de ra

:H:ffi3j:.["*::j";::ce qui est produir par ies sources et de ce qui s** ou renffe i

Oi tn r:st Ie borrl de l-l (d'6l6ment de surfaceds ), I esr la normale exr6rieure uniir6 de V et qest le rredeuir flux ch chareur. si on apprique le th6'rame de Gauss, on obtient

Regroupa't lles di;ff6rents termes de Q.2.1)et utilisant re fait que re vorume 6l6me:rrtaire i/ esrquelconque' rind6pendant dur cemps, on en d6duit I'dquation de conservarion dr: I,6'ergie :

2.2 Moddlisarion du probllme

* LcTd 
x - I,rn. - {,,qqds.

ATc7;+dio7=f,

{uuurn, = [,anaa*.

Q.2.r)

(2.2.2)

{ zioso"t*roat*
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Eri a lieu en lour poinr r eCI et i tr
p,r : 

4 E o& er a tout temPs r' Rappelons que I'opiraterr divergencr: est d6fini

diaq -* 
au' 

4r'o^ n -- 
*T,, 

avec q = (4p82)'.

II faut mainte'ant relier le flux de chaleur ) Ia temp6rature, et on fait apper ii ce qu,on appere uneIoi co'nstituti've' Dans le cas pr6sent' il s'agit a" t" toi de Fourier qui rerie Ie flux de chareur demaniA,re proportionnelle au gradienr de temp6rarure

q = -kvT.
On A e$ ,ne crorlsfrnr. nn"i*i-,- /^--: )r, r , 

g'2'3)

mique. n*pp*i,,,,11#ffijj]:::!}}*:'::*fr'J:mat6riau) apperrre ccnductivir6 ther

v7- ({,9)'
\atrr dxz/

;JJ:Tr#;lti: 
c'onservatio n 2'2'2et Ia loi constirutive 2.2.3,onolrtier:rt une dquarion

,#-har=f.
Oi z\ =, d iaV,esr lbp6ra,reur Laplacien donn6 par :

a7- *a'r
H 3*, r'

II faut ajouter i cr:tte dquation qui est valable dans tout le domaine f,l une relacion appel6e condi-tion *ux limites, qui indique ce qui se passe i ra frondare ou au bord de du domaine, er uneaure relation qui indique q,uel est I'6tat initial de la tempdrarure. par convendon, on choisit r,ins-tant t = 0' pour 6tre re remf's iniriar, et on impose une condition iniriare

T(t_0,r)_ Toe),

oi iro est la fc'nction de distribution initiale de temp6rature dans re domarine o. En ce quiconcerne Ia conditi'rn aux limites, cela d6pend d.,.orrror. phy.iqr.. si le domaine e$ zuppos6baigner dans un th:ermostat i tempdrarure vdrifie la condition aux limires de D:iricfirlet

Q.2.4)

{ noso*a.oaio"

T{t,x)-a pourrourx eAn et r >0.
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2,2 lf{odelisari:on du

Si le domaine estil ff ;", 
I fjffi 

:ii::it,.*l*;?HT ;l; j:j ;x* ::n:*;:
7;G,,x)=ry@).VT(t,x)-0 pourrourr eOfi etr>0, 

e.2.5)

ffi.jj, ff:;:J' 
e;c6rieure unit6 de f,l une situation intermddiaire peur aussi avoir lieu :

'ir: 
t6r ieur,,, r,,,,nffi J*: :ffi |.rr*#::: fi ,"::T..:#;; r,enirieur et

AT

4Q,x)+aT(t6)=o pourrour x e0{1, et})0.
of a erst ota .oorr*,,rl n.ciri.,o T),.i^^--::r ( , 

'L L 2 \t' (2'2'6)

nousarro*s,6r*.,i,J:"';'ff ;il':ri*::iH,ffi ;:r5"ffi #:i"#::,,u3:
,U;.*:ffffi:ie, er Ia candition aux rimites satisfaites par la tempdrarure,on obdenr

lor
I , a, - kAT - f pour(.r, r) e!-l x nq+

I Tlr,tr)=o pour(r,r)edf,t>qp+
I r(r - 0,x) =To@)' ;;;;;. , (2.2.7)

Le probllm e Q'2:"'))est donc constitu6 d'une 6quation aux d6riv6es panietes munie de con itionsaux limites et dilte condircion initiale' A cause de ia pr6sence de condirions aux jlimites, on dit
lT.f;l;iff::::::il:*" rimites, mais on di, q* c,e$ un probrame de cau:hy i cause de

Rema:tque 12'2't' l)atrs ce modale de propagadon de ra chareur, ir nous faut pr6ciiser res unir6sou dirnensions ph1'siques : la temp6rarure r s'exprime en Kervin ${), Ia .h,rr..r' spdcifique renJoule par Kilofirarrune P:* Kelvin 0/0.g.K)), Ia conductiwd thermique (par unir6 de mase),€enJoule nrdre ca'rs par kil'gramme fa, Kelrrio par seconde g.*r r(kg.x.s). r),un point de vuemath6rnatique' nous a]rons r,rir rouu*t oubrier ces unit6s, et m6me c€s corlst'n:t€s.

2.2.2 F'ormulation d'probl&me : Cas d,un four
Dans n'otre travail cn consicllre un four de forme rectanguraire comporrent des r6r;isrances. cefour est reprr{5snx( par un do:naine 'fl de frontidre Jn. so;t dnD une parde de ltl} de mesure nonnulle, orn nore de^ r:t d0, deux parties a. f_ i"*iar."r.li;;;"

An- AfiNu 6dtru Oe*ts lttn,

Ziaya et Azzeiline
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2.2 lVlod6lisation du

Regs:kre

FrcuRe 2.1_Ilobjet dans le four

et

6tdlo n 0 fi* - A nD n 0 e, = 0e, n 0 fi* = 0.
on ecrir: alors li6quation cre diffirsion de ra charzur sous ra forme :

/ Trouver !S: tet que

| -aivg<ffiT)=r dansf,i.
La tempilrature clu four esr imposde sur une parde du bord : T = Tosur df,lo, Ce rype de condi_tion est;rppel6e cc'ndition aux limites de DiricfiIet. une condition sur df,r, rr6gu.re res ichangesthermiqures avec lixtdrieur' ce tylle de condition est apperde condirion aux limjtes,ce Neurnann.Enfin unre go6disi.n de Fourier sur de. indique queres 6changes thermiques enrre re frrur etl'ext6rieur sont p()portionnelles i la diff6rence de temp6.; T _ Tr.

tr,lffi5:T.*ffi::::XT*:::tar des conditions math6matiques associ6es au probrame.

( , _ros;yono

I T*'''io;=fzurle"

I E*,,, #o, = g(r - r,)sur do,.

(2.2.8)

Q.2.e)

{ zioyt*aznan"
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2.3 .Formulaglgn valiqrionnelle

I4
Dans cette fo,rmulationL on a ffouv6 :

1. La tem;rdrarure ?, dans le domaine CI.
2. Lensemble V desrrsnp{larures admissibles.
3. Le ten*:ur de c

o _ c,z avtr c:i:H::.::r:frff"f,: o,",

4' rles sources de cha'leur vorumiques -F et les sources de chare5. I-a remp(lrarure r11 fxie i ra frontiare Jor. 
:ur surfaciques /.

6' La tempdrrature 7. remp6nature exrdrieure i Ia frontidre ?(-1..7. L,e coeffi<ient d,6change thermique g ),la frontiAre /(_1..8. Le vectear ? = {rrr,or)7, normale ext6rieu rc i 3d1".

2.3 Formulatioin variationnelle
2.3.1 Cadre abshairt

Etant donn6 un esPace de Hilbert I/, une forme bilin6aire condnue er coercive a(u,r)er une
forme rin6aire conrinue L('a), onconsidare Ia formulatlor, *rinrionnere :

/ Trouver a €V rel que
I a(u,o)= L(zt), Vi eV, e.3.r)donr on srrit qu'errle admet urne unique sorudon par re Th6ortion interne de (2.3.1) consisre i rempracer l,espace d. H'b.'t*e 

de Lax'Milgnrm' IJapproxima-
finie v6,c''est-i-dire i chercher Iu ,oi*o' a. , 

t v par un sons-espace de dimensioa

{ tauver ut €Vt tel que
1 a\a6tvil= L(a), Va1, eVr. (2.3.2)

La rdsoluti'n de l'approximarion interne 2.3-z est,Facile comme Ie monrre le rerr*ne.suivanr :

ffi;:#;;:.".^:::::dc 
n;tbat r6et et v6 an sou*espace de dimensianlinie. soit a(u,o)

t'approxirna,;", ro*ffi{2,,";ff:;"':;;:;:)::r'*e tinuaire ,ooti,'u, sur v. Ators

#i#;:,:;:,:r:':;#:;'.,|:;* *''*otvant wn svstimc tin;aire dc rna*icedrirtniepositioe 
(et

Dans un milieu lLomogdne et isorrope

@2A1J, Univ. Guelne



D*npwtration' uexistence et I'unicit6 de u6 € I/6 solution de (2.3.2) #coule du Thdoreme &tax-lVlilgram appliqu| i V5.

** *;;o le probllme sous 
'ne 

forme plus simple, on inuoduit une base (Cr),.r.", d. Vh.

si un - 
E*,r,' 

o$ pase u, = {ur, ---, uNb) b vecteur d"* Rfl des coordsnnfu & or.
Le prpblArne (2.3.2)est 6quivalent i :

/ Trout*r % € Sil tel que

1 
'(*' {,'f')=L(d,)v t<iSM

C. qoi s'6crir sous la forme d,un systlme lineaire :

8.3.3)

Q.3.4)
avecppur I{i,,iSNt:

er 
xh,i,i=a (Q,,#,)

(bs); = L(6,)
La coefcivitd de la forme bilineaire a(u,v) entraine le carectire ddfini positif de Ia marrice 16 erdonc sQn inversibilitd.

En ef{e[, pourf totut ve$eur a, € Rtrr on a

/ Nh \'
xhah' ub) v I ttZ",0,tt | > cllnnllr, aaec c > a,

\i=r /
car toules les qorrnes sont 6quivalenres en dimension finie (f l 

. 
f f d€signe la norme euclidiesne dansRf)'D+ rn6mq la synn6trie & a(u,u) implique celle de re est appeLe matrice de rigidit6.

n
Nous a{ous nrflintenant comParer I'erreur commise en remplagant l'espace v par son sous-espacev6' plu$ pr6ei*dnem nous allons majorer la diff6renc e llu -z6f f ori n est lasolution dans v de(2'3't) ef 47, celle dans 14 de (2.3-2)- Prdcisons auparavaar guelques noratioos : on nore v > 

'laconstanqe de coercivit| *' M > 0 la constenre de continuit6 de la forme bilindaire a(u,r) quiv6ri6enr :

X7rtl6= b,

{ ,"*r.f***

a(u,n)2rll"llt Va eV.

02013. Univ, Guelma



2.3 Formulatipgvariationnelle t6

a(a,v) lullulllloll V u,v eV.
Le lqmme suivant dt1 iJean C6a montre que la distance entre la solution exacre ti et.hsoluti,on
apprpchee flt, #t*4ot" uniform6ment par apport au sous€sp a* V6par la distance enffe g et
vh.

Le4me 23e. $c CA4 : on se pla.ce sous ls hypotheses d.a lcmme prdcidcnt Soit a k soh+tian dc
(2.3.1) etuscelle de (2.3.2). On a :

llo - oill=T 
;*,,llu - o*ll

Nm4rutratiorr Puisque V1, C V,on d6duit par soustracrion des formulations variarionnelles
(2.3.tr) et {2.3.?) que :

a(s - il5,2g6)=A YwseVs.

En clioisissant @t, = t4h - o7, on obtient :

,ull* - onll' < a(u - iltr t14 - ur)=a(u - t41pu - r,r)SMllo - oillllo - vnll,

d'ori fbn d6duir 8.3.5). tr
tempe 2'3J. On se pl,xx soas lcs Wt]frsr;s dn lemme de Cda . On sappose qa'il exi* r4n sous-

6pasa! cV fienre da.ns V et une appliration 11, de Y dans 4 fuWl* op*ateur d'intupolation)
tels q4e :

lgll" 
* rl@)ll=a Yv ev.

Alorsk mitho& d'approximatian rwriationnelle intsnc converge, c'est h dire qe :

f5fl, - upll=a.

Ddmop.xratinn. Soite >0.Perdensitd de! tlexiste ne!, telque tllu-vllSr.Parailleurs,il
existe un &o > 0 {d6pen&* de e) tel que; pour cet 6l6menr a € !,on a :

lfu-r6{v)ll1e VhSbo.

En vef,ru du jlernme, on a :

Il" - "il|< cll" - rrk)llSc(llw - oll+ llo - 16@)ll)<2Ct,

d'oi llondeduit Ie r6sukar.

(2.3.s)

(2.3.6)

Q.3.4

tr
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Z.+ S'ntg*g_]lirreaire du direct

17
La sa:atrgie inrliqude par les lemmes cidt
mation ,r,r*6riqu. de Ia solution exacre ;::t::t,,11i1"1"':-'claire. 

Pour obt,*nir une approxi-;ffi ;ffi ::: j:iH,.'ffi ,::ti:i$ffi ;::;'# ;Tffi:.ffi:;sF'ace' I{6 de climension finie pri, ,.6"oodr-- 
r'vvrst'c v?frotlorlnel 

Q.3.1), iI f*ut
variationnelle entern. (i) 7 J\ ^r^--. 

:e.un_simple systAme findaire associ6 i I,
deuix critilres :
:::::::,::re 

e nrerne (2t.3 .2). Neanmoins, ;;* * T::: approximation
6 n'e$ pas 6vident,, Il fiuut qu,il respecre

It. On doir p,ouvoir r:onsruire ur
tvpiqueme,nr vest un espace r:;ffi]|:ff:J.::f tian r6de Ts,atisfaisant (2.3.6)(od

' 
1"1;.Hii,1*t*ion.du 

svstime.lin6aire xhilt - b6 soit.conomique rpn pratique ces

La ar6t'ocre d., i;l:,;;:,,'.o,ll'',il:ffi:"];-*",, 
de ters ,,bons,, 

espac:s u,.
2,3.:2 Cradre pratique

Pour sinrp'ifier l,e probrdme, on rraicera re cas d,une isoration thermique parfaite,, qui se traduirpa"gla coadiition./.= 0 sur Odl* et g = 0 sur den.Le pr'rbl'bme ph1'sique t" 
'*'i","rrair, .nd;rsment d6termin6. pour obtenir I,: prcr,brdme math6-matique ,:orrespc,r,dant on utilise la formule de Green : VT,T, e Vfr

- 
Jna;o L"i;i,,lrdx _f 

[ *,,,#{d* _y f ,," or,
on in,roc,ui, a,ors *""**;" ce vo .T:::,':rf.": ,ii:i: :r:,' ,**"*o:riormu_Iation ,rarjationne.fi,: du problAme de thermique

["
/ llrouver ..f 

eVo +Ip, tel que

1 
o'r,€ vo, 

Ej.ifi,r,wliirdx_Z [*r,ra*. e.3.s)

.1ff::,:lffi:::iJo::ffif ;: 
*, 6quivarent au probrlme physique (2 2.s)+(2 2.s)

2.4 Systdrnr: Iiniaire du problAme direct
2'4'1 Disc:rdtisation par 6r6ment finis et trianguration
La forme d' domaine 'fl' l'expression des donndes physiques du probrlme (souveff mesur6esexp6rimentalennent) rie Permeftent pas dans le cas g6n6rar de trouver une sorution duLproblame

{ ,roroo,*o,o*,,
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2.4 Systlme lineaire du p,robllme direct

Q.2.8) et Q.2.lr) sous la forme explicite T(*,y). Cette solution ne peut €,tre obtenue que par

valeurs approch6es, i l'aide par exemple de la m6thode des 6l€ments finis. Cette rn6thode consiste

i drlcouper le domaine il en 6l6ments triangulaires et i repr6senter la sohrtion T dans chaque

rriangle par un polyn6rne dont on doit cdculer les coefficients. On appelle triangulation 95 du

dornairue O un ensemble,des triangles r6pondant aux conditions suivantes :

ett

VR,K' eg\, KnK' -7 ft ,1."*-* communiKetK,, ou

I un c6t6 commun i K er K' .

A I'aicfe de la rriangulattton 91,; on construit V5 sous-espace vectoriel de dimension finie de V.

Pour $etre construcrion., le choix le plus simple correspond aux 6l6ments 6nis de lagrange de

degr6 l. Dans un triangle quelconque K d" gh de sommets A1, Az et /3 un 6l6ment Ti de Vp

s'6c;rit :

Tib,il = Ti(Ar))r+ T;(Ar)^r+ T;(4)\. Q.4.r)

Ori ,1, est la ii-" coordonn6e barycentrique du point ly' de coordonn6e (r,y) dans le triangle

K, de sommets Ar,Az et .43 sont les trois r6els i1, ), et ), (uniques si Ar, A2 et ,43 ne sont pas

aliep6s) v6rifiants :

)t+ 4*,lr = 1,

et

m = Arffir+ Arffir+ ),jffi,,

Ler; coordonndrs cart{simnes (x , y ) d'un point ,r1l sont li6es i ses coordonnd es barycentriques (^r, 
^2 

e t \,
darrs le triangle de somrnets ApAz et /, par les relations :

18

U,
KeTn

r}-

[ *(u)= r(z{3) + [r(z{t) -'(d.)] ir + [r(dr) - x(At)J ]'r
\ y (u) = ilA) + ly (A,) - y (A)1 ), + ljr {Ar) - y (Ar)J },

Avec ces notations,la relarion {2.4.Lt s'6crit encore :

Tl(x,il = 7",@,)+LT;(A,)- r;@)1\+[T;(Ar) - T;(A]l^,.

Q.4.2)

{' ,*o**o*
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On d$finit alom le sous-espace Vl cV5,

vf ={f'ev.,T' lano=o}.

Soiit !b un 6l6rnent & Vt d6fini par ses valeurs To(Ar) aux sommets de la {ronti}re lflp - elles

sont $onn6es par les conditions {2.2.9> et qui est nul au:( autres somrnets dr 9n.

La foqrnulationvariationnelle approchde du problime (2.3.8) s'6crit :

Q.4.3)

2.,*.2 Mise en oeuvre

La foqmulation variationnelle Q.4.3) fait intervenir des int6grales ddfinies sur les triangles de 95.

A fin de d6tailler les calculs i r6diser, examinons ces termes pour un 6l6ment quelconque K. Il
{atrt €valuer

f 

-
I Srad'7"fr{gradTl,dx,
Jx

f Trouu.r Trevj *To, tel que

t 
r r e v;, E.[.ffi, r;wffirna* = E I.rp d.x.

2.4j.2.1 Calcrtl de la matrice

Pour tout €lEment Ti de V5 il faut calculer ffif;.
To,utq fonction TieV6 v€rifie :

X=##,.X#,'; pour i-t'2'

Mrris d'aprls ler relations (2.4.1, *, Q.a.z)

t # -r;(A)-r;(A), #,= x(A) - x(A), #,=v(A;- v(At).

lAT; H,,.r A

| 6- r;(A)- r;(A)' ft= x(A)- x(A)' #,= v@') - v@')'

I r;ra*.
JK

8.4.4)
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Orr e4 d6duiit une nourrelle formularioa& (2.4.4)

( r;@)-r;(4) \ _ / x(A,)- x(A,)

\r;(,A,)-r;(A') I - \ x(An)-x(A')

Ir deqerminant de la matrice de (?.4.5) est :

A s [x(d,) - x@r)]Iy@r] * y(4I - l*(Ar) - ,(ArX [r(,{,) - r(lr)J.

Sa valbur absolue est 6gde i deu:r fois la surface du triangle K.

La m4trice dfe (2.4.5) est donc innersible, pn pose alors :

/ r;@) \
fdtrils=l AV,). f ,

\ ri@) /
et

,-r ( y(Ar)-y(A) y(A')-y(A') y(,{')-r(,{r) \
\ "(,{r) -x(A) r(/,)-r(dr) x(A)-*(A') )'

On ohtient la reladon

I frt, ;1r wffi r rd x - ld t r,n][le *J[a rc,] *,
Jx

dans lpquellq la matrice "€l6mentaire" [dr] v6rifie

LA*f =|cg)rcr n.

Le cs+Jficiqnt de conductivit6 dans l, oiunsl. r(, not6 c(I$ est distin* pour l'air et la rdsine.

2.,1.3 Caficul du second membrs

Sulppgsons pour simplifier que la source de chaleur F est constante par 6l6ment. On prcnd donc

lc := 1 si le tdangle ff c<rntient une rdsistence,0 sinon. En udlisant les m6mes notations on 6crit

I_rrt. -tdtr;ltr[bK!,

tb*r=|o1r.,o ( i )

y(Ar)-y(A,)\f 
Ar;\

i6:j-',6:)\#) Q.4.5)

av([
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2.4 Systi:me lin6aire du problBme dire*

- tNs Coorn€|ulNs, 1], CoorneufNs,2], Refneu[N*] ,numero du sonirmet,, ses coordonn6es

r:t sa nlf6rence (num6ro de frontilre)(un entier, deux r6els, un entier)

- lla iliste des u'iangles : pour Nt-l,Nbtri
- lNt NrumtrilNt, 1 :3], Reftri[N] : numero du triangle, numeros de s,es sommets et sa r6f6-

rgngg (num6:ro du milieu)(cinq enteirs)

Notrerprobl&ne consiste i :

1. Cr6er u:n maillage (ou relire un des fichiers) et vdrifier le contenu des rlable,aux Coorneu, et

Numtrii.

2. Calculerr les tableaux 6l6mentaires dans chaque triangle.

3. Ecrire une proc6dure qui assemble le sysdme ln6aire i panir des tableaux 6l6mentaires.

4. Mr:difier le systlme lin6aire pour prendre en compte les conditions aux li:mites.

5. R6soudre le systhne lin6aire r6sultant.

6. Vir;ualiser: les r6sultats sous forme de courbes isothermes.

La proc6dure rirr fichier i[our.m r6alise I'exp6rimentation numdrique propos6e, Eille fixe les valeurs

des; pararnltre,s physiques (ocalisation des r6sistances, conductivit6 des mat6rjiaux, valeur de la

tennpC,rature au bord du. four). Elle appelle la proc6dure du fichier four.m qui r:alcul les champs

de tempd:ratur associ6s i' ces donn6es.

2.'].7 Programme :1

Rdsolution du systlme lindaire (probl}me direct)

f 70, l"res,N u;mt r i,Coorneu] - faur(Ref d.ir,Vald.i.r,C onduc,P re:;);

Donnies; ReflDir : num6ros de frontilre ori la temp6rature est impos6e

ValDir : valeurr de la temp6rature impos6e

Conduc : coef:ficients de conductivit6

Pres : positions des r6sistances ehermiques

Rds:uhats:TO : champ de temp6rature associ6 au probllme sans r6sistance

Tres : champs ,Je temp6rature associ6 aux r6sistances

23
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Nlrmnri : listedes somrn€ts des triangles

Cqorneu : coordonn6es da sommets des triangles

Lectxye d,umailkge

IN b p t,N b t r i, C o o r ne u, Re f ne a, N a m t r i, Re f t r il =. I i r e mdi I ;
Trac6&t riaiilW
d e s s lne ma i I La ge{C eo r ne *,N u m t r i, Re f t r i, N b t r i} ;
Asse4llage du rystbne linu.ire

lAtotal]= asw(Nb pt,Nbtr i,C oornea,Ref new,Numtri.,Ref tri,C ond,uc);

b tot rl * ze r os(N b pt,l) ;

Ia copditiow &x liNnites

l'4e I f wt., b e I i mj - e I i m(At o t a l, b t o t a l, Re f n e a, Re f d. i r,V a I d, i r) ;
Visudistion dt k matrbe A
nf =25;f igure(nf);f s=18;
spy{,felim\;
titlefMatrice A (mai[age fin)','FontSize'Js) ;

R&ol4tinn dw gobllme wns source dc c$alear

Ta- Aeliw\belirn;
fprinff \ r Calcul de la tempenrture homoglne')

R&oloptbns dcsproblimes avec murce dc dtalewr

f otri - t: si.ze{Pres,l)

flos = Pres(i,:);

h = s oa rce(Pos,N arnt r i rC oor ne aj ;

Tres(z,i)eAelim\b ;

{prind( \ ec Cdcul de la ternp6rature essoci6e i la r€sistance i',i);
end

RemQrque2.4,1. La proc6dure assa.m construit le systlme lin6aire associ6 i 1'6quation de la

chaleur

{ 
"*'*^"o*
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2.4 Systlme ljintaire du probl€ne direct 25

2.4.8 Programrne : 2

Asser:nblage de la mat'ice du systlme lindaire (probl&me dir"ct)

f anctionf,Atotalf-:rssa(Nlp t,Nbtri,coorneu,Ref neu,Namtri.,Ref tri.,con4nc);

Donnies; Nbpt : nombre de points du maillage

Nbtr"i: nombre de triangles du maillage

Coorneu : coordoan6es des sommets des triangles

Refneu : numdros de frontilre des sommets des riangles
Numtri: liste des sommerc des triangles

Reftni : num6ros de milieu des triangles

Conduc : coeflicients de conducdvitd

R&ulwu.'Atotal : marrice assembl6e pour le probllme direct

At otal = s pdr s e(N b p t,N b pt) ;
Bowcle sar les 6l6ments

f or k - t:Nbtri
Les coordonndes dcs sornmtets

M =. lC o o r n e u (N u, rn t r i (k, l), :); C o o r n e u (N u rn t r i (k, 2), :) ;
C,o o r ne u(Y a m t r i(k, 3), r)]' ;

Le determinant

D,e I t a - ab s (d e t(lM ; tttl\ ;

La rnatrice du g'rddient

D,? =Ud(2,2)*I,r(t,3) MQ,i)*M(2,t) M(2,l)-tuI(2,2);M(1,3)*]4(r,2) t4(1,1)_M(1,3) M(r,2)*
M(r,1)l;

D;? =Dp,lDelta;
Aswrnbkge de Lr. matri,ce gl.obale

fori:1:3
"forj=l:3

Atotal{N umtri(k,i),A(amtri(k, j))- Atotal(Numtri.(k,i),Nnmtri.li,.b, jl)+conduc(Ref tri(k))*
D e I t ax(D p{:, i)' xD p{:, l)} I Z;

{ ****nn* @2013. Univ. GueLna



2.4 Systlme I'indaire du probllne direct 26

end

end

end.

Remarque 2.'+.2. - On note que Ie second membre est nul en dehors des 6liiments qui contiennent
uner dsistance thermique

- la proc6dure elim.m i$sl're la prise en compre de s conditions aux limites.

2.4.9 Programme:3

Assemblage de la matrice du systlme lindaire (problime direct) et Prise en compte des

conditions aux limites de Dirichlet

f u n c t i o nlAe I i m, b e I i ml = elim(z{r o t dl, b t o t al, Re f ne u, Re f d, i r, V a.I d, i r} ;

Donnf"es: Atotal : matrice assembl6e pour le problime direcr

Refneu : numiiros de fronrilre des sommets des triangles

Reff)ir : numi,ros de frontilre orl la teml#rature est imposde

ValDir : valeur de la temp6rafire impo#e

Rdsala*ts;Aelim, belim: marrice er second membre modifids

Modifi catio n d,a sec ond tnembre

N b p t = s izeli,lt otal, l) ;

Ndir = size(Ref d,ir,1t);

TD * zeros(Nbpt,l);

forh-1:Nd.ir
.fori*r:Nbpt
if Re/'nea(i)=,- Ref dir(h)
TD(i) - Vald,i.r(h)i

end

,gnd

end

{ nosoaAt*ai,r" 'o21l3. Univ. Guelma



belitn.= btotal -Atotal *TD;
Elimiwatian dans h matrbe

Aelitw=Atotal;

f or k =l tNdir
fori=t:Nbpt
i.f Ref nea{i)== Ref dir(h)
f o, i=r:Nbpt
Aelim(i,i) = 0;

Aelim(j,i) =0;
end

Ae t i n{i, i} = At o t al (i, i) ;
b e I i rn(i) * T D(i) * At ot al(i, i) ;

end.

end

ewd

2.4.110 Programme : 4

Rdsolption du probllme dircct : Calcul des champs de temp6rarure en {ocdon des sources de

chaleur

clear 4ll; clo+e all;
Les cowdnnr&s des &istances

P r e s x [-.S0.S0; .80.80; -.85 * .85; .85 - .85] ; ( 4 rdsisunces, ow)

Pres *l-.75.75;0..75;.75.75;-.75 - .75;0. - .75;.75 - .7SJ;6 rdsisunces

La cort&rctfu:itd

Condlac - [10.1.J;
Les ca*d.iti.otts aax limites

Ref d.ir -lr;zJ;Valdir - [100;50];
C^ahuldes &wnps dn tenry&atare

fT 0, T r e s, N u m. t r i, C o o r ne ul - f o w r (Re f d. i. r, V al d i r, C o nd w c, P r e s) ;

Trac6 ds r&ulwts

nf =l;f igwre{nf};

{ *""rn o* 02013. Univ. Guelme



2.4 Systtme lin6oire du probl€me direct 28

t r i s a r f Q't u'm t r i, C o o r ne u (:, L), C o o r n(2, 2), T r e s (:, k)) ;

nf = size(Pres,1);

fork-1:nf
nf t = k -+ t; f i gur e(nf t) ;

t r i s u r f (N a m t r /, C o o r n e u (:, !), C o o r ne n(:, 2), T r e s (:, k))

end

f id.=,f open('temp.f in','w');
save ;f id To T'res

Un champ de r;emp6rature est pr6sentd sur la 6gure (2.2). On y voit les variatjions de la temp6rature

dans l€ domaine fl pour uae ternp6rature impo#e de Tn - 50 degrds sur le bord sup6rieur du four

(y = 1) et Tp == 100 degr6s zur le bord inf6rieur (y = -t), sans *sistance cha.uffante.

Un aurre champ de tempdrarure esc pr&ent& sur la 6gure (2.3) : il s'agit des variations de la tem-

p{rature avec .[es conditions aux limites p#cddentes plus quatres r&istances, chauffantes {chacune

de val'eur 250C10).

r On consrare que la tanp6rature obtenue drns I'obiet e$ trls 6loign6e de la temp6rature idede

de cuisson, qui vaut dans notre exemple 250 degr6s. Pour corriger ce d6faut jil faut bien augmenter

la valeur des r,lsistances ; mais de combien ?

r Pour r{aliser ce calcul, nous sommes partis de valeurs connues des r6sistances pour calculer la

tem$rature de l'objet. (l'est ce qu'on appelle un probllme direct : les valeurs des r6sistances sont

les do,nn6es du probllrne, la temp6rature de I'obiet en est I'inconnue.

Remerquc2.4.3. Dans lar(Aiti les ing6nieurs ne procldent pas de cettr: maniEre. Puisque la

qualit6 du produit fini d6pend de la temp€rature iddale de cuisson, il faut d€terminer les valeurs

des r6sistances qui pefinettent de chauffer I'objet i cette temp6rature.

Il s'agit dors d'un problAme inverse : la temp6rature de l'obiet est une donn6e du probllme, les

valeurs des r6sistances sont les inconnues.

C'est I'obiectif du chapitre sui.vant.
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2.d Sy,stlnre lin{aire du probl&me direct 29
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ftcune 2.2 -Iareml#rature sans rdsistance

{ o*n**
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C,6,ayitreS h

ProhllBme inverse

3.1 Fornnulatiorn du probllme inverse

Dan.s la, rdalfu6les ingdnieurs procldent de la manilre suivanre :

Puisqur: la. qualit6 du produit fini d6pend de la temp6rarure id6ale de cuisson, il faut d6terminer
les vale'urs des r'6sistances qui permeffent de chauffer I'objet i cette temp6rature.
Il s'agit alors d'un probllme inverse : la tempdrature de l'objet est une donp6e dlu probltme, les
valeurs des r6sist'rnces sont les inconnues,

Le probldrne Q.2',.8) Q.2.9) a une propri6t6 importante, il est rjit lin6aire au sens suivant : si T'
est la solution du probllme correspondant aux donn6e s F' , T'o, f 

t 
et. T" la solutir:n du probllme

correspondant atx donn|l:es F", T;, fo , alors 7' + T/' et la solution du probllrrne aux donn6es

F' + F", T,'o+T'i, f 
t 
+ f"'" Pour d6rcrminer les valeurs des r6sistances qui permerrenr de chauffer

I'objet )i la temp,6rature id6ale de cuisson, on va uciliser cerre propri6t6.
La temp6rarure 7' du foul pour une temp6rature aux bords 7p et un {lux de chal::url impos6s )
Ia frontjiAre et a\/€c nr rldistances s'6crir :

T =To+ZapTp, (3.1.1)
h=l

oi a6 est la valeur de la ri'sistance A et ?"p le champ de la remp6rarure associ{ qua:nd la r6sisrance

& est seule ) chauffer le four.

Pour obtenir la tt,mp6racuLre id6ale T*, dans I'objet i cuire.9, il faut donc d6rerminer les valeurs
a6 des r,3sis;tances. on les obtienr par minimisarion de la fonctionnelle

rf nr 
l'o*.I@)= l,lr*,Al- 4(')-E aere@), Q.1.2)

{ z;oy'ae*din" @.2013. Univ. Guelma



la foncrionnelle/ est srri<rement convexe en a.
Elle att'einr son unique minimum pour la valeur de c qui annule son gradient. pour & = r,z, , . . , ltrla composante A du vecteur gradient est

al r ,,
,;r,=2 Jr[7"r,@)-Tob)-EovTr,(x)]Te@]dx. p.1.3)

h'=l

Ddfinissons alors la marrir:e / € Rz/x'l et Ie vecteur / € R' par :

Te@)Tyor(x)d,x,
(3.1.4)

et 
i,r= {^Te@)(T*(x)_To(x))dx.Js

La valeurr-optimale des r&istances e$ obrenue comme solution du sy*ame lin6aire

Aa- b.
(3.1.6)

3.2 R6solution du probllme inverse

1' cornstruire et r6soudr:e le systlme lin6aire associ6 au probllme d,optimisarion de la temp6-
raf,ure de cuisson.

t 
,lnt:tt: 

le champ de tempdrature ddfini par les valeurs calcul6es des rdsistances. Discuter
les resultats.

Dans un premier temps il fa*t r6soudre les nr *lprobllmes directs qui permettent de calculer leschamps de rempdratures { e:t Tp (k = 1,2,...,nr).On utilisera pour cela nr +I fois Ia procddure
mise au pc'int pour r6soudre le probllme direct, en morrifiant res donndes Tp, f etJc pour chaquecalcul (il faut de p'lus choisil'la position de chacune des r6sisrances dans le four). Les champs detempirature ainsi obtenus seronr stock6s dans z * 1 tableaux distincts.
PIus pricis6ment' on rdsout ,:l'abord un probllme e.2.g- 2.2.9) avecun rerme source nur (jr - 0),mais avec une temp6rature 7', * o ,tflux de chaleur/ = 0 impos6s i la frontilre. La solution dece premier probllme, not6e i[, et repr6senr6e sur lafrgure (2.2).

Remarque'3'2'l' ()n constate que les conditions aux limites sont bien respect6es :- Temp6ra'ureimp,ps{s I=:100 en/ = -let T=50en ! =1.- La conductivit6 thermique esr c = 1 dans l,air et c = l0 dans l,obiet.

Au,r = [
Js

(3,1.5)

{ z;oco*Arodi*
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FrcuRs 3.I _latemp6rarure f
- La condition de llux nul 

'ur 
les deux autres cdt6s se *aduit par des lignes isotherrrres perpendiculaires aux plaru; x = --Iet r = I.

Ensuite on rd'sout rsuccessivement autanr de probllm es (2.2.g- 2.2.g) qu,ily a de sources de chaleur(un probliimr: par r$sistance)' chaque cas consisre i calculer la temp6rature du four quand uneseule r6sistan,:e forLctionne, c:e qui revient i taire ^F = 0 dans chaque triangle g6, swf. <Ians l,uniquetriangle qui contient la rdsistance, dans lequel on prend F = 1. Les conditions au:r limrires associ6essont:

- Temp6ranure To::0 sur Odlo et le flux de chaleur f_ 0 sur df,lr.- La temprirarure anioci6e i la rdsistance A est not6e 16.
sur Ia figurre {i3'1) on voit une repr6se'tation d'un champ de temp6rature associ6 } une seulerdsiscance" Nc'ter lal :hible vaileur du maximum ! on consrare i nouveau que ies corrditions auxlirnites sonr respectd:s :

- La rcmpdrarure est nulle en y - _1, et y = 1.

- La conditio'de {hrx nul se traduit par des lignes isothermes perpendiculaires aux plans verti-caux.r = -l et X =: l_

Pour r6soudire le protrldme inverse, il faut maintenant consrruire le sysdme lin6aire (-ii.r.6). pour

{ z;oco"t*t ain
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des inQrales du rype

{I TzU)Tk@)d,x,
Js

dans i

Pour

oOn

leq champa & tempdrature Tpet e, sont connr$,
ce palcul on wilise Ia m€me tehnique que pour Ie probrame direct :

'nt {"abord que I'iru€grale sur lbbjer esr la somme des int6grares sur chacun descoprenus dans lbbjet

{,rrtaro@}d 
x= Et r1,@)ry{x)d x.

(3.2.r)

Q2.4)

Q2.2)

,"uiFe chacune des intdgrares sur K, en reprenant r,expression particuri*e d" 4(")darrFte rriaagle

4(*) = rh(4) + lrr{Ar)- r&(,{,)l )r+ lTr(Ar) _ rk$)f )2. e.2.3)
f{rmule ,1, est Ia rt*" coordonn& barycentrique du poinr r}/ de coordonndes r
n#e,I( desommetsdr.

guf I'on peut 6crire

f *rr<arr, @)d, x = la nr o]' [u *J la n, nf .

- IM*I, pe masse de l'€ldrnent ff.
-Ia lf6$mentr(node rnesK.

G quii

Le

qur sont

somme$

{:3:*:ce du ryst}me lindaire (3.1.6) est obtenu par sornmation sur rou$
q a r obret e cure des quandtes

ld I Th xlr La{ K7[d t T k, 8]
uisque lbn connait les valeurs Tpg &tchamp de mapdrature 4,n aux trois
K. On procbde de m8me pour calculer le second rnembre b .rJnexemple

du triangle de lagrange de degr6 I esr

tM*t=:_",_(ii )
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Ftcune 3.2 -Laremp6rature optimis6e pour 4 r6sisrances

FIcunE 3..1 - La remy#rature optimi#e pour 6 r6sistances
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de calcul p,o

:;:::'j:::jll*r 
de 

] 
resilances esr prdsenrd sur ra figur, e (3.:;t).On y voit champ de termp6rature optimis. obrenu #*;;.":;::-'.:'

a s<ilutiorr n,hren,,o F^rr- --- - . \ Icrenb dt Ia figurei3.3):mon la s<ilutio' obtenue pour un systame chauffant de 6 r6sistances.On crlnstal;e

::,: ffififfi:j:i::illl'.'"j':: 1:: 
re rectangre r-0,,r q 5t x t-0, 2; a, 2lest procJhe la rtemp6rarure iddale der sui55en fix6e i 250 degr6s.

Remarq'ue3 '2' Lavaieur oprimare des coefficienrs aa ddpend du nombre et de Jl,empracemenrp:r rapporr i lbbjet.

6conomiser,l,

On peuit rser cefte pu'ss4nce thermique par un terme suppr6mentaire darLs Ia lbnctionneileque lbn nrini

Remarqae3.3.

;:"::::3:, :r n..,r obtenir des valeurs ap trds petites ou mtn:re n6gatives.Ceci montre lss r6sistences coffespondantes sont plac6es trop prds de l,obiob,iet err doivent re-froidir la pilce ,t que la chauffer.

constante pilus;

Surlafigun: (3.

:i:::tr^:Tl':,1T:rr:tt :r, ,ur6sisrances 
permer d,avoir une zorne i {:emp6rarure

des r6si

3.3

Un prolon

sistenc,ss dans

mique dir;si

un maillage,

permettent de

une proche plus

avec plus de

pour 139,2 trian
nette am6liorati

due i une m,eil

Cette amtilioraui

augmentatron se

I @),- f 1r" o,{*) - rorj} - Xr rree)1, d x + cllalll.
/?= I

ions possibles

:nr intdressant de certe 6tude est d,optimiser ra distriburion grSom,iitrique des 16-

T"t:l::ff"rie"r 
de cetre-rechr'"h* p.r, 6tre d'oprimiser la puissance ther-p:u les rdsistences pour obtenir la temp6rarure id.ale a. .o*J;ff*,J;

ergie de chauffage).

;;;.;ff
flT: 1l',*T*:ts 

pour_304 rraingles, donnent des r6surrars sari,sfaisants,'s
icler la d'marche de mod€lisarion ainsi que les proc6dures, N6ann*oins, pour

:"i:::::li::.:" 
u,esr n6cessai,. d.,6roodre le probldme sur un mai'ageur4urd,bc

. Lln secnnd calcul est donc effecru6 sur un mailage comprenant 7ir,2 sommets
; er 6 r6sisrences. Le rdsultar final esr pr6sen# sur Ia figure (3..5). C)rn voir une

:11:::lr-;ntatin 
de la tempdrarrre au voisinage de rbbjet et des risistances,

re pircrsron des calculs.

' c'rh6renre avec Ia thiorie de ra m6thode des 6r6menm finis, r;e pzrie par une
bk: du rernps calcul.

{ zioyn"t.a.odtn*
@2013. Uni,n Guelma



Ftcunr 3i.4 - temp6rarure opdmis6e surle maillage grossier

Ftcune :t.5 - temp6rarure optimisde sur le maillage fin

{ Ziaya et Azzedine
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3.4 ,lution numdrique du probllme inverse
La procdd

temp6rature

et le second

3.4.1

d* fichier fisurexo2'm rdalise le calcul des valeurs des rdsistan.ces pour obtenir laptirnale de c'uisson' Elle appelle laproc6dure du fichier asst.m qui calcul Ia matriceennbre du *stdme lin6aire associ6 au probrame dbptimisation.

Assembliage la matricc'du qystime lindaire (probllme inverse)

f unctic,nf p t:, b o p tl=: asst(N&p t, N b t r i, C o o r n e n, Re f ne u, N u m t r i, Re f t r i, T A, Tres, Tcwi);

: nombre de points du maillage
: nr>mbre de triangles du maillage

: coordonn6es des sommets des triangles
: num6ros de frontiire des sommets des triangles
: liste des isommets des triangles

: num6ros de milieu des triangles
p de temlodrature sans r6siscance

p6rature id6ale de cuisson

de temp6rarure des r6sistances

bopt : matriice et second membre du probldme inverse

Nopt - sizell, re:; 12);

ll0:
lie.s

T'cui

Ao pt - ze ros(

bopt - zeros(

Ref cui = l;
fori=1:.)

forj=1:.]
AK(i, j)-,

end

AK(i,i',1= |

o,pt,No pt',|i
o,it rl);

{ noyo*e""a;*
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end

Bouclc

for h

Test sur

if {k}*=Ref cni
dq sm*ne*

Del s(det(fM;tr1J));
tnfl"tTwe

T1(N amt i(h

a r ne a{N n ra t r i (k, t), :); C o o r n e u{N u m t r i (k, 2), t) ;
{Numtri(k,3),:)f' ;

hui

IA
M
C

d=

ede

i=
ri'
Ori

fo,

fo
f

zNopt
t:Nopt

i =l:3
j j +t:3
p t ti' i ) = Ao p t {i, i )+ax6 l, i fl,rD e r t a xT r e s {N u n * i (k, i i), i)*T r e s {N u n t r i {h

rnnmbe

r i =l:Nopt
pr ii = 1:3

forii=1:3
bo p t(i) = b o p t{i) + AK(i i, j i ),, D e I t a,r T r e s (N n m t r i (k, i i}, i) x (T c * i _

ii ));
end

nd

o20I3. Uni* Guelma
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3.4.2

Calcul du membre associ. i ra source rocalide en pt et recture eru mairage

f unct ion J,= source(p t, N um t r i, C oo r ne u) ;

: coorrdonn6es du point i localiser
i : liste dts sommets des miangles

: coordonndes des sommets des triangles

membre

Nb pt = siz Coorneu,l);
Nbtri * siz
b - zera,s(N

Numtri,l);

source dc

f (x,y)= F0
R- 5.d. _ 02;

forh=1:i{ tri
gdornitrie de

&I =f{ioor
Coorneu(

Delta: ab d,e {[eI ;tr1]); D6 - De I ta /6. ;
second. rnernbre

th - zeros(

fori=1:3
,l);

dx* Ooo

x p(- D2) avec D2= [(x - x h) * x2 4 (y - y h) * *2] / 2.r. R x xil
= 2. x R*_rR;.F0 = I.i F = FA/2.;

teuQr{amtr i{h,1),:);C oor neu(N umt r i(h,2),:);
umtr i(h,3),,)]r;

dY = Cioor

dz =(dx2
tb(i)-, F *

end

fori-

dy2)/Rz;
x qt(-dz);

ea(Numtt"i(h,i),1) - pt(t);dx2_ 
d.x * dx ;e-u(Nunrri(h,i),2)- pt(2);dy2= dy * d,y ;

Ziaya etAzza.dine
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b(

end

end!

end

n7 t r i(h, i)',1 = b(N u m r i(h, i)) + t h(i) x D6 ;

Ziaya et Azzeitirre

@2013. Univ. Guelma



tll c.

[2] P.G ci
1978.

t3l

[41

Caars d"anatyre fonuionnelle Polytx,h,nique, Il\rRLA. paris, 2005.
' .be fnite ercrnent ne*odfor ellipti.c probbms,North_Holrand. 

Amesterdam,

[n*oduaion d I'andlyse nuderique mafficielts et i l,optimisafior, Masson, paris,

'Joh' P' Kaber' s' D er poser. Nr, Introdaction au cahar scientifque par k ?ratqne ;Msolus avec i,IATLAB,Dunod" paris, 2005.
[5] P.J-oly, namdrique tnatricielle, Cassini. paris, 2004.
[6J A.

;il:r:;: 
Saleri. Mithades Numiriraes (Atgorithmes, anatyse et apptica_tions),

PJ B. i etJ' H' suaq patQuc 
de k simuhtion num,riqrx,Erytes. paris, 2oor.

ZioyaAAzze&e
@2013.Univ. 

Guelma


