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Introduction

Dans cer m6molre, on 6tudie quelques th6ordme,s du point fixe der Banach,

Brouwer;"Schauddf, et quelques unes de leurs applications. Etant donn6s un

ensemble E et une application f : E -+,8, ces thriordmes donnent certaines

conditions sous lesquelles / admet un point fixe dans E. Ces r6sultats th6o-

niques nous permettent de r6soudre certains prob.ldmes math6matiques, par

exemple d6montr6 que certaines 6quations diff6rentielles admettent des solu-

tions san$ les d6terminer explicitement. ,

Le th6ordme de l'application contractante de Banach (1922) qui 6noncent

qu'une cqntraction d'un espace m6trique complet dans lui-m6me admet un

point fixe unique. Mais le fait de montrer que ia fbnction est contractante

peut entrp,iner de laborieux calculs, ainsi que, les conditions sur la fonction

et I'espace 6tudi6s restreignent le nombre de cas auxquels on peut appliquer

le th6ordme.

Le thdordme du point fixe de Brouwer (1912) est un r6sultat de topologie

Alg6brique, sous sa forme la plus simple, ce th6oldme exige uniquement la

continuitd de I'application d'un intervalle ferm6 born6 dans lui-m€me. Et de

fagon pluq g6n6rale, I'application conLinue doit Otre d6finie dans un convexe

oompact S'un espace euclidien dans luim6me.

\
\
\



lJNlvERsrrE 08 MAI 1945-GUELMA DEPAm'EMENT DE MAf HliMAl.leuEs

Le th€ordme du point fixe de schauder (1930), est une g6n6ralisation du

th6ordme du point fixe de Brouwer et affirme qu'une application continue

sur un cqnvexe compact admet un point fixe, qui n'est pas nocessairement

tunique. I[ n'est donc pas n6cessaire d'6tablir desr estim6es sur la fonction,

rnais simplement sa continuit6. Ceci nous donne ia possibilit6 de traiter plus

de cas qu'a,vec le th6or6me de Banach (par exemple, l'identit6).

Dans Ce m6moire, nous allons appliqu6s la th6or:ie du point fixe d quelques

€quations int6grales (Ctude de I'existence et I'unicit6 des solutions de ces

Equations).

Notre tr:avail est reparti en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons le thdordme du point fixe d'une

fonction, en effet, 6tant donn6 une application / d'un ensemble E dans lui-

fnOme, or1 appelle point fixe de / tout 616ment r; de E tel que f(r): ".

Dans le deuxidme chapitre, on pr6sente une grin6ralisation du 1;h6ordme

de la contraction de Banach. Nous choisissons le probldme de l'existence et

I'unicit6 des solutions de certains probldmes afin rle d6montrer les r6sultats

en d6taille. On rappelle ensuite le th6ordme de point fixe de Picard pour une

oontraction stricte.

Dans le troisidme chapitre, on commence par pr6senter le th6ordme de

Brouwer sur la boule unit6 de lR." ainsi que son externsion au cas d'un convexe

0ompact qu.elconque. Ensuite on 6nonce le th6ordme de non-r6traction de la

houle sur ia sphdre, on verra un peu plus loin dans un cas particulier qu'il

est 6quivalent au th6ordme de Brouwer. Enfin, on pr6sente le th6ordme de
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Schauder qui prolonge le th6ordme de Brouwer pour montrer l'existence d'un

point fixe pour une fonction continue sur un conve:Ke compact dans un espace

de Banadh.

Le quatridme et dernier chapitre est consacr6 aux applications des th6o-

rdmes du points fi.xe, on commence pa"r l'6tude de I'existence et l'unicit6 de Ia

solution de l'6quation int,6grale lin6aire et non- lin6aire de Volterra, comme

on pr6serlte la r6solution approch6e de l'6quation int6grale non-lin6aire exac-

tement par la m6thode des approximations succerssives. Enfi.n on d6montre

L'existenpe des solutions dans I'espace Lo(lo,b]) de,s 6quations int6g::ales non-

lin6aires der types Hammerstein, et I'existence et I'rrnicit6 de la solution conti-

nue des $quations int6grales non-lin6aire de Hammerstein-Volterra en utili-

sant des bh6ordmes du point fixe.



Chapitre 1

Fh.t(1rolnt nxe

. D6firlition 1.1 : On dit que I'intervalie I es1: stable par la fonction /
lorsque f(I) c L

D6finition 1.2 : Soit f : I -+ IR. une fonction ,lontinue sur I. On dit que

ff est un point fixe de / lorsque f (r): a.

En d'autres termes, les points fixes de / sont les sblutions, lorsqu'elles

existent de l'6quation f (r) : a.

Th6otdme 1.1 : Soit / une fonction continue sur f intervalle [a, b] telie

que [a, b] soit stable par ,f .Alors la fonction ./ adrnet au moins un point fixe

dans I'intBrvalle [a, b].

D6mpnstration : En eff'et consid6r'ons la fonction g d6finie sur[a, b],

par 9(r) F r * f ("). S est alors continue sur [a, bl.

On a par ailleurs :

g{a)-a*f(a)<0.

g(b):b-f(b)>0,

car f (a) et J(b), par hypothdse, appartiennent d, [a, b]. D'aprds le th6ordme

des valeufs interm6diaires, on est sur que 1'6qual,ion 9(z) : 0 possdde au

l

\
\
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rnoins une solution sur [a, b]. il en est de m6me de r'6quation f (r) == / et on

peut affirper que / possdde au moins un point fixe. I
Remapquons que la stabilit6 de l'intervalle I rre garantit pas l,existence

d'un poinf fixe, hormis Ie cas que nous venons ci'6tudier d'un intervalle ferrn6

born6' Pan exempie la fonction exponentielle est une fonction de 1 == IR dans

r: IR , rqais on sait bien que l'6quation er : r n'il pas de solution dans lR..

Thdordme 1".2 : soient I un intervaile ferm6 non vide et f : I --+ 1 une

4pplication contractante sur I. Alors :

1. / admet un unique point fixe / dans I.

2. Yus € 1, la suite z, :N -+ lR. D6finie pai. :

( une I
t V;. N, unrr: f (r.), (1 1)

converge vers I .

- Rem4rque 1.1 : on peut remplac6l'hypothdse f , I ---+ l contractante

par f :1 -*+ R contractante et tell que /(1) C 1.

On rappelle que ,f contractante sur I signifie :

3k e [0,1[. V(2, y) e rr,l f(il -,f(") l:1 k I y _ :r 
I

D6rnonstration : Remarquons au pr6alable que, us 6tant dans I et I
6tant stable par f ,la suite (u,) est bien cl6finie et ; Vn € N, z, € 1.

.", Existqnce d'un point fixe : Montrons, par rocurrence sur n € N , la

Pfopri6t6 :

P(n) : I un*t - u, l1 kn I u, - ,,,"0 | .

On a 6vidernment P(0).

N{ontrons que pour tout n € N. P(n) =+ P(n, * 1) :
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Soit n € N, supposons P(n). Alors :

lun+z-un+tl: lf (u.+r) - f (u.), 'r contmctant 
klu,+t - r.l'g' pn+t 1ur-uo l,

,f (r)cr

d'ot P(n * 1).

Du prirrcipe de raisonnement par r6currence, on d6duit :

Vn € N, P("),l un+r * un l1 k" I q - uo | .

D6duisorts-en que (2",) est de Cauchy :

soit e € Ri. Soit (p,q) eN2 avec q > p > 0.

Notons r:Q-p.
Ona:

,p+r-1. , p+r-I P+r-r

lun-rol:lupa,-u, l: I t u,+t-ur,l3 t lui+-uill D no lt,-ro l,
i:p i:p i:p

nr'
p+r-l r-L

I tt'| ,, - uol: kP | ,, - uulDk',
i=p i:0

et commp k e 10,1[, la s6rie g6om6trique de termr: g6n6ral ki converrge et est
t

major6epar 1_k
D'oi :

kelun-"rlar:-lrr-u.ol.
Et enfiri,

k e 10, Il | !- -+ 0, quand.p -+ oo.. I- K

En cons(quence :

kp
IJV e N, Vp € N, (p > X * 7:Zlut - uo l< t +l uo - url! e)'
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Ce qui ptrouve que la suite (,u,) est de Cauchy, et comme IR est complet, (u,)

converge.

Notons / sa limite. Comme I est ferm6, on a (. e I.

Or, / est continue en / (puisque contractante sur I) donc :

: ti^ ,51u,1 : .f (tim u.),
n-+@ u-'6

,,1$'"*t : f(l)'
(_ f(E.

On a donc d6montr6 que ,f admet un point fixe / dans I et que (2,,) converge

vers !.

DT Uniclt6 du point fixe : Supposons :1(.,(.' e I, f (t): I et f (l'): l'
Comme y' est contractante sur I :

l f({) - f(r) l

l(-('l < kl(-t'1,
(r-k)lt-{'l < o.

Orke[0,1[ ,donc:

l{-t'l < 0,

t)-01 L.

[,e th6ordrne est d6montr6. I
Rem4rques 1.2 :

1. L'hypothdse I ferm6 n'est lii que pour assurer (. e I. Si on sait d6jd,, par

ailleurs, que {. e 1 (en pratique, on a parfois d6jd, calcul6 I en r6solvant

l'6quation .f (() : (. ), cette hypothdse devient inutile.

;
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2. Le th6ordme du point fixe ne s'applique pas si I'on remplace l'hypothdse

/ contractante sur I par l'hypothdse l' 1-lipschitzienne sur I.

Contre-exemple 1 :

f tI -+ I
r t.+ r* 1

ry

Soient r et y dans 1 : [1, +oo[ avec rc <,g.

Comme .f est croissante sur [1, +ool, on a,r,,.'

/'
lftu) -/(")l < f(y) - f(") <,i - r *r - a

ru
1u-rllu-rl.

Ce qui pfouve que ,f est l-lipschitzienne sur I.

Cependant / n'a pas de point fixe sur I. (L'6quation f (r): r n)a pas de

solution),

Exer4ple 1 : Etudier Ia convergence de la suite d6finie par :

I uo € [-1, +oo[

I "*,:JT+u.
On introduit I'application / d6finie sur [-1, *oo[ par :

Vr€1R., f(r):t[+,

Point fixe de ./ :

f (r) - re t[t+r: re rt 0eL12 - r- I:0e z: 1+ J5a: - 
z

On montre facilement que ,f est d6rivable sur ] - 1, *oo[, croissante sur

[-1, +oo[, puis que , /([-1,*oo[) : [0, +oo[c l-t, +ooI

L'intervalle 1: [-1,*oo[ est donc stable et la suite (u,) est bien cl6finie.

\
\
r+

10



UNrvERsrrE 0E Mar 1945-GuELMA DEPAnEMENT DE MATHtiMATIQUEs

De plus : Vr € R*, l"f'(")l : # < 1.

D'aprds ll'in6galit6 des accroissements finis ;

Y(a,b) € R1 x R*, l/(b) - f(o)l < ilO - al. Donc / est j-lipschitzienne sur

I, donc cpntractante sur I.

En outre,/(R+) : [1,+oo[C IR1 Donc IRa est stable par f .

D'aprds le th6ordme du point fixe, la suite (u,) d6finie p* { ", 
z6 € lR'a

L @2+l : \ET u'
converge donc vers /.
Enfln, si z6 € [-1,0] alors z1 € JR1 et d'aprds ce qui pr6cdde, (u,,) converge

encore vers d.

i1



Chapitre 2

TheorQme du point flxe de
Banach et de Picard

Dans 0e chapitre, nous pr6sentons quelques r6sultats de la th6orie du point

fixe. A savoir Ie th6ordme du point fixe de Banach, celui cle Picard.

2.L Le th6ordme du point fixe de Banach

Ce th4ordme est dit principe de I'application contractante, il est la base

de la th6orie du point fixe. Ce principe garantit I'existence cl'un unique point

lixe pour toute application contractante d'un espace m6trique cornplet dans

Itui-mOme.

D6finition 2.1 : Soient (E,dE) "t (F, dp) des espaces m6triques,

T : E -+ I' une application et k un r6el positif.

On dit que T est lipschitzienne si :

Y (*,il € 82, dp (T("),r@) < k d,B(r,y). (2.1)

D6finltion 2.2 z Une application contractante est une application

12



UNrvERsrr6 08 MAt 1945-CuELM^ DEPAm'EMENT DE MATHliMrteuEs

lipschitzienne avec 0 < k < 1.

Th6qrdme 2.1 : (Banach) Soient (E,d) un espace m6trique complet et

T une application contractante de E dans E. Alors T admet un unique point

fixereE.
De plus toute suite d'6l6ments de E v6rifiant Ia r6curr€rc€ z21r : T(r.)

converge vers r.

D6monstration :

L'exiptence : Soit gr € E un point arbitraire dans E, Consid6rons la suite

{r"}T:, donn6e par :

I ro:?J )

\ ,,: T(r.-t), n) 7.

On doit prouver que (r") est une suite de Cauchy dans E. Pour nz < n, on

utilise l'irr6galit6 triangulaire :

d(r*,r,") 1d(r*,r^a1) * d(r**1,rm+z) +... + d(rn-1,rn).

Puisque T est une contraction, on a :

rl(ro, re+t) : d(Tr,p-t,T*) < kd(rp-t, r,p), pour p > 7.

En r6p6tant cette in6galit6, on obtient :

d(r*,rn)

On d6duit que (r,,)," est de Cauchy dans E qui est complet, donc (z')'
converge vers r dans E.

l3
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Par ailleurs puisque T est continu, on a :

u : J* u" : J5g 
T(r"-r) : 7(#1g rn_l) : Tr.

Donc r est un point fixe de T (i.e. Tr: r).
L'unipit6 : supposons r : Tr el A - 79 alors :

d(r, A) : d(Tr,TY) 3 kd(r, Y),

ce qui irrlplique que d(r, a):0i.e. r: y (puisque k < 1 ). I

Rem4rques 2.1 :

1. Si T est une application Lipschitzienne (pas n6cessairement une contrac-

tiorr) mais I'une de ces it6r6es ?p est une contraction, alors T' a encore

un point fixe et un seul.

Ceoi r6sulte de 1'unicit6.

En effet, soit r I'unique point fixe de Tp onaTe(T(r)) : T(Te(r)) :

T(r) ce qui convient ri. dire que ?(r) est aussi un point fixe de lnp et

grOceal'unicit6T(r):r'Donccer6sultatestvalablepourtousles

types de contraction qui assurent l'unicit6 du point fixe'

2. Il ge peut que T ne soit pas une contraction sur tout I'espace E mais

justbe dans le voisinage d'un point donn6. Dans ce cas on a 1e r6sultat

suivant :

Soit (E, d) un espace m6trique complet et T 
" 
B -+ E telle que :

d,(T(r),f@D <kd,(r,y)Yr,v e Betk <7, auecB: {r e E,d(r,') < e}

zGEete>0,
Enplusonsupposequed(z,T(,))<e(1-k)'AlorsTpossddeun

unfique point fixe r € B'

I

14
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2.2 Le th6ordme du point fixe de Picard

Ce th6ordme du Point Fixe M6trique (Picard) donne I'existence et i'uni-

cit€ d'un point fixe pour une contraction sulun espace m6trique compiet.

Th6qr6me 2.2 : (Picard) Soient (E, d) un espace m6trique complet

et ? : E -+ E une application contractante, i.e. Lipschitzienne de rapport

k < L..A.lors, T admet un unique point fixe r e E. De plus, pour tout

point inibial z6 € E, la suite it6r6e {r.'4 }rres, &v€c 116 € -E quelconque et

r, :: T(e,n) converge vers u.

D6mpnstration : On montre d'abord l'unicit6 d'un point fixe, puis son

existence.

Unicltd : Supposons qu'il existe r,A € E, r * g , tels qu'on aitT(r) :7

er T(y) * s. Alors on a d"(T(r),7(y)) : d(r,e) et donc 49ffi9 :7 > k

ce qui cqntredit le fait que T soit k-Lipschitzienne.

Etistence : soit z3 un point initial quelconque et (r") la suite it6r6e as-

soci6e. Qn a d(r,r,rn+t) - d(T(r*-1),7("")) I kd(rn-1,r,,). On va montrer

par r6cuprence sur n que

d(rn,rna1) 1k"d(rs,r1). 12.2)

1. Ini[ialisation : Evident Pout P : 0,

2. Gen6ralisation : supposons que pour un certain entier n quelconque

15
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mais fi'r6 on ait la propri6t6 (2.2). Alors

d(rna1,rna2) : d(T(r.),7(r^*t)),

ce qui achdve la r6currence. On a alors Yn > m :

m-7 m-1.

d.(rn,r*) < t d.(ra,ri-) 
= 

( t k')d1ro,r,1

m-7 m Ln
De pluB, pour tout n ) ffi,\n' < t ki : + b .

I-K
i:n i:n

hn
Dlor) d(2",, r^) I 7_7 a{ro,rr). On en d6duit alors que (:r') est une

srlite de Cauchy.

Comme (8, d) est complet, la suite (2,,) converge vers un point limite

r € E. De plus on a T(r,) -+ T(r) quand n -+ +oo car T est continue

et T(rp) : rn*r.Or r,r11 -+ z quand n -+ +oo, d'ori par unicit6 de la

lirrrite on a ?(r) : r. J

Conltre-exemple 2 : Les exemples suivant montrent que chacune des

hypothdsEs du th6ordme est r6ellement n6cessaire.

l. X n'est pas stable par /: f (r): tn;A sur X: [0, l].

Or X est ferm6 dans IR., et complet car lR est complet. De p[us,

f,(r.\ = __l_ < 1=+ supl/,(r)l < 1+ / est contractante.r \e / _ ,,,trTa reX
Mais / n'a pas cle point fixe car /([0,1]) : [7,\/r], i.e. X n'est pas

stable par f .

16
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2. f rlest pas contractante: f (t:):1n+e sur X == 10,+oo[.

O: f : X -+ X, et X est un ferm6 de lR. lR. est complet clonc X est

complet. \4ais sup l.l'(:r)l: 1 donc ,f n'est pas contractante.
reX

3. X tr'est pas comple t : f (r): ry sul X .=]0, i]
or: /(10, 1l) :10, *l .lo,tl,",::g l/'(r)l :; .1. donc, / est contrac-

reX
tante. Mais X n'est pas ferm6e dans lR donc pas complet.

L7



Chapitre 3

Th6ordme du point flxe de
Brouwer et de Schauder

3.1 Th6ordme du point fixe de Brouwer

Le th6ofdme du point fixe de Brouwer (topologique) donne l'existence

d'un polrrt fixe, mais pas n6cessairement I'unicit6, pour une foncl,ion conti-

nue sur une boule ferm6e dans un espace de dimension finie.

Th6prdpne 3.1 : Soit K une partie non vide, compacte et convexe de iR"

et f : K -+ K unefonctioncontinue. Alorsilexiste r€ K telque f("):r.
Rer4arque 3.1 : Les parties convexes et compactes de lR sont les seg-

ments. I-re Th6ordme de Brouwer prend donc le cas n : 1 Ia forme particulidre

suivante :

Th6or6{ne 3.2 : Si .f , [o,b] -+ [a, b] est fonction continue, alors il existe

r € la,b] tel que f (") : ,.
D6rrlongtration : Si / est continue de [a, b] dans luim6me, ia fonction

g : r, + f(r) -r est continue, prend en a la valeur f(a) - a ) 0 et en b

18
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la valeur f (b) - b < 0, Alors par le th6ordme des valeurs interm6diaires, la

fonction g s'annule en un point 26, qui est un point fixe de l'. I
Afin de d6rnontrer le th6oldme 3.1, on va d'abord. le r6duire dans le cas

of K : tsy(0,1).

3.1.1 R6tractions

D6fi+ition 3.1 : on appelle r6traction de I'espace topologique E sur un

ferm6 F de E toute fonction continue de E dans F qui est I'identit6 sur F.

(i.e. r : fr -+ F une application continue et E C F telle que r'lp : ldr c'est

A, dire que r(:r) : r,Vr € E).

Th6ordme 3.3 : soit K un compact convexe dans un espace de Hilbert

E. Alors, il existe une r6traction 1-Lipschitzienne 7T1a : E -+ K.

D6menstration : Soit z € E Par compacit6 de K, il existe a, € K tel
que

llr-oll:#lll"-nll .

Si b € K est tel que ll, - bll: #l ll, * trll:ll " - a ll, alors

/ - L a*bq n 1 , ,r rr2 ll a+bll' lla-bll2(o-b, :- ;): 0 et donc llr - oll' - ll" - Tll : ll?ll
n.-n

Or ? e. K par convexit6 de K et donc

I l*ll' < rr r - a12 -ll, -rIbll' . o|'2 il- il 2t1
Donc, a - b, Comme pour tout r € E, il existe un unique a, e K tel

que ll z -- a, ll: j4 ll r - k"ll, alors n6(r) : a, d6finit une application
tren

Irx : E -+ K qui est I'identit6 sur K.

Pour Inontrer que ry est continue, remarquons d'abord que pour rour

k e t< et tout, € 10,1], on a (1 - t)ny(r) + tk €K et donc

t9
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ll r - na(r) ll' - zt(r - nrc(r),k - rx(fl) + *ll k - ny(r) ll2 :
: ll r- n*(*) *t(k-nn(")) ll'> ll no(") -rll'.
Oon" (r -nn(r),-k+""@)) ) 0, pour tout k € K. Donc V(q,12) € 82,

ona:

ll ", - ta ll'

te th6ordme est d6montr6. I
soit K un compact convexe de IR". Quitte d rempiacer K par )K et f

par r € \K ,+ )/(i) e 
^K 

on peut supposer que K C B1(0, 1)' Donc, n;r

est une f6traction de By(0,1) sur K. Soit F : K -+ K une fonction continue.

Alors F:: F o ny : By(0,1) -+ B7(0,1) est continue'

si le th6ordme de Brouwer (voir ci-dessous) est d6montr6 pour B;(0,1),

alors il existe r € By(0,1) tel que r:F(r): F(nx(n))' Comrne F est d

valeurs dans K, on a r e K et donc n6(z) : I) ce qui implique que u est un

point fixe de F sur K.

On peut donc se ramener au cas of K : B/(0,1). Dans ce cas le th6ordme

de Brouwer est dquivalent au th6ordme suivant :

Th6ordme 3.4 : Il n'existe pas de r6traction Bi (0,1) sur S(0,1)'

Renparque 3.2 z Le th6ordme 3.4 est dit aussi Lemme de non r6traction'

D6rrronstration :

(+) Si une telle r6traction F existe alors -F : B1(0,1) -+ Bi(0' 1) n'a

pas de point fixe. En effet, s'il existe r € 87(0'1) tel que F(r) == -:r, alors

: ll (", - rK(r;)) * (trs(r) - nx(rr)) * (ny(:r2) - ,r) ll'
: ll nn(r,.) - nx(rz) ll' + ll \ - r7.(11) + n6@) - ,,ll' *

+ 2(ny@1) - rx(rz),r1- rv(r1) + nv(r2) - ,r)

20
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u € ,9(0i 1) et donc r :
(e) Si / : By(O,1) -+

Ot t" > 0 tel que

llr*t*(r- f("))ll'

On trouve l, :

F:

-F(") : -r, ce qui est impossible.

Bi (0,1) est continue et n'a pas de point fixe, alors

B/(0,1) -+ ,9(0,1),

r -i r*t,(r-f("))

+u2ll"- f(")ll'

+ll "- f(")ll'(t
ll"-f(")ll

:1,

: ll " ll'+ 2t,(r,t - f @))

] \L(r.r- f(r\)\ '/-(r,, - /(")) + ,ll')

donc F est continu.

De plus, si z €,S(0,1), alors ll r ll:1, donc

/ n, .\ ,l/ ", t\l

,,: ,

/ .\ .. .,e / -. .\
or (2, n- f (r)):llr ll'- (r, f (r)) > 1- ll 'll ll /(r) ll> 0,

d'oi l, e 0 et Vr e ,5(0,1), F(r) : r. I

3.L.2 Le cas K -- Bt(O, 1)

On dit qu'un espace topologique a Ia propri6t6 du point fixe si toute fonc-

tion corltinue / : E -+ E possdde un point fixe. Nous allons plouvel que la

boule By(0,1) a Ia propri6t6 du point fixe en toute dimension n € N.. On

note ici B, (resp. S,) lu boule unit6 ferm6e de IR" (resp. Ia sphdre unit6 de

lR"). Nobre preuve est bas6e sur l'6tudes des champs de vecteurs sur 5',, :

2I
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D6finition 3.2 : On appelle champ de vecteurs sur la sphdre S,,_1

toute fonction continue V : Sn-1 -+ IR" telie que, pour tout r, V(r) soit

tangent en r d 5',-1, c'est-d,-dire orthogonal d r.

Lernme 3.1 : S'il existe une r6traction de 827, sur Szn-t, il existe un

champ de vecteurs partout non nul sur ,52,.

D6r4onstration : On suppose que p est Ia r6traction de B2n sur ,52,r-1

et on ndte

r, ' P2n+1 -+ ]R",

(rr,rr,...,rzn+t) F+ ("r,rr,...,r2n),

qui envqie 522 sur B2n. Il existe un champ de vecteurs V : S2n-1 -4 Szn,t

(partout non nul). En effet, si on pose :

V (r1, 12, ...,, rzn) : (rz, - rL t r 4, - r2, ... t rzn, - rzn-1),

on a quq V est continue, ll V(r) ll': ll " ll': 1 et (r@),r) :0,
La fonction f : U ,+ V o p ozr(g) est alors continue sur 52, d, valeurs dans

Szn-r C Sz,. Si pour un A € Szn, f (il: tgt, alors a e Szn-t donc n(y): y,

et pon(A): p@):9, d'oit f (y):V(y): ty, ce qui contredit le fait que
/\
\v(a),a):0, et on en d6duit alors queYy € S2n, f (a) / {a,-a}.f 6tant

unu fonotion continue d.e S2ndans 5!,,, la fonction I/' d6finie par

est contilnue et v6rifie, Yy e S2n,

v'(y): f (y) - (rfu),r) r,

(v'(u\.r\:1r(rt. \ /" ' \" tt2

\ .-, -/ \, .-, a)- \l@,u)llu ll': o

\

22
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DonQ 7' est bien un champ de vecteurs sur ,92,r. Et il est partout non nul

car si olr avait Vt(r): 0, ,f(r) serait colin6aire d, z et appartiendrait d Szn,

(i.e. /(r) - *'r), ce qui est impossible. I

Le th6ordme suivant, achdve la preuve du th6ordme de Brouwer en dimen-

sion paipe d'aprds les th6ordmes 2.2 (Picard) et le th6ordme 3.4.

Th$ordme 3.5 : Sur la sphdre S2,, tout champ de vecteurs s'annule en

au moiqs un point.

Ddmonstration : Supposons qu'il existe un champ de vecteurs V par-

tout no{r nul sur ^92,. On va d'abord se ramener au cas ori V est la restriction

A .92, d'une fonction de classe Cr sur un voisinage de ,S2, v6rifian1;

llV(") ll: 1, Vz € Szn.

La fonction continue strictement positive r +ll V (r) ll atteint, sur le compact

,92n, soo minimum d > 0. Le compact

* : {r. p2n+1 
' I =,, " ll< ;},

est un voisinage de,Sz, dans IR2'+1. Toute fonction r6e1le continue de K peut

6tre approch6e uniform6ment sur K, d, ,a 
prds, par une fonction de classe Cl

sur I'inti6rieur de K. En particulier, si (V1 ,V2,...,V2n+t) sont les fonctions co-

ordonn6es de V, alors les fonction s r t+ 1' / r \ ',r(Ti-;T), continues sur K, peuvent

6tre approch@es uniform6ment sur K, a $ pres, par des fonctions 14{ qui sont' '2n'
de classe Cr sur K. Alors la fonction W : r - (Wr@),W2(r),...,Wr.*r@))

est de c[asse Cr, el v6rifie

(*,t"1 - v,@))' .2#!6' < 6',

23
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ce qui rnontre que' V) € lR'

(wra+ )r, v(r)) : (w@),v(')),
\" 

t*' t \ 
' / \ /

: ll rz(') ll'- (rz1r1 -w(r),v(r)),

D'on l4l(r) + \r 10, donc W.(*) : Wlr) - (*A1,")'* I 0' Alors

. W*(r) ^^!..*r e @ffisDr, url champ de vecteurs d valeurs dans S2r de classe C1 sur K'

On suppose maintenant que V est un champ de vecteurs de classe Cl au voisi-

nage de Szn, i\valeurs dans S2,.,, et on considdre, pour I e R, les applications

@ et O,, d6finies sur K Par

d("):ll rll"/ / \" \11 r 11/'
-,

@i(r) : r*t$(r)'

I qui sortt de classe C1. Puisque V/ est continue sur le compact S2r,, elle y est

I 
born6e, et le calcul de $'(r) montre que d'est born6e par un nombre M sur

I 
K Alorr.s, si M ll ,ll< f, onapourunz€ K'

I - @'{r) ll:l t | .ll d'@) ll< M I , l< 1'

I| 6onc e,r(r) est inversible (d'aprds le th6ordme de Accroisement fini) et 01

lestouverte.Doncu:o,(K)estunouvertdans]R2'+l.Deplus,
I

(v@)3): o + ll o1'?(z) ll : ll ' ll'+r'll ,lfllv(#")ll':1r+t';ll ' ll'

I 
\' ,*r'-l " ll Yt \&/ - " rr '" rr * " ll \ll r ll,tll

I On en conclut que, ri + < r <| ,l'image par Q1 de la sphdre S(r) de rayon

I r est une partie compacte, donc ferm6e de la sphdre STJTTF) de rayon

| ,JTTP Mais c'est aussi la trace sur S(rJT+E) de U, donc une partie

124
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ouverte de S(r',/TTP)' Par connexite de s(rt/T+V) on a alors

Ot(S(r)) : $(r1/7 +T), donc Ot est surjective de K sur
(^.. 1-o-l

U :: l' . P2n+1 : +6TE <ll " ll< t'/1+ t'S

Si on u O1(r) : O1(3r), alors

'n+F ll " ll:ll o,(") ll:ll o,(v) ll: JTTF'llall,

donc ll s ll:ll s/ ll, et

g:ll r+tg(r)-a-tQ@) ll>ll z-s ll - ll t ll ll ' ff llv(-r-)-"(ffi)ll
puisque (d'aprds re remme 3 2 ) on . ll" (m) - " (m)ll :I*W'

on obtient t -;* | t l:ll r -y llS 0, ce qui entraine r : a si rM l' l< 1'

Pour I t I assez petit, la fonction 01 est donc injective et est un cl-diff6omorphisme

cle 11. sur u.

Parhornoth6tie,levolumedeUestalorsleproduitduvolumedeKpar

$ + t fF. C'est aussi I'int6grale sur K du d6terminant jacobierr D, de 01,

et puisque la matrice jacobienne de Q1 en z est 1 +tJor(r), D1(r) est alors

un polynOme de degr6 au plus 2n * 7 en t : D1(t): I ti a1@) '

J=U

On en conclut que

uot(u): (1 + t')T rot(R) : I D1(c) d,r: 'fl ti I ai@)d'r,J ftJ"
donc, au voisinage de 0 , (L + t2)ry est 6gal d, un polyndme P(t) de degr6

au plus 2n * l. puisque (l + t2f# est pair, on devrait avoir P(t) pair donc

de degl6 au plus 2n. P(t)2 serait alors un polyndme de degr6 au plus 4n, 6ga1

n (1 + t2)'"*'.

c'e$t une contradiction donc le champ de vecteurs v s'annule en au moins

o(
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un point. I

Lemme 3.2 : (Accroissements finis) Soit m > 1. Si @ est une appli-

cation de classe C1 d6finie sul un voisinage de$- dans IR*+l, d, vaieurs dans

un espace de Banach E, et si ll Q'@) ll< M,Yr € s2*, alors ia fonction @ est

f -Lipschitzienne sur 5-.

D6rrronstration : Soient r eN y deux points distincts de S,,,' On peut

trouver z € S* qui forme avec r une base orthonorm6e d'un platr contenant

y et tel que

(o,t) > 0. il existe alors un'i.r e [0,n] tel que A: rcos(o) * zsin(u)' Et la

foncrtion 1 : s + rcos(s) * zsin(s) prend ses valeurs dans ,5- ' La fonction

$o1 est de classe CI, et on a

ll (do.y)'(r) ll'< ll d'(r(r)) ll'.ll ry'(r) ll'< IV'll -rsin(s) *zcos(s) ll': Ivt'

On a dionc

ll d(") -6@ ll:ll d oilu) - d.r(0) llS usup ll (d"r)'(s) ll< m',

et pruisque ll"*y ll': (1-cos(u))2+sin2(o) -2*2cos(a) :4sin2(l) , on

a ll ,- sll:2sin(i) .r?;:?r. 
-

On en conclut que ll @(r) - A@) ll< ; ll r - Y ll. .
fh6or6me 3.6 : (Brouwer) Toute application continue de la boule 8,,

euclidienne ferm6e unit6 sur elle-mOme admet un point fixe pour tout n € N'

Ce point fixe n'est pas forc6ment unique'

D6monstration : comme ce th6ordme est d6ja, d6montr6 pour n pair, ii

ne reste plus qu'a, montrer que si Bn+r a la propri6t6 du point fixe, alors B'

I'a a,ugsi.

26
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soiertt la fonction f : B. 4 Bn continue et n ia pr.ojection d6finie par :

n: (1t,fi2,...,rn+l) F+ (rr,*r,...,rn). On a alors r(Br+): Bn, et de plus

/ o n' est continue de Brr11 dans .B," C Bn+r.

Donc, il existe U € Bn+r tel que (f "")fu): gr. Alors U e B, donc:n(g):y.
On en dr6duit que g est un point fixe de / sur 8,,. I

3.2 Th6or6me du point fixe de Schauder

Ce th6ordme prolonge le r6sultat du th6ordme de Brouwer pour montrer

l'existence d'un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact

dans lun espace cie Banach.

Th6ordme 3.7 : Soit K un sous-ensemble de E ferm6 et convexe et

f : K -+ K une application continue telle que /(1{) est relativement compact.

Alors / possdde un point fixe.

Ddmonstration : On note C 1'adh6rence de /(K) qui est, par hypothdse,

un cqmpact. C C K cat K est ferm6 (si K est compact alors Cl : f (K)

car f(K) est compact). Pour chaque n soit F," un f-r6seau de C et soit

P" i Q ,+ conu(F) une projection de Schauder, (d'apres le th6ordme 3.8)

Comrne K est convexe et .Fl, est une partie de K alors conu(F,) C K est un

sous-Qnsemble compact et convexe. On dEfinit

fn : qonu(Fn) *+ conu(F].) par fn :: Pn o .fbon (Fn;. Par le th6ordme de

Brouwer /" possdde au moins un point fixe rr. Or f (r*) € C qui esl compact

et dorfc l,a suite /(r") possdde una sous-suite convergente que nous noterons

de la fnOme manidre. On posse z: lim f (t") e K. Montrons que /(r) : a.

En effet.
I

)ll f"("") - f ("") ll:ll P"(f (r")) - f ("") ll<
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d'oi r- j$ f (*.): ]12f"@") - j5grnetpar cons6quent f (r):r'l
Plug gEn6ralement

Theordme 3.8 : Soient E un espace de Banach et K C -E convexe et

compact. Alors toute application continue f : K -+ K possdde un point fixe.

D6monstration : soit / : K -+ K une application continue. comme K

est cornpact, / est uniform6ment continue, donc, si on fixe 6 ) 0, il existe

d > 0 tel que, pour tout r,a e K, on ait ll /(r) - f@) lll e, dds que

ll * * a ll( d. De plus, il existe un ensemble fini des points {,r, "",ro} c K

tel que les boules ouvertes de rayon d centr6es DIJX 14 recouvrent K, (i.e.

I I c\\K C U 8(rr,6)). Si on d6signe L :: Vect(f (ri))l<i<p, alors L est de

L3i<p
,limension'finie, et K* '.: K a L est compact convexe de dimension finie.

Pour 1 < I 1p, on d6finit la fonction continue ,lri , E -+ R par

,!i@): { , _ *J :i"jJ 
- zi llz o

6

et on voit queQi est strictement positive sur B(ri,d) et nulle dehors.

On A donc, pour tout r € K , Lrtt,@) > 0, et donc on peut d6finir sur K

J:T
les fbnctions continues positives 9i Par

/ \ 'l'i@)YJ\&)- p )

l'*rt")
,b= I

p

pow lesquelles on "lVi@):1, pour tout r e K'
j=r 

p

On pooe alors, pour r € K, g(r)::lvt{r)f {"t)' I est continue (car eile

j=I

est la somme des fonctions continues), et prend ses valeurs dans /{* (car 9(z)
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est un barycentre des /(zr)). Donc, si on prend la restriction 9lN- " 
K* -+ K*,

par le th6ordme de Brouwer 3.6, I possdde un point fixe Y € K*'De plus,

f(a)-v : f(a)-s(v)'
pp: lv'{ilttv) - t pi(ilf @),

;-1

p
sa: \,wi@Ufu) - l@i))

Orsi pr(s) f 0 alors lla-"i ll< d, etdonc ll ffu)- f(ri)ll< e' Donc, on

a, pour tout j, ll ei@)U(a) * f @i)) ll< epi(a), et donc

pP

ll f (il - s ll< I ll e,(vl ff@) - I@)) lls | €ei(a) == e'
;-1

Donrc, pour tout entier TrLl orr peut trouver un point U* e K tel que

ll f (y^) - y* ll< 2-m. Et puisque K est compact, de la suite {y*)^€z on

peut extraire une sous-suite (g-* qui converge veIS un point y* € K. Alors

.f 6tanh continue, la suite (.f (y*r)) converge vers /(g.), et on conclut que

f @-) = g., (i.e.gt* est un point fixe de / sur K). I

Th6ordme 3.9 : (Schaeffer) [6] Soit X un espace de Banach etT : X -+

X est un op6rateur compldtement continu. On a alors I'alternative suivante :

i) ou bien, 1'6quation op6rateur r: )Tr admet une solution poul ):1.

ii) 0u bien, l'ensemble ^9 
: {r € X : r: )Tr, ), €10,1[] est non born6'

29



Chapitre 4

Applications

On considdrera ici Ie thOordme du point fixe de Banach cornlne source

d'exfistence et d'unicit6 des th6ordmes sur les 6quations int6grales'

D6flnition 4.1- : Une 6quation int6grale de la forme

p(r) - s, 
l^' 

Ntr,t)e(t) dt: f (r), (L 1\

est une 6quation lin6aire de Fredholm de 2dme espdce'

Daqs les 6quations de cette forme, [a, b] est un intervalle donn6, P une

fonqtion inconrrue sur [a, b] et ) un paramdtre. Le noyau K de I'6quation

est une fonction donn6e sur le carrd G : [a, b] x la,b) et / est une fonction

donn6s sur [a, b].

Ici, on conserverai les 6quations de Fredholm sur Cla,b),I'espace de toutes

les fbnctions continues sur I'intervalle J : [a, b], muni de la m6trique d donn6e

DAI

d(p,rl,):ffile@)*rb@)l (4.2)

Porlr appliquer 1e th6ordme du point fixe de Banach, il est important de

relever que C[a, b] est un espace complet. Admettons que .f € Cfa,b] et que
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K soit continue sur G. Alors K est une fonction born6e sur G :

lK(r,t)lSc V(r,L)€G. (4.3)

Eviderument, (4.1) peut s'6crire g: Ttp oi

Tp(r) : f (r) * 
^ fu K@,t)'p(t) dt, (4.4)

Ja

K et f sont continues, (4.4) d6finit alors un op6rateur T:fa,b] -+ [o'b]'

On impose ensuite une restriction sur ) de sorte que T soit une contraction.

Des 6qnrations (4.2) e (4.4) on obtient :

d(Te,T'$) : maxlTe@) -Tl;@)l'
tfb r ...atl.: l)l max I / K (r, L)lv@ - A@)) 

|' x€J lJo
fb

, ,teJ Jn 
yb

: l\l cd(e,rl,)(b - ")

Cette ln6galit6 peut s',3crire d(Tp,TV) < \d(p,{)on p: l'\l c (b - o)'

T est donc une contraction (p < 1) lorsque

1

l)l < 
4b _ "), 

(4.5)

Le th6ordme du point fixe nous donne alors :

Th6or6me 4.L : (Equation int6grale lin6aire de FYedholm) Suppo-

son6 K et / continues dans (4.1) sur J x J et J respectivement, et admettons

que ) satisfasse (4.5) avec c d6finit en (a'3).

Alors (4.1) a une solution unique p sur J. Cette fonction p est la limite de

t1JI
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la s6quence it6rative (eo,gt,gz,.,.) ou us est une fonction continue sur J et

pourn:0, 1,...

1bp"+r(r):f(r)+^lK(r,t)p"(t)dt. (4.6)

Le thdordme du point fixe de Uunu.n ,'upplique 6galement aux 6quations

int6grales lin6aires de Volterra.

D6finition 4.2 z Une 6quation de la forme :

(4.7)

est appel6e 6quation int6grale lin6aire de Volterra.

La diff6rence entre (4.1) et (4.7) est que dans (4.1), la iimite sup6rieure b

de I'int6graie est constante alors que dans (4.7) elle est variable. C'est une

diff6rence essentiell c.

Sans restriction sur ), on obtient donc Ie th6ordme suivant :

Th6or€me 4.2 : (Equation int6grale lin6aire de Volterra) Suppo-

son$ que /dans (4.7) soit continue sur [a,b] et que le noyau K soit continu

sur la surface triangulaire IR dans le zf-plan d6finit par a ( t I t:, a 1t I b.

Alors (4.7) a une unique solution rp sur [a, b] pour tout ).

4.L Existence et unicit6 de la solution de l'6qua-
tion int6grale lin6aire de Volterra

On considdre 1'6quation int6graie de Volterra de seconde espdce

t^p(r):f(r)+xl l((r,L)e(t)d,t. (4.8)
JO,

Oi K(r,l) est une fonction contirrue pour 0 1r 1cr, 0 ( t 1r, et /(z) est

continue lorsque 0 I r 1 a.

p(r) - s 
l"* 

xt",t)e(t) rit : f(r).
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D6ftnition 4.3 : (R6solvante d'une 6quation int6grale) on appelle

r6solvante de l'6quation int6grale, toute fonction R(r,l;)) donn6e par

R(r,L)) : i )',Kna1(r,L).'"-

Orl les K' sont les noyaux it6r6s d6finis par la relation d.e r6currence suivante :

rr
Kt(r,t) : K(r,t), Kn(r,t) : I K(r, s)K,_1(s, t) ds.

Jt

Lenfme 4,L : La r6solvante R(r,t;)) v6rifie l'6quation suiva'te :

rr
R(r,t; )) : K(r,r) + ) | X(r,s)ft(s, t; \) ds

Jt

Th6rordme 4.3 ; (voir [11]) soit K(r,t) est une fonction continue pour

0 1 a: { o, 0 < t < r, et f(r) est continue lorsque 0 I r I a.

L'6qqatdon (4.8) admet une solution unique et continue donn6e par ia formule

/ \ ./ \ \ f'
v@) : f (r) + 

^ J" 
R(r,t;^)f (t) dt.

Rerrlarque 4.! : Le th6ordme 4.3 reste vrai pour les 6quations int6grale

de Fledholm lin6aire de seconde espdce.

T[r6prdme 4.4 : Soit l'6quation int6grale de Volterra de premidre espdce

| *@,t)p(t) dt: f (r).

telles que /, K des f"".ti;; continues, d6rivables sur fa, b]

1b fbr((r,r) + o, 
J" J" lx{r,t)12 d.rdt < x.

Alors, il existe une solution unique et continue de l'6quation (4.9).

D6monstration : On remarque d'abord qu'on

1/- q)

ra
f (") : I t{(r,t)e(t) dt:0.

.l o,

33
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L'6quation (4.9) peut 6tre transform6e en une 6quation de Volterra de deuxidme

espdce en utilisant ia rdgle de Leibniz

a f' f'A; I K(r,t)e(t) dt : K(r,r)p(r) + | *.x@,t)e(t) dt == f,(r),0r Ja J.. dr \- I'l r \-'l

comrne K(r,r) f 0, alors

9(r\: f'(r) - [' K'-(t't)t\r): 
K@,4- J" iffiv\t)at'

eui est une 6quation de Volterra de deuxidme espdce, et par ie th6ordme 4.4

on obtient l'existence et I'unicit6 de la solution @. I

4.2 Existence et unicit6 de la solution de l,6qua-
tion int6grale non lin6aire de Volterra

Thdordme 4.5 : soit l'6quation int6grale non lin6aire de vrlterra sui-

vante :

p(r): f (r) + [" *@,t,e(t))dt, 0 <z ( *oo. (4.10)
JO

Supposons que les conditions suivantes sont v6rifi6es :

1. / : [0, *oo[-+ ]R. est continue.

2. K : [0,+oo[x10,+oo[-+ JR, est une fonction continue satisfait la condi-

tion Lipschitz suivante :

lK(r,t,u) - K(r.t,u)l < Llu - ul, tel quer, t e [0, *oo[etz,o € IR.

Alors, l'6quation (4.10) admet une solution unique 9 e C([0,*ooi,lR.).

D6monstration : On choisit la norme suivante

'l 'l (' ' ''exp(-Zz)).tgt : sYp tte(z/t ,)

34
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On d6finit l'op6rateur T comme suit : Zcp(r) : f (*) + [" K(u,l,,9e)) dt.

A fin die prouver que 1'6quation (4.10) admet ,-rn" .otu/ioon, il faut montrer.

que I'op6rateur T admet un point fixe.

D'abord, on montre que T est contractant.

lrp(r)-Trb(")l { "-l / r ' [' ); .:p { exn(-lz)/ lK(r,1,,.p(t)) - K(r,t,rb@)ldt},

r- L ' Jo )

: ,^--,-f - , r \ f:x

= l,sup { exp(-rz) 
Jo ""or-Lt)exp(Lt)le(r) - ,l'U.)ldt},

. Llp - t/l tlp t ""Pt - 
LI)--- L J ,

,/\

Puisque (t - e*p(-fr)) < 1 alors, T est contractante, d'aprds le principe' \ '/
de Banach l'op6rateur T admet un point fixe unique (p e C(10,+*[), qui est

une sohltion unique de l'6quation int6graie (4.10). f

4.3 M6thodes de r6solution approch6e des 6qua-
tions int6grales non lin6aires (M6thode des
approximations successives)

La rn6thode des approximations successives peut, a priori, Otrer appliqu6e

tous les probldmes non lin6aires.

On cpnsiddre 1'6quation int6grale non lin6aire de Volterra

fT
Ip(r):f(r)+lF(",t,p(t))dt, (4.11)

JO

2q
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nous cherchons lasoiution de (a.11) sous forme de limite de lasuit;e lp,@)j,ot par exemple 9o(r) : f(r) et les termes suivants g1"(r) secalcuient deproche en proche d'aprds la formule

pn(r) : f (*) + [^" ,(r,t,pn_r(t)) d,t, k: r,2,...,n. (41)\JO '" - t1 ') " \-.--)
si /(r) et F(r,t,z) sont de carr6 sommabre et satisfont aux conditions

!F(r,t, zz) - F(r,t, z)l < a(r,t)lz2 _, I f'
',1, I Jo 

F@,t,e(tD dtls n@),

avec a(r,t) et q(r)

(o<tSa<a).

[" ,'(r)d,r I N2, [' o, [' or1r,t)d,t < A2Jo _-.,J, 
Jo

Alors, l'6quation int6grare non lin6aire de vorterra de seconde espdce (4.1r)
possdde une solution et une seule, d savoir p(r) e L2(0, a),d6f ie comme la
l[mite de p,(r) lorsque n _+ oo :

p(r): ]l!1v"(").
lgs fonctions p,(r) 6tant calcul6es par les formules de r6curr ence (4.r2).
Qn peut prendre pour cp6(z) n'importe quelle fonction d,e L2(0,a) (en parti-
cplier, une fonction continue) qui remplit la condition (4.13).
Notons qu'un bon choix de I'approximation initiale est susceptible de faciliter
la r6solution de l,6quation.

Exernple 2 : on utilise la technique des approximations successives pour
r6Foudre l'6quation int6grale

/ \ f'r+to2(t\
Q\:x): I ' '-'dlJo 1+ t2 -"1

oo

(4.13)
tels qu'on ait dans ie domaine fondamentai
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en prelrrant pour approximation initiale go(r) : z. On a alors

/ \ ['l+1.2et\r) : Jo r+trdt:r.
On trouve de m6me p,(r) : r,(n: 2,3,...).

La suite {p"(t)} est donc une suite stationnaire {z} tendant vers p(r): r.
On ohtient de suite la solution p(r) : e de l,@quation int6grale donn6e.

4.4 L'existence des solutions d,6quations int6-
grale de Hammerstein et Hammerstein-volterra

4.4.I Position du probldme

Dq.ns ce section nous 6tudions I'existence des solutions d,6quation int6_
grale non lin6aire de type Hammerstein dans Le([a,b)),

rb
p([)=s(t)+ 

J" 
*Q,s),f(s,rp(s))ds, -oo( a1tlb<+-. (4.14)

un int6r€t particulier est consacr6 au cas oi re noyau K(.,.) satisfait d ra
condition

K(t,s) : 0, pour a { t 1s ( b,

Ldans ce c&s, l'6quation (4.14) est r6duit d l'6quation de Hammerstein-Volterra
Fuivante

ft
p(t) - s(t) + 

J" 
n(t,s)"f(s, 9e\ ds, _oo < a 1t {b < +oo. (4.1b)

|'{ous avons 6tudi6 quelques r6sultats d'existence et I'unicit6 de la solution de
(4.15) dans C([a,b]).

On considdre l'op6rateur T d6fini par :

reL) : s(t) * fu * U,s)l'(s, rp(s)) ds, yt e la,b). (4.16)
JA

JI
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on apprique la th6orie du point fixe sur l,op6rateur T sous des conditions

I:"'.' 
sur 

'op6rateur 
et sur domaine, afin c'assurer l,existence du point

A fin de prouver que r'6quation admet une sorution, il f.aut montrer quel'op6rateur T admet un point fixe.

4.4.2 R6sultats de compacit6

Dans le cas particulier orj X : C(ta,6i), le th6ordme d,Arzela_Ascoli estgen6raleurent utilis6 pour prouve la compacit6 de T.
En utilisant certaines conditions sur les fonctions SO et f(., .) en combinant
Je th6ordrne d'Arzela_Ascoli avec un r6suitat densit6 trp, nous prouvons laCompacit6 de I'op6rateur T dans Lr([o,b]), p > t.

Th6or6me 4'6 : soit G un sous-ensembre de rR, et / : GxrR -+ R fonction
sntisfaisantte les conditions de Carath6odory.
Supposons que ,f v6rifie la condition suivante

If @,")l < l"@)!+ clulE,yu €Retp.p.r € G, (4.17)

o{t a € L'(G'JR), et c e rR+. Alors, r'op6rateur d6fini par (Fu)(r) : f (:r,u(r)),
u e u(Q,R)elp.p. r e G est born6 et continu de'espace Lp(G)dans 1,q(G).D6monstration : on d6duit de l'hypothdse (a.17) la majoration suivante

lf (r,u(r))1, < (|"t")l+ clull)q 
,

38



t-

eg donc ll r, ;;o : (l"lf (r,u(r)))'a,)* 
= ( l"(ro, + a,ft)' o,)I

Pp,r I'indga{ite de Minkowski, il vient

ll F,, ll,' \JG t \JG /
r f r1

o[r obtient ll r, lln S ll o lln * "( tt , ll, )f . -.
Dpnc, I'Opdrateur F est born6.

Pour mqntrer la continuit6 de F, on considdre une suite (2,") convergente

v$rs z dan6 ,Lr(G), elle admet une sous-suite (2",u) convergente p.p. dans G

v$rs z, et iliexiste n e Le (G) telle que lu"u@)l < lz(")l p.p. r e G. Lafonction

/ ldtant oonlbinue en la seconde variable, f (r, un*(r)) converge, quand k -+ oo,

v(rs /(r, "(")) 
p.p. r e G.

De pllus,,grAce d, I'in6galit6 dans f in6galit6 utile, on obtient les estirnations

st]ivantes

lllru"r * P'" lloo : l"tf A,u,n@)) - f (*,u(r))lq d,r,

l"(,trr,u,r@))l 
+ lf (*,u("))l)n dr,

,'-' 
I"(lttr,u,r@))l' + lf (r,u(r))lq) dr,

,n-' l.{(t,r"lt * clunrl;)'* (lo(")l + "lult)'} a,,

,a 
{z l"valr d"r * cq ( I"rY 

o, * 
I"tu,rlo 

d')},

c(ll 
" lll+ tt ulli+ ll u,- lli),

C,.

s

s
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Or) C et C/ sont deux constantes ind6pendantes de n.
De plus, jj Fu,o llolll Fu ll, + ll Fu,r * Fu ll,
La suite (Fu'*) est donc born6e ind6pendamment de n dans Ln(G).
En vertu du th6ordme de ra convergence domin6e de Lebesgue, on obtientfinalement de convergence dans Ln(G) de la suite (Fu,r)vers f,z. I

Lernrne 4.2 : Sous les conditions ci_dessus, soit p ) 1 un nombre r6el et
Foit g € [1,+oo] le conjugu6 de p. supposons que l,op6rateur F satisfait la
oondition suivante, Vu e Le([a,b]), Fu e Lq([a,b]). Alors, F esr un op6rateur
Qontinu de Le([a,6J) dans Ln([o,bj). En outre, ij existe une constante c > 0
et h € Ln([o,bj) telle que

lf @,u)l S cluy-r + lh(r)1, yr e [a,b], vz e rR.

Th6ordme 4'T : on considdre l'op6rateur T donn6 par (4.16), et soitp ) 1 et q le conjugu6 de p' Supposons que g € u([o,b]), et qu,' existe une
constante positive C et fonction h e Lq([a, b]), telle que

If @,")l 3 cluy-r + lh(r)1, vr e [a,b], vz e IR.

Srppposons que le noyau K(.,.) e Ln([a,b]2). Aiors, yu e Le(a,bl) 
,

Tt& e Le([a, b]), et T est un op6rateur compacr.
D6mpnstration : Nous avons 6crit l,op6rateur T de la forme :

T*Tr*Tx,telque:

rrfu)(t) : e(t), rx@)(t) = 
l"u 

*rr,s)/(s, z(s))ds, t e [a,b].

Il est clair que 4 est un op6rateur compact sur Ln([a,bJ). Ainsi, pour prouver
que T est compact, il suffit de prouver que T6 : Le([a,b]) -+ Lr([o,b]) est
corfipact.

(4.18)

40
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Notez qu'd' partir de (4.1g), on conclut que si u e Le([a,bJ), alors ra fonction
s -+ /(s, z(s)) appartient A Lq([a,b]).
soit z € Le([a,b]), puis en ut'isant f in6galit6 de Hoider, on obtient

ll r*@) lti : /"' I I,' K(t, s)f (s,u(s)) d"sl dt,

- fbfb rtb P

Far cons6quent, on obtient

ll ro(") il, s ll K ll,(c (!l u II,),-'* ll h llo) 
= 
**

.{lors, Yu, e Lp([a,b]), on obtient Txu € Le([a,b]).
I-1a preuve de la compacit6 de T, est eff'ectu6 par les deux 6tapes suivantes :

Prerrridre 6tape

Dans cette 6tape, nous supposons que K(t,s) e c([a,b]2) etnous montrons
q'[e ?K : Ln([a,b]) -+ C([a,6j) est compact.
Nous montrons d'abord que Ta(Le([a,a])) c C([a,b]).
sqit z e l?([a,b]) et t,to e [a,bj, il est clair que

lTyu(t) * T6u(t6)l

cornme K(.,') est uniform6ment continu sur [c, b]2, arors l,in6galit6 pr6c6_
dertte implique que .fxu e C([a,b]).

/11
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Ensuite' soit 
^9 

: {(un)n,n € N} un ensembre born6 de Le([a,bJ), nous v6ri-fions que Tx(S) est uniformdment borne et 6quicontinu.
on a vn € 1/, lr u, Iro 3 M, M est une constante positive, on peut fac'ementvdrifier que

lrNu"(t)l :ll K ll* (b * di (c uo_, *
ponc, Tx(S) est uniform6ment born6 dans
frn outre, il est facile de v6rifier que si l, t6

It h IIq ),V,
C([a,b]).

- | t1c 10, ol ) purs

€ N, V, e [a,b].

Vn € N, on obtient

,, \p-1 \ullp) +lihll").,/
IVxu"Q)-r*u^(to)l < 

"Hl, 
lK(t, s)*K(,0, s)i(b_o)* (c( ff

Qela montne que ?r1(S) est 6quicontinu.

Sn utilisant le th6ordme d,Arzela_Ascoli, on obtient To(S)est compact dansct([a'b])' pour la toporogie de Le([a,bJ) est plus faible que ra topol0gie de
Q([a,b]), alors 76(,g) est compact dans Le([a,b]).

Deuxidrne 6tape

Npus montrons que 76 est compact dans le cas g6n6ra1 0r) K e Ln([a,b]2).
Nqtez eue dans ce cas, il existe une suite de noyau (K,(t,s))" e C([a,b]2),
telle que ll K, - N llo + o que n -+ *oo.
Soft S uq ensemble d6fini pr6c6dent et born6 de Le([a,bJ), comme
K't(,') a c([a,b]2), en utilisant la premidre 6tape, on conclut que ?6, est
compact. Ainsi, il existe @l])), une suite de (un)ntel que (fnr@l])),) est
corfvergente' De m6rne' l existe @L'\.une suire a. @*)l-r")r;"' fii,)rlkir",,lest convergente, plus g6n6ralement, vm € N, il existe une suite (uir). o,!"
(uY- D 

) ^n"t 
qu" (16 ^ @P) ),) .est convergente.

Enquite, on envisage la suite diagonale @[i))r,nous prouvons que (ro69)),),

qz
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est urle snrite de Cauchy dans tre([a, bJ), nous notons d,abord que Vi;, /, n € N,ona

Ilr"f"f,l - rotu!'\ilo

0nu [^ , rlt.\
\rr,(z;')/, convergente, alors Ve > 0, il existe l/. e X telle que

llr"af,l -r"r"!,\llo 
= i, vt,k > N,. (4.20)

f 'autre pprt, on obtient

ll'.r\', - rx^@f'\l'

lommeVk € N, z[a) € S, alors l,in6galit€ pr6c6dente implique,

llr.tuf'l -r*^tuf\ ll, = 
rr K * Knlt,(cuo-,+ 1a ll,) (4,21)

olt u li K * K,lio -+ 0, que r, -+ *oo, puis en utilisant l,in6galit6 pr6c6dente,
or| concltrt qu,il existe ll4 e N, telle que

Ilr.af'l - rx.af)\[,. 
tr,r, ) M,,v& e N

Er| combin4nt (4.20)-(4.21), on conclut ^,- /^ z (n), \
caluchy drans t,espace de Banac h Lp ([a,r,, 

t"., 
llliuo"]"/;,* :::i::::

delzr(^9) est une suite convergente, alors ?6(s) est compact, pour tout s un
sotls:ensetrnble born6 de Le(a,bl).

Cefa montre,que ?ia est un op6rateur compact sur Le([a,b]). f
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4'4'B R6surtats d'existence des solutions des 6quationsde Hammerstein

Notre r6surtat d'existence du premier probldme (4.14)est cronn6 par leth6ordme suivant.

Th6qr6me 4'g : on considdre l'6quation int6grale non lin6aire (4.r4), etsoit 1 ( p < 2un nombre r6el et q € [1,*oo] le conjugu6 de p.
Supposons que K(., ,) e Le([a,b]2) etg(,) € Lo([o,b]). En ourre, supposons
que la fonction /(.,.) satisfait aux conditions du Lemme 4.2. Ensuite, les
n6sultats suivants d6tiennent

(n1) Si I/-p<2, alors (4.I4) admetunesolutiono€ Le([a,b]).
(fi2) si p:2, et re noyau K satisfait a l,une des deux conditions suivantes :("r) Cll K ll, < 1, oi C constante est donnee par le Lemme 4.2.
(c2) K(t,.f) :0, vs ) I et !K(t,s)l < lK1(t)llKr(4l,oi K1(.) est born6 et
rpesurable sur [a, b] et K2(,) e Le([a,b]).
,{lors, l'6quation (4.14) admet une solutio n I € Le([a,b]).

D6q'roqrstration : Notons d'abord que la fonction /(., .) satisfait aux
cpnditions de Lemrne 4.2,,v'rifie l'in6galit6 (4.i8) pour une constante c > 0
et h(.) e Ip([a,b]). Ainsi, d,aprds le th6ordme 4.7, onconclut que l,op6rateur
T d6fini par (4.16) est un op6rateur compact de Le([a,b]) dans Le([a,,b]).
LF continudt6 de T dans Lo([o,b]) est une simpie cons6quence de la conti-
nUit6 de I'op6rateur F sur trp(la,&]). plus pr6cis6ment, soit 9 e Le([a,b]) et
solt (9)^ une suite de I'e([a,bJ) qui converge vers (p. puis, en utilisant les
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propri6t6s de F ainsi que l,in6galit6 de Hcilder, on obtient

llrp,O - re) ili

- fbr fb r. 7b

comme F : Le([a,b]) -+ L'(to,b]) est continu, alors l,in6garit6 pr6c6dente
lmplique ra continuit6 de T. puisque T est compact, alors T est comprdtement
0ontinq.

$i p e I?([o,b]), en utilisant l,in6galir6 (4.18) avec l,in6galit6 de H6lder, onpeut facilement v6rifier que

ll re llo < ll g ll, + ll K ti,(c(tt,,lo)o-,+ ll h ll,) e 22)

Phur prouver le r6sultat d'existence (fir), on utiiise re th6oreme du poi't fixe
dp Schaeffer 3.9, et d6montre que pour I { p <2, l,ensemble
S : {p e l,e([a,b]), p: )Tg, A €]0,1[] , est born6.
Ep utilisant (4.22), il est facile de voir que Vcp € ^9, on obtienr

ll s ll, < n re ro s cll K,,(tt r 1,,)'-' +, g ro + lr K,or h ro
Orp bien

/u -,, \P-l f /,, ,, \2-p\ttvll,) f(ilrll")- '-cilK 
II,] <1s1,+1K,,,h,n

colrame 7 a p < 2, alors l'in6gaiit6 pr6c6dente imprique qu,il existe une
co4stante M > 0 telle que Il vllo < ,'1. Ainsi, S est uniform6ment born6 par
AT

Pa'rt cons6quent, en utilisant le th6ordme de schaeffer 3.g, on conr;rut que

tf+o
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l'6quatiqn (4.I4) admet une solutio n g € Le([a,b]),
Ensuite, nous prouvons (r?2), on examine d,abord re cas particulier (c1).Comntre p € S, puis de (4.22),on obtient

ll qll,< IIre ll, < ll g Il,+tt K ll,(cll pll,+ll hll,).
pi cll rK ll, < 1, alors l'in6galit6 pr6c6dente imprique que vg € s,on d6duit

ll p Il,. ll g ll, + ll K ll,ll h 
IL"rrr2j TJffi:M.

'f insi' s est born6' par cons6quent, si cl! Klr, < 1,arors l,6qua tion (4.r4)
'f6rifie 

le th6ordme du point fixe de schaeffer 3.9 d,or) elre admet une sorution
Q e u([a,b]).

$nfin, $oup l4 condition (c2), toute solution d" g _ )?rp pour 
^ 

e [0,1]sftisfait IeS in6galit6s suivantes

l1(r)l s tl g ll* + |K,,ft)t f"

otr]'4 : ll g [l-+ll l(1 ll* ll Kz llrll h llret dG) : Cll K,ll*lKr(")l e L2([a,b]) c
Lll([a, b]).

Aifrsi' en utflisant l'in6galit6 de Gronwalr, on conclut que p satisfait ra re]a_
tioFr suivAnte

ll p ll, < n{6: 
"expfll d lil).

Pa{ consdqupnt, l,6quation (4,14) admet une solution dans
th6prdme du,point fixe de Schaeffer 3.9. t

L'([o,6j) par te

lK2(s)llh(s)ld.s + clKt|)l I" lK2(s)lle(s)lcts, t €

K,ll,ll h Il, + cll K, X* /"' lK2(s)lle@)lds,

dt,

[o, b],

{ ll g ll- + ll lr, ll_rr

rt

Ja
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Notorrs que le r6sultat du th6ordme ci-dessus n,est valable que dans le cas
of 1 ( p < 2' En outre, si p : 2, aiors la condition (c1) est une s6rieuse
limitation du th.ordme 4.7. pour sur montrer ces probldmes, on peut utiliser
une pratfque pond6r6e Lp-norme et re th6orime d.u point fixe de Schauder
3.9. C'est l'objet du th6ordme suivant ;

Th6ordme 4.g : consid6rons l'6quation (4.10) oi les fonctions g(r),
f(t'') sent aussi propos6es par le th6ordme pr6c6dent, et soit p ) 1 un
trrombre r6el et q le conjugu6 de p.

supposonrs 6galernent qu'il existe une constante ct ) 0 et h e Ln([a,bi) teile
que

IJ'G,")l ! Clrl + lh(s)1, p.p.s € [a, b], Vz e tR. (4.28)

pn outre, supposons qu'il existe fonction pr, continue, born6e, non nuile, po-
gitive sur [a, b], et telie que la fonction

i!(r): I L/"'lI((L,s)lq(t1("))-3]i, sip) 1,q < *oo.

I lK(t, s)l
I tuPse 

[o,b] ffi, si P : 1, q : *oo.

appartient d" Le(la,bl, dp). Si Clll V !lr,, < 1, alors l,6quation (4.I4) admet
une solution I € Le ([a, b)).

D6rnonstration : Nous d6finissions d'abord l'espace x : Lp([a,b],dti,
P&r

TBlle que, 
l{

Lr([o,b), dp): {t . Lo([o,b]),ll f llr,r.*-]
llo,, "tt une fonction r6elle positive d6finie sur le([a, b]) par

Y f e Le([a,b]),ll f llo,,: ( l"' vttll, r"(t) dr)i .
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En ut'isant res propri6t6s de ra fonction p, il est clair que il . ilr,uest unenorme et que X : Le([a,b],dlr) est un espace de Banach. D6pius les deuxnormes lf ' llo ut ll 'llo,,"sont 6quivalentes. Ainsi, tout ensemble born6 dans Xest un eusemble born6 dans tre(fa, bJ).

Ensuite' soit 'B un nombre r6ei positif qui sera fixe, supposons .86 est unsous-ensetrnble born6, ferm6, convexe d.,un espace X, d6fini oar

B^: 
{.f € x,ll f 11,,, s a}.

comme l'op6rateur int6gral T donn6 par (4.16) est compact sur tre([a,bi) etFa est un ensemble born6 de Le([a,b]), arors T(Ba)est relativement compact
dans tre(fo, b]) g X. Ensuite, nous montrons que ri Crll V llo,r< 1, alors ilexiste fto > 0 tel que v,R > r?s, on obtient T(Ba) Q Ba.ceia se fait; comme
suit. so,it e e Ba, en utilisant l'in6galit6 de Hcilder, (4.28)et re th6ordme de
Flubini, on obtient les in6galit6s suivantes.

II rxe lll , J,, ,LJo 
(r,frl);,"

ts * h IIi,, J" u@(J, lK(t,s)lqQ.t ("))# ar); at,

Cqmme Tg : g * Trcp, et ll p llo,r a.R , aiors l,in6galit6

ll Tp 11,,, < ll g llo,,+ ll v llr,rll tr llr,,, + crll e llr,rll v llr,u.

Paf consdquent, T(Bp) C Ba, pour tout

,r, II g IIo,u + ll v ll,,,ll h llo,,
1 _ Crll {/ il_

48
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Enfin, en ut'isant le th6ordme du point fixe de schauder. B.T, onconclut que(4.14) admet une solution I e Lo([u,el). f

Nous allons d.onner un exemple.

Exernpre B : on considdre l'6quation int6grale non lin6aire suivante

p(t) : s(t) +)/'-P[e(r) + ln(i + er(,))lds, r € [0,1j, (4.24)

of 9 € L2(p,1]) et ) > 0 est un parametre r6el.
[,e noyau K (., .) appartient d" L2 ([0,I]r),

K(t, s): )9IP(5(' - t)t
,rr, *{ € t2([0, 1]2)'

pn outne, le calcul num6rique nous donne ll K 112x3.0030).
p'autre part' la fonction f(r,r) : r *ln(1 + z2) satisfait clairement la
condition de L2 -Oarath6odorv.
Qomme

lim f G,r) :
'-++oo r 

1' Vs e [0' 1i,

afors, Ve > 0, il existe 1{Ct,"< 1+ t,C2,u> 0 telle que

If G,")l < Cr,J"l * Cz,u, Vz € lR, s e f0, 1].

Notons que la lf(t,")l > r, Yr > 0. par consequent, il est necessaire que
Cn.6 ) 1.

En utilisant l'in6galit6 pr6c6dente et le th60rdme 4.g, on conciut wet (4.24)
admet une solution dans Lr(p,1J), pour tout 0 < ) < )o ry 0.3330.
si ) > .\p, le th6ordme 4.8, n'est prus applicabie, nous utlisons re th6ordme
4'$ pour prouver le r6sultat d'existence pour les grandes vareurs de ), pour
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p : q: 2 on considdre une mesure pond6r6e de Lebsgue sur [0, I], d1.r,(t) :p.(t) dt, or) p(r) : exp(i6t).
En vertu du theordm e 4.9lafonction v(l) est donn6e par la formule suivante,

v(r) : ( I,' 
E-9! o,)t :],_,,

Notez que V € L2(p,rl,dti et ii U llr,u: it/Itnz.
Puisqr.re la constant e Cr,, satisfait 1 I Cr,, < 1 + e, Ve )
le th6ordrne 4.g , on conclut que l,6quat ion (4.24) admet une
L'(p,1]), pour tout

0, en utiiisant

solution dans

o<^{)1 : 
ffix4'2466'

nl s'agit d'une am6lioration significative du r6sultat donn6 par le th6ordme 4.g.

4'4'+ oxistence et unicit6 de la solution continue del,dquation de Hammerstein-Volterua

Dans cette partie, nous donnons un r6sultat d,existence et unicit6 pour
une solution continue de l'6quation int6grale non lin6aire de Hammerstein-
Vblterra.

1) Th6ordme d,existence

Notre rdsultat d'existence est donn6 par re th6ordme suivant.
Th6ordme 4'lo : consid€rons 1'6quation int6grale non lineaire de Hammerstein-

Vqlterra suivante

p(t) : Tp : s(t) + 
J"" 

* U,s),f (s, eg)) ds, t e [a,b].

m(r+1)\l )

(4.25)
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supposons que 9 e c([a,b]), eile noyau K satisfait
(i) f ft,s) > 0, Vt,s e 

^[a,b], 
K(t,s) > K(16,s), Vt

(ii) ta fonction , - [' K(t,s)d", *t .ontinue sur
(iii) Vto e [a,b],, -*"fr60,s) e Lt([a,b]).
On suppose que la fonction /(.,.) est continue sur
condition suivante,

les conditions suivantes,

a fo.

la' DJ.

[a,b] x lR er satisfait la

If G,")l < crlrl

or) c1, c2 sont deux constantes positives.
satisfait la condition suivante,

* c2, Vr 6 JR.

En outre, supposons

(4.26)

que le noyau K

pt
syp I NQ,s)d.r<1

t€la.bl J a C1
(L17\

Alors, l'6quation (4.2b) admet au moins une sojutio n I e C(a,b]).
D6r'onrstration : Nous a'ons prouver que l,op6rateur T est compldte_

rpent continu de C([a,b]) dans C([a,&j). pour prouver que 
"(C(ia,6j)) 

cQ([o,b]), rrous proc6dons comme suit.
soit cp e c([a,b]) et t, to e [a,b], on peut supposer que f < fe. puis, utilisons(i), on obtient

lTe(t)-rp(ro)l < I P
s1t)-e(Ls)l+ 

J.{Ntt, s)-K(ts,s))l.i (s.e("))l on* L K(Ls, s)1.[(s, p(,))

- ft 
+ -\\ )^ / | f' ,,,, f Lo r rto @'28)o 

= J" 
(K(t, s)-K(ro. s)) d" < 

I /"' *U, ,) ar_ 
f"'" 

K (ts, s) o"l* /, K(ts, s') d,s,

(4rq\
de (ii), (iii) et (4.2g), on conclut que 

\-'-vr

-. fto 7t

]Xl J, K(t11,s) r' :,tl1 
J, {n-Q,s) - 1((16, s))ds : 0. (4.80)

ds.

r1
dl
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Puisque rp est born6e sur [a, b], et f(.,.) satisfait (4.26),alors il existe uneconstante M > O telle que

I.f G,p(r))l { At,Vs € [a,b]. (4.81)
En cornbinant (4.28), (4.50) et (4.31), on conclut que Tg e C([a,b]).
Note dgalement que ]a continuit6 de T sur C([a, bJ) est une consequencedirecte de (ii) et la conrinuitd de /(., .) sur [a, bJ x JR.
Bnsuite' pour prouver la compacit6 de T, il suffit de v6rifier que T satisfaitlb condition de th6ordme d,Ascoli_Arzela.
.* ., ^ fsoit 's : I'''n € 1/) un ensembre born6 de c([a,bJ) avec une consrante
Qs. Alors, yn € N, on obtient

Il Tp" ll_ < il e ll_ + ("rcs + 
"r)

D'on 7(.9) est uniform6ment born6.

Rpmplagons g par rp, dans (4.2g),en utilisant (4.30) et (4.31), on montreq4e 7(s) eot 6quicontinu. Ainsi, que le th6ordme d,Arzera-Ascori, on conclutqqe 7 , C([a,b]) -+ c([a,6]) est compldtemenr continu.
E4suite' soit B > 0 un nombre r6er positif, on considdre 86 est une boureconvexeetferm6e deC([a,bJ), nor6e par Bp: {r. C([a,b]),ll p ll_ < n]
Er1 utilisant (4.26), on obtient l,in6gaiit6 suivante

ll re ll* S ll g ll_ * (",R* 
",) ,:l:% f"' o {r, ") 

0".

Par cons6quent, si ,yo. [t K(t. s) d,s
t€la,bl J a

, d'or) T(Ba) C Ba, telle que

,2i:" /" K(t' s) ds : A,s'

ll g ll* * c2 sup K (t, s) ds

.1
C1

rt

I
Jo.ft> t<fa,bl

,2i:,,/"
-p- rL0'

K(t, s) dsI_cI

c.)
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En utilisant ie th6ordme du point fixe de schauder 3.7, on conciut que l,6qua_tion (4.2b) admet une solution continue sur fa, bj. I
Remarque 4.2 : supposons que dans re th.ordme pr6c6dent, ra fonction

/(., .) satisfait l,in6galit6 suivante

lf (t,dl { qlrln t c2, vr € JR, Vs e [a,b], e32)of 0 { r7 <I et c1,c2} 0. Alors, il existe clt,Cz}0 telle que

If G,r)l < cllrl* c!2,yr € tR, vs e [a,b],

:: ':t': 
n'" 

,ii::, /"' 
*u,s)ds < I Ain,i, par le th6ordme pr6c6dent, on

Qonclut que si et seulement si /(.,.) satisfait (4.22), puis l,6quation (4.2b)
ddmet une solution p € C([a,b]).

Remarque 4.8 : Comme La fonci. ft
arors ra condition (4 27)est sarisfait., J:rt_; Jrr"i ll"r-',ff ffi:J:le th6ordme pr6c6dent assure toujours l,existence d,une solution d,e (a.2b)
dans un voisinage de a.

Exemple 4 : (6quation int6grale non lin6aire d,Abel)
oh considdre r'6quation int6grare non lin6aire d,Aber de seconde espdce

p(t) - s(t) + f' l

J, O- ry(p('))'ds,te [0,7)et ? < +oo. (4.88)
Of 0 < d 1 7, 0 < 11( 1 et g e C([O,T]).
Il Bst clair que le noyau

K(t, s) :
v6tifi6 les conditions (i) et (iii) du
La fonction ff(f) telle que

1

@- "Pxto'rt(s)'
th6ordme 4.10.

pt
H(t): l"nft,s)ds: tt-o

Jo l-c-'
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est continue sur [0, T] .

Si n < 1, en utilisant le th6ordme pr6c6dent et la remarque 4.2, on conclut que

l'6quatiron (4.33) admet une solution continue sur [0, T], pour tout nombre

r6el 7 > 0.

Enfin, si 4 : 1, alors le th6ordme pr6c6dent assure l'existence d'une solution

continure de (4.33) sur [0, T] pour tout nombre r6el positif T < (t - cv;'*!.

2) L'unicit6 de la solution

L'urricit6 de la solution de (4.25) est donn6e par la proposition suivante

Proposition 4.L : Supposons que Ia fonction /(., .) propos6e par le th6o-

rdme pr6cddent satisfait la condition suivante,

l/(", ") - /(t, y)l ! Ll, - yl' ,Yr,y € lR,

pour des constantes L > 0 et 0 ( r l L Alors, dans les conditions du

th6ondme pr6c6dent, l'6quation (4.25) admet une solution unique et continue

sur [a, b].

D6monstration : Soit Mx une constante positive donn6e par

tt
I

M x : 
,:i:i, /" I( (L 

' 
s) ds

Par co4tradiction, supposons que l'6quation (4.25) admet deux solutions dif-

f6rentes p,{ € C(la,b)),alors il existe 0 ( e < 1 telle que ll p - \t ll-) e, ii

est clain que Vt e la,bl, on obtient

ft /.. ,, \r---
v,p@-r|;(L)l<L J"*Q,s)lp(s) -4(s)l'a' < (ll e-{ll*) Ltwnlt-o1



(t * a1'*-'+"'+'+t

En rntilflsant l'in6galit6 pr6c6dente,

lT'p(t)-r'zlb(t)l < L 
1""

De rrr64ne, on obtient

lr'p(t) - r'U(t)l <

on obtient

K(t, s)lTe(s) - Tr!(s)l' ds,

rr2 , ft
- rl'll*) (LMn)'*' 

J"G - 
a)' ds,

r 12 (t * a},+t
-rl,ll*) (LMx)*'fr

Plus gdn6ralement, pour tout n entier positif, on obtient

lr" eQ\-r",/Q)l< (tt 
" 
-

Par cops6quent,

,/ \ r'-1+...+r+1

ll T*p - T'rl) ll*
,,,,,1 -1 /--" r1t"-t+"'+t+l

tt Y * "* ("+ i)(r2*r* I)(r"-t+...-fr+1)

Puisqup 0 < r ( 1et que ll p -r!ll* ) e, pour certain 0 < e < 1, alors

l'indgalit6 pr6cddente implique

llTnp-Tntbll- < ll e-1b,,-

n-l

CorTrrnp r f[{"i + ... + r + 1) *f +oo, alors il existe No e l/, tel que

j=r

/ / .r*r
max (1, (rn.fx(b _ a)J ,) < r, vn> t/0,Ir) -
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^ I ^.-^drut5, on conclrrf atru_-. _r..u Y,rr

D,'autre part, puisque gr, q, soltt

de T aul,tr.s, ils sont des pcints

safisfoltl l'ega Iirt: suivante,

Df p,\RrEMr,!1. l)E Nlaf ltiaMAi,reucs

ll'T"p -'l,,rl,ll_ .< ll p _ l) li"o, Vr, > Ab, (4.,.t4)

J^,--- - r ,ucrr^ b(Jruitons de (4.

lJXe;i 6[p / ", Vn € ly'.

25) et des p,6jnfs fi.s.
Pal cons6c1uent,, ip. Cr

llT",p - 7",1,il-

Ce: qui ,:ontredit (4.J4), on conclut que

: ll p -'l ll-

(4.25) admet une solution rurique. I
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Conclusion

La th6orie du point fixe est d'une importa'ce capitale da's l,6tude de
l'existence de solution pour les 6quations d'op6rateurs non lin6aires.

Des rrombreux th6ordmes d'existence sont obtenus d partir des th6ordmes
de Ba'ach et schauder, en transformant re probldme d,existence en un pro-
bldme de point fixe. Mais ceiui de Brouwer est particulidrement ctSldbre.

Le th6ordme de Banach ne s'appuie pas sur res propri6tes toporogiques
du domaine de d6finition mais sur le fait que la fonction 6tudi6e soit contrac-
tante.

Le r6sultat de Brouwer est |un des th6ordmes-clef caract6risant la topo-
logie d'un espace euclidien. Ii intervient pour 6tablir des r6sultats fins sur ies

equations diff6rentielles, il est pr6sent dans la g6om6trie diff6rentielle.

Il apparait dans diverses branches, comme ia th6orie des jeux.

ce th6ordme est g6n6ralis6 en 1gB0 aux espaces de Banach. cette g6n6ra_

lisatiom est due d Schauder. ce th6ordme affirme qu,une application continue
sur un convexe compact admet un point fixe, qui n,est pas necessairement

unique, mais qui nous permet de r6soudre plusieurs probldmes.

De certte th6orie d6coulent plusieurs applications qui constituent un do_

maine trds actif de la recherche.
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