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Introduction

Dans ce mémoire, on étudie quelques théorémes du point fixe de Banach,
Brouwer, Schauder, et quelques unes de leurs applications. Etant donnés un
ensemble E et une application f : E — E, ces théorémes donnent certaines
conditions sous lesquelles f admet un point fixe dans E. Ces résultats théo-
riques nous permettent de résoudre certains problémes mathématiques, par
exemple démontré que certaines équations différentielles admettent des solu-

tions sans les déterminer explicitement.

Le théoréme de I'application contractante de Banach (1922) qui énoncent
qu’une contraction d'un espace métrique complet dans lui-méme admet un
point fixe unique. Mais le fait de montrer que la fonction est contractante
peut entrainer de laborieux calculs, ainsi que, les conditions sur la fonction
et I'espace étudiés restreignent le nombre de cas auxquels on peut appliquer

le théoréme.

Le théoréme du point fixe de Brouwer (1912) est un résultat de topologie
algébrique, sous sa forme la plus simple, ce théoréme exige uniquement la
continuité de 'application d’un intervalle fermé borné dans lui-méme. Et de
facon plus générale, 'application continue doit étre définie dans un convexe

compact d'un espace euclidien dans lui-méme.
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Le théoréme du point fixe de Schauder (1930), est une généralisation du
théoréme du point fixe de Brouwer et affirme qu'une application continue
sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement
unique. Il n’est donc pas nécessaire d’établir des estimées sur la fonction,
mais simplement sa continuité. Ceci nous donne la possibilité de traiter plus

de cas qu’avec le théoréme de Banach (par exemple, l'identité).

Dans ce mémoire, nous allons appliqués la théorie du point fixe & quelques
équations intégrales (étude de l'existence et 1'unicité des solutions de ces

équations).
Notre travail est reparti en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons le théoréme du point fixe d’une
fonction, en effet, étant donné une application f d’un ensemble E dans lui-

meéme, on appelle point fixe de f tout élément = de E tel que f(z) = z.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente une généralisation du théoréme
de la contraction de Banach. Nous choisissons le probléme de I'existence et
I'unicité des solutions de certains problémes afin de démontrer les résultats
en détaille. On rappelle ensuite le théoréme de point fixe de Picard pour unc

contraction stricte.

Dans le troisiéme chapitre, on commence par présenter le théoréme de
Brouwer sur la boule unité de R™ ainsi que son extension au cas d’un convexe
compact quelconque. Ensuite on énonce le théoréme de non-rétraction de la
boule sur la sphére, on verra un peu plus loin dans un cas particulier qu’il

est équivelent au théoreme de Brouwer. Enfin, on présente le théoréeme de
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Schauder qui prolonge le théoréme de Brouwer pour montrer I'existence d'un
point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace

de Banach.

Le quatriéme et dernier chapitre est consacré aux applications des théo-
rémes du points fixe, on commence par 'étude de 'existence et I'unicité de la
solution de I'équation intégrale linéaire et non- linéaire de Volterra, comme
on préserite la résolution approchée de I’équation intégrale non-linéaire exac-
tement par la méthode des approximations successives. Enfin on démontre
L’existence des solutions dans l'espace LP([a, b]) des équations intégrales non-
linéaires de types Hammerstein, et existence et 'unicité de la solution conti-
nue des équations intégrales non-linéaire de Hammerstein-Volterra en utili-

sant des théorémes du point fixe.



Chapitre 1
Point fixe

Définition 1.1 : On dit que l'intervalle 1 est stable par la fonction f

lorsque f(I) C I.
.. Définition 1.2 : Soit [ : I — R une fonction continue sur I. On dit que
x est un point fixe de f lorsque f(z) = z.
En d’autres termes, les points fixes de f sont les solutions, lorsqu’elles
existent ce l'équation f(z) = =.

Théoréme 1.1 : Soit f une fonction continue sur U'intervalle [a, b] telle
que [a, b] soit stable par [. Alors la fonction [ adraet au moins un point fixe
dans l'intervalle [a, b].

Démonstration : En cffet considérons la fonction ¢ définie sur [a, bl,
par g(z) = x — f(x). g est alors continue sur [a, b|.

On a par ailleurs :

car f(a) et f(b), par hypothése, appartiennent & [a, b]. D’aprés le théoréme

des valeurs intermédiaires, on est sur que I'équation g(x) = 0 posséde au
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moins une solution sur [a, b]. Il en est de méme de Péquation f(z) =z et on
peut affirmer que f posséde au moins un point fixe. H

Remarquons que la stabilité de Iintervalle I ne garantit pas l’existence
d’un point fixe, hormis le cas que nous venons d’étudier dun intervalle ferme
borné. Par exemple la fonction exponentielle est une fonction de 7 = R dans
I'=R, mais on sait bien que 'équation e* = = n’a pas de solution dans R.

Théoréme 1.2 : Soient I un intervalle fermé non vide et [T — T une
application contractante sur I. Alors :

1. f admet un unique point fixe ¢ dans I.

2. Yugy € I, la suite u,, : N — R. Définie par :

ug € 1,
’ L
{ VneN, u,i1 = f(u,), (1)
converge vers / .
Remarque 1.1 : On peut remplacé "hypotheése f I — I contractante
par f: I — R contractante et tell que f)cl.

On rappelle que [ contractante sur [ signifie :
k€ (0,1, Y(z,y) € I%,| f(y) = [(2) |< k |y — = | .

Dérnonstration : Remarquons au préalable que, up étant dans I et I
étant stable par f, la suite (u,) est bien définie et : ¥n € N, u, € I.

Existence d’un point fixe : Montrons, par récurrence sur n € N , la

propriété :

P(n) :' Un4+1 — Up 'S k’ﬂ ! Uy — g

On a évidemment P(0).

Montrons que pour tout n € N. P(n) = P(n + 1) :

~
i
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Soit n € N, supposons P(n). Alors :

i f contractante P(n) 1
[bnsa—tt] = | f (Ui} = F(tn)] f(§ . klunsr — un| < E™ | ur—uo |,
] &

d’ot P(n +1).

Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
Yn € N, P(n) :| tnt1 —un [< K" | ug —uo | .

Déduisons-en que (u,) est de Cauchy :
soit € € R%. Soit (p,¢) € N> avec ¢ > p > 0.

Notons n = g — .

On a:
p+r—1 pHr—1 Pl
| Ug—Up |=] tpr—1p = ' Z Uip1 —Ui| < z | wip1—u; |< Z k' | uy—up |,
i=p i=p 1=p
or :

pr—i

r—1
Z k' | ug —ug |[= kP | ug — ug | Zki>
i=p i=0

et comme k € [0, 1], la série géométrique de terme général k' converge et est

majorée par 1—i— .
D’ou :
X
| oty |55 2 | uy — up
Et enfin,
kel0.1]: - _pk — 0, quand p — oo.

En conséquence :

kP
AN e N, VpeN, (pZN:T——E““_“O <e=|ug—up|<e).
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Ce qui prouve que la suite (u,) est de Cauchy, et comme R est complet, (un)

converge
Notons £ sa limite. Comme I est fermé, on a ¢ € I.

Or, f est continue en ¢ (puisque contractante sur I) donc :

lim f(u,) = f(lim u,),

n—oo n—oo
lim u,1 = f(£),
n—oo

¢ = f(o

On a donc démontré que f admet un point fixe £ dans I et que (u,) converge

vers £.

% Unicité du point fixe : Supposons : 34,0 € I, f(£) =Let f({') =1

Comme j est contractante sur I :

| [ =) < k-1,
[£-0] < k|e-1],
(1-k)|4—=0¢] < 0.
Or k € [0,1[, donc :
=] <0
L = 7.

Le théoréme est démontré. B
Remarques 1.2 :
1. L’hypothése I fermé n’est 1a que pour assurer £ € /. Si on sait déja, par
ailleurs, que ¢ € I (en pratique, on a parfois déja calculé ¢ en résolvant

I'équation [(¢) =1 ), cette hypothése devient inutile.
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2. Le théoréme du point fixe ne s’applique pas si I’on remplace I’aypotheése

J contractante sur I par 'hypothése f 1-lipschitzienne sur I.

Contre-exemple 1 :

feol = 1T

1
E = Bepe=
0
Soient z et y dans [ = [1,4o0[ avec = < y.

e

Comme f est croissante sur [1,+oo[, on a : -

1f(y) — f@)| < fly) = f@) <y—x+ ”J;ﬂ <y-z<ly-zl.

Ce qui prouve que f est 1-lipschitzienne sur I.
Cependant [ n’a pas de point fixe sur 1. (L’équation [(z) = x n’a pas de
solution).

Exemple 1 : Etudier la convergence de la suite définic par :

{ Uy € {—1,4‘00{

Un+1 = V 1+ Unp,

On introduit I'application f définie sur [—1, +o0[ par :

Ve eR, f(z)=vV1+z

Point fixe de [ :

et

1+
2

5

f@)=zeVitz=2oz>0cta’—2-1=02=¢=

On montre facilement que f est dérivable sur | — 1,4o00], croissante sur
[—1, +o0], puis que : f([-1,4o0]) = [0, +o0[C [-1, +o0]

L'intervalle I = [~1, +00[ est donc stable et la suite (u,) est bien définie.

10
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De plus : Vz € Ry, |f'(2)| = ﬁ <i

D’aprés 'inégalité des accroissements finis :

¥(a,b) € Ry x Ry, [/(b) - f(a)] < &

b —a|. Donc [ est 3-lipschitzienne sur

I, donc contractante sur I.
En outre : f(R;) = [1,4+00[C Ry Donc R, est stable par f.

) . . 1 R
D’apres le théoréme du point fixe, la suite (u,, ) définie par { o = %ﬁ
converge donc vers ¢.

Enfin, si ug € [—1,0] alors u; € R, et d’aprés ce qui précede, (u,) converge

encore vers o.

11



Chapitre 2

Théoréme du point fixe de
Banach et de Picard

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats de la théorie du point

fixe. A savoir le théoréme du point fixe de Banach, celui de Picard.

2.1 Le théoréme du point fixe de Banach

Ce théoréme est dit principe de I'application contractante, il est la base
de la théorie du point fixe. Ce principe garantit I'existence d’un unique point
fixe pour toute application contractante d’un espace métrique complet dans

lui-méme.

Définition 2.1 : Soient (E,dg) et (F,dr) des espaces métriques,
T : E — F une application et k£ un réel positif.

On dit que T est lipschitzienne si :
V(z,y) € E?, dp (T(z),T(y)) < k dg(z,y). (2.1)

Définition 2.2 : Une application contractante est une application

12
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lipschitzienne avec 0 < k < 1.

Théoréme 2.1 : (Banach) Soient (E,d) un espace métrique complet et
T une application contractante de E dans E. Alors T admet un unique point
fixexz e E.

De plus toute suite d’éléments de E vérifiant la récurrence z,. = T(x,)
converge vers .

Démonstration :

L’existence : Soit y € E un point arbitraire dans E. Considérons la suite

{z,}22, donnée par :

o =Y ,
Tpn = T(:E7l—1)$ .2 L
On doit prouver que (z,) est une suite de Cauchy dans E. Pour m < n, on

utilise I'inégalité triangulaire :
A(Zmy Zn) < d(@ms Tma1) + A Zmtt, Tmaz) + oo + A(Tn-1, Zn)-
Puisque T est une contraction, on a :
a2, Bt} = T 81, T'8yp) E Kil(Epey, 2p), pOUry 2 1.
En répétant cette inégalité, on obtient :

AT z) < (K™ +E™ 4+ L+ BN d(z0, 1),
< K™(L+kA+ o+ KN d(2o, 21),

< K™(1- k) td(zg, 71).

On déduit que (), est de Cauchy dans E qui est complet, donc (zn)n

converge vers x dans E.

13
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Par ailleurs puisque T est continu, on a :

z= lim z;, = im T(z,—1) =T(lim ) =Tz

n—0o0 n—0o0 n—o0
Donc z est un point fixe de T (i.e. Tx =2 ).

L’unicité : supposons x = Tz et y = Ty alors :
d(z,y) = d(Tz,Ty) < kd(z,y),

ce qui implique que d(z,y) = 0 i.e. x =y (puisque k < 1 ). B

Remarques 2.1 :

1. SiT est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contrac-
tion) mais I'une de ces itérées T% est une contraction, alors T" a encore
un point fixe et un seul.

Ceci résulte de 'unicité.

En effet, soit 2 'unique point fixe de T on a T?(T(z)) = T(T*(x)) =
T(x) ce qui convient & dire que T'(z) est aussi un point fixe de 17 et
grace a l'unicité T(z) = 2. Donc ce résultat est valable pour tous les
types de contraction qui assurent l'unicité du point fixe.

2. 1l se peut que T ne soit pas une contraction sur tout lespace E mais
juste dans le voisinage d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat
suivant :

Soit, (F,d) un espace métrique complet et 7" B — E telle que :
d(T(z), T(y)) < kd(z,y) Vz,y € Betk <1, avec B = {x € E,d(z,z) <&}

z€ Fete>0,
En plus on suppose que d(z, T(z)) < (1 — k). Alors T posséde un

unique point fixe z € B.

14
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2.2 Le théoréme du point fixe de Picard

Ce théoréme du Point Fixe Métrique (Picard) donne I'existence et 1'uni-

cité d’'un point fixe pour une contraction sur un espace métrique complet.

Théoréme 2.2 : (Picard) Soient (E, d) un espace métrique complet
et T : E — E une application contractante, i.e. Lipschitzienne de rapport
k < 1. Alors, T admet un unique point fixe z € E. De plus, pour tout
point initial zg € E, la suite itérée {2,411 }nen, avec 29 € I quelconque et
z, = T(z,) converge vers z.

Démonstration : On montre d’abord 'unicité d'un point fixe, puis son
existence.

Unicité : Supposons qu'il existe z,y € E, z # y , tels qu'on ait T'(z) =
et T(y) = y. Alors on a d(T(z),T(y)) = d(z,y) et donc %ﬂl’ =1>k
ce qui contredit le fait que T soit k-Lipschitzienne.

Existence : Soit z, un point initial quelconque et (z,,) la suite itérée as-
sociée. On a d(zn, Znt1) = A(T(2n-1), T(2zn)) < kd(zn_1,2,). On va montrer

par récurrence sur n que
d(l"m In-&-l) S knd(l‘(h xl)- (.2'2>

1. Initialisation : Evident pour p — 0,

2. Généralisation : supposons que pour un certain entier n quelconque

15
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mais fixé on ait la propriété (2.2). Alors

d(In—i—l:er»Q) = d(T(’Un)T(rnJrl))

S k)d(ITﬂ,¢ xn—&-])a
< kk"d(zo, 1),
< k"d(zg, 1),

ce qui achéve la récurrence. On a alors Vn > m :

m—1

’Cn,xm Zdi& Ti— 1 ~ <‘> /Zu) (I() ’L‘]).
1=
m-1 /fn
De pl tout n > K < k= —— .
plus, pour tout n > m, Zzn ; 7

Dol df 2 Tm) & T—% d(zo, z1). On en déduit alors que (z,,) est une
suite de Cauchy.

Comme (E, d) est complet, la suite (z,) converge vers un point limite
r € E. De plus on a T(x,) — T(z) quand n — 400 car T est continue
et T(x,) = Znt1. Or Tpy1 — = quand n — +oo, d’olt par unicité de la
limite on a T(z) = «. W

Contre-exemple 2 : Les exemples suivant montrent que chacune des

hypothéses du théoréme est réellement nécessaire.

1. X n'est pas stable par f: f(z) = V1+ 22 sur X = [0, 1].
Or X est fermé dans R, et complet car R est complet. De plus

!
o=
Mais [ n’a pas de point ﬁXC car f([0,1]) = [1,v/2], i.e. X n’est pas

£ ] =5 sup |f'(z)] < 1= f est contractante.

stable par f.

16
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2. f n’est pas contractante : f(z) =1+ 22 sur X = [0, +o0].
Or f: X — X, et X est un fermé de R. R est complet donc X est
complet. Mais sup |/'(z)] = 1 donc [ n’est pas contractante.
zeX
sin(z)
2 1
Or f(]0, 5]) =]o, %} CJ0, %], et sup | f'(z)| = 5 < 1, donc, f est contrac-
reX

sur X =0, Z].

3. X n’est pas complet : f(z) = ;

tante. Mais X n’est pas fermée dans R donc pas complet.

17



Chapitre 3

Théoréme du point fixe de
Brouwer et de Schauder

3.1 Théoréme du point fixe de Brouwer

Le théoréme du point fixe de Brouwer (topologique) donne l'existence
it it f o e N & . _ .
un point fixe, mais pas nécessairement 'unicité, pour une fonction conti-

nue sur une boule fermée dans un espace de dimension finie.

Théoréme 3.1 : Soit K une partie non vide, compacte et convexe de R"
et f: K — K une fonction continue. Alors il existe z € K tel que f(z) = z.

Remarque 3.1 : Les parties convexes et compactes de R sont les seg-
ments. Le Théoréme de Brouwer prend donc le cas n = 1 la forme particuliére
suivante :

Théoréme 3.2 : Si [ : [a,b] — [a,]] est fonction continue, alors il existe
T € [a,b tel que f(z) = =.

Démonstration : Si f est continue de |a, b] dans lui-méme, la fonction

g : x> f(r) — x est continue, prend en a la valeur f(a) —a > O et en b

18
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la valeur f(b) —b < 0. Alors par le théoréme des valeurs intermédiaires, la
fonction g s’annule en un point z, qui est un point fixe de f. B

Afin de démontrer le théoréme 3.1, on va d’abord le réduire dans le cas

3.1.1 Rétractions

Définition 3.1 : On appelle rétraction de 'espace topologique E sur un
fermé F de E toute fonction continue de E dans F qui est Didentité sur F.
(i.e. 7: 2 — F une application continue et 2 C F telle que r|p = idp cest
a dire que r(r) =z, Vr € F).

Théoréme 3.3 : Soit K un compact convexe dans un espace de Hilbert
E. Alors, il existe une rétraction 1-Lipschitzienne 7y : E — K.

Démonstration : Soit z € E Par compacité de K, il existe a € K tel

que
lz—al=inf [[z—Fk].
Sibe K esttelque ||z —0b = km}f{ | z—k|=| z—al, alors
€
a+ b 5 a+b® la—b>
<a—b,,z—— />:0etdonc |z = al| ~Hr-— 5 H :H 5 H
Or a; € K par convexité de K et donc
- by | b
[ < vemer— -2 <o
2 2

Donc, a = b. Comme pour tout z € F, il existe un unique a, € K tel

que | z+az ||= klél{f( | =k ||, alors mx(z) = a, définit une application
T o I — K qui est I'identité sur K.
Pour montrer que 7x est continue, remarquons d’abord que pour tout

ke K ettout L €[0,1],ona (1 —t)mx(z)+ (k€ K et donc
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| 2= mxla) I = 26(z = mx(e), b~ wK(m)> + 12 k= mxe() | =
= || x — mx(z) — t(k — 7k (z))
Donc <1' —7k(z), —k + 7K () > 0, pour tout k € K. Donc ¥Y(z;,z2) € E?,

VP 2 wrel) =2 |

on a :

I

| 21 — 2o HQ | (21 — mre(x1)) + (g (21) — K (22)) + (mxc(m2) — 2) H2
= || mx(z1) — T (z2) H2 + || &y — 7w (1) + i (T2) — T2 H2 +

+ 2<7TK(931) — g (), 71 — T (21) + TR (T2) — I2>
=

| mxe (1) — T (@) |1

Le théoréme est démontré. B

Soit K un compact convexe de R™. Quitte a remplacer K par AK et f
par z € AK — Af(§) € AK on peut supposer que K c B#(0,1). Donc, 7k
est une rétraction de By (0, 1) sur K. Soit F': K — K une fonction continue.
Alors F := Fomg : Bf(0,1) = Bf(0,1) est continue.

Si le théoréme de Brouwer (voir ci-dessous) est démontré pour By(0, 1),
alors il existe z € By(0,1) tel que x = F(z) = F(rk(z)). Comme F est a
valeurs dans K, on a z € K et donc mg(x) = x, ce qui implique que x est un

point fixe de F sur K.

On peut donc se ramener au cas ou K = By(0,1). Dans ce cas le théoréme
de Brouwer est équivalent au théoréme suivant :
Théoréme 3.4 : Il n'existe pas de rétraction By(0,1) sur S(0,1).
Remarque 3.2 : Le théoréme 3.4 est dit aussi Lemme de non rétraction.
Démonstration :
(=) Si une telle rétraction F existe alors —F" B(0,1) — Bf(0,1) n’a

pas de point fixe. En effet, s'il existe x € B;(0,1) tel que F(x) = —ux, alors
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z € S(0,1) et donc z = —F(x) = —z, ce qui est impossible.

(=) Si f: Bs(0,1) — Bf(0,1) est continue et n’a pas de point fixe, alors
F:Br0,1) — 5(0,1),
g = @+hle— fla)
Ou t, > 0 tel que

Iz +tale = f@) I° = 1,
= |z P+ 2tz - f(@)) + 1.2 2 - f(2) I

(2= 1))+ (z - 5@) + e - 5@ PO~ D )
o= 7@ TP

On trouve (, = ;

donc F est continu.

De plus. si z € S(0,1), alors || z ||= 1, donc

or (2,0~ f(@) =2 I’ = (& f@) 2 1= |z | .|| f(=) |2 0,
d’ou t, =0et Vz € §(0,1), F(z) =z B

3.1.2 Le cas K = B(0,1)

On dit qu'un espace topologique a la propriété du point fixe si toute fonc-
tion continue f : E — E posséde un point fixe. Nous allons prouver que la
boule B¢(0,1) a la propriété du point fixe en toute dimension n € N*. On
note ici B, (resp. S,) la boule unité fermée de R™ (resp. la sphére unité de

R™). Notre preuve est basée sur 'études des champs de vecteurs sur T &
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Définition 3.2 : On appelle champ de vecteurs sur la sphére S,_,;
toute fonction continue V' : S,_; — R™ telle que, pour tout z, V(z) soit
tangent en x & 5,_;, c’est-a-dire orthogonal & .

Lemme 3.1 : S’il existe une rétraction de By, sur So,_1, il existe un
champ de vecteurs partout non nul sur Sy,.
Démonstration : On suppose que p est la rétraction de By, sur So,_;

et on note
2n
7o B s TREE
(:I:1J1:27 "'7‘/1’,271-}—1) — ('(1'.17'/1"27 ‘..7.'411’271,)7

qui envoie Sy, sur By,. Il existe un champ de vecteurs V : Sg,_; — Son_1

(partout non nul). En effet, si on pose :
V(CEI,IEQ; "'):EQ’IL) = (1‘27 T, Ty, =3, .ery T2, ‘IQ'n,—1>7

on a que V est continue, || V(z) |*= |z |*=1et <V(.T),m> ={.

La fonction f : y — V o pom(y) est alors continue sur Sy, a valeurs dans
Son_1 C San. Si pour un y € S, f(y) = Ly, alors y € Sa,_—1 done n(y) =y,
et por(y) = p(y) =y, dou f(y) = V(y) = xy, ce qui contredit le fait que
<V(y),y> = 0, et on en déduit alors que Yy € So,, f(y) € {y, —y}. [ étant

une fonction continue de Ss, dans Ss,, la fonction V' définie par

V() = FW) = (F).v) 9,

est continue et vérifie, Vy € S,

<V’(y>7y> = <f(y),y> - <f(y>x,y>ll ylI>=o.
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Donc V' est bien un champ de vecteurs sur S,,,. Et il est partout non nul
car si on avait V'(x) = 0, f(x) serait colinéaire & x et appartiendrait & S,,

(i.e. f(x) = %£x), ce qui est impossible. B

Le théoréme suivant, achéve la preuve du théoréme de Brouwer en dimen-
sion paire d’aprés les théorémes 2.2 (Picard) et le théoreme 3.4.

Théoréme 3.5 : Sur la sphére S,, tout champ de vecteurs s’annule en
au moins un point.

Démonstration : Supposons qu’il existe un champ de vecteurs V par-
tout non nul sur Sy,. On va d’abord se ramener au cas ou V est la restriction

& S, d'une fonction de classe C' sur un voisinage de Sy, vérifiant,
H ‘/(I> H: 1> vz € 5271-

La fonction continue strictement positive z —|| V() || atteint, sur le compact

San, sOon minimum 0 > 0. Le compact
1 3
K= {1’ eR™ : - <z < —}.,

est un voisinage de Sy, dans R*"*!. Toute fonction réelle continue de K peut

étre approchée uniformément sur K, a o prés, par une fonction de classe C!
n

sur l'intérieur de K. En particulier, si (Vy, V3, ..., Van41) sont les fonctions co-

. T\ ; }
ordonnées de V, alors les fonctions x — V; <W) continues sur K, peuvent
T

étre approchées uniformément sur K, a 0 prés, par des fonctions W; qui sont
n
de classe C! sur K. Alors la fonction W : 2 +— (Wl(a:), Wa(x), ..., Wgn_H(:n)>

est de classe C?, et vérifie

W(z) - V(x)H2 = QZ (Wj(x) = vj(a:)>2 <tle g
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ce qui rontre que, VA € R,

<W(:r) +AI,V(I)> . <W(x),\/(as)>,
= uw>n < ) - W(2),V(2)),

— | W(z) = V() || . | V() [I>0.

IV

Dot W(z) + Az # 0, donc W*(z) = W(x) - <W( r), > £ 0. Alors
T “3, E?\ est un champ de vecteurs & valeurs dans Son de classe C! sur K.
On suppose maintenant que V est un champ de vecteurs de classe C' au voisi-
nage de Sop, & valeurs dans Sz,, et on considére, pour ¢ € R, les applications

o et &, définies sur K par

o@ =l =1V (7)
®,(z) = z + to(z),

qui sont de classe C!. Puisque V' est continue sur le compact Say, elle y est
bornée, et le calcul de ¢/(z) montre que ¢’ est bornée par un nombre M sur

K Alors,si M || t]|< 1, on apourun z € K,
| 1—@y) |=[t]. | ¢ < M[tI<],

donc @',(z) est inversible (d’aprés le théoreme de Accroisement fini) et O,

est ouverte. Donc U = &,(K) est un ouvert dans R*"*1. De plus,
: x 2
(Vi@)a)y=0= 102 | = o P+ 2 1P|V () | = 0+ =17
(A

On en conclut que, si % < % . limage par ®; de la sphére S(r) de rayon
r est une partie compacte, donc fermée de la sphére S(rv'1+ 12) de rayon
/1 + (2. Mais c’est aussi la trace sur S(rv/1 +(2) de U, donc une partie
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ouverte de S(rv/1 +12). Par connexité de S(rv/1+t2) on a alors
d,(S(r)) = S(rv/1 +12), donc ; est surjective de K sur

U= {a: eR™ LWVI+ 2 <]z <3 \/—1_+_}

Si on a ®;(x) = O4(y), alors

VIHE ||z =l @) 1=l 2:(y) I=VI+ 22yl

done || = [I=[ y [l, et

0 =l zt6()-y—to) 12l -y [ = 11 1= 1|V () V(5

)l

Puisque (d’aprés le lemme 3.2 ) on a HV<W§—H> - V( M) H < = M \T‘;ﬁ/“,

™
< 0, ce qui entraine x =y si §M | £ < 1.

on obtient 1 — I;M [t =l 2=
Pour | ¢ | assez pjetit, la fonction ®, est donc injective et est un C'-diffeomorphisme
de K sur U.

Par homothétie, le volume de U est alors le produit du volume de K par
(1+ LQ‘E%A. C’est aussi l'intégrale sur K du déterminant jacobien D; de ®y,

et puisque la matrice jacobienne de ®, en z est [ +tJ,(x), Di(x) est alors
2'n+1

un polynéme de degré au plus 2n+ len t: Dilx) = z t!a(z
On en conclut que
2n+1 2n+1
vol(U) = (1+t*) 2 vol(K) = / c)dz = Z 4 /oz
7=0

2n+1

donc, au voisinage de 0, (141t*) ? est égal & un polynéme P(t) de degré
au plus 2n + 1. Puisque (1 + tQ)Q_%ﬂ est pair, on devrait avoir P(t) pair donc
de degré au plus 2n. P(t)2 serait alors un polynome de degré au plus 4n, égal
a (1412)"

(Vest une contradiction donc le champ de vecteurs V s’annule en au moins
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un point. H

Lemme 3.2 : (Accroissements finis) Soit m > 1. Si ¢ est une appli-
cation de classe C' définie sur un voisinage de S,, dans R™*!, & valeurs dans
un espace de Banach E, et si || ¢/(z) [|[< M, Vz € Sy, alors la fonction ¢ est
% -Lipschitzienne sur Sp,.

Démonstration : Soient z et y deux points distincts de S,,,. On peut
trouver z € S,, qui forme avec z une base orthonormée d’un plan contenant
y et tel que
<y,z> > 0. 1l existe alors un v € [0, 7] tel que y = zcos(v) + zsin(v). Et la
fonction v : s ~ xcos(s) + zsin(s) prend ses valeurs dans Sy, . La fonction

® o~y est de classe C', et on a

2 == 17\/[2.

| (@ory)(s) 17 < ¢ () 1P 7 (s) I < M| —zsin(s) + z cos(s)

On a donc

1 9(z) — ¢(y) I=Il ¢ 0 7(v) = do4(0) [[< wsup || (o 7)(s) < Mv,

Théoréme 3.6 : (Brouwer) Toute application continue de la boule 5,
euclidienne fermée unité sur elle-méme admet un point fixe pour tout n € N.

Ce point fixe n’est pas forcément unique.
Démonstration : Comme ce théoréme est déja démontré pour n pair, il
ne reste plus qu’a montrer que si B,41 a la propriété du point fixe, alors B,

I’a aussi.
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.

Soient la fonction f : B, -+ B, continue et 7 la projection définie par :
T (21,22, .oy Tnat) = (21, To, -y Zn). On a alors m(Bhyy) = B, et de plus
J om est continue de B,,; dans B, C B

Donc, il existe y € By tel que (f o7)(y) = y. Alors y € B, donc m(y) = v.
On en déduit que y est un point fixe de f sur B,. B

3.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréeme de Brouwer pour montrer
'existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact
dans un espace de Banach.

Théoréme 3.7 : Soit K un sous-ensemble de E fermé et convexe et
[+ K — K une application continue telle que f(K) est relativement compact.
Alors f posséde un point fixe.

Démonstration : On note C 'adhérence de f(K) qui est, par hypothése,
un compact. ¢ C K car K est fermé (si K est compact alors €' = f(K)
car f(K) est compact). Pour chaque n soit F, un %-réseau de C et soit
B, : €+ conv(F,) une projection de Schauder, (d’apres le thécréme 3.8)
Comme K est convexe et F), est une partie de K alors conv(F,) C K est un
sous-ensemble compact et convexe. On définit
Ju @ conv(Fy) = conu(F,) par fn = Py o ficons(F,). Par le théoréme de
Brouwer f,, posséde au moins un point fixe z,,. Or f(z,) € C qui est compact
et donc la suite f(z,) posséde una sous-suite convergente que nous noterons
de la méme maniére. On posse z = nh->n;lo f(z,) € K. Montrons que f(z) = x.
En effet,

I Falea) = faa) =l Palf () — Sl 1<~
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dot z = lim f(z,) = lim f,(x,) = lim z, et par conséquent f(x)=z. B
n=00 n—>c0 n—r00
Plus généralement

Théoréme 3.8 : Soient E un espace de Banach et A C I/ convexe et
compact. Alors toute application continue f : K — K posséde un point fixe.

Démonstration : Soit f : K — K une application continue. Comme K
est compact, f est uniformément continue, donc, si on fixe £ > 0, il existe
§ > 0 tel que, pour tout x,y € K, on ait || f(z) — f(y) [[< &, deés que
| 2 — 1y |[< 6. De plus, il existe un ensemble fini des points {3y, 0 g} T

tel que les boules ouvertes de rayon ¢ centrées aux x; recouvrent K, (ie.

K ¢ U B(z,,d)). Si on désigne L = Vect(f(x;))i<j<p, alors L est de
1<j<p
dimension finie, et K* := K N L est compact convexe de dimension finie.

Pour 1 < j < p, on définit la fonction continue ¥ : E'— R par

0 si|e—=z;(=9
V;(x) = { T e E%J_ﬂ sinon

et on voit que 1; est strictement positive sur B(z;,0) et nulle dehors.
p
On a cdonc, pour tout = € K, ij (z) > 0, et donc on peut définir sur K

i=1
les fonctions continues positives ¢; par

p
pour lesquelles on a Z wi(z) =1, pour tout x € K.
j=1

p
On pose alors, pour = € K, g(z) := Z @;(x) f(z;). g est continue (car elle
j=1

est la somme des fonctions continues), et prend ses valeurs dans K™ (car g(x)
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est un barycentre des f(z;)). Donc, si on prend la restriction gjx- : K™ — K7,

par le théoreme de Brouwer 3.6, g posséde un point fixe y € K*. De plus,

= Z e; () () = J(x5))

Or si p;(y) # 0 alors || y — z; ||< §, et donc || [(y) — f(x;) ||< . Donc, on

a, pour tout 7, || ¢;()(f(y) — f(z;)) [I< ep;(y), et donc
| fly) —y < Z, o) (f(y) = flzs)) 1< ZE%(?J) = &

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point ym € K tel que

| f(ym) — ¥m ||< 27™ . Et puisque K est compact, de la suite {Ym }mez on
peut extraire une sous-suite (Y, qui converge vers un point y* € K. Alors
f étant continue, la suite (f(ym,)) converge vers f(y*), et on conclut que

f(y*) = y*, (i.e. y* est un point fixe de f sur K). &

Théoréme 3.9 : (Schaeffer) [6] Soit X un espace de Banachet 7'+ X —
X est un opérateur complétement continu. On a alors 'alternative suivante :
i) Ou bien, I’équation opérateur r = ATz admet une solution pour A = 1.

ii) Ou bien, ensemble S = {z € X : = ATz, A €]0,1[} est non borné.
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Chapitre 4

Applications

On considérera ici le théoréme du point fixe de Banach comme source

d’existence et d’unicité des théorémes sur les équations intégrales.

DéfAnition 4.1 : Une équation intégrale de la forme

o@) =) [ Kl o0 dt = (@), (1)

est une équation linéaire de Fredholm de 2éme espéce.

Dars les équations de cette forme, [a, b] est un intervalle donné, y une
fonction inconnue sur [a, b] et A un paramétre. Le noyau K de I'équation
est une fonction donnée sur le carré G = [a,b] X [a,b] et f est une fonction
donnée sur [a, b].

Tci, on conserverai les équations de Fredholm sur Cfa, ], espace de toutes
les fonctions continues sur l'intervalle J = [a, b], muni de la métrique d donnée
par

d(p.¥) = max|o(z) — ¥(2)] (4.2)
Pour appliquer le théoréme du point fixe de Banach, il est important de

relever que C'[a, ] est un espace complet. Admettons que [ € Cla,b] et que
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K soit continue sur G. Alors K est une fonction bornée sur G :
|K(z,0)] <c V(z,t) €G. (4.3)
Evidemment, (4.1) peut s’écrire ¢ = Tp ou

Tylz)=flzg)+ A / K(z,t)p(t) dt, (4.4)

K et f sont continues, (4.4) définit alors un opérateur T : [a, ] - [a.0].
On impose ensuite une restriction sur A de sorte que T soit une contraction.

Des équations (4.2) & (4.4) on obtient :

d(Tp, TY) = maL;(]Tap(:I:) — Ty(x)l,
TE€

zeJ

= |A|max l /ab K(x,1) [(p(.’li) — L/)(q)} d‘—/gil

IN

e [ 1K (@ Dllela) - viz)ldt,

M e max fo() = ()] / dt,
= |Aled(p,9)(b - a).

IA

Cette inégalité peut s'écrire d(Tp, Ty) < Bd(p, p)ot f = [ c(b—a).
T est done une contraction (8 < 1) lorsque

1
clb—a)

Le théoréme du point fixe nous donne alors :

Al < (4.9)

Théoréme 4.1 : (Equation intégrale linéaire de Fredholm) Suppo-
sons K et f continues dans (4.1) sur J x J et J respectivement, et admettons
que A satisfasse (4.5) avec ¢ définit en (4.3).

Alors (4.1) a une solution unique ¢ sur J. Cette fonction ¢ est la limite de
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la séquence itérative (g, ¢1, @2, ...) ou g est une fonction continue sur J et

pour n = 0,1, ...

() = F(£) + A / K (z, t)on(t) dt. (4.6)

Le théoréme du point fixe de Banach s’applique également aux équations
intégreles linéaires de Volterra.

Définition 4.2 : Une équation de la forme :

o(x) — /\/fﬂ Kz, )e(t)dt = [(x). (4.7)

est appelée équation intégrale linéaire de Volterra.
La différence entre (4.1) et (4.7) est que dans (4.1), la limite supérieure b
de l'incégrale est constante alors que dans (4.7) elle est variable. C'est une
différence essentielle.
Sans restriction sur A, on obtient donc le théoréme suivant :

Théoréme 4.2 : (Equation intégrale linéaire de Volterra) Suppo-
sons que fdans (4.7) soit continue sur [a,b] et que le noyau K soit continu
sur la surface triangulaire R dans le zt-plan définit par a <t <z, a <t < b.

Alors (4.7) a une unique solution  sur [a, b] pour tout A.

4.1 Existence et unicité de la solution de I’équa-
tion intégrale linéaire de Volterra

On considére I’équation intégrale de Volterra de seconde espeéce

e(z) = f(z) + A /I K(xz, t)p(t)dt. (4.8)

Ou K (z,t) est une fonction continue pour 0 < 2 < a, 0 <t <z, et [(z) est

continue lorsque 0 < z < a.
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Définition 4.3 : (Résolvante d’une équation intégrale) On appelle

résolvante de 'équation intégrale, toute fonction R(x,t; \) donnée par

oo

Rl 2 X) = Z A" Kpt1(z, t).

n=0

Ot les X, sont les noyaux itérés définis par la relation de récurrence suivante :
K (#1) = Kz, 1), Kulz,t) :/ K(z,s)K,-1(s,1) ds.
t

Lemme 4.1 : La résolvante R(z,; \) vérifie 'équation suivante

T

R(z,t;\) = K(z,t) + A/ | K(z,s)R(s,t;\)ds

t
Théoréme 4.3 : (voir [11]) Soit K (z,t) est une fonction continue pour
0<z<a,0<t <z, et f(z) est continue lorsque 0 < z < a.

L’équation (4.8) admet une solution unique et continue donnée par la formule

wmrzﬂ@+k/%MmmMﬂﬂﬁ-

Remarque 4.1 : Le théoréme 4.3 reste vrai pour les équations intégrale
de Fredholm linéaire de seconde espéce.

Théoréme 4.4 : Soit 1'équation intégrale de Volterra de premiére espéce

| x@oed = sa), (49)
telles que f, K des fonctions continues, dérivables sur [a, b]

b b
K(.r,x)yéo,/ /|K(:r,t)12dxdt<oo.

Alors, il existe une solution unique et continue de I’équation (4.9).

Démonstration : On remarque d’abord qu’on

fla) = /a K(x,t)p(t)dt = 0.
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L’équation (4.9) peut étre transformée en une équation de Volterra de deuxiéme

espece en utilisant la régle de Leibniz

8| e

32 ), K@0e() di = K(z,2)p(a) + / "D K0y dt ~ 7o),

comme K(z,z) # 0, alors

@) = s - [ o a

qui est une équation de Volterra de deuxiéme espéce, et par le théoréme 4.4

on obtient I'existence et 1'unicité de la solution . W

4.2 Existence et unicité de la solution de I’équa-
tion intégrale non linéaire de Volterra

Théoréme 4.5 : Soit l'équation intégrale non linéaire de Volterra sui-

vante :

(= FE) +/ Bz, al]) @, 0 <<t (4.10)
Jo
Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées
1. f:[0,+o00[— R est continue.

2. K :[0,400[x[0,+00[— R, est une fonction continue satisfait la condi-

tion Lipschitz suivante :

|K (z,t,u) — K(z,t,v)] < Llu —v|, tel quez, t € [0, +oo[etu,v € R.

Alors, I'équation (4.10) admet une solution unique ¢ € C([0, 400, R).

Démonstration : On choisit la norme suivante
9 = sup {lg()] exp(—La) }.
£ i
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On définit U'opérateur T comme suit : To(z / K(x, ) di.
A fin de prouver que I’équation (4.10) admet une solution, il faut montrer
que 'opérateur T admet un point fixe.

D’abord, on montre que T est contractant.

Tote) = Tota)l < swp {expl=La) [ K(o,t.(0) - Kot vl at},
Lsgzp { exp(—Lx) /OT lp(t) — ¥ (2)] dt}.

Lsgp { exp(—Lx) /OZ exp(—Lt) exp(Lt)|(t) — (t)] dt},

IN

IN

IN

Llp ~ vl sup { exp(~La) / exp(Lt) dt},
b3 J0O

exp(LL:z:) -1 }’

IN

Llg — | sup { exp(—Lz)
< (1=exp(=L2))l¢ — vl
Puisque <1 - exp(—Lx)) < 1 alors, T est contractante, d’aprés le principe

de Banach l'opérateur T admet un point fixe unique ¢ € C([0, +o0), qui est

une solution unique de I’équation intégrale (4.10). B

4.3 Meéthodes de résolution approchée des équa-
tions intégrales non linéaires (Méthode des
approximations successives)

La méthode des approximations successives peut, a priori, étre appliquée
tous les problémes non linéaires.

On considére I’équation intégrale non linéaire de Volterra

olz) = f(z) + /OT F(x,t,p(t))dt, (4.11)
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nous cherchons la solution de (4.11) sous forme de limite de la suite {on(2)},
ol par exemple wo(x) = f(z) et les termes suivants oy (z) se calculent de

proche en proche d’apres la formule
A
o) = 1)+ [ Pty k=12, 0 (4.12)
0
Si f(z) et F(z,t, z) sont de carré sommable et satisfont aux conditions

< n(x),
(4.13)

[Flz, 4, 25) ~ F(z,t,21)| < a(a, )z — 2], ) /Ouc Fw, b, p()) dt

avec a(z,t) et n(z) tels qu’on ait dans le domaine fondamental

(O§t§§r§a):

/ n*(z) deNZ,/ dx/ a’(z,t) dt < A2
0 0 0

Alors, I'équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espece (4.11)
possede une solution et une seule, & savoir ¢(z) € L5(0, @), définie comme 1g

limite de v, (z) lorsque n — oo -

o(z) = n‘iﬁngo' n(x).

les fonctions ¢, () étant calculées par les formules de récurrence (4.12).
On peut prendre pour ¢o(x) n’importe quelle fonction de Ly(0,a) (en parti-
culier, une fonction continue) qui remplit la condition (4.13).
Notons qu'un bon choix de l'approximation initiale est susceptible de faciliter
la résolution de I’équation.

Exemple 2 : On utilise 1a technique des approximations successives pour
résoudre ’équation intégrale

14 02(1)
o(z) = —
ﬁ(i) A 1+t2 !
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€N prenant pour approximation initiale wo(z) = 2. On a alors

) B /'”61_’_[/2
“(x)—,/o 1+ 2

dt = x.
On trouve de méme on(2) =2,(n=23,.).
La suite {¢,(z)} est donc une suite stationnaire {z} tendant vers p(z) = 2,

On obtient de suite la solution ¢(z) = z de I"équation intégrale donnée.

4.4 L’existence des solutions d’équations inté-
grale de Hammerstein et Hammerstein- Volterra

4.4.1 Position du probléme

Dans ce section nous étudions l'existence des solutions d’équation inté-

grale non linéaire de type Hammerstein dans LP([a, b)),
b
o(t) = g(t) +/ K(t,8)f(s,0(s))ds, —co <a<t<b< +oo. (4.14)

Un intérét particulier est consacré au cas oi le noyau K(.,.) satisfait a la
condition

K(t,s) =0, poura<t<s< b,
dans ce cas, 'équation (4.14) est réduit a 'équation de Hammerstein-Volterra
suivante

@(t) = g(t) + /t K(t,5)f(s,0(s))ds, —c0o <a<t<b<+oo, (4.15)

Nous avons étudié quelques résultats d’existence et I'unicité de la solution de
(4.15) dans C([a, 0]).

On considére 'opérateur T défini par :
b
Tp(t) = g(t) + / K(t,s)f(s.¢(s))ds, Vt € [a,b]. (4.16)

a9
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On applique la théorie dy point fixe sur Popérateur T sous des conditiong
données sur Popérateur et sur domaine, afin d’assurer existence du point
fixe.

A fin de Prouver que I'équation admet une solution, il faut montrer que

Popérateur T admet un point fixe.

4.4.2  Résultats de compacité

Dans le cas particulier oy X = C([a,]), le théoréme d’Arzela-Ascoli est
généralement utilisé pour prouve la compacité de T
En utilisant certaines conditions sur les fonctions g(.) et f(., .) en combinant
le théoreme d’Arzela-Ascoli avec un résultat densité L?, nous prouvons la
compacité de I'opérateur T dans LP([a, b)), p > 1.

Théoréme 4.6 : Soit G un sous-ensemble de Ret f:GXxR = R fonction
satisfaisante les conditions de Carathéodory.

Supposons que [ vérifie la condition suivante
[f(z,u)] < Ja(@)] + cuff, vu e R etpp.z G, (4.17)

oua € LYG R), et c e R+ Alors, Popérateur défini par (Fu)(z) = f(x, u(x)),
ue LP(G.R)etpp.z e G est borné et continu de espace L7(G) dans Li(@).

Démonstration : On déduit de I'hypothese (4.17) 1a majoration suivante

7 u(@DI” < (Ja(@) + cfuf?)
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et donc || Fu ||, = (/G|f(:z:7LL(ar,‘))|)qalac>é < (/C (!a( )|+ clule ) dw)é

Par 'inégalité de Minkowski, il vient

([ taayraz) "+ ( [t az)”,

lall,+e [ Jupaz)®
JG

I Fu g

IN

IN

P

On obtient || Fu [, < | ||, + c( I, ) " < .
Donc, 'opérateur F est borneé.

Pour montrer la continuité de F, on considére une suite (u,) convergente
vers u dans LP((), elle admet une sous-suite (u,,) convergente p.p. dans G
vers u, et il existe @ € LP(G) telle que |uy,, (z)| < [@(z)| p.p. z € G. La fonction
J étant continue en la seconde variable, f(z, u,, (z)) converge, quand k — oo,
vers [(x,u(z)) p.p. z € G.

De plus, grace a I'inégalité dans 'inégalité utile, on obtient les estimations

sulvantes

| Py = Fully = [ 17(0.tny(o)) = S u(a)) I d

< [ (V@ i@+ @ u@)) ds,
G
< 2 [ (1@t @) + 1))
< 27 [ (1@ + chun )"+ (lafe)] + cluff) "} s
< 2’1_1{2J{;]a(x)]qu+cq</c)u]pdx+/c|unk,|pd$>}7
< C(lallg+NulE+1lw I),
< &
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Ou C et C’ sont deux constantes indépendantes de n,

De plus, | Fu,, le<Il Fu ||, + | Fu,, — Fu llg -

La suite (F'tin,,) est done bornée indépendamment de 7 dang LUG).

En vertu du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

finalement de convergence dans LI(G) de la suite (Fuy,) vers Fu. m
Lemme 4.2 : Sous les conditions ci-dessus, soit P 2 1 un nombre réel et

soit g € |1, +00] le conjugué de p. Supposons que l'opérateur F satisfait Ig

condition suivante, Vy, € LP([a, b)), Fu € L([a,0]). Alors, F est un opérateur

continu de L?([a, b]) dans L%([a,b]). En outre, il existe une constante C' > ()

et b € L([a, b]) telle que

[f(z,u)| < ClulP~t + |h(z)|, Yz € la,b], Yu € R.

b

Théoréeme 4.7 : On considére I'opérateur T donné par (4.16), et soit
p 21 et g le conjugué de p- Supposons que g € LP([a, b]), et qu'il existe une

constante positive C et fonction A L([a, b]), telle que
|f(@,u)] < ClulP~! + |A(2)], Yz € [a,8], Vu € R. (4.18)

Supposons que le noyau K(.,.) € L([a, bJ*). Alors, Vu € L7(|a, b)) .
Tu e LP([a,b]), et T est un opérateur compact.
Démonstration : Nous avons écrit I'opérateur T de la forme -
T =T 4+ Tk, tel que :
b
Ti(u)(t) = g(t), Tr(u) (1) :/ K(t,s)f(s,u(s))ds, t € a, b].
a
Il est clair que 73 est un opérateur compact sur LP([a,b]). Ainsi, pour prouver

que T est compact, il suffit de prouver que Tk : LP([a,0]) — LP([a, b)) est

compact.

40



UNIVERSITE 08 Ma, 1945-GueLma
—_— e

\\\

DEpaRTEMENT DE Marugmariques
—— RS

Notez qu’a partir de (4.18), on conclut que si u € LP([a, b]), alors la fonction
s = f(s,u(s)) appartient 3 Li([a,b)).

Soit u € LP([a, b)), puis en utilisant Iinégalité de Hélder, on obtient

| T (u) hﬁ = /ab /abK(t,s)f(s,u(s))ds

< [ [ kwora [ uopa e

< WK (I Cluts)P= + hisy ), )7,

< KRl )™ vy, )"

p

dt,

Par conséquent, on obtient

175 Iy <L, )™ 1) < oo

Alors, Yu € LP([a, b]), on obtient Ty € LP([a,b]).

La preuve de la compacité de T, est effectué par les deux étapes suivantes -
Premiére étape

Dans cette étape, nous supposons que K(%,s) € C([a, b)) et nous montrons

que Tk : LP([a, b]) — C([a, b]) est compact.

Nous montrons d’abord que Tw (LP([a,0])) C C(]a, b]).

Soit u € LP([a, b)) et t,t, € [a,], il est clair que

Teu(t) = Tieuti)l < [ 1t 9) = K (to, )l (Chuts)P" + [a(s))) ds,

< sup [K(1,5) = K, ) / b (Clus)P=" + (s)]) ds,
S 2 1K) = Ko, )6~ o (0wl )+ 4, ).

s€[a,b]
Comme K(.,.) est uniformément continu sur [a,b]?, alors I'inégalité précé-

dente implique que Txu € C([a,b]).
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Ensuite, soit § = {(Un)n,n € N} un ensemble borng de LP([a, b]), nous veri-
fions que Tk (S) est uniformément borné et équicontiny.

Onavn e N, I Uy l, < M, M est une constante positive, on peut facilement

vérifier que

T <K [l (b= a) (OM”‘1+ I, ) Vn e N, Vi € [a,8]

Donc, Tk (S) est uniformément borné dans C([a, b]).

En outre, il est facile de vérifier que si ¢, ¢, € la,b], puis ¥n e N, on obtient

et~ Tin )] < s 1K (4 5)~K o, (601} (0 ) in,).

s€[a,b]

Cela montre que T & (S) est équicontiny.
En utilisant le théoreme d’Arzela-Ascoli, on obtient Tk (S) est compact dans
C([a,b]), pour la topologie de L?([a, b]) est plus faible que la topologie de
C(la,b]), alors Tk (S) est compact dans LP([a, b]).

Deuxiéme étape
Nous montrons que T est compact dans le cas général ot K € 7([q, b?).
Notez que dans ce cas, il existe une suite de noyau (K,(t, $))n € C([a, b)),
telle que || X, — K l, = 0 que n — 400,
Soit S un ensemble défini précédent et borné de L*([a,b]), comme
Ki(.,.) € C([a,b]%), en utilisant la, bremiére étape, on conclut que Tk, est
compact. Ainsi, il existe (ug))n une suite de (u), tel que (TKl (ufll))n>n est

e . 1 (2
convergente. De méme, il existe (ug))n une suite de (v ))n tel que (TKZ (un ))n>n
est convergente, plus généralement, Vm € N, il existe une suite (uS™),, de

(uﬁn“]))ntel que (TKm (u;’m)n) est convergente.
n

Ensuite, on envisage la suite diagonale (u,fl”))m 1ous prouvons que (TK (u,(q,n))n>

n
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est une suite de Cauchy dans L*([a, b]), nous notons d’abord que Vk, I, n e N,

on a

”TK(U;(:D) ) — Tre(u?) T, (0] T (u?)

+
p

(4.19)

;S ) = Ty +)

+ HTKH(UZ([)) — Ty (u)

p

On a ( 11‘”’(%(1)))1 convergente, alors Ve > 0, il existe V. € N telle que

7l - 1ty <<,

Vi k> N, (4.20)
D’autre part, on obtient

o< / | /ablKna.s) — K (t.9)l| (s, u(s))

< K=Ky 20 u,,(f)[‘:‘1 +ln,)”

I ‘ Ty ( u,(f) ) =Tk, ( Ufﬁ)

P
d.s;] dt.

CommeVk € N, u,(f) € S, alors I'inégalité précédente implique,
Te(w™) = T, )| <1k - & M1y 2

Ona|| K - K, I, =0, quen — +00, puis en utilisant I'inégalité précédente,

on conclut qu'il existe M, N, telle que
q q

Vn > M., Yk € N.

e
5

5 £
|7l - T )| < £,
p

En combinant (4.20)-(4.21), on conclut que <TK(u,<ln))n> est une suite de
Cauchy dans ’espace de Banach LP([a,b]). Par conséque11t,nfoute suite bornée
de Ty (S) est une suite convergente, alors Ty (.S) est compact, pour tout S un
sous-ensemble borné de L?([a, b]).

Cela montre que Ty est un opérateur compact sur LP([a,b]). A
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4.4.3 Résultats d’existence des solutions des equations
de Hammerstein

Notre résultat d’existence du premier probléme (4.14) est donne par le
théoréme suivant.

Théoréme 4.8 : Op considére ’équation intégrale non linéaire (4.14), et
soit 1 < p < 2 un nombre rée] et ¢ € [1,+oc0] le conjugué de p.

Supposons que K(,.) € L([a,b]2) et 9(.) € L*([a,b)). En outre, supposons
que la fonction J(.,.) satisfait aux conditions du Lemme 4.2 Ensuite, les
résultats suivants détiennent

(R1) Sil<p<2, alors (4.14) admet une solution ¢ € LP([a,b)]).

(R2) Sip=2 etle noyau K satisfait a l'une des deux conditions suivantes -
() Cl K ||, <1, 00 C constante est donnée par le Lemme 4.9,

(c2) K(t,8) =0, Vs > ¢ et |K(t,s)| < [K1(8)][ K (s)], on Ki(.) est borné et
mesurable sur [a, b] et Ky(.) € LP([a,b]).

Alors, I'équation (4.14) admet une solution ¢ € LP([a, b]).

Démonstration : Notons d’abord que la fonction f(.,.) satisfait aux
conditions de Lemme 4.2, il vérifie I'inégalité (4.18) pour une constante > 0
et i(.) € LP([a, b]). Ainsi, d’apres le théoréme 4.7, on conclut que l'opérateur
T défini per (4.16) est un opérateur compact de LP([q, b)) dans L?([a, b]).
La continuité de T dans LP([a,b]) est une simple conséquence de la conti-
nuité de Popérateur F sur LP([a,b]). Plus précisément, soit ¢ LP([a, b]) et

soit (¢,), une suite de L7([a, b)) qui converge vers @. Puis, en utilisant les
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propriétés de F ainsj que l'inégalité de Holder, on obtient
b b 17
| Ten() =T | < / / K F () 6) = () (5) ds]”

< / / K, 5) /bwm(s)—F(pxsw]gru,

I Fpn) = Flo) 12)) & |7

IN

Comme F : LP([a,b]) — L([a,b]) est continu, alors I'inégalité précédente
implique la continuité de T. Puisque T est compact, alors T est complétement
continu.

Sip e LP([a, b]), en utilisant l'inégalité (4.18) avec I'inégalité de Hélder. on

veut facilement vérifier ue
q

ITel, <ol +1 5 0,(c(lel,) +)a ) 422

Pour prouver le résultat d’exis stence (£), on utilise le théoreme du point fixe
de Schaeffer 3. 9, et démontre que pour 1 < p < 2, 'ensemble

S={pe lr(a,b]), p = ATe, A €]0,1[} , est borné.

En utilisan: (4.22), il est facile de voir que Vo € S, on obtient

1ol <ITe < ORI, (16 1,)" + g1+ 5 0,
Ou bien

(e )™ (0o 1) = cimn,) <o+ ai,

Comme 1 < p < 2, alors l'inégalité précédente implique qu'il existe une
constante M > 0 telle que || ¢ || p < M. Ainsi, S est uniformément borné par
M.

Par conséquent, en utilisant le théoréme de Schaeffer 3.9, on conclut que
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I'équation (4.14) admet une solution ¢ e LP([a, b)).
Ensuite, nous brouvons (R,), on examine d’abord le cag particulier (c).

Comme ¢ € §, puis de (4.22), on obtient

Fell, <l Tolly <l g llz+ 11 K 11o(Cll o |l + | & ll2)-
SiC|| K l, < 1, alors 'inégalité précedente implique que V¢ S, on déduit

Lolo+ 1 Kl bply
e ll, < Cl-clk|, =M

Ainsi, S est borné. Par conséquent, si C|| K ll, <1, alors I'équation (4.14)

vérifie le théoréme dy point fixe de Schaeffer 3.9 d’ott elle admet une solution
@ € LP([a,b]).
Enfin, sous la condition (c2), toute solution de p = ATy pour )\ € [0,1]

satisfait les inégalités suivantes

O < 0l + 1K@ [ Ka(o)lIh(s)] ds 4 Ol o) [ 1Mot ds, t < 0.3,
< 0o D E a6 Bl -1 1, [ o),
< A< [ osllpto)ds,

A= ot Ko ol 2 Byl o €6.9(5) = O K |1 Kafo)] € 220 1))
L([a, 8]).
Ainsi, en utilisant I'inégalité de Gronwall, on conclut que y satisfait la rela-

tion suivante

(K% ”2 < A\/b“anp(” @ “1)

Par conséquent, I’équation (4.14) admet une solution dansg L*([a,b]) par le

théoréme du point fixe de Schaeffer 3.9. B
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Notons que le résultat du théoréme ci-dessus n’est valable que dans le cas
oul <p<2 En outre, si p = 2, alors la condition (c1) est une sérieuse
limitation du théoréme 4.7, Pour sur montrer ces problémes, on peut utiliser
une pratique pondérée LP-norme ot le théoréme du point fixe de Schauder
3.9. C’est 'objet du théoreme suivant :

Théoréme 4.9 : Considérons équation (4.10) ou les fonctions 9(1),
f(s,2) sont aussi proposées par le théoréme précédent, et soit p > 1 un
nombre réel et ¢ le conjugué de p.

Supposons également qu'il existe une constante C'y > 0 et h € LP([a, b]) telle

que

|f(s,2)| < Cy|z| + |h(s)|, p.p. s € [a, 0], V2 € R (4.23)

En outre, supposons qu’il existe fonction #, continue, bornée, non nulle, po-

sitive sur [a, b], et telle que la fonction

' b 1
{/ [K (L, )| (u(s) 77|, sip> 1,4 < 400,
W(t) = Ja

LK(t’SM sip=1,9g=+o0
supse[a,b] [1(5‘) ) p=149= ¥

appartient a LP([a, b], dp). Si Cy|| © I, < 1, alors I'équation (4.14) admet
une solution ¢ € L?([a, b)).
Démonstration : Nous définissions d’abord Pespace X = LP([a,b], dy),
par
PPt d) = {1 € L2(1a,b)), 1 11, < oo}

Telle que, || . ll,,. est une fonction réelle positive définie sur L*(la,b]) par

Y€ Pt = ([ 150Pu0 &),
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En utilisant leg propriétés de la fonction t, il est clair que Il . ll,,. est une
norme et que X = [2([q, bl, du) est un espace de Banach. Déplus les deux
normes || . iy &t ] ll,.,. sont équivalentes. Alnsi, tout ensemble borne dans X

est un ensemble borné dang LP([a, b]).
Ensuite, soit R un nombre réel positif qui sera fixe, Supposons By est un

Sous-ensemble borng, fermé, convexe d’un espace X, défini par

Be={rex.sl,, <r

Comme I'opérateur intégral T donné par (4.16) est compact sur LP([a,b]) et
Br est un ensemble borné de L*([a, b)), alors T'(Bgr) est relativement compact,
dans LP([a,b]) C X, Ensuite, nous montrons que si Cif| |, , < 1, alors il
existe Ry > 0 tel que VR > Ry, on obtient T'(Br) € By, Cela s fait comme
suit. Soit v € By, en utilisant I'inégalité de Holder, (4.23) et le théoréme de

Fubini, on obtient les inégalités suivantes.

ITeel, < [ uo] [EC

“<M$y
/ab,u,(é) </ab [K(L,9)]%(1(s)) 7 ds> § </ab//,(s) <(71]9:(s)) + ‘h(s)})pds> dt,

b b 5 f—,’
| Coot+ 2, / () / (8 9) () ¥ ds )" a,

N\

=

(ol + m(s)1) as]” a,

IN

IN

< (@lel,+inn,) e,

Dot 0y

Comme Tp = g + Tk, et || o I, < R, alors I'inégalité

HTWMWSHQM#+HWMW!hmw+CM¢MWH@MW

Par conséquent, T(Bg) C Bg, pour tout

09 s+ 0T 0,0 R,
2Ty I

= [0+
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Enfin, en utilisant le théoréme dy point fixe de Schauder 3.7, on conclut que

(4.14) admet une solution v € LP([a,b]). B

Nous allons donner un exemple.
Exemple 3 : On considere I'équation intégrale non linéaire suivante

o(t) = g(t) + /\/O exi\%%\t)){gp(s) +1In(1 + *(s))]ds, t € [0,1], (4.24)

ot g € L¥([0,1]) et A > 0 est um parameétre réel.

Le noyau K(.,.) appartient a L3([0,1]2)

K(t,s) = »2R0O6 — 1) L3([0, 1]2),

5/1+s
En outre, le calcul humérique nous donne || K [l2 3.0030.\.
D’autre part, la fonction fls,2) = z + In(1 + 2?) satisfait clairement la
condition de L?—Carathéodory.

Comme
i L05.2)

T——+00 T

=1,Vse [0,1],

alors, Ve > 0, 1l existe 1 < Cire <1+e, Coe > 0 telle que
|f(s,z)| < Crelz| +Cop, V2 €R, s € [0,1].

Notons que la |f(s,2)| > z, Yz > 0. Par conséquent, il est nécessaire que
Che 31/

En utilisant I'inégalité précédente et e théoréme 4.8, on conclut que (4.24)
admet une solution dans L*([0, 1]), pour tout 0 < A < Ao = 0.3330.

Si A > )X, le théoréme 4.8, n’est plus applicable, nous utilisons le théoréme

4.9 pour prouver le résultat d’existence pour les grandes valeurs de )\, pour
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\__\,_\
P = ¢ = 2 on considére une mesure pondérée de Lebsgue sur [0, 1], du(t) =
u(t) dt, ou u(t) = exp(10t).

En vertu du théoreme 4.9 la fonction U (1) est donnée par la formule suivante,

"= ([ ) e e ()

Notez que ¥ ¢ L2([0,1], du) et |0 ||s,= 2v2In2.
Puisque la constante C . satisfait 1 < Cle €146 Ve > 0, en utilisant
le théoréme 4.9 » on conclut que I’équation (4.24) admet une solution dans

L*([0,1]), pour tout

0< A< A =- A2 4.2466.

\/21n2

I1s’agit d’une amélioration significative du résultat donné par le théoréme 4.8

4.4.4 Existence et unicité de lg solution continue de
I’équation de Hammerstein-Volterra

Dans cette partie, nous donnons un résultat d’existence et unicité pour
une soluticn continue de 'équation intégrale non linéaire de Hammerstein-

Volterra.
1) Théoréme d’existence

Notre résultat d’existence est donné par le théoréme suivant.
Théoréme 4.10 : Considérons I'équation intégrale non linéaire de Hammerstein-

Volterra suivante

o) = T = g(t) + /tm $)1(s,0(s)) ds, t € [a,4] (4.25)
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Supposons que 9 € C([a, b)), et le noyau K satisfait les conditions suivantes,
(i) K(t s) > 0,Vt, se La,b} , K(t,8) > K (1, s), Vi < 1.

(i) La fonction / — K{(t,s)ds, est continue sur la, b].

(i) Vio € [a,8], 5 — 'K (to, 5) € £([a B)).

On suppose que la fonction f(., ) est continue sur [a,b] x R et satisfait g

condition sulvante,

If(s,z)| < alz| + ¢, Vz € R. (4.26)
OlU c1, ¢ sont deux constantes positives. En outre, supposons que le noyau K
satisfait la condition sulvante,

t
1
sup/ K(t,s)ds < =, (4.27)
| Ja

t€fa,b (651

Alors, I'équation (4.25) admet au moins une solution ¢ e C(la,b)]).
Démonstration : Nous allons prouver que l'opérateur T est compléte-
tment continu de C([a,b]) dans C([a, b]). Pour prouver que T(C([a,d])) c
C([a, b)), nous procédons comme suit.
Soit v € C([a, b)) et t, ty € [a,b], on peut Supposer que ¢ < ¢y. Puis, utilisons
(1), on obtient
4 “t
To(6)=T(to)] < ’!JU)-QUo)H/a (K(//,S)*K(lo,é’))l,/'(é%w(s))lfir‘>’+/f K (lo, 8)1/ (s, (s))] ds.

(4.28)

t to to
/ K(t,s)ds— K (to, s) ds}—i—/ K (to, s) ds,
a a s
(4.29)

t
0< / (K (¢, )~ K (2o, s))ds <
de (ii), (iii) et (4.29), on conclut que

to t
lim / K(ty,s)ds = lim/ (K (L, s) — K(t, s))ds = 0. (4.30)
t a

t—tg t—tp
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Puisque ¢ est bornee sur [a, b], et f(.,.) satisfait (4.26), alors il existe une

constante M > ( telle que

|f(s,0()] < M, ¥s € [a,b). (4.31)

En combinant (4.28), (4.30) et (4.31), on conclut que T'p € C([a,b)).

Note également, que la continuité de T syr C([a,b]) est une conséquence
directe de (ii) et la continuité de f(., ) sur [a,8] x R.

Ensuite, pour prouver la compacité de T, il suffit de vérifier que T satisfait
la condition de théoreme d’Ascoli-Arzela.

Soit S = { On,n € N } un ensemble borné de C([a,b]) avec une constante

Cs. Alors, Vn e N, on obtient

I T Nl <11 9 Iy + (c1C + ) SupJ/ K(t,s)ds = M,.

tefa,b
D’ot T'(S) est uniformément borne.
Remplagons ¢ par o, dans (4.28), en utilisant (4.30) et (4.31), on montre
que 7'(S) est équicontiny. Ainsi, que le théoréme d’Arzela-Ascoli, on conclut
que T': C([a,b]) — C(]a, b]) est complétement continy.
Ensuite, soit B > 0 un nombre réel positif, on considére Br est une boule
convexe et fermée de C([a, b]), notée par Br = {<p € C([a,0]), || ¢ |l < R}

En utilisant (4.26), on obtient 'inégalité suivante

| Ty lo <l g lo + (c1R + c2) sup /a K(t,s)ds.

t€a,b]

ot 1 -
Par conséquent, si sup / K(t,s)ds < = d’ou T(Bg) C Bep, telle que
t€lab] Jaq -1

9 llo + c2 sup /tK(t, s) ds

t€(a,b]

7 = Ro.
I —¢ sup / K(t,s)ds

t€la,b]

R

1\/
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En utilisant le théoréme du point fixe de Schauder 3.7, on conclut que I'équa-
tion (4.25) admet une solution continue sur [a, b]. W
Remarque 4.2 . Supposons que dans le théoréme précédent, la fonction

J(.,.) satisfait I'inégalité suivante

17(s,2)| < c1]a|” + ¢, Wz € R, Vs € [a, 1], (4.32)
oul<n<l1etg €2 > 0. Alors, il existe 1, > 0 telle que

|f(s,2)] < ¢z + ¢, VZ ER, Vs € la, 0],

¢
et telle que ti}lpr/ K(t,s)ds < ci’ Ainsi, par le théoréme précédent, on
conclut que si Uét sZzulement si f(., 1) satisfait (4.32), puis Iéquation (4.25)
admet une solution ¢ € C([a,b]). t

Remarque 4.3 : Comme La fonction ¢ — / K(t, s)ds est continue,
alors la condition (4.27) est satisfaite pour b—q as;ez petit. Par conséquent,
le théoréme précédent assure toujours l'existence d'une solution de (4.25)
dans un voisinage de q.

Exemple 4 : (équation intégrale non linéaire d’Abel)
On consideére I’équation intégrale non linéaire d’Abel de seconde espéce

p(t) = g(t) +/Otm(<p(s))”ds, te0,T)et T < +o0. (4.33)

Ou0<a<1,0< n<letgeC(o,1)).
Il est clair que le noyau

K(t, s) = (T_]T)QX[OM(S),

verifie les conditions (i) et (iii) du théoreme 4.10.

La fonction H(t) telle que
t
H(t) :/ K(i,s)ds =
0

t1~o/

1—-a’
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est continue sur [0, T] .

Sin < 1, en utilisant le théoréme précédent et la remarque 4.2, on conclut que
'équation (4.33) admet une solution continue sur [0, T}, pour tout nombre
réel T > Q.

Enfin, si n = 1, alors le théoréme précédent assure l'existence d'une solution

continue de (4.33) sur [0, T] pour tout nombre réel positif 7' < (1 — cy)ﬁ.
2) L’unicité de la solution

L’unicité de la solution de (4.25) est donnée par la proposition suivante
Proposition 4.1 : Supposons que la fonction f(.,.) proposée par le théo-

réme précédent satisfait la condition suivante,
f(s,2) = f(s,0)| < Lz =yl Yo,y € R,

pour des constantes L > 0 et 0 < r < 1. Alors, dans les conditions du
théoréme précédent, 'équation (4.25) admet une solution unique et continue
sur [a, b].
Dérmonstration : Soit Mg une constante positive donnée par
t
Mg = sup / K(t,s)ds.
telab] Ja

Par contradiction, supposons que 1'équation (4.25) admet deux solutions dif-

férentes ¢, 1 € C([a, b)), alors il existe 0 < e < 1 telleque || ¢ — ¥ ||, > ¢, il

est clair que Vt € [a, b], on obtient

Tolt)-Tuw(®) < L [ Kit.s)lels) =0l ds < (Il 0 = o) LMicli=a).
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En utilisant l'inégalité précédente, on obtient

T20() - T(0)] < L/Jﬂ%@WMQ—YW@WU&

‘ 2 t
< (lo=v ) @iy [ (s =ay s,
72 s a)T—H
< (Jo- Ly =
< (le-vla) EMe 2
De méme, on obtient
3 (Zf _ a>r2+7'+l

To(0) = T0(0)1 < (199 ) EM0™ ey

Plus généralement, pour tout n entier positif, on obtient

d (t — u)r"*lJr.‘.Jrr—!—l

m, _m _ " |

Par conséquent,

)T"_1+...+T+-l

» (LAA(®~Aa)
1T =Tl < (lo=% ) 7y

P2 +r+ )4+ 1)
Tl el

I —w ™ (EMk(b - a))
(r+ )2 +r+ 1)1+ +r+1)

N

= H ¥ - w Hoo
Puisque 0 < 7 < 1 et que || p— 4 ||, > €, pour certain 0 < & < 1, alors
l'inégalité précédente implique

max <1, <L/\/fK(b - a)) Tl?)

e(r+ D)2 +r+ D)1+ . +r+1)

[T =T [l < 1o =¥l

Comme € H(r‘j + ... +r+1)— 400, alors il existe Ny € N, tel que

max (1, (L]\»’TK(?) - a)) Tiﬁ)

< 1,Vn > Ny,
e(r+ D)2 +r+ 1)1+ . +r+1) 0
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alors, on conclut que

T =T ||y < | g — o loo: V12 > Ny, (4.34)
B D’autre part, puisque ¢, ¥ sont deux solutions de (4.25)

et des points fixes
de T

alors, ils sont des points fixes de T", ¥Yn € N. Par conséquent, (o, 1

satisfont 'égalité suivante,

I =T ||y = | o — 9 o

Ce qui contredit (4.34), on conclut que (4.25) admet une solution unique. B

o6



I_JMVBRSH‘E 08 Mal 1945-GueLma DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Conclusion

La théorie du point fixe est d’une Importance capitale dans I'étude de

Pexistence de solution pour les équations d’opérateurs non linéaires.

Des nombreux théorémes d’existence sont obtenus & partir des théorémes
de Banach et Schauder, en transformant le probléme d’existence en un pro-
bléme de point fixe. Mais celui de Brouwer est particuliérement célébre.

Le théoréme de Banach ne s’appuie pas sur les propriétés topologiques

du domaine de définition mais sur le fait que la fonction étudiée soit contrac-

tante.

Le résultat de Brouwer est 1'un des théorémes-clef caractérisant la topo-
logie d'un espace euclidien. 11 intervient pour établir des résultats fins sur les
¢quations différentielles, il est présent dans la geéométrie différentielle.

Il apparait dans diverses branches, comme la théorie des jeux.

Ce théoréme est généralisé en 1930 aux espaces de Banach. Cette généra-
lisation est due & Schauder. Ce théoréme affirme qu’une application continue
sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement

unique, mais qui nous permet de résoudre plusieurs problémes.

De cette théorie découlent plusieurs applications qui constituent un do-

maine trés actif de la recherche.
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