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ABSTRACT

Le comportement des systdmes non lin6aires d6pend crucialement de leurs pa-

ra^rndtres de contr6les. Ces systdmes prOsentent des <fiangements de comportement, on dit

alors qu'pne bifurcation se produit ri chaque cha,ngernent.

Dans ce travail on 6tudie les systdrnes diff6rentiels param6tr6s de la forme :

i: f (a,p), ;r € JR', p param6tre r6e1.

On expliqite les diff6rents types de Bif'urcation locale, que peuvent apparaitrent lors de la

variation du paramdtere p.



A.BSTRAC'T

In this 'work, we study pararnetric differenbial systems of the form.

r : f(r,p), r € lR", p r6al parametre.

We introduce the different types of loceJ bifurcations, which can arise when we varia,te the
parametre p.



Intoduction

Un gra.nd nornbre de moddles issus de la m6carrique; physique ou ... autre s',Scrivent

sous Ia frlme d'un systdme d'6quationLs diff6rentielles ordinaires, le temps 6tant la variable

drlcrivanb l'6volution du systdme.

Une pr:emidre approche pour I'6tude des systdm,es diffOrentiels non. lin6aires consiste d

tercherch,tt les 6quilibres, c'est -d-dire les solutions stal;ionnaires ne pr6sentant pas d'6volution

te,mporeJler. On dit qu'un 6quilibre est stable si une petite perturbation de cet 6quilibre 6volue

dans le telnps en restant petite et en ,convergeant vr:rs z6to. Le systdm,e revient alc,rs dans

sa, position d'6quilibre. Ces 6quilibres ont donc de l3randes chances d'6tre observ6s sur le

sy'stdme pJrysique 6tudi6 ou sur Ia simulation num6rique du moddle propos6.

L'6tapr: suiva:nte consiste d faire varier un ens<rmble de paramdt:re qtLi contrOlent le

systdme, on regalde alors ce que deviennent les 6qu.ilibres du moddle, en particulier ceux

qui 6taient stable avant de modifier les paramdtres de, contrOle. Lorsqu'en variant les valeurs

ders paramdtres de contr6le, un 6quilil:re stable devient instable ou disparait, On dit que

I'on est e n pr6sen,ce d'une rrbifurcationrr.

Le terrne de llifurcation a 6t6 introduit par Poincar6 pour d6crire les triensforrnations

(en nomtrr,: et en genre) des points d'6quilibres d'une famille de systdmer, obtenue en faisant

va,rier un paramdt;re.

Une llilflurcatio,n survient quand une variation infinitisimale d'un paramdt:re du systdme

introduit u.ne tran.sformation qualitative du portrait rie phase de ce systdme. IIn ouvrage de

r6.[6rence sur les bifurcations des systdmes plan est Ie livre de Andronov, Leorrtovich, Jordon

& Mailer.

Dans ce trava.il, nous nous int6ressons qu'aux bifurcations les plus courantes p,ouvant

afl:ecter u.n 6quilibre lorsque I'on varie des paramdtres de contrdle.

Ce m,3rnoire est constitul de 2 chapitres.

Dans Ie premierr chapitre, on donne un rappel succint de certaines notions fondamentales

sur les systr)mes diffOrentiels. On 6tudie les systdmes diff6rentiels lin6aires et non lin6aires .On



examinefa les notions : point d'6quilibre, stabilit6 d'une solution d'un systdme diff6rentiel,

on rappQlle aussi une classification des trajectoires au voisinage d'un point d.'6quilibre pour

un systdfie diff6rentiel lin6aire plan.

Dane le second chapitre, nous discutons les bifurcations : selle noeud, fourche, transcri-

tique, et celle de hopf sur des exemples les plus simples. On termine par une conclusion et

des perspectives.



Chapitre I

NOTIONS PRETIMINAIRES ET GENPNAT,TTPS

1.1 SystErnes lin4aires
L.L.1 $ystdmes lin6aires autondmes

D6finitipn l.l On appelle systDme lin1ai,re auton\rne le sEst€me :

i:Ar*B (1.1)

telle que,4 : IRt -+ ]Rn esf une matrice constante et l] un uecteur constant.

- Si F f 0, alors le systdme (1.1) est dit lin6aire autondme non homgdne.

- Si F :0 alors le systdme (1.1) est dit lin6aire ieuton6me homg6ne.

D6finitiOn 1,2 Une matrice fondamentale pour le systd.me homogdne

r: Ar

la matri,w $(t) dont Ie d|terminant est non nul (det(,$(t)) I 0) u6ri.f,ant d(t) : AO(t).

R6sofution dtun systdrne hornogdne

Soit /(f) = eAt Ia matrice fondamentale du systdme homogdne

r: Ar (1.2)

v6rifiantd(0):/ori

"o':Y 
At" 

'
7^ n!

On a les l6sultats suivants :

Lemrne 1.3 Soi,ent M et N deur matrices (p x p). lii M et N commutent (MN : NM),

alors

e(M+N) : eW) e}ur)



Lemme L.4 Soi,ent M et N deur matrices sernblables i..e 16 i,nuersible telle que N :

gMS-r, alors

eN :6eM 6-7

Lemme f .5 ,9? M est une matrice d,'iagonale M :

od M; spnt des matrices carr4es et i, :7;n, alors :

eM:

eMt o

i '. '.

o eM*

Th6or6trne L,6 Le systdme (1.2) edrnet une solution (non i'denti,quement nulle)

r(t) : s\t'

si et setllement si \ est une ualeur propre de A et u le uecteur propre correspondant.

LE*.cas: Les valeurs propres de A sorrt r6elles et distinctes

soietrt )r, )2, ..., ), les valeurs propres de -4 r6elles et distinctes et, u1, u2, ..., 't.t les

vecteulq ploples correspondants, alors Ia matrice forrdamentale du systdme (7'2) est donn6e

par

6(t) : ("^",r, "', ''\n'on)

et Ia sol[rtion g6n6rale de (1.2) est :

r(t) : $(t)C

tel que C un vecteur constant. Si on rajoute Ia condition initiale z(0) : 16, alors C :

d-l(to)po, on obtient I'unique solution

r(t): dQ)[-L(tg)ro.



Exemple 1.7 R€,soudre le systdme

ru,= (1 ))"n
/\t u(t) Itelle que r(t) : | "' ' 

I

\ *'(t) J
Solufion ; Les valeurs propres de la matrice .4. sont ,\r : 1 et )2 : 5. Les vecteurs

propres (orrespondants sont :

D'or)

donc la sQlution g6n6rale est

/ \/ \
I "'e\t l/rrlr(t):l ll l.
\"-""/ \ " )

te*'cas: Les valeurs propres de .4 sont r6elles multiples

soit ) une valeur propre de A(n x n) de murtiplicit6 K 1fl, alors pour chaque n:Ti,
chaque sofution non nulle u de (A- I^)":0 s'appalle vecteur propre g6n6ralis6 de A.

Soit -4 une matrice r6elle qui possdde )r, tr2, ..., \n valeurs propres r6elles r6p6t€es,

alors il existe une base de vecteurs propres g6n6ralis6s ,uLt ,n2t ..., an (base de lR') et une

matrice inlversible P : (rr, u2t ...t ur) sachant que

,4=,S+l/

0t

":(l)-:(.r)

ru,: (!, "":)

f ^' 'lP-'SP: | |L' ^'l



et .ly': A+ S une matrice nilpotente d'ordre n 1n avec

N,9: ,9,4/.

Alors, l4 solution de systdme (1.2) est

e)tt 0

: .. :

: .. :

0 e\-t

p-' 
lr 

+ Nr + .* 61r"-'] "
n(t) : P

tel que

P-t - #1ry{"on, r'''

Exempfe L.8 R4soudre le systime :

f 
_, 1 1l

"(') 
:Ll 

;'1,]""'
Solution : Les valeurs propres de la matrice .4 sont : Ir - 11 )2,3 == -2 (double).

Les Vecteurs propres de.A sont :

r') r-') r-1\':lij.,:l :)'.:[:j
D'ot

(' -1 -t\
r:11 1 , 

I

['o 1 )
on a 

s: A;N:o et P-r -J: ,t ; )
\t o 1 )



La solution g6n6rale est :

("' o o) /",\*py:el o e2t o le-rc, telque":l c, Ittt-l
\o o "rr/ \"/

3d*"cas : les valeurs propres de L sont cornprexes distinctes

si la patrice A(2n x 2n) possdde 2rz valeurs propres complexes distinctes )i : ai *,i,bi,

\ : oi *i,bj; telle eue 7 - fi dont le vecteur propre wj : uj *i,ui etW : uj -,iui alors:

{up\ ,u2,t)2t ..., urun} base de ]R2" et p : fuyul , u2u2, ..., ununf est inwersible v6ri_

fiant :

. (o, -b,\P-IAP:anol *.r

vi ai/

j :1.;n.

)] "-'",

La solutiQn g6n6rale du systdme (1.2) est

l/
u(t) : Pdi'as lut' I 

cosbit - sin b7f

t \ srnbit cosbit

Exemplq L.9 REsoud,re Ie syst\me

;(+\ -

Solution : Les valeurs propres de la matrice A sc,nt : )1 : I - i; A2: \ ; )s : 2 -,i,;
)a : \. Iles vecteurs propres correspondants sont :

W^t:

00
00
O -z1

11 l',,,

-1

I

0

0

1

1

0

0

1

0

0

0

IJ

t

0

0

-L;

10



et

wss : 
I

0

0

1

I

0

0

-1

0

010 0

10 0 0

00-1 1

00 01

010 0

10 0 0

00-1-1
00 0 1

J-;

v2

=+ P-

Donc Ia folution g6n6rale du systdme est :

( cos, sint \
t' 

[ -r,r', ""r, ) 
o 0

n(t):Pl 0 P_IC.

( cos, ,trrt \u'l, 
-.,n, "'r, )

4"m"cas : les valeurs propres de A sont, complexes multiples

Soit .f4 une matrice (2n x 2n) avec .\7 : aj I ib.i, \ - aj - ib7, iJ existe une base de

vecteurs propres w j : uj * i,ui et d-j : uj - 'iai ave,: j : Ti,. P - lu1u1, u2u2, ..., ununf

est invrelsible et v6rifiant

A:S+N

telle que :

. (o, -b,\P-tsP: diog I ' "r 
l;i :T;rt

\o' ai )
et N est une matrice nilpotente d'ordre n I 2n teJ. que ,5 et N se commutent. Donc la

solution g6n6rale du probldme pr6c6dent est

| / \t
| ,"U I cosbit -sinb3t I I --, l- /f^-1 ..-,.1r(t) : Pdi.ao 
le 

" | ^,- ^ 
+ ^^^L + I I a-' 

LI+.^/, 
+... + 

{or1r"-'1"0.
L \ srnojt cosoi' / l

11



Exemplp l.LO R€soudre Ie systime : n(t) : Ar(t) ,nuec r(A) : r0, 01)

^_(

I

0-1 0 0

1000
0 0 0 -1

2010

Solu{ion : Les valeurs propres de A sont : trr - i (double); \z : )1 (double).

vecteurs prcpres corresponda^nts :

W:

0

0

I

0

0

0

0

-1

J-; , (telle, que : (.4 - )1/)ar :0)

(A-\I)2w : 0

+ ,: 
I

0

1

0

0

0

0

0

0

0

-1

0

+i

P-

p-t : 
ofu,ko-e1, =

-1

u2

0

0

1

n

0

1

U

0

-1

0

0

0

0

1

1

0

1

0

-1
0

00
01
00
10

1q



et

t:I

,n,:"I

0-1 0 0

1000
010-1
1010 Ii;]

P-tQ * Nr)rs.

. Ar-

telle que N est nilpotente d'ordre 2 (N2:0) + la srolution g6n6rale est:

cosf -sint 0 0

sinf cosf 0 0

0 0 cosl -sinf
0 0 sint cos f

sd*"c"* : les valeurs propres de A sont r6elles et complexes dis-

tinetes

Si,4 + des valeurs propres r6elles distinctes ,\i donb les vecteurs propres aj,j :11 et elle

possddedesvaleursproprescomplexes \i: ai*i,bi et [: ai-i,bi,telleque j : 
^^,rdontles

vecteursPloples wj : uj*i,uj etwj : ui-'iuit alors P : lat, u2, ..., 'ukt ute+tuk+L ..., ununli

P-IAP:
Pk+1.

telle que

u,: (.:, :), 
j :Erri,

n1

,\g

a
rn

13



Alors la solution g6n6rale du systdme (1.2) est comrne suit :

e\fi 0

e^kL

r(t) :

ori C est un vecteur constant.

Exemplp l,Ll R4,soudre Ie systime :

""'."(-:;li; ::::;')

"-(",::;:;::')

'.,':(l; :)""'
aaec r(0): rs.

Solufion : Les valeurs propres de ,4 sont )1 -= -3, A2 : 2, )s = )2. Les vecteurs

propresQorrespondantrro"''r, 

) r, ) r, )
":lo 1,",^,:1r | *nlr 

I

\'/ \'/,,, \o/,,
(t oo\ (t o o)

":l o 1 ,1,"-':l o 1 -1 
|

\o o') \oo 1)

74

P_IC



Donc la solution g6n6rale est :

r(t) : P

0

0

e3t

I
O ""1

\

0

0

cost - sinl

sinl cos f

0
cosf - sinl

sint cosf )]"'
Remarque I".L2 La solution g6,n6,rale du systd,me

r:Ar*B

est

r(t) : *cu(t) +'re(t)

ou:

- nGH(t) la solut'ion g€n1rale d,e i : Ar

- rp(t) une solution parti,culi,€re d,e r : Ar* B (on l'obtient par la m1thod,e d,e Lagrange

c'Est d, d,ire par uariation d,e constante).

I.1,2 Systdmes lin6aires non autonOmes

D6finitlon l,l3 On appelle systdme li,ndatre non auton}me le systdrne :

i: A(t)r + B(t) (1.3)

(telle qup A(t): R" --+ lRn el B(t) : R'--+ IR' od t appartient d l',interualle I de I'are rEel.).

- Si, B(t) f 0, alors Ie systdme (1.3) est di,t li,n€u,i,re non autonirne non homgdne.

- SiB(t):0, alors le systd.me (1.3) est di,t li,nEoire non auton|me horngd,ne.

Solutio4 g6n6rale du systdme

i:A(t)r+B(t)

Consid6rons le sysdme (1.3) avec 4(t) et B(t) sont continues sur i' de lR. La solution

g6n6rale de (1.3) est :

i
r(t) :,b1)c + d(t) | 6t.r)u!)ar,

J
to

15



on : /(t) est la matrice fondamontale du systdme : i; : A(t)r ( c'est d, dire v6rifiant g(t) :
A(t)d(t) ). Si on considdre de plus la condition initiate r(ts) : rs, I'unique solution de (1.3)

est: 
i

n(t) : 6Q)O-L (tdro + o(t) J 
gQ)B (s)d,s.

ts

Existerrce et unicit6 de la solution

Consi{6rons le probldme de Cauchy

( r: A(t) + B(t)
I

[ '('o) 
: 

"o

ot A(t) Qi B(t) sont continues sur un intervalle .I de IR..

Remarque L.L4 Pour tout ts € I, rs € lRn le probldme de cauchy (P) admet une unique

solut'ion w(t) dans L

Solutiolr g6n6rale du systdme i: A(t)n

Th6or64rre L.L6 Soi,t S(t) une m,atrice fond,amontale du systdrne I'in€a'ire homogdne

r = A(t)r (1.4)

La soluti,pn g1n1rale d,e (1.1) est

r(t): $(t)C

od C est un aecteur canstant.

Si on cotosiddre de plus la condition i,nitiale r(tn): rs, I'un'ique solut'ion de (1.1 u1rifi,ant

r(to) : fis est

r(t): d\)6-r(to',t*o.

1.2 FAstdrnes rlon lin4a'i,res

1,2.L $ystdme non lin6aire autondmes

D6ffnitipn L.L6 On appelle sgstdme di,ff4renti.el non I'in6a'ire et auton1me le systdme

i:f(r);r€lR:n

16

(P)

(1.5)



c'est d, d'i're que la uariable i,nd1pend,ante t n',interuient pas erpl,icttement d,ans l,erpression

de f .

1.2.2 Systdmes non lin6aires non autonOynes

D6finitfion l.L7 On appelle systd,me di,fflrentiet non I'in€a,ire et non auton\me le systd,me

de la forme

i: f (t, r); auec t € IR* et r € lR' (1.6)

ot la aatr'iable ind,Epend,ante t apparait expli,citemenl: d,ans l,erpression d,e f .

Soit U un ouvert de lR x JR' et / : (J --+ lR' une application continue. On considdre

l'6quation diff6rentielle (1.6), telle que (t, x) e U u:re solution de (1.6) sur 1 c lR est qne

fonction d6rivable r : I --+ lR" telle que :

i) (Vt € R); (t, r(t) e U,

ii) (Vt e R); t(t) : f (t,r(t)).

On spit que :

,rr,- 

{

r{t): fi(t, r1(t), ..., r"(t))

:

rn(t) : f^(t, r1(t), ..., n.(t))

Probldrpe de Cauchy

Eta.nt {onn6e un point (to,ro) € U,le probldme de Cauchy consiste d trouver une solution

r : I --+ lR" de (1.6) telle que t6 € / et r(to) : 16. On dit que (r0, r0) sont les donn6es

initiales flu probldme de Cauchy

(
. I i(t): f (t, r(t))+1

I z(ts; : uo

on pose 4(t) : r telle que (t, r) e U C lR x IR' on obtient

(
) i: f("' t)
I

I r(ts) -- 116

t7



Etude qualitative des systdmes diff6rentiels

Soit le systdme non lin6aire et non autonome

i : f (t, n), avec r e Rn;t € IR. (1.2)

On suppose que / satisfait les conditions du th6ordrne d.'existence et d.'unicit6.

D6finition 1.18 (Notion de stabilit6) (Jne solut'ion Q$) d,u systdme (1.7) uEffiant ta

cond'ition ,init'iale 6(to) : gs est d,'ite stable s,i :

Ve ) 0; ld > 0 telle que pour toute solution d,e (1.7) ud,ri,fiant r(tfi: r1,on a :

ll"o(t) - do(t)ll < d =+ ll"(t) -,b(t)ll <,

- ,92limllr(t) - 6(t)ll:0 la soluti,on $(t) est di,te asympotiquement stable.

- La solution Q(t) est i,nstable si pour 6 > 0 aussi peti,t que l'on ueut I'inegali.tE n'est pas

u1ti,f,ee pour au moins une solution r(t).

Th6or6!'ne L.L9 Soi't s : Ar od A une matrice inue:rs,ible et so'ient )r, )2, ..., \n les ualeurs

propres {,e A

i) S'41 eriste deur constantes pos'itiaes C et pt telle que

ll"(t)ll 1 (.e-Pt,

ef llim'-- ll"(t) ll : 0, alors r(t) : 0 est asym-stable.

ii) SIi,l Re()") ( 0; rc : T,n auec les ualeurs propres dont ReQ,) : 0 sont d,'istinctes

aloys r(t) est born\es pour t 2 ts; et llr(t)ll <,j. llroll posi,tue et r(t) : 0 est stable.

iii) S,'il eriste ) une ualeur propre de A I auec R,e()) > 0 alors dans chaque uois,inage

de P - 0, i'l ya d,es ualeurs i'ni.tialles telle que pour les solutions comdspondantes on

o .' lim,** ll"(t)ll : *oo et n(t) : 0 est ,instable.

D6finitiqn 1.20 (Points critiques) Le poi,nt a € llRn telle que

/(a) = o

s'appelle poi,nt criti,que du sgstdme non l,in\a'ire autonime

r: f(r)

18



Notiog de portrait de phase

On c0nsid6re le syst6me plan :

i: P(r,y)

'il : Q(r,u',1

u.

Les $olutions du systdme i: f(n) se repr6sentent dans re plan (n,g) pardes courbesappel6es orbites, les points critiques de ce systdme s'nt dgs sqluf .

par des points dans le plan (r,y). 
eL'rtu utD uoruf,lons constantes repr6sent6s

La figure comprdte des orbites du systdme b : f (a) ainsi que res points critiques re_pr6sent6s dans le plan (r,9) s'appelre portrait d.e plLase et le plan (r, g) s,appelle pran dephase.

I.2.3 Qlassification des points critiques

on dqnne ici les portraits de phases des systdmes ]in6aires ii coefficients constants endimention 2

I r:ar*ba

I u: ccid,a

,rr:(" 
)

or[ ) est unp valeur propre de la matrice ,4. Soit le discriminant

€ M2(R). On introduit le polyn6me caract6ristique de .4

Pe(^) : det(A- )12)

: \r_(o+d)^+(ad._bc)

: 
^2 

_ Tr(A)^* dtet(A).

A : Tr(A)2-adet,(tt)

: (a + d.)2 _ 4(ad, _ bc)

: (o _ rt), * 4bc,

*, =Tr(A) - t/E _^ _ Tr(tt) - ,/E- 2 '*z- --l--

alors les solutions sont
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Dans ce cas,4. est sembtable u ( " -B \ / ^. \
I p a /.onseramdnedoncaucasori o: ( " -p l,

passant aux coordon6es polaires, )" 
""r]"r\.s 6quations \ f * ) 

'

' - Q)0: 0,

on r6sulte trois cas pour la nature de l,origine ( le point critique)

1. Tr(,{) > 0 : il est appel6 rfoyer instsflsrl

on pose :

Premiercas:A<0
q+iB

2. fr@) < 0 : il est dit ilfoyer staflgrr

o-!'(4 ", o-r/2 "" v-n-
=+ Il y a deux valeurs propres compldxes conjugu6es

lrcentrelr3.fr@)-0:c,estun
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Deuxidme cas : A > 0 =+ Il y a deux valeurs propres distinctes ), u

Dans 0e cas la matrice -4 est diagonalisabre et on se ramdne au cas 
"o o: ( ^ 

o 
) ,

on r6sulte trois cas (on remarqu e que Tr(A): .\ * 1-t et det(A): ).p). \ O U )

1' det({) ( 0 : les valeurs propres sont d.e signe cliff6rents d,oi l,origine est un ,rpoint
sellerl

*jJ'[
2.det(Aj)0:et

instabferl

fr@) > 0 : les valeurs propre:s sont positives, il est dit ilnoeud.

$. det(A) ts 0 : et Tr(A) < 0 les valeurs propres sont rregatives, il est dit 'noeud stable'
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1.e.S.l Lin1aNsation

Soit le systdme non lindaire autondme

r: f(r) (1.8)

# : (*r,n2,...,rn), f : (fr, f2,..., fr) et soit 16 un point critique de (1.s).

p6ffnitio4 t,2t Le systdme

b: An

ott)

f 
^^o: l#@o)l : Df (ro); i,i :TiLori' -'J

eQt appell' lin€arisation du systd,rne (r.g) en rs ou re 4rstdme r,in€ari.s€ d,e (1.s) en $0.
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Chapitre II

tA THEORJE DE BIF'URCATION

2'1 Notion de bi'furcat'ion, points et d,,iagrarwrles d,e bi,furca_tion

D6finitiorr 2.1 Consi,d,€.rons le systdme

i: f (r,t"), od r € lR' ,, p € lR- (2.1)

et son point d"€quiti'bre E d,ont la coord,onn,e rB ua a!,€pend,re de la ualeur d,e p,.

si la nature du point d'6quilibre subit un changement soudain lorsque p,variel6gdrement
4utour d'une valeur po. on dit que le systdme subit u'e bifurcation.

D6finitiou 2'2 on d'6fini' tes ualeurs de bdfurcation &r, systdme (e.1) cornnxe €tant les ua-
leurs de p telle que la jacobienne D*f (r,11 calcut€e au po,int d,€,qui,libre E a une ualeur
pnopre nulle.

D6finition Z.g L,€quati.on

f@,p):o
permet de trouaer res coordonn€.es d,es points d'6qui.r,ibres, d€fi,ni, une Equati,on d,ans re pran

(r, p,) appelfie diagramme d,e bi.furcation.

Exemple 2,4 Consid,1rons le systime

(. )_
)r:ffi:A:h(r,y,11
)

[ ,: # : -rr: fz(r,y,r7
ce systime eat l,in6aire, i,l est 6,qui,ualent d,

+ f o 11 1"\x:AX, n:l l,X:l'I
l.-, oJ \, )



le seul pai,nt critique est l,orig,ine (0,0).

- Si' r > 0 =+/es ualeurs propres d,e A sont 7 : tif d,,od l,origi,ne est un ncentre,,.
- Si' r < 0 +/es ualeurs propres d,e A sont ) : *,rG d,,oti l,or,igine es.t un ?o,int ttselle n.

On conclut que le point r:0 est un ,rpoint bifurcationrr.

P'2 cl'assi'fi'cat'ion d,es bi,furcations des po,ints d,,Equi,ri,bre
2.2.L Bifurcation Selle_Noeud :

son nom vient du fait que rors d.e cette bifurcation pour un systdme pran, un point dutype selle et un point de type noeud. se rejoignent et disparaissent.

Ekempre 2'5 0n cons'id'd're re systdme suiuant auec re paramdtrep € rR

(

{ ": h(r,y,tt)=a

lu:fz(r,a,p):*-a-tt
les pointo critiques de ce systdme et qui d6pendent de la valeur de p v6rifient :

Io4,a,t-r):y:o l*r:,
I r^r- o, ,,\ - ^21 fz(r,a,p):x2_a_H=o 

I r=o

[ *: *"o
I<+ 
7 ": -'/r
[,:o

Doqc les points critiques sont

ror : (*1/1t,0), roz : (-{F,0)

I'
detl.A-)/l =l-^ l

lr -)
:0<+)2+r:0

f o ' I: 
L'* -t.,l

ona
f "" r

Df@,a,p) : A: J(*,a,0 : I 7* W 
I

L# Wl

Tr(A) : -1, det(, ) : _2:v
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Pour le plemier point critiqu€ o0r _ (+r/t",0), nous *vons

Dr*t''o1t:( o 1 
)

\za t)
]es valeurs propres v6rifient :

det 1,4 - )/f : _,\ 
1

2!/p -1. - )

'+)-2./1t-

\.1-A t l-n
-2J1t -t-^I "

2+)+2r/p=.g

-0

+))

A:1 +BJp
Ppur pl > 0 =+ a > 0' Dans ce cas l'6quation caract6ristiques possdd.e deux solutrons
(vpleurs propres) r6elles

Or

)1=T$"r --r+[TqF
A2 - r,(AY,/6 _ -t- rfiTnft.

(
J )t+)z:-1 <o
I

I ft 
" 
)z: -2t/F

on conclut q1r'elres sont d.e signe diff6rent, d.,or) n,r : (+r/tr,') est du type seile qui est
inslable. Pouf le deuxidme point critiqu e no2,: (_r/tr,0)., nous avons

/\
D{-o,otf:l o 1 

)

\ -'^tp -r )
les rpleurs prqpres v6rifient :

det i.4 - )/l :

<+)

A=1_g{u

On d{scute troi6 cas selon le signe du discriminant A.



1' A > 0 <+ 1 * 8J1t> 0 <+ p < h,l'6quation r:aract6ristiques admet deux solutions
r6elles

1 ^, 
= rr(A)+t/^ - -l+JT=sn

[ ^, 
: rr@L-t/T 

- -t-{-WF

(

{^'*)z:-1 
<0

( )r x )z:2tE
donc ces deux vareurs propres sont de m6me sig;ne n6gatif, d,ori le point 162 est unpoint noeud stable pour 0 < p < t.

2' a :0 <+ r - 81/1t' : 0 e l": fr, )r - )2 : -4 .a 0, donc rs2 est un ,noeud stabrerr.
3. A < 0<+ r _S/p< 0<+ tr> A,

(

J ^t 
: =J# - -l+i!_EaJF

[ ^r: 
J# - -t-t/RG

avec

Re()1, )z) : ] .: 0

donc rg2 est un 'rfoyer stabler pour LL > &.
Le diagragnme de cette bifurcation est donn6 par l,6quation

f@,y,t) : o* { 
fr(r,y,tt) :a :0

I fz(",a, p) : ,tt - y - F: o

<+ *2=1,

dang le plan (r,p), repr6sent6 dans la figure :

F{hS
:--,4"

.{ffi
ilff&mos

FE{dla{ultit

ffi+p
*ffiil' / l*T* &
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2,2,2 Bifurcation transcritique

Considdrons le systdme suivant avec le paramdtre p € IR

tr:ft(r,s,tr):a
[, : fz(a,y,tt) = pr - *, -u

les points critiques sont

ror : (0,0),*oz: (p,0)

Qna

Df(r,r,t):A:J(r,A,rr:l # Wl:l t ,l
Lw Wl f,-r* -'.l

Tr(A) = -1, det(.A): _pr,*2r.

Pour le premire point critique ror : (0,0)

Dro,otf :(o t 
)

\rz -r )
les valeurs pfopres v6rifient :

,,. l-^ 1det 1,4 - )11 : 
I

I P -1 -)
<+ )'+ 

^- F==0

-0

6:I*4F
donc il y a trqis cas d,apr6s le signe de d.iscriminant

1' A > 0 <+ 1 * 4p > 0 ++ p > - *, on obtient deux vareurs propres r6e'es
(

J ^t 
: Tr(AL+JE : -l+\TTi

[ ^, 
= rr(A)-t/T' 

- -l-\FTntt

de plus

[^r*)z:-1 <o

I ^r* 
)z:-H

aussi il y & deux cas.
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- Si )r x )z - -lt > a++p q 0, donc )r < 0 et,\z ( 0, d,ot ,,61 : (0,0) est unI'noeud stablerl

- Fi)1 x\z- - l-t<0*,p>0, ,11 et )z s.ntdesignediff6rent, d,ori161 :(0,0)
est un point 'rselle pointil qui est toujours instable.

2. A e0 <+ 1 * 4p : 0 # Lr : _I, lr_ )2 : _if a O, donc rs1 : (0,0) est un,noeud
stable'r.

3' A < 0e1*4pr' < 0++ p< -i,lr: J*ffi! et)2- -r-i\/l-T4E ur""Re()1,)2) <
0, eor : (0,0) est donc un rfoyer staflsrr.

Pour !e deuxidme point critiqu e roz _ (tt,O) ,

/r
D<''o1f :I o i 

)

\-, -t)
les valeurs propres v6rifient :

A:l_4p
d0nc il J a trois cas selon le signe du d.iscrimjnant

1. A > 0++ 1 - 4p,> 0 e t"( |, o, u

I

det 1,4 - .\11 : I -'\ 1

'l
l-P -1-)

+> )2+)*A,:0

[^'*]z:-1 <o

[ ^, " 
)z:tt

-0

[ ^r: 
YryG - -t+\[r4;

[ ^r: 
rr@)-t/T 

- -l--{rz,
de plus

aussi il y a deux cas,

- Si )t x )2 :p > 0+ 0 < p q i * f, ( 0et )2 .( 0, on a un ilnoeud stablerl



- si )l X )2 = l, < 0 =+ )1 et )2 sont de signe diff6rent, on a donc un 'rpoint selle rl

tinstable.

2' A:0++1- 4p:0# rr=*, )r: )r=-*.0, doncon aun,fnoeudstabler.
3. A < 0e 1-4p, a 0ep r i, l, : -t+;6. _ -r+i\/T=T* et )2: J#:

=LilPur"c Re()1 , )z) < 0,o' a un 'foyer stabler.

Le diBgramme de cette bifurcation est donn€e par l,6quation

(
f@,a,p) : oo{':o

| ," - *'-y:o
<+ r(c_p,):g

Ceci eBt pr6sent6 dans la figure :

fuP* 
*=.1y4.1' rce;ld

xserd

,l.r*'- I u{lre;
.lt- | '

r.' :*#e f on*

tt6

212.3 Bifurcation fourche

Consid6pons le systdme suivant avec le paramdtre /, € IR
(

)r=h(r,y,tt):y
[,= fz(r,y,ti:t*-rs-a
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les pointp critiques v6rifient

b:y-o
'!:pa-rt--y:0

f:0
r: 1/p

r - -l1t
A:0

i

detl.4-)11 : l-^ 1

'l
I P -1 -)

<+ )2 + 
^- F==0

A: l _t 4tt

Do4c il y a tmis cas selon le signe du discriminant

1. A > 0<+ t * 4lr> 0 e lr> _f, on 
"(

J ^, 
= ?ry@: -J+^p,

[ ^r: 
?+a-llP

Ponc les points critiques sont

ror : (0, 0) , roz : (rt,0), 
"os 

: (_ {tr, 0)

ona 
ra* a*r r-

Df@,u,p): A: J(*,y,, : 
l# # l: I u _O ,*,L ox .)a .l LP

fr@): -1, det(-4) = _p,*Jn2.

Ppur le pregnire point critique ror : (0,0)

/\
Dro,o;=lo 1 

I

\tz -t)
leg valeurs ptropres vGrifient :

Ir. 
l
I

-1 |
I

J

=Q



de plus

(

{^'*'\z:-1 
<o

aussi'yadeuxcas, 
( )t")z:-lt

- S[h x)2: -l-t>0€pq0,donc)r <0et)z ( 0,r't:(0,0) estun rnoeud
stablerf .

- si )l x )2: -, <0 e p>0, )1 et,\2 sont cle signe diff6rent, dans ce ror : (0,0)
esb un point selle point instable.

2. A =0<+ 1 * 4p,:0<+p = _i, lr : )z : _t < 0, d.onc zor _ (0,0) est un,noeud.
stabller'.

3' A < 0+7*4p'<0e p< -I,^1- -l+ilrwet)2: -I-irTTz*iavecRe()1,)2) 
<

0, c61 == (0,0) est un ilfoyer stablerr.

Pour le deuxidme point critiqu e ts2 : (\/1r,0)

/r
Dra,of :I o 1 

I

\-z' -")
leF valeurs propres v6rifient :

A:1_gp
donc il y a trois cas selon ie signe du discriminant

11. A > 04+ 1 _Bp> 0e t< $, on u

f
| .1, = rr@I+t/a 

- -l+/I=p-
{ 2 ---t-
[ ^r: 

rr(A)-{8 
- -r-.E&"

de plus, on a

detlA-)11 :/-^ , 
l:o

l-z' -t-^l
<+ )2+) *2p_0

! ^r*)z:-1<o
[ ^, " 

Az=2p
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il y a un seul cas,

- si )1 x )z-2p>0=+)1 (0et )2 {0,rs2.=({t1,0) estun,,noeudstabrerl
2' a:0<+ 1-8/r:0e p: {, ), -)z:-} < o, d.oncon a,,noeud.stable,,

3' A < 0 <+ 1 -Bp' < 0 e l, t *, ), - -t+i\,r,\ - -t+i\/T4E et )2: =# =-r-i{l&avec Re()1, )z) < 0, roz: (t/r-r,0) est un rrfoyer sf6,frsrr.

Pour le troisdme point critiqu€ 263 : (_Jtr,O)

/r
o64,0;=[ o r 

I

\-', -t)
leF valeurs propres v6rifient :

det 1,4 - )11 :

+)^

A:1_gp
cette 6tude est similaire d celle du point critique rs2, dLoncle point ,,63 est sym6trique d
rs2, Le diagramme de cette bifurcation est donn6e par l,,6quation

r(p,-z.2):g

qui figure ce dessous :

-),r I

l:o
-2p, -t-^ 

I2+)+ 2p:o
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?.2.4 Bffurcation de Hopf

On co4siddre le systdme suivant :

(
) i: fr(r,y,tr): pr*g - r(r2 ay2)\
I u : h(r,y, tt) : -r * try - u(r2 + u2)

or) p le parlamdtre de contrdle et (0,0) c,est le point d,,6quilibre de systdrne. La jacobienne
dlu systdme pr6c6dent est :

leq valeurs ptropres v6rifient :

Wl-l ,-r,'-r' r-2ry I

W]-| -,-r,, tr-"Dz*30, l

(,')

\ -r , )'

I u,,
Df@,s,t") : A: J(*,y, *) : I T

Lw
Ppur le poi4t critique (0,0)

Dp,o1f =

I r: ff++ ffib

I u: fu+ffib

{#:',

det 1,4 - )11 : tr.-) , Il:0-1 ,-AI
<+ 0r_^)2t1:0

(

J ^'(r) 
: p' t i'

[^r(r):tt-i
TlaFrsformons le systdme en coordonndes polaires, pour c,ela posons dans le systdme

fi : rcos9

y - rsin9

d'or)

avec
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i : cosdr- rsinlb:p(rcosg) +rsin g -.rcosl(rz cos2 0 +r2sin2d) (g.1)

, - sindr* rcos'b: -rcos 0i- ft(rsinil -rsin 0(r2cosz 0.frzsin2,,) (J.2)

On mqltiple (8.1) par cosd et (3.2) par sind ,on tr.ouve
(

{ 
t: cos^20i -rcos 0sinlb: pr(rcos2d)*rcos gsin| _rcosze(r2cos2''+r2sin20)

I i: si\P ei *rsind cos,b: -rsin 0cos| * pt(rsirp g) -rsinz g(r2cos2 0 +r2sin2g)

On fait la $omme de i avec ar, on trouve

i:p,r-13:r(t"_,2)

Bt on multiple (3.1) par sind et (3.2) par cosd, on trc,uve

(

{ 
t:sindcos0i-rsin20b:p,(rsinlcosl)*rsin2 0_rsinlcos0(rzcos20+r2sin2e)

[ , = cos d sin 0i * r 
"os2 

0b: -r cos2 0 + p(, cos g sin.) - r sin 0 cos 0(r2 cosz 0 + 12 sin2 0\

Ofr fait la soustraction entre r et ! on trouve

A- 1

- -r

Dqnc notre Systdme est 6quivalent au systdme suivant

(
J i:'(t"-'2)
'l

I d:-t
On discute trois cas selon le signe du p

p < 0 on a Re()1,)z) < 0, d,ot r: (0,0) est un "fo5re1s1r61.,,

P:0 on a Re()1,)z) :0, d.'ori rr: (0,0) est unilcentreil

p > 0 on a Re()1,)z) > 0, d'oi z: (0,0) est un ilfoyer instablerr

Ceci est pr6sent6 dans les figures suivantes :
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Conclusion

La rth6orie de bifurcation est une m6thode d'r3tude de |impact des vareurs de para-
mdtres sur le comportement du systdme. un avantage non n6gligeable de cette m6thode est
qu'elle permet de repr6senter les choses graphiquement, que ce soit pour l,identification des
bifurcaflions ou pour la synthdse des r6sultats au niveau du diagramme.

Les bifurcation selle-noeud et de hopf sont g6n6riques dans l,ensemble des systdmes
dynamigues quelconques (sans sym6trie) de iR' dds lors que l,on s,int6resse d la stabilit6 d,un
6quilibre en faisant varier un paramdtre. ceci signifie que, sur une surface de codimension
un dans I'espace des paramdtres de contrdles, un 6quilibre stable se d6stabilisera en suivant
le diagragnme de bifurcation de I'une des ces de'x bifurcation. pour d6terminer laquene, il
faut lin6ariser le systdme dynamique autour de l'6quilibre et analyser les valeurs propres de
la matrice jacobienne ainsi obtenu. En faisant varier un paramdtre de contrdle, l,6quilibre se
d6stabilise par passage d'une valeur propre ii travers |axe des imaginaires pures; s,il s,agit
d'une valeur propre r6elle, on est en pr6sence d.'une bifurcation selle-noeud. s,il s,agit d,une
paire de valeurs propres conjugu6es, on est en pr6sence d,une bifurcation d.e Hopf. A la
diff6rence de la bifurcation selle-noeud, les points ne disparaissent pas aprds leur rencontre :
ils se croisBnt et echangent leur stabilit6. La bifurcation fourche et g6n6rique dans l,ensemble
des systdr4res dynamiques' cette bifurcation correspond. alors ii une brisure de sym6trie et
correspon{. au changement de signe d'une valeur propre r6elle.
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