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ABSTRACT

Le comportement des systémes non linéaires dépend crucialement de leurs pa-
rametres de controles. Ces systémes présentent des changements de comportement, on dit
alors qu’une bifurcation se produit & chaque changerent.

Dans ce travail on étudie les systémes différentiels paramétrés de la forme :

z = f(z,p), x € R®, u paramétre réel.

On explicite les différents types de Bifurcation locale, que peuvent apparaitrent lors de la

variation du parameétere .



ABSTRACT

In this work, we study parametric differential systems of the form
¢ = f(z,u), 2 €R™ préal parametre.

We introduce the different types of local bifurcations, which can arise when we variate the

parametre L.



Intoduction

Un grand nombre de modeéles issus de la mécanique; physique ou ... autre s’écrivent
sous la forme d’un systéme d’équations différentielles ordinaires, le temps étant la variable
décrivant I’évolution du systéme.

Une premiére approche pour ’étude des systémes différentiels non linéaires consiste a
rechercher les équilibres, c’est -a-dire les solutions stationnaires ne présentant pas d’évolution
temporelle. On dit qu’un équilibre est stable si une petite perturbation de cet équilibre évolue
dans le temps en restant petite et en convergeant vers zéro. Le systéme revient alors dans
sa position d’équilibre. Ces équilibres ont donc de grandes chances d’étre observés sur le
systeme physique étudié ou sur la simulation numérique du modéle proposé.

L’étape suivante consiste & faire varier un ensemble de parameétre qui contrdlent le
systéme, on regarde alors ce que deviennent les équilibres du modele, en particulier ceux
qui étaient stable avant de modifier les parameétres de controle. Lorsqu’en variant les valeurs
des parameétres de controle, un équilibre stable devient instable ou disparait, On dit que
Pon est en présence d’une "bifurcation".

Le terme de Bifurcation a été introduit par Poincaré pour décrire les transformations
(en nombre et en genre) des points d’équilibres d’une famille de systéme, obtenue en faisant
varier un parametre.

Une bifurcation survient quand une variation infinitisimale d’un paramétre du systéme
introduit une transformation qualitative du portrait de phase de ce systéme. Un ouvrage de
référence sur les bifurcations des systémes plan est le livre de Andronov, Leontovich, Jordon
& Mailer.

Dans ce travail, nous nous intéressons qu’aux bifurcations les plus courantes pouvant
affecter un équilibre lorsque I'on varie des paramétres de controle.

Ce mémoire est constitué de 2 chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne un rappel succint de certaines notions fondamentales

sur les systémes différentiels. On étudie les systémes différentiels linéaires et non linéaires .On



examinera les notions : point d’équilibre, stabilité d’une solution d’un systéme différentiel,
on rappelle aussi une classification des trajectoires au voisinage d’un point d’équilibre pour
un systéme différentiel linéaire plan.

Dans le second chapitre, nous discutons les bifurcations : selle noeud, fourche, transcri-
tique, et celle de hopf sur des exemples les plus simples. On termine par une conclusion et

des perspectives.



Chapitre I

NOTIONS PRELIMINAIRES ET GENERALITES

1.1 Systémes linéaires

1.1.1 Systémes linéaires autondémes

Définition 1.1 On appelle systéme linéaire autonome le systéme :
z=Az+ B (1.1)
telle que A : R™ — R™ est une matrice constante et I3 un vecteur constant.

- 5i B #0, alors le systéme (1.1) est dit linéaire autonéme non homgene.

— Si B =0 alors le systéme (1.1) est dit linéaire autondme homgene.
Définition 1.2 Une matrice fondamentale pour le systéme homogéne
z = Az

la matrice ¢(t) dont le déterminant est non nul (det(¢(t)) # 0) vérifiant 4(t) = Ap(t).

Résolution d’un systéme homogéne

Soit ¢(t) = e la matrice fondamentale du systéme homogéne
z = Ax (1)

vérifiant ¢(0) = I ou

n4+n
=3 A"t
n!
n>0

On a les résultats suivants :

Lemme 1.3 Soient M et N deux matrices (p x p). Si M et N commutent (MN = NM),

alors

SMAN) _ (V) (M)



Lemme 1.4 Soient M et N deur matrices semblables i.e 3¢ inversible telle que N =
dMo~t, alors

eN - (]5€Md)_l

Y 0 ]
Lemme 1.5 Si M est une matrice diagonale M =
0 M,
oty M; sont des matrices carrées et i = 1;n, alors : )
. - . :
e =
0 Mo |

Théoréme 1.6 Le systéme (1.2) admet une solution (non identiquement nulle)
z(t) = Mo
si et seulement si \ est une valeur propre de A et v le vecteur propre correspondant.

1¢mecqs : Les valeurs propres de A sont réelles et distinctes

Soient A1, A2, ..., A les valeurs propres de A réelles et distinctes et vy, v2, ..., Un les
vecteurs propres correspondants, alors la matrice fondamentale du systéme (1.2) est donnée

par

o(t) = (eMuy, ..., e ty,)

et la solution générale de (1.2) est :

tel que C' un vecteur constant. Si on rajoute la condition initiale z(0) = zg, alors C' =

¢~ 1(to)wo, on obtient I'unique solution

z(t) = qb(t)(ﬁ_l(t‘)j)a:o.



Exemple 1.7 Résoudre le systéme

/

7 (t)

9 (t)

\

telle que z(t) =

Solution : Les valeurs propres de la matrice 4 sont A1 =1 et Ay = 5. Les vecteurs

propres correspondants sont :

/
1 1
v = jvg =
-1 3
\
D’ou
& o5
¢(t) =
et 3t
donc la solution générale est
¢ e o}
m(t] =
et ot o

2°mecas : Les valeurs propres de A sont réelles multiples

Soit A une valeur propre de A(n x n) de multiplicité x < n, alors pour chaque k =1;n

chaque solution non nulle v de (A — I)\)* = 0 s’appalle vecteur propre généralisé de A.

Soit A une matrice réelle qui posséde A;, Ao, -y An valeurs propres réelles répétées,
alors il existe une base de vecteurs propres généralisés v1, va, ..., v, (base de R™) et une
martrice inversible P = (v1, va, ..., v,) sachant que

A=S+N
ou ;
AL 0
PP =
0 An



et N = A+ S une matrice nilpotente d’ordre k < n avec

NS = SN.
Alors, la solution de systéme (1.2) est
i o
; & : Nr—t
i) e P U I+ Nt+..+ sl
: i : (k™)
| 0 ent |
tel que
Pl= detl( 2 (com P)!
Exemple 1.8 Résoudre le systéme
-1 1 1
zt)=1] 1 -1 1 |=z(@)
1 1 -1
Solution : Les valeurs propres de la matrice A sont : Ay = 1; Ay 3 = —2 (double).
Les vecteurs propres de A sont :
1 -1 -1
=] 1 (k=] 1 [i%=| D
1 0 1
D’ou
1 =1 =1
P={1 1 o0
1 0 1
on a
1 =1 =1
S=A;N=0 et P‘I:% 1 1 0
1 0 1



La solution générale est :

e 0 0 C1
zt)=P| 0 &% 0o |P7'C, telqueC = co
0 0 th C3

3mecas 1 les valeurs propres de A sont complexes distinctes

Si la matrice A(2n x 2n) posséde 2n valeurs propres complexes distinctes \; = a; + tb;,

Aj = a; —ib; ; telle que j = T;n dont le vecteur propre w; = u; + iv; et W; = u; —1v; alors :

J
{uiv1, ugvy, ..., upv,} base de R?" et P = [u1v1, ugvs, ..., UV, est invrersible véri-
fiant :
1 ; —b; —
P AP = diag s ==l
bj aj

La solution générale du systéme (1.2) est

cosb;t —sin b;t

z(t) = Pdiag |e%! P1C; j=T;n.

sinb;t  cosb;t

Exemple 1.9 Résoudre le systéme

1 =10 0
1 1.0 0
a(t) = x(t)
0 0 3 -2
0 0 1 1

Solution : Les valeurs propres de la matrice A sont : A\; =1 —14; A\g = A;; A\g = 2 —4;

A4 = A3. Les vecteurs propres correspondants sont :

1 0
0 !
I/V,\1 = +1 )
0 0
0 0
Ul U2

10



et

0 "0
0 0
Wy, = +if

1 -1

1u2 \OVQ
01 0 0 01 0 0
10 0 0 10 0 0

= P ; Pl =

00 -1 1 0 0 -1 -1
00 0 1 00 0 1

Donc la solution générale du systéme est :

cost sint
e 0 0
—sint cost
z(t) = P 0 PG
/
cost sint
0 e
- sint cost

4°"°cas : les valeurs propres de A sont complexes multiples
Soit .4 une matrice (2n x 2n) avec \; = a;j + ibj, \j = a; — ibj, il existe une base de
vecteurs propres w; = u; + iv; et W; = u; —iv; avec j = I;n. P = [urvy, ugue, ..., UnUn)

est invrersible et vérifiant

A=8+N
telle que :
P~1S8P = diag L=
by ay

et N est une matrice nilpotente d’ordre k¥ < 2n tel que S et N se commutent. Donc la

solution générale du probléme précédent est

cosbit —sinb;t NrE—1L
! ! P U T4+ Nt ..+ ——571 g

z(t) = Pdiag | e%?
(t) g D)

sinb;t  cosb;t

11



Exemple 1.10 Résoudre le systéme : z(t) = Ax(t) avec z(0) = zo, ot

0 -1 0 0

1 0 0 O
A=

0 0 0 -1

2 0 1 0

Solution : Les valeurs propres de A sont : \; = i (double); Ay = A; (double). Les

vecteurs propres correspondants :

0 0
0 0
W= +1 ,  (telle que: (A — M\ Iw=0)
1 0
0 -1
ul V1

(A-MD*w = 0

0 0
1 0
= W= +1
0 -1
0 0
ug v2
0 0 1 0
» 0 0 0 1
= —
0 1 -1 0
-1 0 0 O
0 0 0 -1
P_lzd P(comP)t: Lo
et 100 0
01 0 O

12



et

0 -1 0 0 0 0 00
1 0 0 0 0 0 00O
8= ; N = )
0 1 0 -1 0 -1 0 0
1 0 1 0 1 0 00

\

telle que IV est nilpotente d’ordre 2 (N? = 0) = la solution générale est :

cost —sint 0 0
sint cost 0 0 %
() == P P7 (I + Nt)xg.
0 0 cost —sint
0 0 sint cost

5%°cas : les valeurs propres de A sont réelles et complexes dis-

tinctes

Si A & des valeurs propres réelles distinctes Aj dont les vecteurs propres v;,j = 1;ketelle

possede cees valeurs propres complexes \; = a; +1b; et 5\; = a;j—1ibj, telle que 5 = k; n dont les

vecteurs propres wj = u;+1v; et Wj = u;—vy, alors P = [vy, v, ..., Uk, Ukt1Ukt1, -y UnUn);
B 0
Ak
FAP =
Bry1
L O Br |
telle que
aj —b; -
IBy = ) ] = k" + 7n’
bj a;

13



Alors la solution générale du systéme (1.2) est comrae suit :

eMt 0 0
ekt
2(t) = St cosbpt1t —sinbgiqt
sinbgy1t - cosbgyit
. gt cos bt —sinb,t
| sinb,t  cosbut
ol C' est un vecteur constant.
Exemple 1.11 Résoudre le systéme :
-3 0 0
zt)=1 0 3 -2 [=z(t)
0 1 1
avec z(0) = zo.
Solution : Les valeurs propres de A sont A\; = —3, A3 = 2, A3 = \y. Les vecteurs

propres correspondants sont :

1 0 0

Vi=[ 0 |[;wn=|1 +i] 1
0 1 0
V1 v2
/
1 00 1 0 0
P=|lo11|;P'=]l01 -1
0 01 \ 0 0 1

14
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Donc la solution générale est :

e3t 0 0
0 o2 cost —sint 5
zt) =P sint cost o 1
5 0 St cost —sint ‘

sint cost
Remarque 1.12 La solution générale du systéme
t=Ax+ B
est
2(t) = zau(t) + 5(t)
ou :
- 2¢pu(t) la solution générale de & = Ax

— zp(t) une solution particuliére de & = Az+ B (on l’obtient par la méthode de Lagrange

c’est & dire par variation de constante).
1.1.2 Systémes linéaires non autonémes

Définition 1.13 On appelle systéme linéaire non autondéme le systéme :
z = A(t)z + B(t) (1.3)

(telle que A(t) : R™ — R™ et B(t) : R® — R™ ou t appartient & lintervalle I de I'axe réel).
- 8i B(t) # 0, alors le systéme (1.3) est dit linéaire non autonéme non homgéne.

- 81 B(t) =0, alors le systeme (1.3) est dit linéaire non autonéme homgéne.

Solution générale du systéme
z = A(t)z + B(¥)

Consicérons le syséme (1.3) avec A(t) et B(t) sont continues sur I de R. La solution

générale de (1.3) est :
t

z(t) = ¢(t)C + ¢(t)/¢<js)b(s)ds,

to

15



ot : ¢(t) est la matrice fondamontale du systéme : & = A(t)a ( c’est & dire vérifiant ¢(t) =
A(t)¢(t) ). Si on considere de plus la condition initiale z(ty) = o, I'unique solution de (1.3)

est :
t

w@%=dﬂw%mm@+dﬂ/ﬂ@33m&

10
Existence et unicité de la solution

Counsidérons le probléme de Cauchy

&= A(t) + B(¢)
x(to) = Ty

ot A(t) et B(t) sont continues sur un intervalle I de R.

Remarque 1.14 Pour tout tg € I, zyp € R™ le probléme de cauchy (P) admet une unique

solution z(t) dans I.
Solution générale du systéme z = A(t)z
Théoréme 1.15 Soit ¢(t) une matrice fondamontale du systéme linéaire homogeéne
&= A(t)z (1.4)

La solution générale de (1.4) est

ot C est un vecteur canstant.
Si on considere de plus la condition initiale z(tg) = zo, ['unique solution de (1.4) vérifiant

z(to) = 2o est

1.2 Systémes non linéaires

1.2.1 Systéme non linéaire autonémes

Définition 1.16 On appelle systéme différentiel non linéaire et autonéme le systéme
z = f(z); z € R" (1.5)

16



59 T . . . . . P ;
c'est a dire que la variable indépendante t n'intervient pas explicitement dans ’expression
de f.

1.2.2 Systémes non linéaires non autonémes

Définition 1.17 On appelle systéme différentiel non linéaire et non autondéme le systéme

de la forme

z = f(t, x); avect e R* et z € R (1.6)
0w la variable indépendante t apparait explicitement dans lexpression de f.

Soit U un ouvert de R x R™ et f : U — R™ une application continue. On considére
I'équation différentielle (1.6), telle que (t,z) € U une solution de (1.6) sur I C R est une
fonction dérivable x : I — R™ telle que :

i) (vt eR); (t,z(t) €U,
ii) (Vt € R); z(t) = f(t,z(2)).

On sait que :

E1(t) = fult, 2100, ., Tn(t))

Tn(t) = fult, 21(t), ..., za(t))
Probléme de Cauchy

Etant donnée un point (¢, zo) € U, le probléme de Cauchy consiste & trouver une solution
z: I — R™ de (1.6) telle que tg € I et z(ty) = mp. On dit que (t,z) sont les données

initiales du probléme de Cauchy

z(t) = f(t, «(t))

z(to) = zo

=N

on pose a(t) = x telle que (t,2) € U ¢ R x R™ on obtient

:L':f($, t)

z(to) = g

17



Etude qualitative des systémes différentiels

Soit le systéme non linéaire et non autonéme
z = f(t, =), avec x € R™;t € R. (1.7)
On suppose que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité.
Définition 1.18 (Notion de stabilité) Une solution $(t) du systeme (1.7) vérifiant la

condition initiale ¢(tg) = ¢y est dite stable si :

Ve > 0;26 > 0 telle que pour toute solution de (1.7) vérifiant z(to) = xg,0n @ :
llzo(t) = do(B)l] < 6 = ||2(t) — B()]| < e

= Silim [[z(t) — #(t)|| = 0 la solution ¢(t) est dite asympotiquement stable.
— La solution ¢(t) est instable si pour § > 0 aussi petit que I’on veut l'inégalité n'est pas

vérifiée pour au moins une solution z(t).

Théoréme 1.19 Soit z = Az ou A une matrice inversible et soient A1, \s, ..., A, les valeurs
propres de A
i) 8%l existe deux constantes positives ¢ et p telle que

llz(®)]] < ¢.e™,

et limy o0 ||2(t)|| =0, alors z(t) = 0 est asym-stable.

i) Sl Re(Ax) < 0; k = 1,n avec les valeurs propres dont Re(\e) = 0 sont distinctes
alors z(t) est bornées pour t > ty; et ||z(t)|| < (. ||wo|| positve et x(t) =0 est stable.
i) S’il existe X une valeur propre de A; avec Re(\) > 0 alors dans chaque voisinage

de z = 0, il ya des valeurs initialles telle que pour les solutions corréspondantes on

a :limy o [|2(t)]] = +o0 et z(t) = 0 est instable.
Définition 1.20 (Points critiques) Le point a € R™ telle que
f(@) =0
s’appelle point critique du systéme non linéaire autondme

&= f(z)

18



Notion de portrait de phase
On considére le systéme plan :
T = P(z,y)
v =Q(z,y)
ou P et @ sont des polynémes en z et Y.

Les solutions du systéme & = f (z) se représentent dans le plan (z,y) par des courbes
appelées orbites, les points critiques de ce systéme sont des solutions constantes représentés
par des points dans Je plan (z,y).

La figure compléte deg orbites du systéme 7 — f(z) ainsi que les points critiques re-
présentés dans le plan (z,y) s’appelle portrait de phase et le plan (z,y) s’appelle plan de

phase.

1.2.3 Classification des points critiques

On donne icj les ortraits de phases des s stémes linéaires 3 coefficients constants en
¥

dimention 2

&= gz + by
Y=cz+dy
(Z b . . . .
ou A= € Ms(R). On introduit Je polynéme caractéristique de A
c d

Pa(A)

i

det(4 — \Ip)

= M- (a+dX+ (ad— be)

A —Tr(A)) + det(A).

ol A est une valeur propre de la matrice 4. Soit le discriminant

A = Tr(4)? - 4det(A)

(a+d)? - 4(ad - be)

= (a—d)?+ 4be,
alors les solutions sont
Tr(A) - vA Tr(4) —vA
I = \2-, Ty = =

19



on pose :

aeriiid] o g ofE
2 2

Premier cas : A<0 =1 ¥ a deux valeurs propres compléxes conjuguées
a31z1B

a —f
Dans ce cas A4 est semblable &

a —f
- On se raméne donc ay casou 4 = , en
B« 8 «
Passant aux coordonées polaires, on obtient Jeg équations
== a, 9 — /B,

on résulte trois cas pour la nature de l'origine ( le point critique)

1. Tr(A) >0:il est appelé "foyer instable"

3. Tr(A) =0 : cest un "centre"

20



1&&‘/ | —— X

Deuxiéme cas : A > 0= 1l y a deux valeurs propres distinctes A,

A0
Dans ce cas la matrice A est diagonalisable et on se ramene au cas ou A =

0 w
on résulte trois cas (on remarque que Tr(A) = X\ + p et det(A) = \.p).

1. det(A) < 0 : les valeurs propres sont de signe différents d’oi Porigine est un "point
selle"

2. det(A) > 0 : et Tr(A) > 0 : les valeurs propres sont positives, il est dit "noeud

instable"

3. det(4) >0: et Tr(A) <0 les valeurs bropres sont négatives, il est dit "noeud stable"

21



1.2.3.1 Linéarisation

Soit le systéme non lineaire autonéme

= f(z) (1.8)

= (21,22, ..., ), f = (f1, f2, .y fn) et soit o un point critique de (1.8).
Définition 1.21 e systéme

Tz = Az

ol

est appellé linéarisation dy systéme (1.8) en zg ou le SYs

teme linéarisé de (1.8) en x.

22



Chapitre II

LA THEORIE DE BIFURCATION

2.1 Notion de bifurcation, points et diagrammes de bifurca-
tion

Définition 2.1 Considérons le systéme
= f(z,u), ou ze€R". uweR™ (2.1)
et son point d’équilibre E dont la coordonnée xy wva dépendre de la valewr de p.

Sila nature du point d’équilibre subit un changement soudain lorsque p varie légérement

autour d’une valeur ;. On dit que le systéme subit une bifurcation.

Définition 2.2 On défini les valeurs de bifurcation du systéme (2.1) comme étant les va-
leurs de p telle que la Jacobienne D f(x,u) calculée au point d’équilibre E a une valeur

propre nulle.

Définition 2.3 L’équation
flz,p)=0
permet de trouver les coordonnées des points d’équilibres, défini une équation dans le plan

(z, 1) appelée diagramme de bifurcation.

Exemple 2.4 Considérons le systéme

j"—?it =y= fl( Y,
y=%=-re=fo(z,y,p)

ce systeme est linéaire, il est équivalent ¢

. 0 1 s
X:AX, A: ’X::

—-r 0 )

23



le seul point critique est 'origine (0,0).

- 1 .
det[A—/\I]: =0 XN+r=90
=)\
= 8ir >0 =les valeurs propres de A sont )\ = Fi/r dou Vorigine est un "centre .
- 8ir < 0 =les valeurs propres de A sont )\ = +/rd’ou Uorigine est un point "selle,

On corclut que le point 7 = 0 est un "point bifurcation".

2.2 Classification des bifurcations des points d’équ
2.2.1 Bifurcation Selle-Noeud :

ibre

Son norm vient du fait que lors de cette bifurcation pour un systéme plan, un point dy

type selle es un point de type noeud se rejoignent et disparaissent.

Exemple 2.5 On considere le systéme suivant qvec e parameétre € R

= fi(z,y,p) =y

y.:fZ('r7yaﬂ):x2__y_/L

les points critiques de ce systéme et qui dépendent de la valeur de p vérifient :
hz,y,u)=y=0 z? =y
Aad
faleym)=a?—y - =g y=0
T =+
< X = —\/ﬁ
y=0
Donc les points critiques sont
To1 = (+\/ﬁ7 Oja Zog = (—\/ﬁ) 0)
On &
%] [o
T 1,
Dfayu = A= J(@,y,p) = - a; =
2 2
B W 2z -1

Tr(4) = -1, det(4) = -2
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Pour le premier point critique To1 = (-f-\/ﬁ, 0), nous avons

0 1
Dt g f =
2./n —1
les valeurs propres vérifient -
- 1
det|A — A7l = =0

2VE —1-2)
® N¥+a-2/m=0

A=1+8/n
Pour o, >0 = A > 0. Dans ce cas I’équation caractéristiques possede deux solutions
(valeurs propres) réelles

M = D AVE  -1+/T48E
= = —V TV

2
do = IHA)—VE _ ~1-\/T38 /5
2T T =

Or
AM+l=-1<0

AL X Ay = -2\/i
on conclut qu’elles sont de signe différent, d’on zo1 = (+4/%,0) est du type selle qui est

instable. Pour le deuxiéme point critique zp, = (=%, 0). nous avons

0 1
Di-ymof =
-2/ -1
les valeurs propres vérifient -
- 1
det|A - X1 = =0
—-2F —1-A

S NHA+2/m=0

A=1-8/g

On discute trois cas selon le signe du discriminant A.
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1. A>0e1- 8V >0 u< 614" I'équation caractéristiques admet deux solutions

réelles
3 = Tr(A)+vA —1+/1-8/z
=Ts = IV VR
= TrA)-vB _ -1-\/I8 /5
Ag = s =V TR
or

AM+d=-1<9
AL X Ay = 2\/1
donc ces deux valeurs bropres sont de méme signe négatif, d’ou le point Zp2 est un
point noeud stable pour 0 < u < 511
2. A=0s1 —8/u=0&p= glz, A =Xy = -% < 0, donc zpy est un "noeud stable".

3. A<o<:>1—8¢,7<o<:>ﬂ>§,

M = WA ~144/1-8 5
= T2
avec

! 1
donc zyy est un "foyer stable' pour u > .

Le diagramme de cette bifurcation est donné par l'équation

hi(z,y,u)=y=0
fym) = 0e!

folz,y,p) =2 —y - u=9

Aad x2:p

dans le plan (z, 1), représenté dans la figure :

Lol i Rl

Heirt o / ‘

Btk
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2.2.2 PBifurcation transcritique

Considérons le systéme suivant avec le parameétre ;4 € R
&= fi(z,y,u) =y
V= Ffolm,y, 1) = pz — 22—y
les points critiques sont

Zo1 = (0,0), zoz = (i, 0)

On a
= 0
Df(xyynu) =4A= J(:Z,‘, Y, :u“) = ¢ Y =
of2  0fz -9
Oz dy K 2

Tr(A) = —1, det(A) = =t + 2z,

Pour le premire point critique zo; = (0, 0)

0 1
Do) f =
no -1
les valeurs pbropres vérifient :
-A 1
Loo=1-=)

& Mir-p=0

A=1+4y,

donc il y a trois cas d’aprés le signe de discriminant
Y

LA>0e1+ du>0s p> —%, on obtient deux valeurs propres réelles

Nye= Tr(A)+VA —1+T+au
- 2 - )

Ao = Tr(A)—vVE _ —1-vT+4n
2= 2 -

de plus
A4+ X =—1 <0

AL X Ag = —p

aussi il y a deux cas.
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= SiA XA = —k4>0<4 p<0, donc A1<0et Ay <0 , Aot zg; = (0,0) est un
"noeud stable"
=BiA x Mg = “H<0&pu>0 A et A2 sont de signe différent, d’oy zo1 = (0,0)
est un point "selle point" qui est toujours instable,
2.A:%H$1+4ﬂ20¢>u=—iA1:Ay:—%<Qdmmxm:%QMe%un%mwd
stable".

3 A0 1+ <06 < —§ = TR o —=IFE ovec Re(A1, Ag) <

0, 201 = (0,0) est donc un "foyer stable".

Pour le deuxiéme point critique zgy = (y, 0):

0 1
D w0 f =
- =]
les valeurs propres vérifient :
- 1
det[A —AI| = =0
- —=1-—)

& NX4d4pu=0

A=1-4y
donc il y a trois cas selon le signe du discriminant

1. A>0¢>1—4‘LL>O<=>[I,<%,OH&

2 2
g = MAVE _ 1y
g =i D) = '_T—

de plus

aussi il y a deux cas,

- SiAx A= E>0=0<pu< 41 = A <0et )y < 0, on a un "noeud stable"
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= Si A X Ay = B <0= X et Ay sont de sigre différent, on a donc un "point selle "

instable.

2. A=0s1— p=0spu= é, Al =Xy = —% < 0, donc on a un "noeud stable".

3-A<0®1—4ﬂ<0®#>41,/\1:%@:‘1% vl*‘%etgAg:*l‘;‘/Z:

—1-iy/T—dn

avec Re(A1, A2) < 0,0n a un "foyer stable".

Le diagramme de cette bifurcation est donnée par l’équation

=0
ey, = 0o

pr—z? —y =
< zr—pu=0

Ceci est présenté dans la figure :

i =l
Bimer apEmin i,
e

e =il

2.2.3 Bifurcation fourche

Considérons le systéme suivant avec le parameétre u € R

T = fi(z,y,u) =y

U= folz,y,p) = po— 23—y
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les points critiques vérifient

z=9y=0

y=pr—at-y=90

z=0
T=./i
= \/_
T ==/l
y=0

Donc les points critiques sont

Zor = (0,0), 202 = (\/z,0), 203 = (=v/,0)

On a
ofh  of 0
Df(z,y)#) = A = J(I’ y’ /U) = aa; aay =
=2 TJ;Z _ uw— 3z

Tr(d)s=—1, det(A) = —p + 322

Pour le premire point critique zg; = (0, 0)

\
0 1
Do f =
# =1y
les valeurs propres vérifient :
—A 1
det|[A - )| = =

noo=1-=)

2 L

A =144y

Donc il y a trois cas selon le signe du discriminant

LA>0e1+4u>06 0> -1 ona

Tr(A)+V/A =1++/1+4;
Pt 2 2

Ir(A)~vA _ —1-/T¥4z
A o= B2 2 - 2




de plus
f +lg=-—1<0
Al X Ay = — U
aussi il y a deux cas, ‘
- Si N ><)\2:—/¢>O<:>u<0,donc A1 <0 et A2 <0, 2oy = (0,0) est un "noeud
stable".
“SiMxA=—p<ie >0, A1 et Ay sont de signe différent, dans ce zo1 = (0,0)
est un point selle point instable.
2. A=0s1+ ph=0&p= —%, Al =X = ~% <0, donc zp; = (0,0) est un "noeud

stable".

3. A<0s I+du<0s u< —%, Ap= _1% VERE T Ay = —1—1‘5 L avec Re(A1, M9) <

0, zo; = (0, 0) est un "foyer stable".

Pour le deuxiéme point critique zop = (,/z, 0)

0 1
Diymof =
—2u -1
les valeurs propres vérifient :
=) 1
det|dA —AJ| = =0
—2p —=1-)

& MHA+2u=0

A=1-8u
donc il y a trois cas selon le signe du discriminant

1. A>O<:»1—8,u>0®,u<§,ona

de plus, on a



il y a un seul cas,

—SiA XA =2u>0= A1 <0et Ay <0, zgy == (v/1£,0) est un "noeud stable"

2. A=0s1 “Bu=0&pu= %, Al =)y = —% < 0, donc on a "noeud stable"

3:.A<O©1-—8p<0@u>§,)\1:%ﬂ§:% Vl‘&bet/\gz‘l‘;ﬂ:

L_i“zﬁﬂavec Re(A1,X2) <0, zgg = (V&,0) est un "foyer stable".

Pour le troiseme point critique zgg = (-\/,E, 0)

\
' 0 1
Di—ymoyf =
T |
les valeurs propres vérifient
- 1
det |[A— M| = =0
=20 —-1-)

= W20

A=1-8u

Cette étude est similaire & celle du point critique zgg, donc le point zg3 est symétrique &

Zo2. Le diagramme de cette bifurcation est donnée par ’dquation

z(p—-2?) =0

qui figure ce dessous :

BISE

.-.#.-...--.u-;; I

818
woend .N"'-""-&-_m-.-

By




2.2.4 Bifurcation de Hopf

On comnsidere le systéme suivant :

z = fi(®,y,p) =pz 4y - z(z? 4 y?)
y=ﬁ@wwwz—w+w—y®1uﬂ
ol 4 le paramétre de contréle et (0,0) c’est le point d'équilibre de systéme. La jacobienne

du systéme précédent est -

o0fi 9f

2 2
T =3z —y 1—-2zy
Diwyw =A=J(,y,p) = 5w |
0—];2 aiy"’ =1 - 2zy W= x2 + 3y2
Pour le point critique (0,0)
o1
Do) f = ;
-1 4
les valeurs propres vérifient -
n—=A 1
det [A - \I| = =0
-1 -

& (B-N2+1=0
A(w) = p+1
Ao(p) = p—1i

Transformons le systéme en coordonnées polaires, pour cela posons dans le systéme

T = rcosf
Yy = rsind
d’ou
p— 9z, 4 Oz
x—a?"r_f_aye
= s 4 By
y“c‘?rr+8y0
avec
dr _
& T
ol . p

di

D)
)



T = cosfr —rsinfhf = p(rcos) + rsinf — r cog 0(r? cos® 6 + 12 sin? 6) (3.1)

Y = sinbr+rcosfh = —rcosf + p(rsin6) — rsin 6(r? cos? § -+ 2 gin? 0) (3.2
On multiple (3.1) par cosd et (3.2) par siné ,on trouve

T = cos? 0r — r cos Osin 9 = p(r cos? ) + 7 cos Bsin 6 — r cog? 0(r2 cos?  + 72 sin? )

Y =sin®6r + rsinfcos 00 = —rsin § cos § + u(rsin® 6) — rsin? 6(r2 cos? § + 2 sin2 6)
On fait la somme de z avec Y, on trouve
== 1% = (- r2)
Et on multiple (3.1) par sin 4 et (3.2) par cos , on trouve

& = sinf cos 7 — rsin? 69 = (7 sin @ cos 6) + rsin? 6 — 7 sin § cos 0(r? cos? § + r2 sin? 0)

Yy = cos@sinfr + r cos? 09 = —r cos?  + (7 cos §sin B) — rsin f cos O(r2 cos? § + 2 sin? 6)

On fait la soustraction entre 7 et ¥ on trouve
§=-1

Donc notre systéme est équivalent au systéme suivant

On discute trois cas selon le signe du

# < 0onaRe(A, ) <0, dot z = (0, 0) est un "foyer stable"
p=0o0naRe(A;, ) 2) =0, dott 2 = (0,0) est un"centre"

# >0 on a Re(Ag, Ag) > 0, d’ott z = (0,0) est un "foyer instable"

Ceci est présenté dans les figures suivantes :
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Conclusion

La théorie de bifurcation est une méthode d’stude de I'impact des valeurs de para-
meétres sur le comportement du systéme. Un avantage non négligeable de cette méthode est
qu’elle permet de représenter les choses graphiquement, que ce soit pour I'identification des
bifurcations ou pour la synthése des résultats au niveau du diagramme.

Les bifurcation selle-noeud et de hopf sont génériques dans l'ensemble des systémes
dynamiques quelconques (sans symétrie) de R™ dés lors que l'on s’intéresse a la stahbilité d’un
équilibre en faisant varier un parametre. Ceci signifie que, sur une surface de codimension
un dans 'espace des parametres de contréles, un équilibre stable se déstabilisera en suivant
le diagramme de bifurcation de I'une des ces deux bifurcation. Pour déterminer laquelle, il
faut linéariser le systéme dynamique autour de Péquilibre et analyser les valeurs propres de
la matrice jacobienne ainsi obtenu. En faisant varier un paramétre de controle, Péquilibre se
déstabilise par passage d’une valeur propre & travers l'axe des imaginaires pures; S'il s’agit
d’une valeur propre réelle, on est en présence d’une bifurcation selle-noeud. S’ s’agit d’une
paire de valeurs Propres conjuguées, on est en présence d’une bifurcation de Hopf. A la
différence de la bifurcation selle-noeud, les points ne disparaissent pas aprés leur rencontre :
ils se croisent et échangent leur stabilité. La bifurcation fourche et générique dans I’ensemble
des systémes dynamiques. Cette bifurcation correspond alors & une brisure de Symeétrie et

correspond au changement de signe d’une valeur propre réelle.
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