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Introduction

On appelle équation integrale une équation fonctionnelle ou la fonction
Inconnue figure sous le singe d’intégrations /, Les méthodes de résolution
numeérique des équations intégrales jouent un role trés important dans divers
domaines scientifiques. Avec 'avantage des machines de calcul numérique,
notammens les ordinateurs, ces méthodes sont devenues aujourd’hui un ou-
til essentiel pour I'investigation dans les différents problémes fondamentaux
de notre assimilation des phénomeénes scientifiques qui sont difficiles, & savoir
impossible & résoudre dans le passé. Ainsi, notons qu'il existe actuellement un
grand nombre de méthodes numériques utilisées dans les différentes branches
de la recherche scientifique. La théorie mathématique, essentiellement 'ana-
lyse des équations intégrales qui permet d’analyser le probléme, de prouver
I'unicité de la solution,des méthodes d’approximation efficaces. L’analyse nu-
mérique, qui étudie la réalisabilté de ces méthodes, principalement Ianalyse
de la vitesse de convergence et I'estimation de l'erreur. La programmation

sur machine, qui retranscrit ces méthodes sous forme d’algorithmes rapides
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et efficaces.

ce mémoire est divisé en quatre chapitres : Dans le premier chapitre, nous
rappelons le théoréme du point fixe de banach, et on présenté quelques qua-
drature dans I'analyse numeérique. Comme, on démontre des résultats qui

seront de grande utilité dans les chapitres suivants.

Le deuxiéme chapitre, est consacré & I'approximation numérique de 1’équa-
tion intégrale non linéaire de Volterra. Cette équation est d’une grande im-
portance en mathématiques, elle a été étudier dans [4], [3]... et d’autre encore.
Les méthodes qu’on va utiliser sont basées sur les idées de Nystrom : on rem-

place 'intégrale par une quadrature et on résout le systéme obtenu.

Dans le troisiéme chapitre, on va effectuer un travail qui plus oroginale com-
paré au précédent chapitre. Nous allons approcher numériquement, en utili-
sant les mémes méthodes de Nystrém, une équation intégro-différentielle non
linéaire de Volterra. On peut considérer cette équation comme une générali-

sation de la précédente.

Le quatriéme chapitre ;représente des résultats numeériques des équations

intégrales et intégro-différenticlles de volterra, qu'on a étudiés.



Rappels et Outils

Dans notre travail on a besoin de quelques résultats, plus ou moins clas-
siques, & fin de dé 1 ; i qu’
siques, a in de démontrer la convergence des techniques numeériques qu’on
va constru:re dans la suite. Cle chapitre, est dedié a ces résultats. On va les
cités et les démontrer sans entrer dans les détails et dans le sens dans lequel

on va les utilisés apreés.

1.1 Théoréme du point fixe de Banach

Soit (X, ||-||) un espace de Banach, T' une application définit de X sur luj
méme. Le théoréme de Banach nous assure 'existance et 1'unicité d’un point

fixe z* de T c-a-d, z* = T(z*).
Définition 1. On dit que T est une application lipschitzienne si

dk > 0, Vz,y € X,

(@) =T < kllz—yll.
Stk <1, T est appellée contraction.

Théoréme 1. Si T est contractante, alors elle a un unique point firex e X.
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De plus, la suite

Zo & )(.
Tny1 = T(xz,) neN,

converge vers x* et on g

”xn - l” <

1% 21, 20|

Démonstration. Voir O

1.2 Intégration N umérique

Soient a < b deux réels et [+ [a,b] = R une fonction continue. Dans cette
section, on va rappellé les méthodes de Newton-Cotes pour I'approximation

b
numeérique de lintégrale suivante / f(t)de.
a

Pour N € N, on défine la subdivision suivante : ti=a+jh, 0<j <N

et h = b—;,@, Les formules d’intégrations numeériques sont

N
/ oD hy wif(t),
G i=0

ou, les w; sont des quantités positives appellés poids, tel Jmax |lw;| < W fixe
<<

pour tout V& N.

Définition 2. La méthode des trapezes est la méthode de quadrature qui a

pour poids la suite suivante

wo = wy = 31,
wi=1, 1<j<N-1,
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Cette méthode est celle qu’on va utiliser dans nos calcule numérique. On
I'a choisi puisqu’elle assure la convergence du calcul sous la condition de

continuité uniquement. Contrairement & d’autre méthode, tel Simpson, qui

exige plus de régularité.

1.3  Reésultats important

Cette section est dedié pour la démonstration de résultats trés importants
pour la démonstration de convergence des méthodes numeériques construites
dans ce travail. On demande au lecteur de ne pas s’attarder dans I'utilité de

ces résultats, qu’il verra dans la suite.

1.3.1 Lemme de majoration

Lemme 1. Soit {&n}, N vérifiant

n—1

6] S AY I&] + B, meN,
i=0
oU,
Az, By < B.
Alors,

[n] < (1+ A" N B+ Alg)), n>1.
Démonstration. On procede par réccurence. Soit
(Pn) =t 16| < (14 A)" B+ Al%)), n> 1.

Pourn=10ona
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(1) : 1] < Al&o| + B,
< Alfo‘ + B.

Supposors que la propriété est vraje jusqua n, et on va démontrer qu’elle est

vrale pour n + 1.

(v ens] < A Je] + Bo,

=0

< A+ AN B + Al + 5+ Algy

=1

< (1+4)" - 1) (B + Al&l) + B + Al&l
< 1+ A)™B+ Alg))

1.3.2 Propriété de dérivation

Soit 1 une fonction définit de [a, b}g a image dans R, tel que pour tout

s €la,b], ¥(,s) e C'(a,b). On definit la fonction suivante

o(t) = /z/)(t,s)ds, t € la,b].

Proposition 2.

t

Vi€ [a,b], ©'(t) =w(tt)+ /%(zﬁ, s)ds.

a
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Démonsiration, On a :

| v+, s)ds — [(t, s)ds
#(t) = lim = T
t t+h

Ju(t+h, s)ds+ [ U(t+h,s)ds — ftw(t s)ds

= Jim 3

t+h t
o () — it s)
= %E)% ; V(t+ h,s)ds + /lll_r}lg) s
; ¢ J
— lim L 2
= }1113% - /Y/)(t +h,s)ds +/ 0l (t,s)ds
i a

Mais, en utilisant le théoréme des accroissements finis, il existe £ €10, A tel

que
t+h
% /w(t + h, 8)ds = 1t + hit+¢).
t
On fait tendre A vers 0 pour obtenir le résultat. a



Equation intégrale

Dans la pratique les équations intégrales non linéaire de volterra ne peuvent
pas étre résolus explicitement, c’est nécessaire d’avoir recours aux techniques
numeériques. 11 ya beaucoup d’altarnatives disponible comme vous allez le
constater. Mais, nous nous concentrons ici sur les idées sous-jacentes sur

lesquelles ces méthodes sont basées. On considere I'équation suivante

f@=ﬂ0+4%@&ﬂw%ﬂStST (2.1)

ot g € C(0,T), et f une fonction a trouver dans le méme espace.

Sous les hypothéses suivantes

(1) K € C(0, T x R),
(H1)||(2) IM eR, Vt,sc [0,T], Vz e R, K (t,s,2)] < M,
I3) 3LeR, Vryer Vs €0, T, |K(ts,z) - K(ts,p)| < Lz —y],

équation (2.1) admet une unique solution (voir ilyes).

En appliquant la méthode de Nystém, en utilisant Ia quadrature donnée

dans le chapitre L, on récupére le systéme suivant

10



UNIVERSITE 08 May 1945-GueLma

DEparrEMENT DI Marugmariques
—_—

Fn == g(tn)—*—h/zu)ik(tn;ti)ﬂ)y 1 SnSNJ (23)
i=0
ou F, approche f (t).

2.1 Existence et unicité de la solution du sys-

téme

Nous avons approché notre équation intégrale bar un systéme linéaire.
Avant de démontrer la convergence de notre procédure, on doit s’assurer que

le systéme admet une unique solution.

Théoréme 3. Pour h suffisamment petit, le systeme (2.2)-(2.8) admet une

unique solution.

Démonstration. Pour 1<n <N, on met

n—1

Tn(X) = g(tn) + hwpk(t, 1, X) + h D wik(tn, i, ),

=0
qui est une application définit de R dans lui méme.

On a

|,,(X) = B, (V)] = Wk (tn, tny X) = hunk(t, t, Y)|
< WWLIX - Y|,

Donc, pour %, suffisament petit les fonctions ®@,, sont contractontes et le sys-

téme (2.2) admet une unique solution. O

11
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2.2 Analyse de I’erreur

Dans cette section nous allons démontrer que la méthode numeérique,
construite dans g section précédente, converge vers la solution exacte de
'équation. Mais i] faut définir dansg quel sens | Les méthodes discutées dans
la section antérieure déterminent une solution approximative seulement aux
points ¢,. Done, nous pouvons parler d’erreur uniquement au niveay de ces

points. Pour cela, on définit

52':}71'—][.(252')7 720
On dit que Ia méthode est convergente si
lim ( max _|¢;]) = 0.
h—0"0<n< N

Définition 3. Soit f est une solution de (2.1). Alors la fonction

B n
d(h,t,) = / k(t,, s, f(s))ds — thj/c(tn, ti, f(t:))
0 i=0

est appellée ’erreur de lg consistance locale pour (2.1).

L’erreur de la consistance locale est une mesure de l'exactitude avec qui,
dans le contexte d'une équation donné, la regle de lintégration numérique
représente l'intégrale. Sj

lim max [§(h,t,)| = 0,

h 0<n<N

alors I'erreur de consistante est dite logique pour I'équation.

12
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Théoréme 4. S

lerreur de consistance est logique pousr léquation (8.1},
alors

lim( max |g,[) = 0,
h—0"0<n< N

Démonstration, Pour n > l,ona

En = Fn - f(tn)
thi (k(tn, 8, Fy) - k(tn, ts, f(1))) - o(h, t,)
4=

En utilisant Ia condition (3) de (H1) et en choisissant /, < 717> on obtient

RWL 23 6(h, t,,)|
S T Dled + L

En appliquant le lemme 1, on récupére

8] < (1~ AW L)™ max [0(h, )],

1<i<n

Et du fait que (1 — AW L)™ < 1, on obtient Je résulat souhaité. O

Cette méthode est trés intéréssante, puisqu’

comise lors du changement de I'intégrale par la quadrature serait plus grande

que 'erreur d’approximation. Majs on voit bien que ce n’est pas le cas.

13
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Equation intégro—défﬁrentielle non linéaire

de Volterra

L’originalité de notre travail se resume dans I’étude numérique de 1'équa-

tion intégro-différentielle non linéaire de Volterra, Suivante :

ﬂU=MU+AkMaﬂﬁJ%D%ﬂS/Sﬂ

ouge C'(0,7),

(3.1)

et [ une fonction & chercher dans le méme espace.

Sous les
hypothéses suivantes

(1) K € C([0,T]? x R),
(2) IMeR, Vt,sc [0,7], Vz € R,
7 _ ol
(H2) (3) Ja,b,a,b € R, Vr,y,Z,7 € R, vi, 5 e [0, 7],
Ikt s, 2,y) — k(t, 5,7, 7)| < alz — 7| + by - 7,
f%@&xw%~%@&fﬂﬂimx—ﬂ+wy—m
[(4) b <1,

équation (3.1) admet une unique solution (voir ilyes).

Cette équation contient plus d’information sur la solution. En appliquant

14
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la proposition de dérivation, on obtient
N |y J . f e ‘ Ok . 2%
Jo

En appliquant 1a méthode de Nystom, en utilisant la quadrature donnée

dans le chapitre 1, on récupére le systéme suivant

o = g(0) (3.2)

o = g(t) +£(0,0,U,, 1) (3.3)

Un = gl + 1Y wib(tn, 1, U, vp), L<n<N, (3.4)
1=0

n

V, = g/(/,ﬂ) + k(ty, L, Un, Vo) + hz ’wzg—f(f,n, Li, Uy, Vi) (3.5)

=0

ou U, approche J(tn) et V, approche f(tn).

3.1 Existence et unicité de la solution du sys-
téme

Contrairement ay chapitre précédent, les hypotheses (H2) ne suffisent pas
pour assurer I'existance et I'unicité dy systeme (3.2) — (3.5). Donc, on doit

rajouter I'hypothése suivante

(H3)]la < 1
Théoréme 5. Poyr 1, suffisamment petite, le systéme (3.2) — (3.5) admet

une unique colution,

Démonstration. On va munir Iespace R?, de la norme suivante

(e | -

15
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Pour tout n, 2> 1, on définit

n—1
@ X\' g(t’ﬂ) +hu}nk‘(tﬂlnaX7 Y) +thlk(tnt7>brﬂ I/;)
n (Y/ = , Ok =0 n—]\ 5
g (tn) =} k(tn; tn; X; Y) + hwna(tn: tna X7 Y) + hZ wiéﬁ(tny tia C/zy V;)
i=()
On a
i X/ 3
“ ()= () -1
(/ Y Y 1 2 1
Ou,

ﬁ)l = /'L’Un(/f(tn, tn, X, Y) e k(tn, tn’ X/, Y/)>,

b == k(’fn,tn,X,Y)—k(tmtn,X/,Y/)+hwn(g§(tn,tn,x,3/)—%ﬁg(tn,sz’,)ﬂ)).

Maijs
161 < AW (m]X < YIi+b|Xx' - Y,
162l < (a+aWa)|x - v+ b+ R X'~ v
Alors :
/‘X X’ ! / 7 X X/
!"In (\Y> - @, <Y/> /1 < max (hWa,hWb, (a+hrWd'), (b+b hVV)) <Y) - (Y’> N1
Puisque a < 1, en appliquant le théoréme de Banach, on obtient le résyl.
tat.

O

3.2 Analyse de I’erreyr

Dans cette section nous allons démontrer que la méthode numérique,

cons

struite dans la section précédente, converge vers la solution exacte de

16
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travail sur C(0, 7).

on va définir une erreyr plus exigente. Poyur cel
définit

a, on

& =Ui= f)+ 1V - 1)) i

On dit que Ia méthode est convergente si

lim( max |e;|) = 0.
h—0"0<n< N
L’erreur de consistance change elle aussi dans ce chapitre

3(h,t,) = M k(tn,&f(s),f/(s))ds—hzwik(zn,ti,f(zi),f/(sz
=0 |
tn n
/ i %(in,5,/’(5),]’(8))(#5 — h;wi—g?(/,n,Zi,v/'(//i),,/"(éi),) :

Théoréme 6. i l’erreyr de consistance est logique pour léquation (8.1),
alors

lim ( max |¢;[) = 0.
h—0'0<n<N

Démonstration. Pour n, > 1,

én < (a+ahW +anw) (U, — J @)+ (b+ AW + bWV |V, — f/ (tn)]
+ hng ((@+a) Ui - £ (t)| + (b+8) |v; = p (t:)])
v S(ht).

Pour h assez petit, o := min (1= (a+ahW + ahW), 1 — (b+ bhW + 5hW)) >
0, et
7 - 7\ n—1
xﬁw Hax (a, et b> Z&' + 35 (hste) .
a a

=0

€n <

17



Résultats Numériques

Nous avons arbitrairement choisi des équations pour lustrer I'éfficacite
de notre méthode. A notre conaissance, ces équations ne représentent aucun
intérét physique, mais elles ont un grand intérét mathématiques dans nog

applications.

Nous allons utiliser 1a, méthode des trapézes puiqu’elle assure que I’erreur
de consistance est logique pour les deux équations. Les termes Fos Uy, wt
V., ne seront bas exactement calculer. Mais ils seront approchés a l'aide dy
procédé d'itération du théoréme de Banach avec une condition d’arrét du

type [lz — T(z)| < L.

4.1 Equation intégrale

Pour le deuxiéme chapitre, on a choisi I'équation suivante

ORFIORY ccati)

| mds, t e [O lJ,

19
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7 cos(z) o -
k(t,s,x) = FrELT verifie (H1) avec A/ = J, — L. Si on prend

2+
212417

9(t) = arccos(t¢) + In
alors 'équation admet la solution suivante

ft) = arccos(t).

1.0773e-002
2.6535¢-003

1.3597e-003
6.8832e-004
4.6079e-004
2.7740e-004
1.3905e-004
9.2774e-005

TABLE 4.1 - Equation intégrale

4.2  Equation intégro-différentielle non linéaire

Pour le troisiéme chapitre, on a choisi I'équation suivante

iy " is+)
f(¢) = g(t) ‘4‘./0 mds. t € [0,1],
t(s+1) N . o

k(t, s, z,y) = m vérifie (H2) et (H3) avec M = ¢ = p — = fw=

1o

o

J

Si on prend

t
g@):t—éln(6+2z+z2)+§m(6),

20
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on trouve que,

max (}F7 = f(t)| + [V; — fﬁj”)

1<j<N

1.7130e-002
3.3778e-003
1.6859¢-003
8.4219e-004
9.6130e-004
3.3670e-004
1.6832e-004
1.1221e-004

TABLE 4.2 — Equation intégro-différentielle

21
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