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ronnue {s,r" sous le singg d'int6grations [ , ru, m6thodes de r6sorution
m6rique des 6quations intQgrales jouent un"r6ie tr6s important clans divers

Introduction

on appelle 6quation intqgrale une 6quation fonctionnelre ori ra fonction

ines 
$cientifiques. Avec |ava'tage des machines de calcur numerioue.

bamment les ordinateurs, Oes m6thodes sont devenues aujourd,hui un ou_
essentie] pour l'investigation dans res diff6rents probldmes fondamentaux
notre asfimilation des ph6nomdnes scientifiques qui sont diffic'es, d savoir
possible 

f, 
r6soudre dans le pass6. Ainsi, notons qu,il existe actueilement un

nom$re de m6thodes nqmeriques utilis6es dans les diff6rentes branches
la recherlche scientifique. !a th6orie math6matique, essentielement |ana_

des 6qriations int6grares gui permet d'analyser le probldme, de prouver
icit6 de [a solution,des m6fhodes d'approximation efficaces. L,analyse nu-
ique' qu[ 6tudie la r6alisa$i]t6 de ces m6thodes, principalement l,analyse

la vitessf de convergence pt l'estimation de I'erreur. La programmation
machin!, qui retranscrit ces m6thodes sous forme d,algorithmes rapides

dle

su
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efficacps.

m6mofre

appelonl le

est divis6 en qgatre chapitres : Dans le premier chapitre,
th6ordme du ppint fixe de banach, et on pr6sent6 quelques

nous

qua-

qui
rature {ans I'analyse nu46rique. comme, on d6montre des r6sultats

t de grande utilit6 daqs les chapitres suivants.

deuxidfne chapitre, est cpnsacr6 a l'approximation num6rique de l,6qua_
n int6g{ale non lin6aire de vorterra. cette 6quation est d,une grancle im_
tance !n mathdmatiques, elle a 6t6 6tudier dans f4J, [gJ... et d,aurre encore.
m6thopes qu'on va utirisBr sont bas6es sur les id6es de Nystrom : on rem_

ace I'int{grale par une quqdrature et on r€sout re syst.me obtenu.

le tr{isidme chapitre, op va effectuer un travail qui pius oroginale com-
au prfc6dent chapitre. Nous alrons approcher num6riquement, en utili-
Ies m6[nes m6thodes de {riystrom, u'e 6quation int6gro-diff6rentielle non

6aire de lVolterra. on peut consid6rer cette 6quation comme une s6n6rali_
ion de 11 pr6c6dente.

quatridrpe chapitre ,repr(sente des r6surtats num6riques des equations
ales ef int6gro-diff6rentlelles de volterra, qu,on a 6tudi6s.



Dans

constr

r* de

*.nnals et Outils

travail on a lesoin de quelques r6sultats, plus ou moins clas_
a de d6montrer 14, convergellce des techniques num6riquers qu,on

re dans la suite. Qe chapitre, est d6di6 d ces r6sultats. on va les
et les ontrer sans egtrer dans res d.tails et dans le sens dans requel

va les u ilis6s apr6s.

6ordme dq point fixe de Banach

Soit (X ll'll) ," espace de Banach, ? une application d6finit de x sur lui
6ordme de Banacfr nous assure I'existance et I'unicit6 d,un point
c-d-d, r. : T(r.\.

L. On di,t que T pst une application lipschitz,ienne sz

.Let

ition

> 0, Vr, y € X, llr@) - r@il < kll" _ y1 .

est appellde conttacti,on.

Si,T est contraqtante, alors elle a un unique poi.nt .fi,re r* € X .
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De plus, la sui,te

nuerge luers r* et on

monstftti,on Voir

€x,
: T(r") n, € N,

ll',-rll<*,ilr,,"011

(^
4 _*',
L 

&nft1

a

n

.?r5l*il < w fixe

nition 2' La m€.thode d,ps trapdzes est ra m6.thod,e de quadrature qux a
poi,ds 

la su'ite sui,uante

{,,:
I'wg: w1r1 : ),i. 1<i<A/-1

-J

{nt6gration Num6rique

soient p < b deux rdels e{ f t [o,b] -+ IR une fonction continue. Dans cette
ion, orj va rappell6 les rrl6thodes.de Newton-cdtes pour l,approximation

que de l'int6grale suir.lante 
f"u 

,Q)0,

ur ly' € N, on d6fine la slrbdivision suivante: ti : al jh,g < j < 1/
h: T. Les formules d'inft6grations numeriques sont

l"' f Qror= ri wtf (tt),

,les w4 sfnt des quantit6s positives appell6s poids, tel
ur tout 1V e N.
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Cet

'a choisi

tinui

ige pl

.3

Cette

lad

3.1

nstration de clnvergence des m6thodes num6riques construites
ce tr vail' on demandq au recteur de ne pas s,attarder dans 

'ut'it6 
de

16sul

m6thode est celle qu'on va utiiiser dans nos carcule num6rique. on
puisqu'elle assurt ra convergence du calcur sous la condition de
uniquement. Corftrairement d d,autre m6thode, tel Simpson, qui
de r6gularit6.

ultats i$portant

tion est d6di6 p{ur la d6monstration de r6surtats tr6s importants

de maJioration

Soit {{.},16 udfi.fiant

l€"i <1t16,l +Bn, n€N,
;-n

A>0,lB"lsB.

l€"1 <(1 +,4)"-'(B+Al€ol), n>1.

on. On procdde gar r6ccurence. Soit

(p.) :t 16"l < (t + A)^-1(B +,41{61) , n } 1.

na
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(pr) : l€rl

upposorls que la propri6t6 est vraie jusqua n, et on
raiepou[ n+I.

va d6montrer qu,elle est

(P"+t) ef rc,t * Bn+t
t=0

-r-o 
| /' + A)i-r@+ al€oi) + B +,41€ol

{(t + A)" - 1) (B+,ai€ol) + B + Al€ol

(1.+A)"(B+11€ol)

n
3.2 Nropri6t6 de dprivation

Soit r/ $ne fonction d6finit d,e [a,b]2 d image dans ft, tel
[o,b], rlr(.,s) e Cr(a,b). e'definit la fonction suivante

que pour tout

t
tg(t) :: I t!(t, s)ds,

.l
a

,,.\ 'rat.:Q\L,tl+ l-;(t,s)ds..l ot
a

t € [a,b].

Yt e [a, b] , ,A'(t)
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Dd.mons[rati,on. On a:
t+h

f ,l,Q * h, s)d,s - j Ep, rSa,
&rp1(t) : 1i-

h_+O

: lim
it. 

l,s)ds 
*'i' ru * h,s)d,s - j Ep,,1o,

ilm
h--+0

d{,
--:- tdt'

h

1.tl
A

t

1- h, s)ds + I
IJ

a

t
f

+h,s)ds+ I
.l
a

h+0
t+h

.. 1 fllry; I \b(t
n--+u n J

t
t+h

.. 1 f
!t4; I tb(t
n--+u n J

t

v(t +
ds

- Q(t, s)I
h

It,

(t, s)ds

ais, en ufilisant le th6ordnle des accroissements finis, il existe { e 10, h[ tei

t+h1f
i J VA * h's)ds :'ltft + h,t + €).

t

fait tenflre A vers 0 pour Obtenir le rdsultat. tr



Equation int6grafe

Dans ia pratique res 6quations int6graies non rin6aire de volterra ne peuvent
pas 6tre r6solus expiicitement, c,est n6cessaire d,avoir recours aux techniques
nlrm6riques' Ir va beaucoup d'artarnatives disponibie comme vous a,ez recqnstater' Mais' nous nous concentrons ici sur res id6es sous_;acentes sur
leBquelles ces m6thodes sont bas6es. on considdre l,6quation suivante:

f (t) : g(t) + 
[^' rU 

", /(r))ds, o ( t < r
JO

ot! g € c(0"7), et / une fonction a, trouver dans re m6me espace

Sops les hypothdses suivantes

ll(1) Kec([o,4rxR),(Hr)ll@ 
_ :M €R, vr,,; t,or T','iii re,""jn1, ,s,r)l{ M,li(3) l, € R, yr,y €R, v;, 

" .'10, ii, l"fil ,|i') oe,", s)l ( Ll" _ yl,
l'6quation (2.1) admet une unique solution (voir ilyes).

En appliquant la m6thode de Nystcim, en utilisant la quadrature donn6e
dang le chapitre 1, on r6cupdre le systdme suivant

(2.1)

10
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Fo : 9(0)

Fr : s(t-\ +i $",,.rr, + n\ 
Q'2)

e\Ln)tnkrou(t",tn,4), 1 (n(ly', 
Q3)

0n 4 approche f(t,).

? '7 Existence et unicit. de la sorution du sys-t€me

Nous avons approch6 notre 6quation int.grale par un systdme rin6aire.
{vant de d6montrer ra convergence de notre proc6dure, on doit s,assurer que
Iq systdme admet une unique solution.

T[r60r6mq 3' pour h suffisqmment petit, re systdme (2 2)-(2 3) ad,rnet une
urpi,que soluti,on.

D(monstration. pow I { n 1[ ,Ay', on met

n-1e"(X) :_ g(t.) * hwnk(tn,tn, X) * h t wik(tn,tr, 4),
i:0

qiul est une application d6finit de IR dans iui m6me.
Ona

l,l. I v'rlq'"({ ) * O"(Y)l : lhw,k(t.,,1,,X) _ hwnk(tn,tn,y)l

Dorfc, pour fu suffisament petit les fonctions o,, sont contractontes et le sys_
tdmp (2.2) admet une unique solution.

tr

11
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2.2 $nalyse de l,erreur

:#""::T.r:^.r::".norJrs 
auons d6monrrer que ta m6thode num6rique,

,__^ yqu rc rleLnooe num6rique,

;.::,:::T |;::]1"ru.r,*_pr6c6denre, 
converse vers ra sorution exacte de

rDUuuees o.anssection] ant6rieure d6terrqrinent une solut.
inrc + r\^, 

__i^4'v'e u'c rulu[]orl approximative seulement auxnts fa' Donc, nous pouvQns parler d'erreur uniquement au niveau de cesnts. P{ur cela, on d6finit

€i- 4-"f(t), i>0
dit qu$ la m6thode est cpnvergente si

ffif,g:1" lu,l) : o

nitiorrl B. Soi.t f est une solution de (2.1). Alors la foncti,on

d(h,t,): ['"k ". Jo (t",p, f (s))d" - hf w6k(tn,tr, f (to))

appellde I'erceur d,e la cpnsi,stance locale pour (p.1).

L'erreur de la consistance 
focale est une mesure de l,exactitude avec qui,

:.-lr 
*:lr"t_e d une 6quatipn donn6, la rdgle de l'int6gration num6rique

esente I'int6grale. Si

r'flr{15 l6(h,t-)l: s,

I'erreur de consistante es{ dite logique pour l,6quation.

I2
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4. Si I'erreur d,e cons,istance est logi,que pour I'dquation (p. 1),

Th

alors

En ap

du fait

Cette

ise lors

I'etreut

lS(,9%l',1):o
. Pournll],ona

: F" - f (t4)

: o*rr(kU,,to, Fi) _ k(t,,tn, f (to))) _ 6(h,t,)

la condition (3) de (H1) et en choisissa nt h < LwL, onobtient

le.l < Jry+F,u,, n ld(tz,t,)t
7 - hw'L k'"r - tlML'

quant Ie lemme f, on r6cupdre

lr"! < (1 t hw L)-" 
,?.% 16(h, tt)!.

(1- hWL)-" f 1, on obtient le r6sulat souhait6. I
est tr6s irjt6r6ssante, puisqu,on s,attendait que l,erreur

u changement de [,int6grale par la quadrature serait plus grande
l'approximation. 

[4ais on voit bien que ce n,est pas le cas.

13



,"tion d6ffirentielfe non lineaire
de Volterra

de l'6qua-

(3. 1)

, Sous les

L',originarit6 de notre travaii se resume dans l'6tude num6rique
ti]on int6gro-diff6rentielre non iindaire de Volterra suivante .

f(t) . 7t
= s(t) n 

J, 
rr,,r, /("), .f,(s))ct,s, o < t <7,

of g e C'(0,7), et / une fonction d, chercher dans le m6me espace
hypothdses suivantes

ll[1) Kec([0,?],xR),
ll(r) )M ,R, vi,'e [0,r1,-V" e n,

. il _u"flr((t,s,r.dtlAK r\(Hz\l'.. \ - "1-v(t,s,r,a)l)<u,'ll,r, 
, 1o,b.a.6 e re. Vx.u,r.! € R. Vl. 

"'L 
p.r1.Il l:(,t; s,r,il - k^lt, r,i6l"a"l; _"ri i ti, _ tt,ll W(t,s,r,il _ #G,'r,i,y)l < olr _zl+6ty _glll(4) b < r,

l'6quation (3.1) admet une unique solution (voir ilyes).

cette 6quation contient plus d'information sur ra solution. En appri<1uant

I4
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la proptition de d6rivatiqn, on obtient

"f' (t) : lo' 
(t) + k(t, t, f (t), .f, (t)) + I' #U, r,.f (r), f, (r))ds, 0 ( t < T

Yo

V,

4n

T1r

: s(0)

: s'(t.) + k(0,0,U",V0)
p

: q(t-\+i\-,,,.r./r I rr tr\r,L/ "" /? -itu\r,n) Li) Ui) Vi), 1 ( n <
;-n

(3.2)

(3.3)

/y', (3.4)

: g,(t,) + k(t,,r,tn,U,,W) * n[,ro#Q,,h,(Jr,V,) 
(3.s)

oi Un 
tnnroche f 

(t,) et [,, approch e f,(t.).

1 Efcistence et unicit6 de la solution du sys_tdme

contrai{ement au chapitrg pr6c6dent, les hypothdses (H2) ne suffisent pasr assure[ r'existance et 1'r{nicit6 du systdme (3.2) - (3.5). Donc, 
'n doituter l'hfpothdse suivante

(113) lla < 1

5, Pour h sffisamment petite, le systdme (B 2) - (J.S) ad,met
unLque 

loluti,on.

i'fn. On va munir I'espace R2 , de la norme suivante

: lxi + lYl'({,).o', l/(il/1,

:: "lotr:"ant la m6thqde de Nvstdm, en utiiisanr la quadrarure donn6es le c{raRitre 1, on r6cuDdre le systdme suivant
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t n ) l, on d6finlt

,: ( 
gu,) + hwnk(t,,tn, x,y)* oi wak(t,,ti,(Ja,v;) 

)

\a'(t") 
+ k(t,,t,. x,y) + nr,ff{tn, t,, X,y) + n7*#u,,tr,(Ji,")

Pour rojr

," ({.)

/l-"(f) --"({)ll,: 
// G)ll,

-({\t,

X',Y')).

1 : hq"(k(t,,t,, X,y) -r k(t,,t,, X,,y,)),
2 - k(l,,tn,X,Y) - k(t,t,tn,X,,y') +hw.(frfr,,tn,X,y) * 

ff{r,,r,,
ais

t0l

I0zl

)rs :

/ Y\ /,,.t\ tl

" (ti -*"1;,)il, =-* (nwo,hwb,(a*hwa,),(u+u,nw1) 
ll(f)
il\ ./Puisque a { 7, en appriqu4nt le th60rdme de Banach, on obtient le r6sul_

tr

l Apalyse de l,prreur

)ans cetfe section nous afions d6montrer que la m6thode num.rique,
truite d{ns la section pr6p6dente, converge vers la solution exacte de

A

il

il

10

r-
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travail sur

Contrairement au chapitre pr6c6dent, et
Ct(0,7), on vp d6finir une erreur plus

DEPAmEMENT pE MertEuarreues

pulsque maintenant on

exigente. pour cela, ond6finit

er : lUr - f(to)l + IV - f,(tn)!, i ) o.

m6thode est ponvergente si
dit qrrie la

+ 6 (1,t") .

r h assez petit, a

l€. <

n-l

+ oYD(a+a)1u11
i=O

, - f (t")l+ (b + bhW +6nw) lW _ f, (t,)l

f (tn)l+ (b + 6) tU _ f , (t,)l)

:: min (i - (o * ahW + dhw), 1 _ (b + bhw +6hW))

hlV max (a a,b+E) 
ir,* lo gr,t.1 

,

, erreu, j. .o,,,i,,u""" .n 
jff.('"=;*,:l' 

;,,0. 
". "r,upi,,.ln/^n

6(h't.) : 
lJ, 

ru",s, 
"f 

(s), f'(s))ds- t, i wik(tn,tt, 
"f 

(tr), I,ft,Dl
I rt- n, 

i'=o j

+ I ['" %,, c r/.\ r/^\\-, , .\ ak 
I

lJo 66'tn's"f(s)' f (s))d's- ' + ak in 

kru *rtn, tr,l(t), J,(t,))1.
r60r6mf 6' si,erreur dg consistance est rogi.que pour,equation (3.1),
rs

li4( max le,l) : oh'-+P'0<n<N' "t/

,rtrof,i,or.pourn)1,

77

t=0
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R6suftats Nurn6riques

I

I

Nous tf'vons arbitrairement choisi des 6quations pour illustrer l,6fficacit6
qe notre m6thode' A notre qonaissance, ces 6quations ne repr€sentent aucunift6rot physique, mais elres ont un grand int6r6t math6matiques dans nosapplications.

N.us allons ut'iser la m6thode des trapdzes puiqu,elle assure que l,erreur
de consistance est l0gique pour les deux 6quations. Les termes Fn, (J, et7, ne serolrt pas exactement calcuier. Mais ils seront approch6s d i,aide du
prJoc6d6 d'itb6ration du th60rdme de Banach avec une condition d,a.rr6t du
rype jjz -r@)il s #.
4tL Equation int€grale

Pour le tfeuxidme chapitre, on a choisi l,€quation suivante

f (t): g(t) + f,' fiffi*", r € [0,1],

19
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k(t, s,

srrrU)

prend

f (t): arccos(r).

Teal! 4.1 _ Equation int6grale

quation intpgro-diff6rentielle non rin6aire
Pour Ie roisidme chapitrel on a choisi l,6quation suivante

"'r Y\u/ r /o Sl+ (lf- dt, , € [0,1],

f(s * 1)

ffi v6rifie (H2) et (H3) avec M : a: b - a: b:

cos(e): sr:fiil v6fifie (H1) avec Ar : L: l

gQ)+arccos(f) *,n,@
V2t2+7'

uation admet la folution suivante

Ig(t) : t - i lp(6 + 2t +/z) + 1 l,-, rnr' 
2 --'\"/ 1
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on prend

rc(

S1
?
o

maxlfl.-f(r.\llsj<l/'' r\"J)l

+o
q0

1p0

2p0

300

5Q0

10p0
1500

7.0773e-002
2.6535e-008

1.3592e-008

6.8832e-004
4.6079e-004
2.7740e-004
1.3905e-004

9.2774e-008
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0n tIOu.re que)

f(t):t

,?,5 (tr, - "r(t,)l)- lvi , f,(ti)l)

10

50

10t)

200

300

500

1000

1500

1.7130e-002

3.3778e-003
1.6859e-003

8.4219e-004
5.6130e-004
3.3670e-004

1,6832e-004

L.I221e-004

.F^^.* , ^-r ArrLE +. 2 _ Lr yration int6gro_riiff6rentielle

2I
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