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R6sum6

Dans ce m€rnoire, on introduit des estimateurs d'erreur a posteriori pour l'6quation el-

liptique da:ns 1R.", d: 2,3 via une m6thode d'6l6ments finis non conformes [12] en espace.

Pour cette discr6tisal;ion, on 6labore un indicateur d'erreur r6siduel spatial bas6 sur les

sauts des d6riv6es normales et tangentielles de notre approximation.Les bornes inf6rieures

et sup€rieu:res de la norme de I'erreur forment les rdsultats principaux de cette 6tude. En

outre, on mLontro que ces estimateurs sont fiables et efficaces.

Mot;s-cl6sz a poste.rion, 6l6ments finis non conformes.

Abstrat

In thLis thesis, we introduce an a:, posteriori estimator for a nonconforrning finite element

approximatlion [1.2] of the elliptic equation in IRd, d:2,3. Fbr this discretization, we derive

a residual indicator based on the jumps of the normal and tangential derivatives of the

nonconlbrming approximation. Lou'er and upper bounds form the main results. We confirm

the efficiency and reliability of these estimators. Our analysis covers no,nconforming finite

element approxirnation (Crouzeix-Flaviart'selement).

Keylpo"dtz a posteriori, nonconlbrming finite element.



Itlotations

R espace vectoriel des nombres r6els

C espace vectoriel des nombres complexes

k espace vectoriel d6signant lR ou C

N ensemble des entiiers naturels

O C lRd <lomaine ouvert born6 de dimensi on d, = 2,J

Cu@) espace des fonctio:ns & fois continuenent d6rivables sur o
L2(Al espace des fonctions d.e carr6 int6grable sur fl
H&(0) espace de Sobolev des fonctions dont les ddriv6es

k -idmes appartienneni d, Z2(O)

Hf(O) espace cle Sobolev des fonctions de .F/fr(O) satisfaisant une

condition au borcl de type Dirichlet homogdne
0u-6; d6riv6e partielle dr: u par rapport d la variable r;
n vecteur normal so,rtant le long I
2# d6riv€e normal sortante

0,u d6riv6e partielle de z par rapport d, la variable s
Au op6rateur laplacie,n de z

Yu op6rateur gradient de z

ll.ll norme Lr(A)

ll.ll", ll ll, norme ,L2sur le domaine K ou sur une face E

ll,llr,o norrne de I'espace rle Sobolev flt(f))

l.lr,n semi-norme de l,espace de Sobolev f/r(f))
f:0f) bord de f)

T6 triangulation de O

K' triangle ou t6traddre de ?r,

lKl aire ou volume de ?
Ev ar6te de K
€11 ensemble des arOters/faces de fi,
ef' ensemble cles ardters/faces int6rieures de fi,
a S b il existe une constante positive C ind6pendante de a et de b

telle que a 1Cb

4
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il existe des constantes positives Ct et Cz ind6pendantes de

o et de b telles que Gb 1 a 1C2b

) normale ext6rireure dtune ar6te .E

s1) vecteur tangerrt d,l'ar€te .O

longueur ou diamdtre d'un 6l6ment ,E

diamOtre de la maille K

L'ensemble de toutes les ar€tes/faces de 7i,

L'ensemble des ar€tes/faces int6rieures de 7j,

L'ensemble des a.rOtes/faces d'un 6l6ment K

r6union des 6l6ments partageant une ar6te/face commune

avec K
r6union des 6l6ments partageant l'ar6te /fase E

rdunion des dl(iments partageant le noeud r
r6union des 6l6ments partageant un noeud avec K

r6union des 6l6ments partageant un noeud avec E

L'ensemble des noeuds de la triangulation 4,

L'ensemble des noeuds int6rieurs de la tria,ngulation fi,
symbole de Kr:oneckev Lt,i :1,si i : j,0 sinon

raleur moyenne int€grale d'une fonction u sur une ax€,t'efface E

le saut de u

la restriction rle la fonction u d I'ensemble .E

le produit scalaire



Chatrlitre 1

Rapprel d'analy'se fonctionnelle

L"L Types d'6quatio:ns aux d6riv6es partieliles

Il existe untl classification des 6quzutions aux d6riv6es partielles lin6airesl du second ordre.

Consid6:rons par exemple une 6quation aux d6riv6es partielles 6crite sous la forme:

Aur, * Buuu * Curn * Du, * Euo *F : 0 r*)

L'appellation "elliptique","pa,rabolique"ou "hyperbolique" d'une 6quaution aux d6riv6es

partielles (*lt correspond d, la nature de la conique d6crite par l'6quation caract6ristique

correspo:ndarrte, c'est-d-dire:

Ar2 + BA' + Cry * Dn * Ey * F : 0

I)onnons rnaintenant des exemples d'6quations elliptiques, paraboliques et hyperboliques

1-"1.1 Pr,obl6mes elliptiqures

L'6quation elJ.iptique moddle est

-A,u: f

or) Au : 0?u +" 0|u, 01 ddsignant la d6riv6e partielle par rapport d la i-dme variable

(et donc rf la d6r:iv6e partielle d'ordre 2 par rapport d, la i-dme variable), Cette 6quation

mod6lise par exemple le ph6nomdne de conduction de la chaleur stationnaire .



L.L.z Frobldmes parabo.liques

L'6quation parabolique mod€le est

u7-Lu:f

oti 4 d6signe la d6rir,€e partielle de z par rapport au temps (z est d.onc une fonction
de z, variable d'espace, et de t ; variable de temps). Cette dquation mod6lise par exemple

la conduction de la chaleur en r6girne instationnaire. Cette 6quation par,abolique comporte

deux op6rateurs :la d6riv6e d'ordre 1 en temps et la d6riv6e cl'ordre 2 en espace.

1.1.3 Pr:obldmes hyperboliques

Les 6quations de type hyperbolique interviennent principalement en rrr6canique des flu-
ides. El.les sont souvent obtenues en n6gligeant les ph6nomdnes de difiuLsion (parce qu,ils

sont faibles) dans les 6quations de conservation de la m6canique. L'exem.ple plus classique

d'6quation hyperbolique est l'6quation des ondes:

u.6 - A,u:0

1,2 Espaces de Hilbert

Ddfinition L.2.1. (Produit scalairr:):

On appelle prodai't scalai,re dans un espace uectoriel E , une forme bilineaire sym1,trique

d'finie posi'tiue sur E , on a le prod;uit scalai,re d,e d,etm dl\ments u,y de E sous la forme
(r,y).

D6finition 7.2.2. (Espace de Hilbert):

Un espace de Hilbert est un espacte uectoriel muni d,'un prod,u,it scalaire (x,y) qui est

complet lorsqu:,'i,l est normd par Ia noryne associ,€e d, ce prod,uit .scalaire .

D6finition 1.2.i|. (L'espace -L2(O).):

L' espace L'(q des fonctions de ca,rc6 somrnable sur Q , oil, Q est un domaine ouuert d,e

iR2ou lR3, c' est d d,i,re telles que I'int€,grale tlaf @) d,r eri,ste, muni, du prod,uit scalai,re :

(f ,g'): lnraln@) 
d,x.



Lenrme L.2",4,. (Inlgalitd de Cauchy-Schwartz)

Si u et ,u sottt des fonct'ions de L2(Q) , alors :

lf .l /r r*2. ,\+
lJ*" 

. o,l= lJ,oo,) (/,' w2au )-
D6mons;tration:

Soit t un nombre r6el quelconque. La fonction (u+tw)26tant positive quel que soit f , on

f
o s 

,ln@ 
+ tw)2du vr € lR

ce qu.i peut 6galement s'6crire:

, t 
Iru2du 

+ 2tt 
lnuw 

d,u + t2 tn 'a, vr e tR

ou encore:

01At2+Bt+C Vr€tR

0u

A: I u2du, B:2 [ u, ar,C : I urduJn Jn Ja

Il s'agit donc rl'un polyndme de degr6 2 en la variable f qui est toujours positif. Cela

n'est posisibl: que si le discriminant 82 - 4AC est n6gatif ou 1ul c-d-d 82 - 4AC < 0

En remplagant les valeurs de A, B et C , on trouve imm6diatement l'in6galit6 de Cauchy-

Schwartz ce rlui ttrmine la d6monstration du lemme.

L.3 .Es;laces de Sobolev

Les espaces de Sc,bolev ont 6t6 introduits au d6but du sdicle et permis de r6soudre bon

nombre ile pr:obldr.rres concernant lesr 6quations aux d6riv6es partielles rer;t6s sans r6ponse

jusque ld.

Nous nous iimi{;erons aux espaces les plus utiles en gardant bien d, l'6sprit que la th6orie

sous-jacente est be,aucoup plus vaste.

Dans ce qui suil;, sauf mention exprlicite du contraire, on suppose I'ouvert 0 born6.



1.3.1 L'espace Ht (CI)

Ddfinition 1.3.1. On note Hr (Q) I'espac:e fonctionnel li,n€,aire d,|fini par :

- ( ^ l?o, ')

r/'(cr) : 
1i" 

€ 12 (CI) I#,, L, @) , vi>

que I'on munit d;u protluit scalai,re not1, ((u,w))r.n:

((2, o))r,n : [ {u.r, +Vu.Yu)"Ja

et par le fail: m€rne d'une noryne i,ndui,te :

L.:1.2 L'espace f/d (Cr)

Ddfinissons rnaintenant un autre €sprElss de Sobolev qui est un sous-espace de IIt (Ct) et qui

nous sera tr€s uti,le pour les probldnLes avec conditions aux ]imites de Dirichlet .

Ddfinition 1.1t.2. Soi,t Cff (Q) l'"'espace des fonctions d,e classe C* it support compact

- dans (l 'et d,ense dans H] L'espace de Soboleu Hot (0) est d6,fi,ni cornrne l'adhErence de

q @) tlans Ht (A) .

On peut tl€,f,ni q.ue HI (O) esl u,n sous-espace d,e f/t (0) consti,tu6. des fonctions qui

s'annulent sur Ie bord 0Q puisque tel est Ie cas des fonct'ions de Cff (Cr) . I:,n gEnEraI, /# (O)

est strictemeinl phrc petit qre //r (O) car Cff (Q) esl un sous-espace strict de q (n).

L.3.3 L'espa,cre II2 &)
D€linition 1.3.3, On note H2 (Q) I'espace

II26tt == {'u e L2(e) l9g . L2(e' o2u )

t lo:c; ) et EFe e L'(Q)'vi' i ]
que l'on muni,t du produi,t scalaire not1 ((u, u))z.n:

(Qt,, w)),n: [ (,,*it33l *frjg#+l) t
Jn \- ' 

,?o'ororr' 
' f'r'oroiorini')-"

llrllr,o : (('r,, u) r,r)* : (lr1u' + V u'l)t'



t la nonfle indui,te :

il,il,o : (1,0,.E_,,#r*,i, ffi))^)'
nition LIP. . Si u e H2((l), alors Ia fonction 0u / &n d,6fini,e sur la frontiare I est

Ia trace ltormale de u au bord que l'on note 1(u). C,est -d-dire :

t@):*:vu.non

est le uekteur norrnal unitaire d, l.
rition 1.8.5. L'espace Hfr({t) est d€,fini par

s8(CI) : {, € ,H2(o) 
l" 

: y,: o sur r }

toute fonction

u e H] (n) , lrfu @)l' o, s c 
lnlyu 

(r)12 dx

L"4

Soit O

c>a

L.5

Soit V

bilin6aire

t6 de poincar6

ou\rert RN borne dans au moins une directoin de l'espace. Il existe une constante

9uer

blpme abstrait

a: V x I/ -r iR : (u,a) -> a(u,u).

la(u,u)l S M ll"llu llrll" , Vu,a €V',

le probldme abstrait (ou variationnel) suivant: 6tant donn6 f e Lz(A),

10



(
| 'lbouveru€V telleque( , (1.1)

t a:,(u,u): f (u) , Yu €V.

L'exjstence d'une soluiion A ce probldme est bas6e sur Ia coercivitd de la forme o :

D6finitircn L5.1.On dit qu,e Ia f'orme bi,lin€.ai,re a est V-ellipt'ique ou, c:oerciue sur V si et

seulenrc:nt s''il eriste a > 0 tel que

a(u,'u) > all"il'", Vu € V.

Alors on a le theordme suivant

Th6ordnre 1.5.2. (Lax-MilgramL)

Si' la ,fornte bilin1aire a(u,u) est coerc'iue, et s'i f (r) un,e forme lin1ai,re cont'inue sur V,

alors:

Le Ttrobl im e u o,riat'ionnel

chercher la fonction z € 7 telle que:

a(u.,u): f (u) , Vu €V

admeti une, solulion u,nique dans 1/

De phts, si a est symEtrique, ce problime. est 1qui,ualent au, problime de'm'inimisation

chercher la fonction u qui r6alise le minimurn dans 7 del

i'(u):|a(u,u)-f(o)

L,6 .Aprproxirnation interne du probldme

On reprerrd le carlre abstrait du $11L.5rr: soient I/ un espace de Hilbert r6el; une forme

bilin6aire a : V x [/ -, ]R, continue et V-eliiptique.

La m6thod.e d'approximation interne (dite m6thode de Galerkin) du probldme (1.1) con-

siste d, remplacer ll'espace V par une famille de sous-espaces I/6 de dimension finie, h > 0

6tant paramdtre rrlel clestin6 d tendre vers 0,de sorte que I{, tend vers 7, lorsque h --+ 0.

II



La

Ur sont

h, on rdsoud le probldme suivant:

f Tb"uu., un e Vn, solution de
{ --__ _ ,,! (1.2)

I o(rn, u) : f (u6) ,Vun €Vn

s,appelle m6thode d'approximation interne car tous les €spsces

inclus dans 7.

( de Cea)

lltt - u1,ll, 
= 1,'g^llu - unll,

en vertu des probldmes (1.1) et (1.2):

a(u,,u) : f (u) , Vu€V

a(u4,,u7 ) - .f(rn), Yun €Vn.

v, onpeut prend.re u: un dans laprernidre fquation et soustraire pour

a(u'-un,an):0 , Vu6eVy

a(u-u,1,u1):A

a(u - Ttht% - un) : a(u - u7",u - u6) , Vu6 €. V1,

SCllu-uollrllu-unllu

1.6.

u€V solution d,u prablcme (1.1) et un € v7 Ia solution d,u p'roblcme(1.2). Al'ors

C ind,1pend,ttnte de h telle que :une

rlllu - u6lll,

t2

, Yu6 eV



ce qui entralne que :

llu - unll, 
= 3r" - rnllr,Yur, € vn

Puisque cette dernidre in€galit6 elst waie quel que soit u7, € Vh, on a le r6sultat.
D6finition L.6.2. On d,it que la "famille des problimes a(u1,, ,o) : f (un) , Vu1, € V1, .

associAe d, V6 est conuegente si ett seulement si; lim6*9 llu _ u1rll, : 11

On d,it qu,e Ia (nrlaergen,ce est d,'o',rd,re r s,i et seulement si iI existe C > 0 (ind,€pend,ant d,e

h) tel que

IIU-unllr<Ch'

L.7 llldments ftnis

La m6thode des 6l6ments finis consis'be d, approcher, dans un sous-espace de climension linie.
un probl€me 6crit' sous forme va,riatic,rrnelle dans un espace de dimension irrfinie. La solution
approch6e est dans ce cas une fonction d6termin6e par un nombre fini de paramdtres, comme,
par exem'ple, ses va,leurs en certains trroints (les noeuds du maillage).

Avantages : Traibernenb possible cle g6om6tries complexes, d6termination plus naturelle
des conditionri aux iirnites, possibilit€r de ddmonstrations mathematiques de convergence et
de majoration d'erreurs.

Inconv6nients : Complexit6 de mis,e en oeuvre et coot en temps de calcul et en m6moire.

L.8 Le rmaillage

Dans la milthode ders 6l6ments finis, la construction du sous-espace y,, n6cessite la discr6tisa-
tion pr€alable du domaine f) en 6l6ments g6om6triques simples. La discr6tisal;ion du domaine
o est un p:robldme t,echnique difficile et la qualitd du maillage est cruciale pour la qualit6 de
I'approxim,ation.

En dimernsion deux, les 6l6ments sont des triarrgles ou des quadrangles de c6t6s droits ou
curvilingnes. En dimension trois, ce sont des t6traddres ou hexaddres.

un maillage en 6l6ments finis doit satisfaire les critdres suivants:

13



],

i

t!

j

Ceci

pax un

2l L

I4 du rnaillage doirent recouwir le domaine f,) :

U;Ka - Q

par exemple en dimension deux ce domaine soit polygonal ou approchd

I'on utilise des €l6ments droits.

de deux 6l6ments distirrcts ne peut €tre que:

(en dimension trois).

La mule de Green

-l'

-un

-un

-une

L.9

Siue (o) et € Ifl(O), on &:

' ,a*: fvuvud,r+ f?rat- Jnau(r)u(r) Ja Jr dv

orl z est un vecteur normal ext6rieur d, f

74



Chapritre 2

Rdsolution du probldme num6rique

2.L fntroduction

Dans le cadre de la rdsolution de probldmes ph1'siques tels qu'en m6canique des fluides, des

solides ou pllus g6n6ralement de systdmes d'6quations aux d6riv6es partielles, on rencontre

bien souvent le p:ro'bldme de I'efficacritd des m6thodes num6riques employ€res. Dans bien des

cas, la d:ifficult6 rencontr6e, dans le r:adre d'une r6solution via une m6thod.e d'6l6ments finis,

est que Ie taux de convergence de ces m6thodes num6riques se trouve d6t6rior6. On trouve

d, cela plusieurs raisons:

-la gdom(rtrie du domaine :pr€sente-t-il des coins ?

-la nature des conditions au borcl : la frontidre est elle mixte ?

Le raffinement de rnaillage autonrratique peut r6pondre d, ce genre de probldmes. Le raf-

finement de rnaillage est une techn.ique algorithmique qui permet d'amtiliorer le taux de

convergexrce des nr6thodes num6riques employ6es. L'id6e de base est de raffiner les rdgions

sensibles du .maillage de notre domarine ori I'approximation de notre solubion serait frrnau-

vaise" tout en abandonnant les rdgions les moins sensibles d, une approximat:ion classique. Cet

abandon s'explique 6videmment par le cott d'un raffinement uniforme: d, quoi bon raffiner

des zones of I'approximation est plus que convenable? La r6ponse est triviale.

C'est <lans ce cadre que I'on fait i:ntervenir la notion d'estimateurs a pa,steriozz. Estima-

teurs, puirsqu'il s'agit 6videmment d'estimer au mieux les erreurs commisesi dans la triangu-

lation de notre domaine. Le terme a, posteriori, quant d, lui, par opposition au caractdre a

pri,ori, d6signe 6viriemment ie fait que I'on doit d6terminer l'ordre d'erreur sans pour autant
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connaltre la solution exacte de notre probldme. Alors en pratique comrnent d6terminer un
ordre cl'erreur sans conna?tre la solution exacte? L'id6e est de trouver une quantit6 6quiva-
lente d' l'eff'eur cornmise entre la sollution exacte et la solution approch6e 6u probidme 6tudi6.
c'est l''essence ntome de la mise en place des estimateurs ou indicateurs cl,erreur a posteri,ori,.

L'6laboration de ces indicateurs d'erreur repose sur une discr6tisation des probldmes
d'6quations attx rc6riv6es partielles','ia des m6thodes d'6l6ments finis non conformes.on choisi
ici les mdthr>des d'6l6ments finis de Crouzeix-Raviart.Le chapitre 3 est une introduction aux
indicateurs a posteriori. on pr6sente la discrdtisation du probldme de Laplace statique via
la mdthode d,dldments finis de Grouzeix_Raviart.

De nombleux probldmes touchantt a la physique ou d,l'ing6nierie math6:matique sont donc
r6gis par: desr equations aux d6riv6es partielles. Bien entendu, Ies solutionrs explicites de tels
probldmr:s sont rarement connues et de ce fait on s'attache particulidrement a, la r6solution
num6rique dre ces 6quations.

En g6n6ral, les preuves th6orirques de convergence, en l'occurrence les estimations o
priori, arisurent la' fiabilit6 mais en a,ucun cas l'efficacit6. L'ordre de convergence se trouve
parfois d€t6rior6 ; on trouve plusieurs raisons d, cela : g6om6trie du domaine, r6gularit6 de
la solution exacte, el;c' La probldmatique est donc de trouver une methode d la fclis fiable et
efficace. Les estim,ateurs d posteriori vont jouer ce r6le.

2.2 lltude du probldnne a priori,

Pour metl;re en oeuvre une m6thode num6rique fiable, il est n€cessaire de prouver des 16
sultats theoriqrues pr6alables.ce sont les estimations a priori. A priori car on suppose Ia
connaissa'ntce de la solution u ou de ses attributs: sa r6gularit6, l,espace dans lequel vit cette
solution.

Pour 6tablir des r:sLimation a priori,, on utilise les formulations variationnr:lles continue et
discrdte drr probldme' soit I/ un espace de Banach. La formulation variationnelle continue
se pr6sente en g6n6ral sous cette former: trouver la solution u telle que

a(u,u) : (f ,u), Yu eV

of a est une forrne biliir6aire continuLe et / une donnde du probldme.
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Soit h > 0. La formulation variationnelle discrdte consiste d, d6termirrer une solution z1

v6rifianb :

an(un,rn): (fn,un), Vu6 eV1, (2.2)

of Il; est un sous espace de dimension. finie de V. Si l'espace I{, n'est pas inclus dans

V, on parle d'approximation non conforme. Les application a6 , fi sont respectivement les

approxi:mations de a et f dans 77r. L'estimation a priori se pr6sente comme suit :

ll" - "nll, S Bn(") + Cn(f) (2.3)

ori

Bn(u) : ho llullw

of W est un srous espace fonctionnel de I/ qui d6pend exclusivement de la r6gularit6 de

u et p erst un enbier representant I'ordre de convergence entre la solution exacte u et son

approxirnation u,1. Quant d la qua,:rtite Chff ), elle dOpend exclusivenrent de la diff6rente

entre la donn6e / et son approximation /6 et d'une puissance q Ce h sup6rieure d,p (termes de

degrds sup6rieurs).La preuve thdorique d'une telle indgalit6 assure bien 6videmment la con-

vergenc€rde La m€thode num6rique e:mploy6e, d, condition dvidemment d'avoir des hypoth0ses

de r6gularit6 pour avoir I'efficacit6 cle cette m6thode.

2.3 Etude d.u probld:me a posteriori

Les estirnrations d'erreur a posterioni ont 6t6 introduites en 1978 par Babuska et Rheinbolt.

A la diffbrence des estimations d'en:eur a priori,les estimations d'erreur a posteriori per-

mettent de contr0ler I'erreur exacte pax une quantit6 ne d6pendant que dr: la triangulation,

des donrr6es du probldme (membre de droite, conditions limites, paramdtres du moddles

physiques) erb de la solution approchde (donc connue). Depuis les travatx de Babuska et

RJreinbolt, l'1nt6r0t pour de telles estimations s'est considdrablement accru. Cet int6r0t est

principaleme;nt dfi A, la n6cessit6 d'o'btenir des r6sultats numdriques pr6cis sa,ns que le co0t

de calcul soit tropr 6lev6. En effet, I'analyse d'erreur a postoriori permet de d6terminer ex-

plicitement si la solution approch6e est une approximation de la solution exacte u suffisament

pr6cise pour les besoins de I'ing6nieur.
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Der plus, alin d'optimiser les calculs, les estimations d'erreur a postori,ori permettent de
ra.ffine'r ce:rtaines parties de la triemgulation en fonction de la solution approch6e.

pour mettre en oeuvre des est:imations dterreur a posteri,ori,on doit; prouver lrexistence
d'une borne d'erreur 4 qui vdrifie le critdre suivant:

Ilu - 'rnll, S rt(h,un, fn) + (n(/). (2.4)

of (t(/ ) est une quantitd n6gligeable devant r7 (termes d'ordre sup6rrieurs). La quantit6

4 se calcule trds facilement A, partir des donn6es u1,et f1,,par suite il est facile d'obtenir une
borne cle I'erreru"globale, cette borne est appel6e estimateur global. En pratique, I'estimateur
global est une somme d'estimateu:s locaux 4r of K est une maille de notre triangulation
26. L'estimateu: global s'6crit alorrs:

(2.5)

2,4 cnitdre d'optimalite des indicateurs d,erreur

Comme nous venons de le voir, I'estimateur global r7 est une somme d,estimateurs locaux

4L" Pour prouver: l'6quivalence entre les estimateurs et l'erreur globale, orr doit mon[rer non
seulement I'in6galit6 globale (2.4), rnais aussi I'in6galit6 locale sui.uante :

rtx ll llu - unll,* + XnU,I{) (2.6)

ori fl.llr*est la restriction A, c..rs der la norme de V et wy est la r6union des 6l6ments

partap;ean,b une ar€te /face commune avec K .

Definitiorn 2.4.7.' Une familte d'ind,i,cateurs locaur (rlx)xuro u6.ri,fie le cri,tcre d,,optima.lit6,

si elle u€rifie I'incgalit1, globale (z.l et I'i,n€galit6 locale (2.6) .

Le crit€re d'op1;imalit6 assure l'6quivalence entre I'erreur et les estimateur s a posteriori,

Ce critdrtl permet donc d'assurer le tron comportement des estimateurs d'e,peur .
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2.5 Adaptation de rnaillage

Du point de vue th6orique, on voit que les quantitds (n*)*rro ne d6pendent que des don-
n6es u;,, i', et <tu probldme consid6r6, a fortiori ces indicateurs sont faciles A calculer. La
probl6rnatique est donc la suivante: en pratique, quelle va 6tre la strat,Ogie employ6e pour
utiliser ces r6sultats? Nous allons utiliser pour cela la strat6gie d'adaptation de maillages.

L'adaptation de maillage consiste d, localiser les lieux or) I'erreur est importante. Nous

somme$ donc en mesure d'appr6cier les lieux ori I'erreur est importante. Le but 6tant, bien

entendu, de se concentrer sur les mailles du domaine dont I'estimateur local est le plus 6lev6.

Le proc6d6 de maillage adaptatif s',opdre comme suit:

l.constructior:. d'un maillage initial 7o de Q . On fixe: ft: 0.

2.ca.k:ul dle la solution approch6e sur ft d,l'aide d'une m6thocle d'6l6ments finis.

3.cahul des estimateurs (7r)6er* Stop,iorsque I'erreur globale rf : I)xrroqL est assez

petite.

4.on ra,ffine tout les 6l6ments K ,?Tn qui v6rifient le critdre rtx ) d, lzutoldrance d 6tant

donn6e.

5.k *- k + 1 et on retourne d l,€tape (2).

Rega.r'dons pr6cis6ment l'6tape 4. Comment fixe-t-on la toldrance d et crtmment s'opdre la

procddure de raffinement? Nous nous sommes pius particulidrement int6ress6s au ra,ffinemenb

de type ib (h-ra,flitnement) cl6crit da^rrs la section suivante.

2,6 Raffirrement de type h

Le raffinermerrt de tlpe h consiste d, enrichir I'espace d'61€ments finis localernent en partition-

nant les rnailjlles qrri v6rifient le critdre qx ) 6.On d6finit la toi6rance com.me suit

(2.7)

of o repr6sente le nombre de mailles de ?r. Les mailles K de 7;, depassant la tol6rance

sont ra,ffin6es comme suit: 
hr, :: lho2"

6:*Drn
K€Tr
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Chapitre 3

Estimations d'erreur a, po sterii.ori

pour le problEme du laplacien

3.1 Introduction

Ce chapitre rappelle des estilnations d'erreur a posteriori pour le probldme de Lapla.ce 2D via

une discr6tisation par dl€rnents finis non conformes de Crouzeix-Raviart. (les estimateurs sont

rnis en place de rnaniF.re standard. En autre, nous avons pris le soin de d6crire les diffOrentes

6tapes de corrstruction de ces indicateurs d'erreur.

3.2 liteneents finis cle Crouzeix-Flaviart

On propose dann cette partie uue br0ve description des 6l6ments finis de C:rouzeix-Raviart.Ces

6l6ments finis sont de tlpe non con:forme autrement dit que l'espace des approximations n'est

pas inclus au sens ensembliste dans l'espace de vie de la solution .

3..2.1, Description g6om6trique

Dans |a ca{re 2D, l'€l6ment fini de r6f6rence est repr6sent6 par une maille triangulaire dont

les degr6s de libertd comespondent au milieu de chacune des ar0tes comme le montre la figure

suivante:
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*1
FIG.L - Ett€rnent f ini Pl non conf orme 2D

Clainmerrt cet 6l6ment pr6sente r:les discontinuitds au niveau des interfaces des ar6tes, le

seul point der continuit6 au niveau des interfaces 6tant le milieu des ar6tesr.

Dans le cadre 3D, l'€l6menb fini de, r€f6rence est repr6sent6 par un t6traddre dont les degr6s

de libert6 co;rrespondent aux barycentres des faces des tdtraddres.

3.2.2 Description topolog;ique

Nous fixotn un m.aillage 71, de O qui est r6gulier au sens de Ciarlet [L0], autrement dit, il
existeG>0telque

h,u:- 3 o, VI( e 7:1,
Px

(3.1)

of h6 et ptn d6signentrespectivementlediamdtredeKetlediarndtredelaplusgrancle

boule inscrite danE /(.lbuts les 6l6mr:nts sont des triangles/t6traddres not(ls K. L'ensemble

de toutes les ar€tes f fal:es de T7 est symbolisd pa.r en.On d6finit 6galement l'ensemble efft

des ar6tes/faces int6rieures de fi, et ll'ensemble e6 des ar6tes/faces d'un €,l6ment K. Enfin

pour une a.r'6te/fac,e clonnde E e ex ntr, on d6signe par h,s,la longueur ou le diamdtre d.'un

6l6ment Il.

Il est dgalemenl, n6cessaire de d6finir des patchs locaux: pour un 6l6merrrt K, otd6finit

&J6 colrlrl€ la rdunion de tous les 6.l6ments qui partagent une ar6te/face avec 1(. Pour

une ar6te,/factr E, utp d6sigrre la r6unLion des triangles/t6traddres ayant E pour ar}tefface.

Enfin, pou.r un noeud r, orL ddfinit cd, comme la r6union de tous les triamgles/t6traddres

ayant o p,our noeud. De la m€me manidre,on d6finit par 6y et Gtp la r6union de tous

les triangles/t6traddres partageant respectivement un noeud avec K et Ei. N6 repr6sente

I'ensemble des noeuds de la triangulation 71, et,Afi"t I'ensemble des noeuds intdrieurs de la
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rit ici I'espace des 6l6ments finis non conforrnes de Crouzeix-Raviart:

xl:

le cadr{ 2D, I'espace peut-Otre reformul6 comme suit

Xf - {u e X6: u: 0 au milieu des arOtes du bord f}

X1, = {a e Lz(A) : uly € P:,VK € T6,

o est continu au milieu des ar€tes)

tions pe

I",to:

l"'l* : o

{u e L2(n) : uls € P1,VK e T6,

f
J"ol",VE 

e ex fl er, fi €T', K, L c.76,

,VE€s6flf, K eT1,l.

Les

3.2,3

Etant

et Kol

aucune

d6fini

On

base cle cet 6l6rrrent fini sont les suivantes :

I

I nrQ:,il:r-20
\ pz(:t,91: -1 + 2i + 20
I

I pt(i',0):1-2i)

D6finitions et propri6t6s

un$ ar6te E, on choisit une direction normale arbitraire ns et on d6finit K;r,

€fant les deux 6l6ments pa,rtageant cette arOte/face. On peut Bupposer, sarxf

eue rzs : (ner,ns2) pointe vers K"6 (Figue 5). Le vecteur tangent est

tp: (1nsz,n4t).

I'analyse pa^r 6l6ments finis des 6quations a,ux ddriv6es

f;w,llr: o vE € €1,,vu7, e x?,,

22
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F.IG.2.Fonction d,e base p1

FIG.S.Fandian de base p2

FIG.4.Fonction de base frs

FIG.S.Deur 6l6ments partageant une arAtu E
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ot} le sattt d'une fonction u A treuvers une ardte/face .E au point c est d6fini par

[fu(,r)]1, ,= { 
limo*s+ u(r * anp) - u(r - anB) si E e e:l{t,

[ ,(") si ,E € e1,\ t:'ft.

Notons Qgalement que le signe de [[r(")J]u d6pend de l'orientation de nrs. Neanrnoins, des

quantitds l;elles clur: le saut du gradient [lVu.n,s]16 sont incl6pendantes cls cette orientation.

Pour un:e fb.nction u e Xfl, on d6fin.it le gradient discontinu Vl,u par

(Vitu)lx:Vulx,YK eTn

3.3 Op6rateurs d'intrerpolation de Cl6menb

3.3.1 Inldmer:rts finis confirrmes de premier ordre

Nous avcrns d6fini pr6c6demment les 6l6ments finis de type non conformes, r:rppelons d, pr6sent

la d6finition de l'(rl6rnent fini conforrne P1

V1,: {u € ,2(ft) i ulx e p1,VK e Tn}

Vf : yhnr#(0)

3.3,2 D6finition

Pour notrc analyse. a, posteriori, noust aaons besoin de l'interpoli, d,e Cl€me,nt. On d,EJinit:

Y1,: {u € ,2(O) : ula € Ht(K),VK e T1,,

ff
| ^rl* : I olt,VE e ex o e;i €,{r,K, L e T;,}
JE JE

yf : {u e L:z(e) : ulrc € Ht(K),yK e ?;,,

ff

Jr'ult 
: 

J"rlr,YEe 
exAe7fi€T',K,LeT1 ,
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trat

t
| "l*: 0,VE e eKnl,K eT1, )

JE

l. Notez que Ht(Q) cY11 et que Xf;n Ifo(O) c Yao .

I'op6rateur d'iqterpolation de Cl6ment est d6fini comme suit: on d6finit

l'application qui d, tout noeud r associe ), €Vn et vErifia.nt

Ar(a): 6r,u ,VY e N6

u e Ynet w € Y60 , on d6finit les opdrateurs Js et /$ par

rsu == D l,,l*' (1,,,) 
^,,

(3.3)

de ltop$rateur dtinterpolation de Cldment

prdc6demment vErifient les propri6t6s suivantes:

'our tout u C.Y1,et w eYf , on a

Igw =,4, w,l-' (1,,*) ^,, (3.4)

3.2. Icu app,rtierfi d, V1r, alors que I$w apartient d Vf .

llu - Isull* f,hyllVplla*,YK eTn,

ilu - Iculle S hH'llva"llo" ,YE e e1,,

llw - I|wllx S hx llVru,llo* ,vK e ?:6,

llw - t[wlluSh./' llVr,tullo" ,YE e e'f;t,

llv$u,ll" < llvnulla *,vK eTr.

sont d6montr6es dans [11].

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.e)
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3,4 Outirls fernctionnrels

3.4.1 Formules de Greerr

La valeur rnoyenne d'une fonction ?/ sur une ar6te/face E est d6finie par

(3.10)

3.5 Probldmes continus et discr6tis6s

Soit O un ouvert born6 de IRd, d : 2i ou 3, avec un bord f polygonal.

3.5.1 Probldmei continu

On considdre le p:r:obldme elliptique rle second ordre suivant:

( -.Or,: 1 dans Q,
{ (3'12)

[ ,:0 surf.

On multiplie l'0quation par une fonction test r€gulidre rr et on intdgre par partie. A l'aide

de la forrnule de (lreen. on trouve:

Mn(,): b, 1",

Nous aur,ons dgalement besoin de,s formules de Green sui'uantes : si D est un ouvert born6

de iR2et u, ru € IIL(D), alors on a

fff
I Vu.crxlu: I u curl u).n: I Vu.ttu,

JD JAD JAD

orl f est; le vecteur unitairertangent le long de 0D et curl ur le vecteur d6fini comme

suit curl * == (\ri',,). F)n outre, si D est un ouvert born6 de lR3 et u € H'(D),w e Hr(D)g

alorsona 
{or."rrrr*:,Iucurl u).n:Itrrxn).w. (3.11)

J D JAD JAD

--[nu,: Ivu.v,- [!,oa: If u.
Jn J'o Jn dv Jn'

Comm.e z doit sabisfaire une condiLtion aux limites de Dirichlet u:0 sur f, on choisit un

26



esPace de Ltilbett V tel que toute fonction u € V v6rifie aussi zr : 0 $ur f. Dans ce cas,

l'6galit6 pr(icedent clevient:

ff
lVu'Vu: I f u

JA JN

Alors la formulation variationnelle propos6e pour (3.12) est:

trouver u € F/01(CI) tel que

lnVu.Vu: Iaf u ,Vu € /{or(Ct)
(3.13)

Pour que le terme de gauche de (3.13) ait un sens il suflit que Vu et \Zu appartiennent d,

L'(Q), et pour que le terrne de droibe de (3.13) ait aussi un sens il suffit que u appartienne d,

L'(n). (on a suppo,$6 que f e L21,.A\, par cons6quent, un choix raisonnabie pour I'espace

de Hilbert est V : f/d(O); le sous-espace de //t(O) dont les 6i6ments s'a,rrnulent sur le bord

f.

3.5.2 fDrobldme discret

A pr6sent nous allons discr6tiser (3.13) de manidre assez standard. Nots employons pour

cela, la m6tirode d'6l6ments finis no.n conformes pr6c6demment d6crite.

La discr€t;isation totale du probldme (3.12) via une m6thode d'6l6ments finis de Crouzeix-

Ra,viart est donntie par : trouver uy € Xf , telle que :

E]l.vu1'vu1'
= Inf'o

(3.14)

pour tout u6 e Xfl

3.6 Outils et propri6t6s analytiques

Contrairement d,la rn6thode d'6l6mernts finis P1-conformes, la mise en oeu.we d'indicateurs

d'erreur a posteriori n6cessite ici une 6tude analytique plus pouss6e. En effet, dans le cas

conforme, rie:n ne,nous empOche de prendre pour valeur u;, da.ns la formulation variationnelle

(3.13) puisque u7, s)annule sur le borrl f . De plus l'erreur €h : 'u, - u6 an ta,nt que diff6rence

de deux lioncl;ions dans f/el (O), appartient 6galement d, f/01(fl).
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3.6.L .D€composition de Helmholtz

Le probldm,e €virlent est que notre iinterpol| u1, et d, plus forte raison €7r, est seulement dans

flt (O). De ce fa;it, I'id6e consiste d, employer une d6composition d.e I'erreur, plus pr6cis6ment

du gradient de I'erreur.

Lemme 3.6.L. (D6composibion cle Helmholtz de l,erreur):

Le gmdi,ent de I'erreu,r se dEcompose de la m,aniCre suiuante

Y ne : Yw * curl g, (3.15)

aaec'? € Hl($-)) et w € /# (CI) . En outre, w et g uErifi,e les in€galit€s su,iuantes:

lrl,,n 5 llVr,rll, (3.16)

lpl,,n 5 llvn"ll (3.12)

D6monst;ratittn:

L'id6e consiste A, introduire un probldme elliptique auxiliaire, Consid6rc,ns le probldme de

Dirichlet suivant, dont le but est de d6terminer ?r,r € 14 (fr) solution de

f air, (Vn" - Vtu) : o dans o ,
1

I u:0 surf
(3.18)

On multiplie l'6quation du probldme par une fonction u et on intdgre par partie, d'apr6s Ia

formule dle Green on trouve :

ff
l^Yw.Vu: Ly6e.yu, vu € Ho1(0) (3.19)
JdI JA

est la fbrmulation faible du probld:me (3.18)

Etant rlonrr6 que Xe champ de vect,eurs Vne - Vu est d, divergence nulle sur f,), i.e:

div ('V n" - Yw) :0 dans fl

Par le 1;h6o:rdme I.3.1 de [14], il exi,ste g e Hr (O) telle que: curl rp : Y ne - Vw
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l

Vu e ffor(O)

llVrll' < llvr"ll llVtllll

llvrll < llVrell

- lurlr,o, on trouve I'in6galit6 (3.16).

7) est obtenue cornme suit : en utilisant la relation (3.15), on 6crit que

I'i#gdit6 (3.16), en utilisant (3.19) avec a : u)t oa trouve:

lnvr.v*: fnvu".v, vu, € ffor(o)

l^t
I lcurlgl' : I crtrlg.curlg
JO J{1

= /.*t <p.(Vne- Vr)
Jn

de Green et de la condition au bord u:0 sur f, on obtient

f^f
I lcurl gl' : / curl p.Vne
Ja Ja

nou$ perrnet de conclure que

llcurlrpll < llVnell

(v,

ona

T ), = lny6e.yw

llv
t€ (3.

(3.20)

L'in6gali

tpll, I'in6galite (3.17) est alors une cons6quence directe des estimations

ue A fortiori,, on constate que pour €,ualuer I'erTeur Y6a, Tro,us sotntnes

4ualuer les termes Yw et curlg. L'id€e sera par Ia suite non W d'1ualuer

plutilt d'Eualuer les d,ffirenu,s V (* - *n) ef curl (V - pt\, oit w6 et py,

Ies intetTtol€s P1-conformes de w et g.
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du

c,,

9.8.2

Nsus

La

(3.13):

On

I'ohjet des lerrwzes su'htants.

d'orthogonalitd

d, pr6sent qq{tques notations relatives eux sauts nonn&l et tangentiel

. on d6finit les qUantit& J E,n et' J6,1comme suit :

, I llvu1,.np]]B
JE.n: \

|.0

JD,t:{ tlv"n't"lJ"

t -Vu1.tB

E e e',it

si Eeen\eift

si Ee€ft ,

si E e e6 \..ei;* .

3.6.fl. (Orthogonaiit6 a,u sens de Gaierkin):

e sa$^sfait ta relation d'otthogonalit| suiuante

I I vo".vrh : o, Vw1, eVf
ffi^J^'

fnvu.vrn: Ir, 
w1, ,vw1,€ fr;(n)

(3.14) on trouve :

n l.vu1,.vw1, -- l,r, 
w1" ,vw;, € xf

ensuite |a relation (3.21) en soustrayant (3.13) d (3.14)'

ne 3.6.4] (Orthogonalit6 de I'erreur):
,l t ,'eur satwlaxt

f

t | -_V n".curl rp6 : 0, Y91 € V1,

xdnJ x

(3.21)

L'inclusion Vf C Xfl permet de prendre 1) :'t!]h dans la relation

(3.22)
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(3.10)

6l6ment arbitraire rpy dans 7r,. En utilisant la formule de Green (cf.

{3.11)), on obtient en se rappelant que a e }/ol(O).

(curl96.ns) fe est constante sur E e €h. Tra,proprietd de 6l6ments fnis

(3.2) , satisfaite Pax un e Xfl, nous permet de conclure cette preuve.

3.6.5. Sait g e Hr (Q). Alors I'erreur satisfait,I'id,mtit6 euiuante:

lro".curl sn - e t'*vouo.curl 
tp;,

lru "urt sn.n - 
E^ Ir.u6. 

c'rl en.nx

- t t ?r1, curl Pn.nx
frfioJax

- F, l]fuoll*atrrel''ns

-I (curre6.nB) [ffuo]]"
E^ JE

lro u.currrp : p, trtr,,.v

Y1e.crlrlp;, :i/
qrrK

(3.23)

par pa,rties dans O sur chaque El€ment K donne (d'apr6s la formule de

ft
I Vo"rcurlg = l-Yu.curlp- t f-,Ouo.curlgJa Ja fu^JR

= /.urt e.nu - 
E^lr_vun.txs

== I [^?vuo.tr),o
Eeenr E

, € 4 (O) et ,p € Hr (0), on conclut en utilisant la definition de Jni .
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3.6.4. I;'enet* e satisfait

fft I vne.vw= )- I
fu^J " Ernl *

fw* Jp,n'ut, Vtu e IfJ(O)

par parties sur chaque 6l6rnent et le fait que Atrl : 0 pour tout 6l6ment

que

E^f.

Une

deKe

Yne.Yw: fnvu.v*- A f*vnun.v*

.t',r,- F*( l.Lu'w* lu*n.vun )

1,,*-e E.l"nvulw.

(3.24)

Irru.curltp

E^l.v'e'curltP

n^l"rs't'e

E^l'ra't'e

le lernnne 3.6.6 on a :

)- [vn".v,:t [ru+f Irr,,'
ftoJ o Erol x 6EoJ E

fa sorfme direct entre lqs deux in6galit6s, on a donc:
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'f Ivn".(Vtu+curl,p): t [ ru+! [Q",^-+.In,t'p);d^Jn ftn.tn idntn

3"7 Anal"y's e a posteri,ori' de la discr6tisation

Nous allpns ri prenent cl6finir I'estimateur rl'e.rreur local relatif A. discr6tisaiion (3.14).

D6finrition 3.i'.7. L'esii'm,ateur d,'erreur local qs est d'Efini par

rtx: hx lli'llr + t hA(lJu,"ll"+ llJr,'llr)
E€ex

L'esti'mateur d'eTT eur global r7 esl: donn€ par

nr: I hil,
KeTn

oi, f1, est 'une u,pprox,imati.on d,e J' aia des 6.liment finis P0, plus prEcisEment on a :

1r
ff)lx,: * | f, pour tout I{ € 71,.

lr\l .l r<

Pour 6tab,lir I'6quivalence entre I'erreur ;lvnell et \ , nous a,llons ddmontrer dans un

premier l;emps que .|.'erreur llVr,ell est majorOe A. une constarrte prds par 4 rlt dans un second

temps que I'errelr locale sur le patctr d'une maille K, llVlellr* est minor€re d, une constante

prds par 46.

3.7.1 Borne sup6rieure de lterreur

Th6or€rne 3.7.2. ft21 Il euiste une constante positiae Cltelle que,

llv" - Vr,unll < C,, (n 1'€)

Les termes d'a'pprorimation loeal et global 6tant donn€s par

(3.25)

€x : hxllf - fnll,*, €" : D ek
K€Tn

|JU



les i

lisant d6composition de I'erreur (3.15) , on peut &rire :

r' !!

.1.

r d.O.S et 3.6.4 mdnent directernent d :

lnlv 
*lt : lro *.(vur + curl rP)

: 
lnoo" [v (, - to)* curl (P - v)l

Soit : I8,1f € Vl,o et 9n = Iovt € Vn'

tion $r bmnre 3.6.7 auquel substitue u pa'r w - wh et I par I * Vn' donne

t6 de cauchy-schwarz et les inegalit€s du Lemme 3.3'3 verifitu par

f^
l-lvo"l' t Q?t+ e) (l.,l,,o + lel,,n) 3 ctkta 6; llvr,ell

]|/o

d6rnon{re I'in€galit6 (3.25)

BoriTe inf6rieure cle lterreur

d, nr€sent demontrer que notre erreur est bornee inf6rieurement.

L'

En

l'erreur

9.7.2

Nous
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lfh€orerr:.e 3.i":i. [1:2 ] It eri,ste une constanle pos'itiuc c2 telle que,

rx l Cz (llVnell,* + €r)

lD6morLst;rati,rn:

'Voir [t2]

(3.26)
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