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Résumé

Dans ce mémoire, on introduit des estimateurs d’erreur a posteriori pour '’équation el-
liptique dans R%, d = 2,3 via une méthode d’éléments finis non conformes [12] en espace.
Pour cette discrétisation, on élabore un indicateur d’erreur résiduel spatial basé sur les
sauts des dérivées normales et tangentielles de notre approximation.Les bornes inférieures
et supérieures de la norme de l'erreur forment les résultats principaux de cette étude. En
outre, on montre que ces estimateurs sont fiables et efficaces.

Mots-clés: ¢ posteriori, éléments finis non conformes.
Abstrat

In this thesis, we introduce an a posteriori estimator for a nonconforming finite element
approximation [12] of the elliptic equation in R¢, d = 2,3. For this discretization, we derive
a residual indicator based on the jumps of the normal and tangential derivatives of the
nonconforming approximation. Lower and upper bounds form the main results. We confirm
the efficiency and reliability of these estimators. Our analysis covers nonconforming finite
element approxiration (Crouzeix-Raviart’selement).

Keywords: a posteriori, nonconforming finite element.



R
C
k
N
QCRe
CH(Q)

L2(Q)
H*(Q)

H§(Q)

Vu
I
Il s -l
1.0

-0
=00

"~

Notations

espace vectoriel des nombres réels
espace vectoriel des nombres complexes
espace vectoriel désignant R ou C
ensemble des entiers naturels
domaine ouvert borné de dimension d = 2, 3
espace des fonctions k fois continuenent dérivables sur §2
espace des fonctions de carré intégrable sur
espace de Sobolev des fonctions dont les dérivées
k -iémes appartiennent a L%(1)
espace de Sobolev des fonctions de H*¥(Q) satisfaisant une
condition au bord de type Dirichlet homogéne
dérivée partielle de u par rapport & la variable z;
vecteur normal sortant le long I"
dérivée normal sortante
dérivée partielle de u par rapport a la variable z
opérateur laplacien de u
opérateur gradient de u
norme L%(Q)
norme L?sur le domaine K ou sur une face E
norme de I’espace de Sobolev H!(2)
semi-norme de l'espace de Sobolev H(Q)
bord de Q2
triangulation de
triangle ou tétrae¢dre de T},
aire ou volume de T'
aréte de K
ensemble des arétes/faces de T},

ensemble des arétes/faces intérieures de 7},

il existe une constante positive C indépendante de a et de b

telle que a < Cb



a~b il existe des constantes positives C; et C; indépendantes de
a et de b telles que C1b < a < Cqb
ng = (ng1, np2) normale extérieure d’une aréte £

tg = (—ng2,nE1) vecteur tangent & P'aréte E

hg longueur ou diameétre d’un élément E

hx diametre de la maille K

En L’ensemble de toutes les arétes/faces de T},

gi L’ensemble des arétes/faces intérieures de T}

EK L’ensemble des arétes/faces d’'un élément K

WK réunion des éléments partageant une aréte/face commune
avec K

WE réunion des éléments partageant I’aréte /face E

Wy réunion des éléments partageant le noeud z

Wi réunion des éléments partageant un noeud avec K

WE réunion des éléments partageant un noeud avec F

Nh L’ensemble des noeuds de la triangulation T},

N L’ensemble des noeuds intérieurs de la triangulation T},

Big symbole de Kronecker §;; = 1,si i = 7,0 sinon

MEg(v) valeur moyenne intégrale d’une fonction u sur une aréte/face E

[[w]] le saut de u

ulp la restriction de la fonction u & I’ensemble E

(,) le produit scalaire



Chapitre 1

Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1 Types d’équations aux dérivées partielles
Il existe une clagsification des équations aux dérivées partielles linéaires du second ordre.
Considérons par exemple une équation aux dérivées partielles écrite sous la forme:

Augs + Buyy + Cugzy + Duy + Eu, + F =0 (*)

L’appellation “elliptique”,“parabolique”ou “hyperbolique” d’une équation aux dérivées
partielles (%) correspond & la nature de la conique décrite par I’équation caractéristique

correspondante, c’est-a-dire:
Az’ + By’ + Cry+ Dz + Ey+ F =0

Donnons maintenant des exemples d’équations elliptiques, paraboliques et hyperboliques

1.1.1 Problémes elliptiques

L’équation elliptique modeéle est

—-Au=f

ol Au = 9%u + O%u , 0; désignant la dérivée partielle par rapport & la i—éme variable
(et donc 8?7 la dérivée partielle d’ordre 2 par rapport a la i-éme variable). Cette équation

modélise par exemple le phénomeéne de conduction de la chaleur stationnaire .



1.1.2 Problémes paraboliques

L’équation parabolique modéle est

u—Au=f

ou u; désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps (u est donc une fonction
de z, variable d’espace, et de ¢ ; variable de temps). Cette équation modélise par exemple
la conduction de la chaleur en régime instationnaire. Cette équation parabolique comporte

deux opérateurs :la dérivée d’ordre 1 en temps et la dérivée d’ordre 2 en espace.

1.1.3 Problémes hyperboliques

Les équations de type hyperbolique interviennent principalement en mécanique des flu-
ides. Elles sont souvent obtenues en négligeant les phénoménes de diffusion (parce qu'ils
sont faibles) dans les équations de conservation de la mécanique. L’exemple plus classique

d’équation hyperbolique est I’équation des ondes:

Ut — Au=0

1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.2.1. (Produit scalaire):

On appelle produit scalaire dans un espace vectoriel E , une forme bilineaire symétrique
définie positive sur E | on a le produit scalaire de deuz éléments z,y de E sous la forme
(,y).

Définition 1.2.2. (Espace de Hilbert):

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (x,y) qui est
complet lorsqu’il est normé par la norme associée & ce produit scalaire .

Définition 1.2.3. (L’espace L*(Q)):

L’ espace L*() des fonctions de carré sommable sur Q , ou § est un domaine ouvert de

R?ou R®, ¢’ est 4 dire telles que I’ intégrale : fQ [ (z) dz existe, muni du produit scalaire :

(f .9) =/Qf(a:)g(:v) dz.



Lemme 1.2.4. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)

5% u et w sont des fonctions de L?(Q2) , alors :
1 1
2 2
/u w dv| < (/ u2dv> (/ wzdv>
Q o Q

Soit ¢ un nombre réel quelconque. La fonction (u + tw)étant positive quel que soit ¢ , on

Démonstration:

0= /(u+tw)2dv Vit e R
Ja

ce qui peut également s’écrire:
0:5/u2dv+2t/uwdv+t2/w2dv VieR
Q Q Q

ou encore:
0 A%+ Bty O VieR

ou

A=/w2dv,B:2/ude,Cz/uzdv
o) Q Q

Il s’agit donc d’un polynéme de degré 2 en la variable ¢ qui est toujours positif. Cela
n'est possible que si le discriminant B? — 4AC est négatif ou nul c-a-d B? — 44C < 0
En remplagant les valeurs de A, B et C , on trouve immédiatement I'inégalité de Cauchy-

Schwartz ce qui termine la démonstration du lemme.

1.3 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du sgicle et permis de résoudre bon
nombre de problémes concernant les équations aux dérivées partielles restés sans réponse
jusque la.

Nous nous limiterons aux espaces les plus utiles en gardant bien & I’ésprit que la théorie

sous-jacente est beaucoup plus vaste.

Dans ce qui suit, sauf mention explicite du contraire, on suppose ’ouvert Q borné.



1.3.1 L’espace H'(Q)
Définition 1.3.1. On note H' (Q) ’espace fonctionnel linéaire défini par :

ou
(’3xi

H' (Q) = {u € L*(Q) e IZ(Q), w}

que l'on munit du produit scalaire moté ((u,w)); -

((u, v)1q :‘/Q(u.v—l—Vu.Vv)

et par le fait méme d’une norme induite :

[

lulh = (Gt = ([ 62+ 9a2))

1.3.2 L’espace H} (Q)

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de H! (Q) et qui
nous sera, trés utile pour les problémes avec conditions aux limites de Dirichlet .

Définition 1.3.2. Soit C& (Q) [’espace des fonctions de classe C™ ¢ support compact
dans Q et dense dans H} . L’espace de Sobolev Hi (Q) est défini comme l’adhérence de
CZ () dans H' ().

On peut défini que H} () est un sous-espace de H'(Q) constitué des fonctions qui
s’annulent sur le bord 0S) puisque tel est le cas des fonctions de CZ () . En général, H} ()
est strictement plus petit que H' (Q) car C& (Q) est un sous-espace strict de CF (Q)

1.3.3 L’espace H?(Q)

Définition 1.3.3. On note H? () l’espace

0%u
0z;0x]

HAHO) = {u € L*(Q) 58; € L*(Q) et € L*(Q), Vi, j}

que ’on munit du produit scalaire noté ((u, w)), o

3 3
ou Ow 0*u Pw
((U, U’))g.n - /Q (u w + Z(a_yjéi) + Z(E)wil’j &Ei-’ﬂj)) dv

i=1 =]




et de la norme induite :

([ B2 £ 22

Définition 1.3.4. Si u € H*(Q), alors la fonction du | On définie sur la frontiere T' est

appelée la trace normale de u au bord que l'on note y(u). C’est -a-dire :

Ou
yluw) = = Vu.n

ou n est le vecteur normal unitaire o T.
Définition 1.3.5. L’espace HZ(S)) est défini par

u:@:OsurI‘}

HE(Q)) = {u € H*(Q) o

1.4 Inégalité de poincaré

Soit 2 un ouvert de RY borné dans au moins une directoin de P’espace. Il existe une constante

C >0 telle que, pour toute fonction

ve H (sz),u[2 |v(x)y"'dzgo/n|vu(x);2dz

1.5 Probléme abstrait

Soit V' un espace de Hilbert réel de produit scalaire (.)y et de norme [|.Il;- Fixons une forme

bilinéaire continue
a:VxV-=R:(u,v)— a(u,v).

La bilinéarité signifiant la linéarité sur u et v; tandis que la continuité est équivalente &

existence d’une constante M > 0 telle que :
la(u, v)] < Mllully olly , Va,v e V.

Nous considérons le probléme abstrait (ou variationnel) suivant: étant donné f € L3(9),

10



Trouver u € V telle que

a(u,v) = flv), YWweV.

(1.1)

L’existence d’une solution & ce probléme est basée sur la coercivité de la forme a :

Définition 1.5.1.0n dit que la forme bilinéaire a est V -elliptique ou coercive sur V si et

seulement s’il existe o > 0 tel que

a(u,u) > allul)l , YueV.

Alors on a le théoréme suivant
Théoréme 1.5.2. (Lax-Milgram)

Si la forme bilinéaire a(u,v) est coercive, et si f (v) une forme linéaire continue sur V,

alors:

Le probléme variationnel

chercher la fonction u € V telle que:

a(u,v) = f(v) , YveV

admet une solution unique dans V'

De plus, si a est symétrique, ce probléme est équivalent au probléme de minimisation

chercher la fonction u qui réalise le minimum dans V de

J(v) = ta(v,v) — f(v)

1.6 Approximation interne du probléme

On reprend le cadre abstrait du §"1.5": soient V un espace de Hilbert réel; une forme
bilinéaire ¢ : V' x V' — R, continue et V-elliptique.
La méthode d’approximation interne (dite méthode de Galerkin) du probléme (1.1) con-

siste a remplacer ’espace V' par une famille de sous-espaces V;, de dimension finie, & > 0

étant parametre réel destiné & tendre vers 0,de sorte que Vj, tend vers V, lorsque h — 0.

11



Ainsi pour chaque h, on résoud le probléme suivant:

Trouver uy € Vj, , solution de

a(uh, vh) = f(’Uh) NYup, € Vy

(1.2)

La méthode précédente s’appelle méthode d’approximation interne car tous les espaces

V,, sont supposés inclus dans V.

Lemme 1.6.1. ( de Céa)
Soient u € V la solution du probléme (1.1) et uy € Vi la solution du probléme(1.2). Alors

il existe une constante C indépendante de h telle que :

Ju— vally

C
lu — unllyy < — inf
o vEV)

Démonstration

On a immédiatement en vertu des problémes (1.1) et (1.2):
a(u,v) = f(v) , YveV

a(up, v ) = f(vn), YUn € Vh.

Puisque V, C V, on peut prendre v = v, dans la premiére équation et soustraire pour

obtenir:
a(u—up,vp) =0 , Yon € Vj

En particulier:

a(u — up,up) =0

et on en conclut que :
a(u — up,u — up) = alu — up,u — vp), VYU € Vi
La coercivité et la continuité de la forme bilinéaire a nous permettent alors d’écrire:

allu —unlly <Cllu—unlly llu—wnlly , Von€V

12



ce qui entrafne que :
C
e =unlly < =flu—wally, , Von € V4

Puisque cette derniére inégalité est vraie quel que soit v, € V4, on a le résultat.
Définition 1.6.2. On dit que la famille des problémes a(up, vp) = f(w,), Yo, €V, .
associée & Vy est convegente si et seulement si : limy_p lu = unlly, =0

On dit que la convergence est d’ordre v si et seulement si il existe C' > 0 (indépendant de

h) tel que
lu—upll;, < CH".

1.7 Eléments finis

La méthode des éléments finis consiste & approcher, dans un sous-espace de dimension finie,
un probléme écrit sous forme variationnelle dans un espace de dimension infinie. La solution
approchée est dans ce cas une fonction déterminée par un nombre fini de paramétres, comme,
par exemple, ses valeurs en certains points (les noeuds du maillage).

Avantages : Traitement possible de géométries complexes, détermination plus naturelle
des conditions aux limites, possibilité de démonstrations mathématiques de convergence et

de majoration d’erreurs.

Inconvénients : Complexité de mise en oeuvre et cott en temps de calcul et en mémoire.

1.8 Le maillage

Dans la méthode des éléments finis, la construction du sous-espace V}, nécessite la discrétisa-
tion préalable du domaine ) en éléments géométriques simples. La discrétisation du domaine
{2 est un probléme technique difficile et la qualité du maillage est cruciale pour la qualité de
I’approximation.

En dimension deux, les éléments sont des triangles ou des quadrangles de cotés droits ou
curvilingnes. En dimension trois, ce sont des tétraddres ou hexaddres.

Un maillage en éléments finis doit satisfaire les critéres suivants:

13



1/ Les éléments K; du maillage doivent recouvrir le domaine 2 :
UiKi =1

Ceci implique que, par exemple en dimension deux ce domaine soit polygonal ou approché
par un polygone si ’on utilise des éléments droits.
2/ L’intersection de deux éléments distincts ne peut étre que:
-I’ensemble vide.
-un sommet.
-un coté.

-une face (en dimension trois).

1.9 La formule de Green

Siue H*Q)etve H(Q),ona:

—/Au(:r)v(x)dx=/Vquda:—{—/@vM
o) 9) r Ov

avec 3% = VYu.v ol v est un vecteur normal extérieur 4 I'

14



Chapitre 2

Résolution du probléme numérique

2.1 Introduction

Dans le cadre de la résolution de problémes physiques tels qu’en mécanique des fluides, des
solides ou plus généralement de systémes d’équations aux dérivées partielles, on rencontre
bien souvent le probléme de I'efficacité des méthodes numériques employées. Dans bien des
cas, la difficulté rencontrée, dans le cadre d’une résolution via une méthode d’éléments finis,
est que le taux de convergence de ces méthodes numériques se trouve détérioré. On trouve
4 cela plusieurs raisons:

-la géomeétrie du domaine :présente-t-il des coins ?

-la nature des conditions au bord : la frontiére est elle mixte ?

Le raffinement de maillage automatique peut répondre & ce genre de problémes. Le raf-
finement de maillage est une technique algorithmique qui permet d’améliorer le taux de
convergence des méthodes numériques employées. L’'idée de base est de raffiner les régions
sensibles du maillage de notre domaine ou ’approximation de notre solution serait "mau-
vaise" tout en abandonnant les régions les moins sensibles & une approximation classique. Cet
abandon s’explique évidemment par le coit d’un raffinement uniforme: & quoi bon raffiner

des zones ou 'approximation est plus que convenable? La réponse est triviale.

C’est dans ce cadre que l'on fait intervenir la notion d’estimateurs a posteriori. Estima-
teurs, puisqu'il s’agit évidemment d’estimer au mieux les erreurs commises dans la triangu-
lation de notre domaine. Le terme o posteriori, quant & lui, par opposition au caractére a

priori, désigne évidemment le fait que I'on doit déterminer ’ordre d’erreur sans pour autant

15



connaitre la solution exacte de notre probléme. Alors en pratique comment déterminer un
ordre d’erreur sans connaitre la solution exacte? L’idée est de trouver une quantité équiva-
lente a I'erreur commise entre la, solution exacte et la solution approchée du probléme étudié.
C’est I’essence méme de la mise en place des estimateurs ou indicateurs d’erreur a posteriori,

L’élaboration de ces indicateurs d’erreur repose sur une discrétisation des problémes
d’équations aux dérivées partielles via des méthodes d’éléments finis non conformes.On choisi
ici les méthodes d’éléments finis de Crouzeix-Raviart.Le chapitie 3 est une introduction aux
indicateurs a posteriori. On présente la discrétisation du probléme de Laplace statique via
la méthode d’éléments finis de Grouzeix-Raviart.

De nombreux problémes touchant 4 la physique ou 4 l'ingénierie mathématique sont donc
régis par des équations aux dérivées partielles. Bien entendu, les solutions explicites de tels
problémes sont rarement connues et de ce fait on s’attache pérticuliérement 4 la résolution
numérique de ces équations.

En général, les preuves théoriques de convergence, en I’occurrence les estimations a
priori, assurent la fiabilité mais en aucun cas 'efficacité. L’ordre de convergence se trouve
parfois détérioré ; on trouve plusieurs raisons 4 cela : géométrie du domaine, régularité de
la solution exacte, etc. La, problématique est donc de trouver une méthode a la fois fiable et

efficace. Les estimateurs a posterior: vont jouer ce role.

2.2 Etude du probléme a prior:

Pour mettre en oeuvre une méthode numeérique fiable, il est nécessaire de prouver des ré-
sultats théoriques préalables.Ce sont les estimations a priori. A priori car on suppose la

connaissance de la solution u ou de ses attributs: sa régularité, espace dans lequel vit cette

solution.

Pour établir des estimation a priori, on utilise les formulations variationnelles continue et
discréte du probléme. Soit V un espace de Banach. La formulation variationnelle continue

se présente en général sous cette forme: trouver la solution u telle que
a(u,v) = (f,v), YveV (2.1)

ol a est une forme bilinéaire continue et f une donnée du probléme.
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Soit A > 0. La formulation variationnelle discréte consiste a déterminer une solution u,

vérifiant :
an(un, ) = (fn, vn), Vo € Vi (2.2)

ou Vj, est un sous espace de dimension finie de V. Si I’espace V), n’est pas inclus dans
V, on parle d’approximation non conforme. Les application a, , f, sont respectivement les

approximations de a et f dans V},. L’estimation a prior: se présente comme suit :

lu—unlly S Br(u) + Cu(f) (2.3)

ol
By(u) = P ||ully

ou W est un sous espace fonctionnel de V' qui dépend exclusivement de la régularité de
u et p est un entier .représentant l’ordre de convergence entre la solution exacte u et son
approximation u,. Quant & la quantité C,(f ), elle dépend exclusivement de la différente
entre la donnée f et son approximation fj, et d’une puissance g de h supérieure a p (termes de
degrés supérieurs).La preuve théorique d’une telle inégalité assure bien évidemment la con-
vergence de la méthode numérique employée, & condition évidemment d’avoir des hypothéses

de régularité pour avoir 'efficacité de cette méthode.

2.3 Etude du probléme a posteriori

Les estimations d’erreur a posteriori ont été introduites en 1978 par Babuska et Rheinbolt.
A la différence des estimations d’erreur a priori, les estimations d’erreur a posteriori per-
mettent de contréler l’erreur exacte par une quantité ne dépendant que de la triangulation,
des données du probléme (membre de droite, conditions limites, paramétres du modéles
physiques) et de la solution approchée (donc connue). Depuis les travaux de Babuska et
Rheinbolt, I'intérét pour de telles estimations s’est considérablement accru. Cet intérét est
principalement d & la nécessité d’obtenir des résultats numériques précis sans que le cott
de calcul soit trop élevé. En effet, ’analyse d’erreur a postoriori permet de déterminer ex-

plicitement si la solution approchée est une approximation de la solution exacte u suffisament

précise pour les besoins de l'ingénieur.

17



De plus, afin d’optimiser les calculs, les estimations d’erreur a postoriori permettent de
raffiner certaines parties de la triangulation en fonction de la solution approchée.
pour mettre en oeuvre des estimations d’erreur a posteriori,on doit prouver l’existence

d’une borne d’erreur 7 qui vérifie le critére suivant:
“U =1 uh”V /S n(ha Uh, fh) + gh,(f) (24)

ol (,(f ) est une quantité négligeable devant n (termes d’ordre supérieurs). La quantité
n se calcule trés facilement & partir des données uyet Jr,par suite il est facile d’obtenir une
borne de I’erreur globale, cette borne est appelée estimateur global. En pratique, ’estimateur

global est une somme d’estimateurs locaux Nx Ou K est une maille de notre triangulation

n= ‘/Zni (2.5)

2.4 Critére d’optimalité des indicateurs d’erreur

T},. L’estimateur global s’écrit alors:

Comme nous venons de le voir, 'estimateur global 7 est une somme d’estimateurs locaux
Nk Pour prouver équivalence entre les estimateurs et 'erreur globale, on doit montrer non

seulement I'inégalité globale (2.4), mais aussi 'inégalité locale suivante :

M S lw—=unll,, +xi(f, K) (2.6)

ot ||.{[,,, est la restriction & wy de la norme de V et wy est la réunion des éléments

partageant une aréte /face commune avec K .

Définition 2.4.1. Une famille d’indicateurs locauz (nx)ker, vérifie le critére d ‘optimalité
s1 elle vérifie I'inégalité globale (2.4) et Vinégalité locale (2.6) .

Le critére d’optimalité assure I’équivalence entre 'erreur et les estimateurs a posteriori.

Ce critére permet donc d’assurer le bon comportement des estimateurs d’erreur .
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.5 Adaptation de maillage

Du point de vue théorique, on voit que les quantités (nk)xer, ne dépendent que des don-
nées uy,, fr et du probléme considéré, a fortiori ces indicateurs sont faciles 3 calculer. La
problératique est donc la suivante: en pratique, quelie va étre la stratégie employée pour
utiliser ces résultats? Nous allons utiliser pour cela la stratégie d’adaptation de maillages.
L’adaptation de maillage consiste a localiser les lieux ou l’erreur est importante. Nous
somnmes donc en mesure d’apprécier les lieux ou l'erreur est importante. Le but étant, bien
entendu, de se concentrer sur les mailles du domaine dont 'estimateur local est le plus élevé.
Le procédé de maillage adaptatif s’opére comme suit;:

1.construction d’un maillage initial Ty de © . On fixe: k = 0.

2.calcul de la solution approchée sur T} & I’aide d’une méthode d’éléments finis.

3.calcul des estimateurs (1) ker,. Stop,lorsque lerreur globale 7? = 37 Ker, M €st assez

petite.
4.on raffine tout les éléments K & T}, qui vérifient le critére Nk = 0, la tolérance § étant

donnée.

5.k «— k +1 et on retourne a ’étape (2).

Regardons précisément I’étape 4. Comment fixe-t-on la tolérance § et comment s’opére la
procédure de raffinement? Nous nous sommes plus particuliérement intéressés au raffinement

de type h (h-raffinement) décrit dans la section suivante.

2.6 Raflinement de type A

Le raffinement de type ) consiste & enrichir I’espace d’éléments finis localerent en partition-

nant les mailles qui vérifient le critére 7, > 6. On définit la tolérance comme suit

1
g Z Nk (2.7)

20 KeTy,
ol ¢ représente le nombre de mailles de 7). Les mailles K de T}, dépassant la tolérance

sont raffinées comme suit:

1

19



Chapitre 3

Estimations d’erreur a posterior:

pour le probléme du laplacien

3.1 Introduction

Ce chapitre rappelle des estimations d’erreur a posteriori pour le probléme de Laplace 2D via
une discrétisation par éléments finis non conformes de Crouzeix-Raviart. Ces estimateurs sont
mis en place de maniére standard. En autre, nous avons pris le soin de décrire les différentes

étapes de construction de ces indicateurs d’erreur.

3.2 FEléments finis de Crouzeix-Raviart

On propose dans cette partie une bréve description des éléments finis de Crouzeix-Raviart.Ces
8léments finis sont de type non conforme autrement dit que I’espace des approximations n’est

pas inclus au sens ensembliste dans I’espace de vie de la solution .

3.2.1 Description géométrique

Dans le cadre 2D, I’élément fini de référence est représenté par une maille triangulaire dont

les degrés de liberté correspondent au milieu de chacune des arétes comme le montre la figure

suivante:
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FIG.1 — Elément fini Py non conforme 2D

Clairement cet élément présente des discontinuités au niveau des interfaces des arétes, le
seul point de continuité au niveau des interfaces étant le milieu des arétes.
Dans le cadre 3D, I’élément fini de référence est représenté par un tétracdre dont les degrés

de liberté correspondent aux barycentres des faces des tétraédres.

3.2.2 Description topologique

Nous fixons un maillage T}, de £ qui est régulier au sens de Ciarlet [10], autrement dit, il
existe o > 0 tel que

h
X <o, VKeT, (3.1)

Pk

ol hy et py désignent respectivement le diametre de K et le diameétre de la plus grande
boule inscrite dans & Touts les éléments sont des triangles/tétraédres notés K. L'ensemble
de toutes les arétes /faces de Tj, est symbolisé par £),.On définit également l’ensemble i
des arétes/faces intérieures de T}, et ’ensemble ey des arétes/faces d'un élément K. Enfin
pour une aréte/face donnée E € ex Ney, on désigne par hg, la longueur ou le diameétre d’un
élément £.

Il est également nécessaire de définir des patchs locaux: pour un élément X, on définit
wg comme la réunion de tous les éléments qui partagent une aréte/face avec K. Pour
une aréte/face £, wp désigne la réunion des triangles/tétra¢dres ayant E pour aréte/face.
Enfin, pour un noeud z, on définit w, comme la réunion de tous les triangles/tétragdres
ayant z pour noeud. De la méme maniére,on définit par Wy et &g la réunion de tous
les triangles/tétraédres partageant respectivement un noeud avec I et E. AN, représente

Pensemble des noeuds de la triangulation 7}, et ;™ I’ensemble des noeuds intérieurs de la
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triangulation 7j,.

On introduit ici Pespace des éléments finis non conformes de Crouzeix-Raviart:
X0 = {v = LQ(Q) : ’UIK € P,VK € Ty,

/U|K=/v}L,VEEeKﬂsLﬂsz”t,K,LG T,
E E :

/’UIK=0,VEEEKQF,K€T}1}.
E

Dans le cadre 2D, I'espace peut-&tre reformulé cormnme suit
Xy ={v € Xp, : v =0 au milieu des arétes du bord I'}

avec

Xy = {velI*Q): vxePL,VK €T,

v est continu au milieu des arétes}

Les fonctions de base de cet élément fini sont les suivantes :

3.2.3 Deéfinitions et propriétés

Etant donnée une aréte E, on choisit une direction normale arbitraire ng et on définit K,

et K.n comme étant les deux éléments partageant cette aréte/face. On peut supposer, sans

aucune restriction, que ng = (ng1, ng2) pointe vers K., (Figure 5). Le vecteur tangent est

défini par tg = (~nga, nE1)-

On utilisera également, lors de 'analyse par éléments finis des équations aux dérivées

partielles, la propriété suivante :

/ [unlls = 0 VE € en, Y, € X0,
JE
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FIG.2.Fonction de base p,

FIG.3.Fonction de base po

FIG.5.Deux éléments partageant une aréte E
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ol le saut d’une fonction v & travers une aréte/face E au point z est défini par

limg_o+ v(z + ang) — v(z — ang) si E € &,

v(z) si E € g\ girt,

([o(x)]]5 =

Notons également que le signe de [[v(z)]]r dépend de Dorientation de 7. Néanmoins, des
quantités telles que le saut du gradient [[Vv.ng]|g sont indépendantes de cette orientation.

Pour une fonction v € X}, on définit le gradient discontinu Vv par

(th)ly = V’U,K,\'\/K S Th

3.3 Opérateurs d’intrerpolation de Clément

3.3.1 Eléments finis conformes de premier ordre

Nous avons défini précédemment les éléments finis de type non conformes, rappelons & présent

la définition de I’élément fini conforme P
Vi={v e L*Q):v|x € P,,VK € T},}

avec

Vi =Vin Hy(Q)

3.3.2 Définition
Pour notre analyse a posteriori, nous avons besoin de 1 ‘interpolé de Clément. On définit:
Vi ={vel*Q):v|x € H(K),VK € T},

/ Vg = / v|L,VE €exNeLNef™, K, L € T}
Yy = {v e L*(Q) :v|x € H\(K),VK € Ty,

/"Ul](:/’U,L,VEEEKQ‘ELQEZM,K,LET},,
JE E
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n

/ k=0 VE cexNT,K €T} }

4

Remarque 3.3.1. Notez que H*(Q) C Y}, et que XP N HY(Q) C Y2 .
On rappelle que 'opérateur d’interpolation de Clément est défini comme suit: on définit

de maniére standard ’application qui & tout noeud x associe A, € V}, et vérifiant
)\I(y) = 53,1/ ,Vy S Nh.

Pour tout élément v € Yiet w € Y, on définit les opérateurs I et Ig par

Iov=Y |w,|™ ( /w , v) Az, (3.3)

TEN}

Bw= 3 fwl™ ( /w xw) N, (3.4)

IL‘EN;;"t

Remarque 3.3.2. Iov appartient a Vi, alors que Idw appartient a V.

3.3.3 Propriétés de opérateur d’interpolation de Clément

Les opérateurs définis précédemment vérifient les propriétés suivantes:

lemme 3.3.3. Pour tout v € Yyet weY?, ona

”U = Ic’U“K S hy “VhU“cDK VK € Ty, (35)

lv— Iov]g S B IVavll5, . VE € e, (3.6)

Hw = IngK 5 i ”VthE)K VK €T}, (3.7)
lw ~ 1wl S hg? IVawlla,  VE € €, (3.8)
|VIgw||, S IIVrwlly, , VK € Th. (3.9)

Démonstration:

Toutes ces propriétés sont démontrées dans [11].



3.4 QOutils fonctionnels

3.4.1 Formules de Green

La valeur moyenne d’une fonction v sur une aréte/face E est définie par

1
Mg(v) = EI/;U

Nous aurons également besoin des formules de Green suivantes : si D est un ouvert borné

de R%t v, w € H'(D), alors on a

/Vv.curl w:/ v curl w.nz/ Vou.tw, (3.10)
D 8D Jap

ot t est, le vecteur unitaire tangent le long de 0D et curl w le vecteur défini comme

suit curl w = (%" ). En outre, si D est un ouvert borné de R? et v € H'(D),w € H(D)®

/V'U .curlwz:/ v curl w.n-——/ (Vv x n)aw. (3.11)
D oD oD

3.5 Problémes continus et discrétisés

alors on a

Soit  un ouvert borné de R%, d = 2 ou 3, avec un bord I polygonal.

3.5.1 Probléme continu

On considére le probléme elliptique de second ordre suivant:

—Au=f dans (2, (3.12)

u=20 sur I'.

On multiplie 'équation par une fonction test réguliére v et on intégre par partie. A I’aide

de la formule de GGreen, on trouve:

—-/Au.v= /Vu.Vv—/%vd(S:/fv,
) Ja o Ov oy

Comme u doit satisfaire une condition aux limites de Dirichlet u = 0 sur I', on choisit un
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espace de Hilbert 1 tel que toute fonction v € V' vérifie aussi v = 0 sur I". Dans ce cas,

Pégalité précedent devient:

/QVU.VU=/va

Alors la formulation variationnelle proposée pour (3.12) est:

trouver u € H}(Q) tel que
a(€2) tel q | (3.13)

JoVuVv= [, fv Yve H(Q)

Pour que le terme de gauche de (3.13) ait un sens il suffit que Vu et Vv appartiennent &
L*(9), et pour que le terme de droite de (3.13) ait aussi un sens il suffit que v appartienne a
L2(Q). (on a supposé que f € L%(f)), par conséquent, un choix raisonnable pour l'espace
de Hilbert est V = H}(f); le sous-espace de H'($2) dont les éléments s’annulent sur le bord

=

3.5.2 Probléme discret

A présent nous allons discrétiser (3.13) de maniére assez standard. Nous employons pour

cela, la méthode d’éléments finis non conformes précédemment décrite.

La discrétisation totale du probléme (3.12) via une méthode d’éléments finis de Crouzeix-

Raviart est donnée par : trouver u, € X7, telle que :

Z: /KVuthh=/vah (3.14)

KeT),

pour tout v, € X} .

3.6 Outils et propriétés analytiques

Contrairement & la méthode d’éléments finis P;-conformes, la mise en oeuvre d’indicateurs
d’erreur a posteriori nécessite ici une étude analytique plus poussée. En effet, dans le cas
conforme, rien ne nous empéche de prendre pour valeur u;, dans la formulation variationnelle
(3.13) puisque uy, s’annule sur le bord I". De plus l'erreur e, = u — uy en tant que différence

de deux fonctions dans H (£2), appartient également a H} (Q).
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3.6.1 Décomposition de Helmholtz

Le probléme évident est que notre interpolé uy, et 3 plus forte raison ey, est seulement dans

H (). De ce fait, I'idée consiste 2 employer une décomposition de I’erreur, plus précisément

du gradient de lerreur.

Lemme 3.6.1. (Décomposition de Helmholtz de I’erreur):

Le gradient de | ’emcur se décompose de la maniére suivante
Vie = Vw + curl ¢, (3.15)
avec p € H' () et w € H} (Q). En outre, w et o vérifie les inégalités suivantes:
[wl o < [[Vaell, (3.16)

lelia S Vel (3.17)

Démonstration:

L’idée consiste & introduire un probleme elliptique auxiliaire. Considérons le probléme de

Dirichlet suivant, dont le but est de déterminer w € H} (Q) solution de

div (Vpe — Vw) = 0 dans 2,
(Vs ) (3.18)

w=0 sur I'
On multiplie I'équation du probléme par une fonction v et on intégre par partie, d’aprés la

formule de Green on trouve :
/ Vw.Vv = / VeV, Vv € H} (Q) (3.19)
Q Q

est la formulation faible du probléme (3.18)

Etant donné que le champ de vecteurs Ve — Vw est & divergence nulle sur Q, i.e:
div (Vye — Vw) = 0 dans

Par le théoréme 1.3.1 de [14], il existe ¢ € H' (Q) telle que: curlp = Ve — Vw
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Pour démontrer I'inégalité (3.16), en utilisant (3.19) avec v = w, on trouve:

/Vw.Vw = / V5ie.Vuw Yw € H} ()
Q 0

C’est-a-dire:

/ (Vw)? = / Vie.Vu Yw € Hy(9)
J Q

D’aprés Cauchy-Schwartz on a
IVwl* < | Vael | Vo

Alors:
[Vw|| < || Vae]

Et comme [|Vw| = |w|; o, on trouve I'inégalité (3.16).

L’inégalité (3.17) est obtenue comme suit : en utilisant la relation (3.15), on écrit que

/lcurlgol2 = /curlcp.curlgo
Q Q

= / curlp. (Ve — Vw)
Q

A l'aide de la formule de Green et de la condition au bord w = 0 sur I', on obtient

/lc:ur1g0|2=/curlcp.vhe (3.20)
Q Q

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet de conclure que
l[eurl o] < [[Varel|

Puisque ¢, o, = [|curl p|, 'inégalité (3.17) est alors une conséquence directe des estimations
précédentes.

Remarque 3.6.2. A fortiori, on constate que pour évaluer l’erreur Ve, nous sommes
dans Uobligation d’évaluer les termes Vw et curl . L’idée sera par la suite non pas d’évaluer
ces quantités mais plutét d’évaluer les différences V (w — wy,) et curl (¢ — ¢,), ot wy, et @y,

représentent respectivement les interpolés P;-conformes de w et .
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C’est justement ’objet des lemmes suivants.

3.6.2 Relations d’orthogonalité |

Nous allons introduire & présent quelques notations relatives aux sauts normal et tangentiel

du gradient de u;. on définit les quantités J pn et Jpy comme suit :

[[VuhnE]]E si Ee Eint
JE,n = . ;
0 si E e g\ &M
J [[vuh-tEHE si EFe Eih"t g
JE,t = P .
1 —Vu,.tg S1 L eey \\E;Int 5

Lemme 3.6.3. (Orthogonalité au sens de Galerkin):

L’erreur e satisfait la relation d’orthogonalité suivante

S | VheVuwn=0, Ywy€Vy (3.21)

Démonstration:

La preuve est immédiate. L'inclusion V)Y C X} permet de prendre v = wy, dans la relation
(3.13):
On trouve:

VuNwp, = / f wy Ywy, € Hy(Q)
Q

JQ

et dans la relation (3.14) on trouve :

Z / Vup Vwy, = / f wy Ywy € X,?
JE Q

KeTy

Vient ensuite ]a relation (3.21) en soustrayant (3.13) a (3.14).
Lemme 3.6.4. (Orthogonalité de l'erreur):

L’erreur satisfait

Z Vye.curlp, =0, Vo, € Vi (3.22)
Kem, ~ ¥
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Démonstration :
Considérons un élément arbitraire ¢; dans V. En utilisant la formule de Green (cf. les

identités (3.10) et (3.11)), on obtient en se rappelant que u € H ().

Z / Vyuy,. curl @y,
K

2 /V;Le.curlgoh = /Vu.curlgoh—
Q

Kety 'K KeT),

= /ucurlgoh.n— Z/ up. curl @, .nx
r Ker, Y OK

= —Z/ up, curl @y, .
KeT, Y 9K

= - Z /{[uh]]ﬁcurlgoh.n;;
Eeep E

=~ (culgpns) [ [funlle
Eeep, E

comme la fonction (curl g,.nz) | est constante sur E € e),. La propriété des éléments finis
de Crouzeix-Raviart (3.2) . satisfaite par u, € X?, nous permet de conclure cette preuve.
’ p h p p

Lemme 3.6.5. Soit ¢ € H' (). Alors Uerreur satisfait l’identité suivante:

/Vhe. curl p = Z/JE,t.go (3.23)
Q Eecey, E

Démonstration:

Une intégration par parties dans 2 sur chaque élément K donne (d’aprés la formule de

Green):
/Vhe‘curlgo:/ Vu.curl p — Z / Vuy,. curl
) Q K

KeTy,

=/curlg0.nu—— Z Vuptxe
& KeT, V9K

= Z /E(—Vuh‘tg)go

Ecep,

Puisque v € H} () et ¢ € H* (), on conclut en utilisant la définition de Jg,s .
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Lemme 3.6.6. L’erreur e satisfait

VieVuw = > fw+ / Jpaw, Yw € Hy(Q)

Kem, VK J7 eT K E&h

Démonstration:

Une intégration par parties sur chaque élément et le fait que Auy = 0 pour tout élément

de K € T}, montre gue

E' VieVw = J Vu.Vw — / Viaup. Vw
* gy E . L Ker,

=1 /Q fw—lé;h <— /K Aupw + /3 Kn.Vuhw>
/wa— Z Z /nVuhw

KeTy, Feeg

On conclut en utilisant la définition de J g, et la continuité de w & travers les arétes /faces.

Lemme 3.6.7. Pour tout w € H} (Q) et o € H' (Q) on a:

j_‘ / Ve, (Vw + curl ) = / fw+ Z / (Jgnw + JE4-00) (3.24)
eT, VK¢ ’ K

KeTy, KeTy Ee€ep

Démonstration:

D’aprés le lemme 5.6.5 on a :

/‘7he.cur1go = Z/JE,NP
E
L / Vye. curlp 't

KeTy FEeep,

I
]
o
SN
5

D’aprés le lemme 3.6.6 on a :

/\—/he \7w— /fw+ Z/JEnw
KET, Eeep

On fait la somme direct entre les deux inégalités, on a donc:

KGT
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z / Vhie. (Vw + curlp) = Z /K fw + Z A(Jg,nw + JE i)

KeTy VK KeT, Eeen ' F

3.7 Analyse a posteriori de la discrétisation

Nous allons & présent définir I'estimateur d’erreur local relatif 4 discrétisation (3.14).

Définition 3.7.1. L’estimateur d’erreur local 0y est défini par

5)

"
N = hic || ful & + Z hL (1 7enllg + e,

E€ek

L’estimateur d’erreur global n est donné par

= Z (UK)Q

KET).

ot f est une approxzimation de f via des élément finis PO, plus précisément on a :

(fn) |k = / f, pour tout K € Th.
JK

L
%

Pour établir Péquivalence entre Lerreur |[Vrel| et 7 , nous allons démontrer dans un

premier temps que Uerreur ||V,e|| est majorée & une constante prés par 7 et dans un second

temps que l’erreur locale sur le patch d'une maille K, [ Vhell,, estminorée & une constante

prés par M-

3.7.1 Borne supérieure de ’erreur

Théoréme 3.7.2. [12] Il eziste une constante positive C) telle que,
[Vu — Viaup|| < C1 (n+£)
Les termes d’approzimation local et global étant donnés par

Ex=he|f = Fallo, » €= &k

KeT,
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Démonstration:

En utilisant la décomposition de lerreur (3.15) , on peut écrire :
/ |Vae|* = [ Vie. (Vw + curlp)
Q Q
Les Lemmes 3.6.3 et 3.6.4 ménent directement a :

/['V;,,el2 == /\7;,6. (Vw + curl p)
Q

Q

= ()Vhe [V (w —wp) +curl (@ — @)

Soit wy = Iqw € V) et @), = Ioy € Vh.

I utilisation du lemme 3.6.7 auquel substitue w par w — wy et ¢ par ¢ — Gy, donne

5 /md » /fw wh) Z/JE"“’ i =l

Iﬁ Ef; N KeTy, Eeep,

On introduit I'interpolé f, comme suit

> [ (vl = > [¢-mw-w)

KeTy " ) KeTy,

/fh(w wh) "-Z/JEn(TL’—wh)+ Jet (0 = on)-
E€ep

En utilisant I'négalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités du Lemme 3.3.3 vérifiées par
les interpolés de Clément ainsi que les propriétés (3.16) et (3.17) de la décomposition de

Perreur, on conclut que

[ (el < 1 tr+) (Iwlya + Ieha) < G0+ ) Vel

ce qui démontre I'inégalité (3.25)

3.7.2 Borne inférieure de Perreur

Nous allons & présent démontrer que notre erreur est bornée inférieurement.
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Théoréme 3.7.3. [12 ] Il existe une constante positive Cy telle que,
nx < Ca ([ Vaell,, + 39 (3.26)

Démonstration:

Voir [12]
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