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Introduction

Les équations de réaction-diffusion s’inscrivent dans le cadre de ces équations d’évolution

non homogeénes.Elles sont de la forme :

w+Adu = f,te[0,+o0f (r)
©(0) = wup.
avec en particulier
—a4A 0 o 0\

{0 —da A
U

\ 0 oy
une matrice de diffusion diagonale, ( A peut é&tre triangulaire, pleine ou & coefficients
variables),d;, dj......d,, appelés coefficients de diffusion (positifs),A = Z:jf 3—‘?;? le laplacien

dans ]Rny f == (JF' ) f?v reeey fm')‘

En d’autres termes on aura & considérer des équations de la forme suivante :

Vi = 1,..m, Quy — d;Auy = Ji(ur,ug it (D)
wi(0,2) = wup(z), z€N, (t,z) €]0,T[x O
Bu; = 0,(t,2) €]o0, T[ x 692.

Ot Q est un ouvert borné de R™ u; = u(t,2),1 = 1..... m,d; > 0,et B des conditions aux
bords de : ( En particulier de type Neumann,de Dirichlet ou de conditions mélées).
Dans ce travsil, nous montrons la possibilité d’existence globale des solutions du systéme

de réaction suivant :



B oAu=T— S(u,v) =du sur ]0, 400 x 0

Ju _
& _dAv = § (u,v) —ov sur ]0,+oo[ x O @)
m==0 sur [0, +o0[ x 50

w(0,7) =ug, v(0,2)=vy sur Q.

Satisfaisant & deux pro riétés qu’ont trouve classi uement dans beaucoup d’applications :
prop q q p 198)

(P) La positivité des solutions est préservée au cours du temps
(M) La masse totale des composants est contrdlée au cours du temps.
La condition (P) esl vérifice si el sculement si J est quasi-positive co qui signific que, pour

tout ¢ = 1, ....m

[ul 2 0,up > Qowitis ; 2> 0, Wit 2 Uyuoiillipg, 2 O] = j}(ulyug..ui_l,(]!, it ) 2240,

La condition (M) est par exemple satisfaite dés que

i m

> f=p
=1

Le fait que la masse totale des composants n’explose pas en temps fini incite & penser que
les solutions existent en un certain sens globalement en temps.

Ce travail est organisé de la facon suivante :

Dans le premier chapitre,aprés avoir donné la forme générale des systémes de réaction-
diffusion ainsi que les cxemples faisant ressortir leur réle cssenticl dans les scicnees, nous avons
modélisé ces derniers en utilisant la loj de comportement de Kick.

Dans le deuxiéme chapitre on commence par citer quelques résultats concernant les semi-
groupes, puis dans la deuxiéme section,nous présentons des outils trés importants dans I’ étude
d ’existence locale de la solution du systéme(G) en donnant bien sdr la forme explicite de la
solution. Enfin, 1'essentiel de ce travail est présenté dans le troisiéme chapitre dans lequel il a été
procédé a 'étude de existence globale de la solution du systéme (C) dans le cas m = 2, cette

étude est basée sur un résultat de D. Henry [5] ( effet régularisant ) ol pour prouver existence



globale de la solution, il suflit de trouver unc estimation uniforme de || fi(u,v) —ov ||, (i = 1,2)

sur [0, Tiax| dans Pespace LF () pour p > z.

(M4



Chapitre 1

Modélisation de systémes de

réaction-diffusion

1.1 Introduction

La plus grand partie de ce mémoire est consacrée & ’étude de Dexistence globale en temps
des solutions d’une classe de syslémes appelés Systémes de Réaction-Diffusion, cc sont
des systémes d’équations aux dérivées partielles du type parabolique,ces systémes intervienent
dans des applications nombreuses, par exemple : en chimie, en biochemie, en métallurgie, en
dynamique des populations, en génétique des populations, en biophysique...ect. En premiére
partie, vi les applications nombreuses et variantes de ces systémes, on donnera les démarches
suivies pour modéliser certains problémes gouvernés par le systéme (D) comme la publicité sur
un produit, I’épidémiologie et le phénomeéne prédateur-proie.

Les individus différent d’un probléme & un autre : en chimie, par exemple, ils représentent
des substances chimiques. En biochimie, ils peuvent représenter des molécules. En métallurgie,
des atomes. En dynamique des populations, ce sont des humains. Fn génétique des populations,
ils représentent des caractéres. En biophysique, des charges électriques ou bien des différences
de potentiel. En environnement, ils peuvent représenter les animaux ou les plantes d’une forét,
d’unc mer ou bien d'un flcuve.

Pour la plus grand partie de ces problémes, on montre qu’on aboutit & des systémes de type

(D). Les conditions aux bords seront choisies selon 'origine et la nature du probléme étudié : s’il



0’y a pas d’'immigration des individus & travers la frontidre du domaine sur lequel le probléme
est posé, on choisit les conditions aux bords homogenes de Nemann. §’il n’y a pas d’individus
sur la frontiére, on prend les conditions aux bords homogénes de Dirichlet.

L’inconnue (la solution qu’on cherche) est un vecteur dont les composantes sont généra-
lement des fonctions positives : en chimie, par exemple, c’est un vecteur de concentrations
chimiques. En biochimie ou en métallurgie, c’est un vecteur de concentrations en nombres de
molécules ou d’atomes respectivement. En dynamique des populations et en environnement,
c’est un vecteur de densité de populations humaines, animales ou végétales. Les conditions
Initiales sont généralement positives: puisqu’il s’agit de concentrations, densités, charges élec-

triques,...ect.

1.2 Modélisation et exemples

1.2.1 Modélisation

Nous allons donner la démarche suivie pour établir (D) ; d’ailleurs qui est le méme pour

tous les phénoménes cités & I'introduction, puis nous donnerons des exemples.
On considére une région bornée de R™, (n = 2 ou 3) (qui peut étre une surface géographique, une
cellule vivante ou des molécules) dans laquelle des réactions se réalisent (ces réactions peuvent
étre une épidémie, une rumeur ou bien une réaction moléculaire ; d’ailleurs la cellule vivante est
le siége de plusieurs réactions chimiques, ainsi que les surfaces géographiques forment les lieux
de milliers de virus et rumeurs circulant entre les individus des populations...).

Si on note par u;(z,t) la concentration de la i¢™e espéce prenant part dans ces réactions,
fi(z,t, ur (e, t), ..., um (2, t)) son taux de formation dans la réaction en question au point x et &
I'instant ¢ > 0 et J; le flux de ces espéces & travers la frontiére de notre région.Considérons un
volume V infiniment petit de la région de frontiére S = V. La vitesse de formation de la im®
espéce dans le volume V est égale & la quantité formée par la réaction_dtée de son flux & travers

la surface §'; en termes d’équations :

%/'&i(x,t)dxz/fi(x,t,ul(x,t),...,um(a:, t)) da:—/.],-, dé, (1.1)
1% S

e



aprés application dirccte du théoréme de la divergence au terme désignant le flux,on obtient :

/ (%‘f — i+ v.fi) dz=0 i=1,..,m, (1.2)
J

puisque le volume V est infiniment petit et arbitraire,on en déduit

%Q;-"i +Vde=f; i=1,..,m, (1.3)

Remarque 1.1 :
Dans le cas des populations (plan macroscopique) on applique une loi semblable . Le flux (ou

la diffusion) est donné par la loi de Fick (seconde loi de Fick) :

m
Jz’ = ZaijVU,j, (aij)lfiﬁm ) (14)
j=1 1<j<m

ou (ay)1<i<mest une matrice définie positive, appelée matrice de diffusion.
1<9<m

En substituant (1.4) dans (1.3), on obtient :

ou
—8—t-AAu=f(u).

1.3 Exemples

Propagation d’une epidémie

Soit §2 un ouvert borné & frontiére réguliére et soit le systéme

[ & aas=T-AYDSI_ s

dt
c(T
< A —AT=2408T 6T t>0,z€0 ()

5(0,z) = So(z) , 1(0,2) = Ip(z) sur Q

s __ oI __ +
EW—E_OSUI‘R X 09,

Ou
e S : nombre d’individus Susceptibles |

® [ : nombre d’individus Infectés ,



® IT : le taux de recrutement ,
» A : le risque de contact 5

® 4 : le taux de mortalité naturelle,

a T ::S-f-],

o 9—%—-)] : 'intensité d’infection s

o0 =pu+a,

8 o o le taux de mortalite par infection

la derniére équation de () montre qu’il 1’y a pas de migration & travers la frontiére de
et on a les conditions aux bords homogénes de Newman : ou n est la normale extérieure 3 o9,
les conditions initiales sont positives.

Environnement :
On prend comme exemple le phénomeéne naturel connu sous le nom prédateur-proie, il se pro-
duit surtout dans les foréts, la mer et les grands fleuves. Au début du vingtieme siécle (1926),
Volterra a proposé un systéme d’équations de Réaction-Diffusion décrivant, I’évolution de deux
types de planctons ( des étres vivants en suspension dans la mer ou I’eau douce )- En supposant
que le taux de mortalité des proies et Paugmentation des prédateurs dus & la prédation sont
proportionnels au produit des biomasses des proies P et celle des prédateurs H et en supposant
que les taux des naissances et mortalités naturelles des deux types sont linéaires et proportion-

nels & leurs biomasses ; aussi cn tenant compte de la diffusion constante de chaque espéce, on

aboutit au systéme

%ﬁ; = EPAP =+ a'rLP - CVm,P — ’}’PII sur £ x ]0, +OC[
(F)

1
%[i— :'EHAH_"QTLH — OlmH—l-’yPH sur ) X ]0,+OC)[

avec conditions aux bords appropriées et conditions initiales positives.



Chapitre 2

Semi -groupes et problémes semi

linéaires

2.1 Semi -groupes

2.1.1 Introduction

Cette partic cst consacrée au rappel de la théoric des semi-groupes utile pour la résolution

du systéme de Réaction-Diffusion.

2.1.2 Définitions et propriétés des semi—groupes

Soit X un espace de Banach réel ou complexe muni de la norme : z —» llz| s, on désigne
par £(X) l’espace vectoriel des applications linéaires continues de X dans lui méme.

£(X) est un espace de Banach pour la norme T' — ||T|| défini par

71 = suwp |72y = suplZ2lx 2.)
llef =1 a0 [l@llx
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2.1.3 Définition d’un semi-groupe de classe C°

Une famille {T'(t)},5o d’éléments T (t) € £(X) pour t > 0 forme un semi-groupe de classe

CY dans X » 81 elle vérifie les conditions suivantes :

i) T(s+t) = T'(s).T(t) pour tout s,¢ > 0
i) T(0) = T (identité dans £(X)) (2.2)

iii)tlirg [T(t)z — || 5 = 0 pour tout z € X

Remarque 2.1 :

La famille {T(t)}teR qui vérifie (2.2) avec ¢, s de signe quelconque s’appelle groupe de classe €0,
Exemples :

Exemple 1 (cas de dimension finie) :

Soil X =R"™ (ou C"), A € L(X) alors T(L) = et pour L € R est un groupe de calsse CP.
Exemple 2 (cas de dimension infinie) :

o0

%] < oo}. On sait que {2 est un espace de Hilbert pour la
1

Soit X = 2 = {7 = {n}nen
L n—1i

[s.°) o0
norme z - ||z, = (3 f:cn[?)% associé au produit scalaire < 7,y >= > il

n=1 n=1

On définit T(t)n = { e‘"Qta:n} 5 €12 pour t > 0, on remarque que : (2,2),7) et (2, 2), 1) sont
ne

faciles & vérifier, reste & vérifier (2,2), 4i4). En effet :

N-—-1 0
IT@)z — 2l = 3" (1~ )2 g, 2 4 Do (=2 g, 2
n=1 n=N

0 y )
et comme 7 (1 - e_”zt)2 2% < Y |2al? et que z € 12 donc, Ve > 0 on peut choisir N de tel
n==, n=0
oo . E
sorte que : Y (1 — e“"’zt)zl:vn [ < & mais 1 — =% gt croissante pour n > 1, donc on a :
n>N
2 2 - 2
D L
n=1 =¥

11



ce qui implique :

lim [ T(t)z - 2% - 0.

On a aussi un exemple de semi-groupe qui n’est pas prolongeable & un groupe car T'(—t)z =

etz ¢ P(n € N) pour t # 0 et z € 12,

2.14 Semi-groupe de contraction de classe (°

Définition 2.1 -
Un semi-groupe {T(ft)}t>0 de classe C9 est appelé semi-groupe de contraction de classe CO si
Pon & :

IT&HI <1 w>o.

Remarque 2.2 :

L’exemple 2 ess un semi-groupe de contraction.

2.1.5 Générateur infinitésimal d’un semi - groupe
Introduction :

On reprend les deux cxemples précédents -
a) Cas de dimension finie :

(&)
On prend X = R™ (ou C"), ett= ¥ 4" vz e X ona:

n—0
d
—T(t =
[dt ( )$] =0 A
ou encore :
T(h)x —z

Hiy —2__~ _ A.
h—0+ h

on dit que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe 7'(t),dans ce cas on note que :
Pensemble des opérateurs A qui sont générateurs infinitésimaux de semi-groupe T'(t) coincide
avec £(X).

b) Cas de dimension infinie

2 9 \ —n2 s 3, 5
Soit X =12, T(t)x = { e txn} y &b considérons la suite :
ne

12



a2 )
VneN, & nhlz——l:cn = —n‘z.’(:ne“g”ngh; 0<6,<1.
Il en résulte que :
. T(h)x —= 9
e T

2 . . « . 9 % . 9
donc la suile n’existe pas Lou ours dans [, mais Az = —1 Ly, est défini pour toul z € 72
’ neN

et qui vérifie [ —nzxn} o B 2. On déduit que :
- - 2. f_ 2 2 : ‘
D(A) = {x el { n xn}nm converge dans X}
o D(A) est le domaine de I'opérateur non borné A.

2.1.6 Le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe (°

Soit X un espace de Banach réel ou complexe, {T'(t)} 4> un semi-groupe de classe C%sur X,
on a vu dans le 21me exemple que pour tout € X, la fonction ¢ —s T'(t)x n’est pas dérivable

sauf quand z fait partic d’un certain cnscmble que nous avons noté D(A).

Définition 2.2 :

On désigne par D(A) 'ensemble des vecteurs(dérivables) dans X, i.e : ensemble des z € X

tels que : la fonction ¢t — T(t)z soit dérivable pour tout ¢ > 0; donc D(A) est caractérisé par :

D(4) = {:E €eX: Q—F(I—L)hu converge dans X lorsque A — O}r (2.3)

dans la suite on pose : A = W, ou A est un opérateur qui appartient & £(X), Vh > 0,
cel opéraleur esl appelé générateur infinitésimal de serni-groupe {T(L)}t>0 (généralement, A est,

non borné).

13



2.2 Opérateurs dissipatifs et opérateurs m-dissipatifs

2.2.1 Rappels de quelques résultats utiles de Panalyse fonctionnelle

Définition 2.3 :
Une application f : X — X est dite contractante si :
3K (constante)€ [0, 1] telle que : [£(@) = f(w)|| < k ||z — || pour tout (z,y) € X2

Théoreme 2.1 : ( du point fixe de banach) :

Soit (E,d) un espace métrique complet, f une application contractante définie de
X vers X. Alors f admet un point fixe.

Preuve :

ef: 2],

Théoreme 2.2 : ( de Lax Miligram)

Soit H un espace de Hilbert, o : H x H — R une forme bilinéaire, on suppose qu’il
existe deux constantes positives ¢ < too et « telles que :

) la(u, v)| < clluf v

i) a(u,u) > oful? (coercivité) alors :

V[ ell, 3l e IT tel que: a(u,v) =< f,v>Yo € II.

2.2.2 Opérateurs non bornés dans un espace de Banach

Dans toute la suite : X est un espace de Banach, sa norme est notée || ||.

Définition 2.4 :

Un opérateur linéaire dans X est un couple (D, A) o1 D est un sous- espace vectoriel



de X et A:D — X est une application linéaire,

Définition 2.5 :

Si (D, A) est un opérateur linéaire dans X , le graphe de A et Pimage de 4 (G(4), R(A))

sont définis par :

G(4)
R(4A)

Il

A(D(4))

Remarque 2.3 :

= {(w,v) € X x X, u €D, v=Au}

Dans la suite du chapitre on désignera le couple (D, A) par A.Noter cependant que lorsqu’on

introduit un opérateur linéaire, il est absolument indispensable de définir son domaine.

Notations ot définitions

Définition 2.6 :

Soit A un| opérateur de X de domaine D(A)

V€ Au.

» alors (u,v) € 4 signifie que v ¢ D(A) et

On dit que A est multivoque si Au contient plus d’un élément, dans le cas contraire

on dit que

A est univoque.

Définition 2.7 -

Un opérateur A dans X

Si A est lin éaire, la définition es

Remarque
Si —A est dis

2.4.-

sipatif; on dit que A est; accrétif,

est dit dissipatif si on a: Vv (u1,v1), (ug,v2) € 4
lur —ug = (Wi_wa)|| > flog — us|
it donnée comme suit ;

Vu € D(A),YA > 0, Ju - Adu] > [Ju (2.4)



Remarque 2.5 -
81 A est accrétif alors 'equation :

U+ Ay = f (2.5)

admet au plus une solution.

preuve :

Soit wuy, uy deux solutions de (2.5) alors : U —uz = A\(Auy; — Auy) et on a :
o] < Jlv— Adv| avec v = gy — Uz, donc :

llug — ug|| < lug — Uy — AAug + /\AUQ” =0dou: U = uy.

Définition 2.8 -

Un opérateur dissipatif 4 dans X est dit m-dissipatif sj :
R(I-XA)=Xx (2.6)
Le:VfeX,V\> 0, S'u € D(A) tel que :
U—Au = f (2.7)

Remarque 2.5 :

Si —A est m-dissipatif dans X, on dit que A est m-accrétif.

2.2.3 Opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert

Dans ce paragraphe on suppose que X = H est un espace de Hilbert, et on note < , > le

produit scalaire dans H.

Définition 2.9 :

un opérateur A est dit monotone dans H si :

< Au,u >> 0 (2.8)

16



Proposition 2.3 :

A est dissipatif dans H ssi —A est monotone.

Preuve
Si A est dissipatif, on g -
< U= A u — MMy >= |y — AAulf?
= [[ull® ~2X < Au, 4 > 432 l4ul?, YA > 0, vy ¢ D(A)

done :

e = Adufl? — [|u)? = 32 lAul® - 22 < Au, 0>

on divise par \ et on faisant )\ — 0, il résulte : < Au,u >< 0,

Réciproquement : sj < Au,u><0,vy e D(A)on a:
lu = AAu|? = lul® = 24 < A, u > 02 Au)? > [l

d’ou :

llw = Aduf| > ||

ce qui implique que A4 est dissipatif.
Corrollaire 2.3 -
Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans /] tel que : G(A) c G(A*) et A

est dissipatif alors :

Am - dissipalif < A = A4*

17



2.24 Exemples ;
Exemple] :
Soit ) un ouvert quelconque de R™ et ¥ — L*(9). On définit Popérateur lindaire B sur v par :

D(B) = {u e H}(Q), Aue L*(Q)}

Du=Auwy e D(DB)

ou :
HNQ) = {ue HY(Q), tel que : u [p=0} avec I’ — fr(Q)

HYQ) = {u € L*(0) tq (% € L2(Q)}

Montrons que :
B est un opérateur m-dissipatif de domaine dense, de plus B est auto-adjoint
Preuve :

1) D’aprés la formule de Green on a :

/Auvz—/Vquda:—}-/@vdv
on
Q Q )

ol 7 est la normale extérieure 3 T — 9. Montrons que : < Au,u >< 0

Ona:
Yu € D(B), < Au,u >=/Auudx=—/}Vu-]2dm§0
Q Q

dornc B est dissipatif.
2)
VieY, e D(B): u—2Au= 7, (2.9)

Multipliant (2.9) par v avec v € H}, on trouve :

/(uv — AAu) dr = /fv dr YA >0,
Q Q

18



prenons A = 1 donc :

/(uv + VoVu) dz = ([ fvdz

Q

de la forme :

b(u,v) = I(v)

Cest évident de vérifier que b(u, v) est coercive et / (v) est continue, et on applique le théoréme

de Lax-milligram, donc : Jtu qui vérific u — Au = f d’ou B = Au cst m-dissipatif.
3) D(B)=Y 7. Ona: D(Q) c D(B) C L*(Q) = D(B) = L*(Q) car D(Q) = L*(9).

4) < Bu,v >=<u,B*v >, mais :

< Bu,v >F — f‘VvVud:c—-juAvd:c =< u, Av >

ce qui nnphqu': : (u,v) € G(B*) et d’aprés le corollaire (2. 3) B = B* donc B est auto-adjoint.

Exemple 2 !
Soit € un ouvert borné de R", Z = ().

on définit Vopérateur C par :

DEC)={uelljnZ, Aue z}

Cu = Au.

Montrons quc C cst m-dissipatif dans Z.
Preuve :

Montrons que : C est dissipatif ?
ol soib u € IT§ unc solution de :

soib A> 0, [ € Z, posons : M = I oo »
w— AAu = f dans D(Q) (2.10)
) est en particulicr vérifice dans L2(Q), et Von a:

I’équation (2.10

(w— M) - Mau-M)=f- M dans L*()
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posons v = (u— M) ' € II}(Q) avec Vv = W juj>ny Vu donc :

/de:c-l—)\ / | V|2 dx=/(f—M)vd:z:§0
0 {fuf>M} 0

d’olt :
/v2da:§0=>'u=0=>u§M p.p surf).
Q

de la méme maniére on montre que :u > —M p.p sur €2 donc :

lull oo < M = fll 100, il résulte que C est disipatif.

Soit maintenant f € L°(Q) C L3(£2), 3lu € HE(Q) avec Au € L?(§2) solution de :
u — Au = f dans L*(Q)

puisque u € L*(2) alors, u € D(C) ce qui implique : u — Cu = f admet une solution unique,
d’oll C' cst m-dissipatif.

Remarque 2.8 :

Dans les deux exemples, on voit que ¢’est la méme équation qui correspond & plusieurs opéra-
teurs qui ont des propri¢tés différentes, car ils sont définis sur des domaines différents, done, on

voit I'utilité du domaine de définition.
2.2.5 Théoréme de Hill-Yosida-Phillips :

Semi-groupe engendré par un opérateur m-dissipatif :

Soit X un espace de banach, A est un opérateur linéaire m-dissipatif de domaine dense.

Proposition 2.5

Soit 7T'(t) un semi-groupe de contraction et L son générateur infinitésimal alors
L cst m-dissipatif dc domainc dcusc.

Preuve :

ef : [3]-
Théoréme 2.3 : (Hill-Yosida-Phillips)
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Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contrac-
tion ssi A est m-dissipatif de domaine dense.

Preuve :

cf : [3]L.

Théoréme 2.4 : ( Hill-Yosida)
Soit A un opérateur linéaire m-accrétif dans un espace de Hilbert X , alors pour
tout wy ¢ D(A), il existe unc fouction u € C'([0, +oo[; X) N C([0, +oo[; D(A)) unique
telle que :

By Au=0 sur [0, +00[

(2.11)
u(0) = ug

de plus; |u(t) < ug et | = | Au(t)| < |Aug| Vt > 0.
(D(A), ]|..]l) est un espace de banach muni de la norme de graphe :
[v|[ + |Av| et de la norme hilbertienne équivalente (Jv|* + [Avlz)%.
Preuve :
ef : [3].
Corollaire 2.4 :
Sous les mémes hypothéses du théoréme (2.4), I’équation :

&b Au+ =0 sur [0, +o0f (2.12)

u(0) = ug

ot A € R, admet unc solution unique.
Preuve :

L’équation (2.12) se raméne a I’équation (2.11) grace a Partifice classique suivant :

v(t) = eMu(t).
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2.3 Existence locale de la solution d’un probléme d’evolution

2.3.1 Equations non homogénes et problémes semi-linéaires :

Dans cette partie on désigne par X P'espace de Banach et A I'opérateur lindaire m-dissipatif

de domaine dense, on note 1’ (t) le semi -groupe de contraction engendré par A.

2.3.2 Equations non homogénes :

Soit T' > 0 pour tout z € X et f : [0, T] — X, une fonction donnée, on veut résoudre le

probléme suivant :
)u€C([0,T], D(A)nCi(o,T], X)
W) u(t)=Au@)+f(t) Vtel0,T] (2.13)
i) u(0) =2

on a le résultat suivant :

Lemme 2.1 :

Soit z € D(A4) et f € C([0,T], X), on considére une solution u ¢ C([0,T], D(A)) du

probléme (2.13), alors on a :

wl(t) =T @)z + / T'(6 — 5) £ (s) ds (2.14)
0

Preuve :
Soit t € [0,7T7], on pose :

w(s) =T (t—s) u(s) pour s € [0, ]

Soit h € [0,t—s], on a:

yis+h})b—w(s) =T (t—s—h) (u(s-f-hf)l—u(s) B (T(f;z—l)u (8))
o T =9) (4(s) ~ Au(s)) = (T (L= 5) [ (5))

puisque 7' (t — s) f (s) € C([0,4], X) = w € C([0,¢], X) = w € C1 ([0,1], X).

[N
-y
ct

N

’&J(S)ZT(I,—S)_[(S),VSE[O,L] (2.1
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en intégrant (2.15) sur [0, ] et en faisant tendre § vers # (r <t) on obtient :

T

w(r)—w(0) = /T(t—s)f(s) ds

0

done :
T

w@):w@}ﬁ/T@—@f@)@.

0

lorsque 7 — ¢ on obtient :
t
w(r) =Tl —r)u(r) - T(0)u (L) =wu(l), don, u(t) =u(0)+ /T (L=8) [ (s) ds
0

Corollaire 2.5 :
Pourtout z € X et f e C ([0,T], X), le probléme (2.13) posséde au plus une soution.

Preuve :

Supposons que u; et uy sont deux solutions de (2.13) donc d’aprés (2.14) :

i
uﬂ0=m+/T@—Qf@)®
0

t
uy (2) =$+/T(t——s) f(s) ds
0
par substitution, on trouve : uy () — ug (t) = 0 = v (t) =ua (t) Vt € [0,T] et donc :
Uy = Uy
temarque 2.8 :

Pour tout z € X et f ¢ C([0,7T], X ), la formule donnée par (2.14) définit une fonction

u € C([0,T], X), nous allons chercher des conditions suffisantes pour que la fonction © donnée
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par (2.14) soil une solution de (2.13)

Remarque 2.9 :

I est clair que si u est une solution de (2.13), on doit avoir (0) =2z € D(A), cependant cette
condition n’est plus suffisante pour que u donnée par (2.14), soit solution de (2.13).

Contre exemple :

Supposons que 7 (t) est un groupe d’isométrie et soit y € X/D (A) alors : T'(t)y ¢ D (A).

on prend pour tout ¢ €R: f (t) =T (t) y, et =0 ¢ D (A) donc (2.14) donne :

u(t)=tT(t)y ¢ D(A) pour ¢ # 0

donc u (t) n’est plus une solution de (2.13).

Proposition 2.6 :

Soit z € D(A) et f € C ([0,T], X), on suppose que 'une au moins des deux condi-
tions suivantcs cst satisfaite :

i) felr([0,1], D (A4))

ii) fewh([0,7], X)

alors u donnée par (2.14) est solution du probléme (2.13).

Preuve :

cf : [3].

Lemme 2.2 (Granwall) :
Soit T' > 0, A € L']o, T] tel que A > 0 p.p et soit ci,c2 deux constantes positives
¢eL'0,7],¢>0 p.p tel que X € L' [0, 7] alors, si V¢ € [0,7)
()< ertier jus) ((s)ds pp ona:

t

((t)<ciexp ey //\(s) ds

0

Preuve :
cf : 3]

Remarque 2.10 :
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En particulier, si ¢; = 0, alors ¢ (t) = 0 p.p sur [0,7].

2.4 Problémes semi-linéaires

2.4.1 Rappels

On dit que F : X — X est lipschytzienne sur les bornées de X, si pour toute constante

M >0, 3K (M) tel que :
I (z) = F)| < K (M) ||z —yl|, Vz,y € B (0, M).

&tant donnée ug € X, I : X — X unc fonction lipschytzicnne, on cherche 7 > 0 et une fonction

u solution du probléme :

Trouver u € C ([0, 7], D (A))n € C* ([0, 7], X)
& —Au="F (u(t) (2.16)

4 (0,.) = up

le probléme (2.16) s’appelle probléme semi-linéaire.
Lemme 2.3 :
Soit T'> 0, up € X et u,v € C([0,T], X) deux solutions du probléme :

u(t) =T (t) up + /T(t ~8) F(u(s)) ds (2.17)
0

alors u = v (L’unicité de la solution)
Preuve :

Posons : M = sup max {[lu(®)|, v )|} on a:
t€[0,T7)

t t
[[w @I - llv @)1 S/HF(U ()) = F (v (s))]l ds < K (M) /IIU(S) —v(s)] ds
0 0
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pour ¢ € [0,7], et ’aprés Gronwall ( C1 = 0.Remarque 3), on déduit que :

lu(®) —v @l =0

ce qui impliqua : u = v

Proposition 2.7 :

Le probléme (2.17) admet une solution unique.

Preuve :

On pose Tiyy = [2K (2M + |F (0)] + 27! > 0, ot T'nax est le temps d’existence maximale et

on pose : L =2M + ||F (0)||, on définit £ comme suit :
E={ucC([0,Tu],X) tel que |jul| <L, vt e [0, Twi]}
on assocle a E, la distance d induite par la norme de C' (10, Tagl, X)

dw,v) = max |lu(t) v (@)

Soit By € C ([0, Tn] , X), Vu € E -

¢
Dy (1) =T (L) up + /T (L —8) F(u(s)) ds pour s € [0, Ty].
0

ona: F(u(s)) = F(0)+ [F (u(s)) — F(0)] donc :

1E (u (DI < [IF (O)]| + LK (L) < ﬂm
M
il résulte que :

t (M + ||F(0)])

< LVte0,Thl.

1w (D] < lluol +/HF(u (s)| ds <M +
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par conséquant ®, £ F d’ou :
o,:E—F
de plus; V (u,v) E F X F,on a:

t
19 () = 20 ) < K (L) [ )=l ds < K (L) duv) Tas < 2d(wv).
i)

donc ®,, est contractante et d’aprés le théoréme du point fixe de Banach, ®,, posséde une unique

solution, et en déduit que :Le probléme (2.17) admet une solution unique.
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Chapitre 3

Existence globale de la solution d’un
systéme de réaction-diffusion via

fonctionnelle de Lyapunov

3.1 Introduction

Soit le probléme :

2 —gAu=10- [ (uv)—du sur ]0,+o0[ x
%——dAv:f(u,v)—av sur ]0,+oo[ x Q
%n’i—_—é@nzo sur |0, +o0[ x 69
u(0,7) =ug, v(0,z)=wv9 sur Q

Ou Q est un ouvert borné de R®, f(r,s) est une fonction non négative contintiment difte-

rentiable sur RT x Rt satisfaisant

f(0,8) =0, f(r,0) > 0 pour r,s > 0, (3.1)

ot

(€20, >0)=0<f(&n) <A +n). (3.2)
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Si (0 = A = II = 0) avec dounces initiales non négatives, le probléme (P) représente un
moddle de diffusion de substances tel que & chaque instant ¢, il existe une réaction chimique,ce
modeéle a été étudié par un chercheur qui s’appelle Rosenzweig.mac-Arthur dans le cas ou
flu,v) = u( (v) telle que : {(v) = w3, la question de lexistence globale de la solution est
posé par un autre chercheur, cette question a trouvé une réponse par N. Alikakos [1] lorsque
B < "—::—-2-, ensuite: K.Masuda [7] a résolu le probléme dans le cas B > 1. En (1983) A.Haroux
et A.Youkana [4] ont généralisé la méthode de K.Masuda en jouant sur la non linéarité de ¢ qui

doit vérifier certaines conditions par exemple :

1 1 K
g o2 (1 + () _
S

00

La technique traitée par A.Haroux, A.Youkana [4] sappelle technique de la fonctionnelle de
Liapounov.

Pour ug €t vy bornées, U'existence locale en temps de 1a solution est classique pour ce systéme
(0 = A = I = 0) (on note Tqc le temps d’existence maximale), de plus, les solutions sont
positives si ug, v = 0.

1l en résulte par epplication du principe du maximum, I’estimation & priori :
Ju @)oo < ol V0t < Thiaw

puisque f(u,v) = 0, il était possible d’établir une estimation a priori uniforme pour v t),
Pexistence globale en résulterait, mais, ct c’cst 14 la difficult¢, unc telle cstimation n’cst pas du

tout évidente sauf bien str dans le cas trivial a = d ou :

]l = 1+ Vlloo < l1wolles = lluo + volle

puisque :
g—t (u+v)—alA(ut+v)=0
donne : 5
—g—:— g Xig =0
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avec w = u + v, et d’aprés le principe de maximum on trouve :

w0 = Il + ¥ll o < l1wolleo = lluo +2olles

3.2 Notations et préliminaires :

On désigne par |||, , P € [1, 400 et ||.||co les normes usuelles dans les espaces LP(Q), L=(Q2),

respectivement, définies par

1
2 = I-Q—Itfg fu(z) P da,

lull,, = supess|u(@)].
€N

On définit aussi les espaces LF(0,T, X ), p € [1,+oolet L% (0,7, X) comme suit :
LP(0,T,X) = {u: [0,T] — X mesurable ,j;]T Hun’; dt < oo},

muni de la norme

T
lul oz + ]0 % dt,

L*(0,T,X) = {u: [0, T] — X mesurable ,sup essiejo,T llull x < oo},

muni de la norme

“UHLw(«a,T,X) = sup €8St¢)0,T ullx -

I’étude de Dexistence locale et Punicité de la solution (u,v) du probléme (Q) découle de la
théorie de base des équations paraboliques semi-linéaires(voir proposition g

En conséquernce, il existe un Tonax € 10, +o0] tel que (G) posséde une unique solution classique
sur]0, Tmax[ X €

De plus, si Tmax < 00, alors

i (u)lleo + lvBle) =+

t. max
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¢t donc cxplosion cn temps fini.
Par conséquent, s’il existe une constante positive C telle que
”u(t)”oo 1 Hv(t)”w < C, pour tout ¢ € ]O> Tifnax[;

alors Tpay = +00.

2

Cependant 1’étude de la positivité de la solution est basée sur le lemme suivant :
Lemme 3.1 :
On suppose que la matrice D du systéme (D) est diagonale. Alors, toute région

de la forme

=7 {uiu >0},

est invariante dés que la fonction F — (f15 f2, ooy frn) satisfait
Jiwa,ug,.u;_,, 0, . u) > 0, pour tout uj 2 0,%,j =1,...m(t # j).

3.2.1 Existence locale

L’existence locale en temps de la solution est classique pour le systéme (@G).

Il suffit de transformer le systére (@) en:

U () = HU (t) + F (U (), > 0
U(O) =, € X.

HU@®)=(aAu(t), bAv(t))

FU @) = (= fu®)v () —oult)), flult),v (%)) - Xo())

puisque F' est localement lipschyzienne en U € X = C (ﬁ) x C (—Q) ( Proposition 2.7).
Dans la section suivante nous exposons les principanx résultats qui assurent la positivité et

Pexistence globale de la solution du systéme (G).
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3.3 Existence globale et positivité de la solution

3.3.1 positivité de la solution

D’aprés le Lemme 3.1 et comme f(0,s) =0 et f(r, 0) > 0 pour tous r,s > 0,alors la région

suivante est invariante
> = {(ug,,vo) € R? such thal ug > 0, vg > ()} ’

ce qui montre que la solution du probléme (G) reste dans ¥, c’est adire positive.
Maintenant congernant existence globale de la solution du systéme (QG), on applique le
Théoréme de comparaison voir[10, Theorem 10.1] & la premiére équation du systéme (G), on

obtient

0 < u(t,z) < max(lugll, , g) = K (3.3)

Pour prouver que v est globale en temps, et d’aprés un résultat dans [5],il suffit de trouver

une estimation pour la quantité suivante

no,
I (u,v) = M|, pour p > 5 b

I (w,v) = Mo]l,, < Cte, (3.4)

o Cte est une constante positive independente de t.

D’aprés (3.2), nous allons établir la bornitude de la quantité H::Hp sur 10, Tyax| dans le but
de 1 ’assurer pour ||z||, sur [0, Trpax] -

prenons p > 2,et on pose

(d — a)? _pa+1

-, — M, =K 3.5

Q=

oa(p)’
Dans la suite, nous présentons quelques Lemmes importants dans ’établissement de 1’ esti-

mation (3.4).
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Lemma 1 Soit (u,v) une solution du systéme (G).Alors

d
- udr—l—/f(u,v)dx—l-/\/udmzﬂﬂ (3.6)
dt Jo 0 Q

Proof. evidette M

Lemma 2 On suppose que p > 2 et soit

2 m(ar) My ~ ) -

G = [ [qu —

ow (u,v) est une solution du systéme (G) sur |0, Tinax|. Alors sous les conditions

(3.1) -(8.2), il existe deuz constantes ¢ >0 et s >0 telles que

g'EGq(t) < —(p—1)0Gy+s. (3.8)
Proof. On pose W
() = ~ L=~ In(a(p)(M, — w)) (39
donc
Gylt) = q / udz + N(t), (3.10)
o
ou
N(t) = / WP, (3.11)
O

On dérive N (t) par rapport & ¢ et on applique la formule de Green , on obtient

d _
—N=H%+8, 3.12
dtN +8 (3.12)

ol
H = —d / (' ()2 + B )PP (Vur)2el (3.13)
a
—p(d + a)/ W (w)eMP= 1Ty Vode
Q
—a / pp — 1) WP=2(Vo)ldz,
/a1
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ch

S = 1 / B (w)e™ My 4
i)

/Q [p’up—lf (u,v) — B (u)oPf (u, v)] e gg

—X / B (uyue™yP gy
Q

—po/eh(“)vpdw—pﬂ/ eMWyP=1gs.
Q Q

On obscrve que I7 st donné par

H = —/ th(u)dx,
Q

Q@ = d((W(W)®+ 1 (u))wP(Vu)? +

+p(a + A ()P~ VuVo + ap(p — DvP~3(Vo)?,
est la forme quadratique en fonction de Va ot Vv , qui cst nonnegative si
(pla+ )W (w)oP™1)? — dadp(p — 1) (' (w))? + K" (w))o?>2 < 0,

on choisit /.(u) telle que

1 " a(p)
M = e M) = G, o

L’inégalité (3.16) péut s’écrire de la forme

oL 1 _ a(p)
4adpv2p—2{ A G e My—u)? (a(p)(Mpﬂ)?] T }

1+a(p)
(a(p) (Mp—u))
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Meais

pa —pa(p) + 1+ a(p) =0,

donc I'inégalité (3.16) est vérifite,( > 0 par conséquent,

- / Qe"™)dz < 0, (3.19)
Q

tandis que e terme S péut étre estimer comme suit

5 < fﬂ (I (u) — op)e™ Pz + (3.20)
/Q (pvp‘lf (u, v) — K (WP f (u,v))e"®dz,
< —(p-1o /Q WP de +
[ 175 ) = Wt ()] 0,

puisque . ) ) 1 . o
a(p))(Mp —v) ~ a(p))(Mp -~ K) 1T’ '
D’autre part | on a
—H{u) = - . £ | . (3.22)
a(p)(Mp —u) ~ a(p))Mp
h(u) < ;_(—;jlng

Comme v > 0, alors d’aprés (3.22),0n observe que

p'up*lf(u 'U) - /’L’(’ W [ (w, z)
———=—1") } {u,v).

< (pPt-

a(p ))M

Donc, il existe ¢; > 0 telle que
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pv”~1f(cw,v) — W ()P f (u,v) < ey [ (u,v).

D’aprés (3.20) et (3.23),0n obtient ’éstimation suivante

5 £ ~(p— 1)0N+01/ f (u,v) MW dy
Q

IA

=l
~(p~1)oN + cies@ = /Qf(u, v)dz,
on pose

-1 II
—=In >
qL = ciec® o -

utilisant (3.6), on trouve

d
S < —~(p- DoN+al|0 - o / wt, v)dx,
? 194

il est clair que d’aprés (3.10),on obtient

S < ~(p~ DoGy + (o — VoK + )10~ a1 2 /Q ult, z)dz,

ce qui montre d’aprés (3.12) que

d

(_IQGq < ——'(p - ].‘)O'Gq + 8,
ol

s=aq((p- ok +)|0].

Maintenant, on péut établir ’existence globale de la solution du systéme (G).

globales et uniformement bornées sur [0,+oo[ x 2.

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Theorem 1 Sous les conditions (3.1 ) et (3.2),les solutions du systéme (G) sont



Proof. Multiplions I'inégalité (3.28) par eP=1)7! puis par une simple intégration du résultat,on

déduit Pexistence d’une constante positive C > 0 independente de t telle que :

G, <C.

D’aprés (3.9),0n observe que
=1
eh,(u) > ¢l Ina(p))Mp7
ce qui montre ¢ue pour tout p > 2, ona

/vadx < ejp—)ln(Ka(p)Jr%)Gq(t) < Ci(p),

ol
h(p) = Cedtn MBI D),

prenons p > 2 et procédons & Pestimation uniforme de la quantité || f(u,v) — crv”p.

Soit

l'inégalité (3.2), montre que

F,v) < p(u)(L + )7,

ce qui impligue,

[Fruva < [ @wparomes
Q ¥

AP /Q (1+v)%) = C(Bp, |9, A),

37

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)



Finalement
1/ (u,v) — ov]|, < Cte.

Remark 1 L’'inégalité (3.35) déroule de la formule suivante :

(@+y) <277Mz" +y"),z,y > 1,r > 1.

38



Bibliographie

[1] N. D. Alikakos, Lp -Bounds of Solutions of Reaction-Diffusion Equations. Comm. Partial.
Differential. Equations 4, (1979), 827-868.

[2] H. Bresis, Analyse Fonctionnelle. Théorie et Application, Masson, Paris, 1983.

[8] T. Casenave, A. Haraux, Introduction au Problémes d’Evolution Serai Linéaires, Eddition
Ellipses.

[4] A.Haraux et A Youkana, On a Result of K. Masuda ‘Concerning Reaction-Diffusion Equa-
tions, Tohoku .Math .J. 40.(1988) S. p. 159-163

[5] D. Henry, Theory of Semi-Linear Parabolic Equations , Lecture Notes in Math, 840, Sprin-
ger Verlas, New York (1984).

[6] S. Kouachi, Cours de Magister1999-2000, Existence globale de la solution des systémes
paraboliques.

[7] K.Masuda, On the Global Exietence and Asymtotic Behavior of Solution of Reaction-
Diffusion Equations, Hokaido Math. J.12. (1983), pp. 360-370.

8] T.. Melkemi, A. 7. Mokrane, and A. Yonkana, On the uniform boundness of the solutions
of systems of reaction-diffusion equtions. EJ QTDE, 2005, no. 24. 1-10.

[9] F. Roth, Global Solutions of Reaction-Diffusion: Systems. Lecture Notes in Mathematics.
1072, Springer-Verlag, Berlin (1984).

[10] J. Smoller, Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations, Springer-Verlag, New York

(1983).

39



