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de rfuctiondiffusion s'inscrivent d.ans re cadre de ces 6quations d,6volution
sont dc la formc :

un +.1h1'

"(0)

;,t e [0, +oo[

uO.

(P)

dans ,f
En d'

Ori

bords

AO

-dt A

-d*A
de diffusion diagonale, ( A peut €tre triangulaire, pleine ou d, coeffi.cients

), .....d," appet6s coefficients de diffusion (posirifs),A : I;=f {n Uhplacien
, f2r...., f*).

on aura d, consid6rer des 6quations de la forme suivante :

Vi : Ir....nt,, Atut - &Lu"t: ft(ut,u2,....u*)

u(A,n) : ua{r), r€0,(t,*)e ]0,?[xs)
Bua : 0,(t,r)e]0,?[x Bo.

born6 de IR*, ua: w(t,r),i,: 1.,...m,da > ,,et B ries conditions aux
iculier de type Neumann,de Dirichlet ou de conditioas m6l6es).
nous montrons Ia possibilitd d'exietence grobale des sorutions du systdme

(D)



ft - uL'u: II - ! (u,,u) - Iu sur J0,+*[ x CI

fi-aU:f (u,u)-ou sur 10,+*[xO
H:H-o sur lo,+m[xoo
u,(O,n) - ua, u(0,n) - us sur f,|.

d' deux propri6t6s qu'ont trouve classiquement dans beaucoup d,applications :

vit6 des solutions est pr6serv6e au cours du temps

totale des coqposants est contr6l6e au cours d.u temps.

(G)

(P) cst v6rili6c si cL sculcurcnl si / csl quasi-posilivc cc qui sigriric quc, poru.

'u2, ) 0...,ut_n ) 0r.4,;+r ) 0r,...um ) 0] <=+ "ft(u1,u2,,.ui*r,0,..,a*) ) 0.

(M) eX par exemple satisfaite d6s que

i, rn
sq\ -

) rl; so

masse totale des composJl, o,**r*e pas en teqrps fini incite d penser que
en un certain sens globalement en temps.

organise de ia fa4on suivante :

ier chapitre,apr6s avoir donn6 ra forme g€n6rare des systdmes de r6action_
lcs cxcmplcs faisa,nt rcssortir lcur rOrc csscnticr da,as rcs scicnccs, nous avons

en utilisant la loi de comportement de .t,ick.

chapitre on commence pax citer quelques r6sultats concernant les semi-
la deuxidme section,nous pr6sentons des outils tr6s importants dans l, 6tude
de la solution du systdme(G) en donnant bien s.*r Ia forme explicite de la

iel de ce travail est pr€sent6 dans le troisidme chapitre dans lequel il a 6t6
de I'e:<istence globale de la solution clu systdme (C) clans le cas rn :2, cette

un r6sultat de D. Henry [s] ( etr* r6gurarisant ) or] pour prouver lexistence



glotr'alc cic la r;olulit-in, il suIIiL dc t,rouvcr urrc csliuraliou unifr;nuc dc ll fifu, ,u) - ou llp U : I,2)
sur ii0,1[,r*[ ,clans l,espace ,P(O) pour p ) f .



Chapitre 1

Mo'rtdlisation de systdmes de

16action-diffu'sion

1.1 lhrtrc,duction

La, pJlus grand parbie de ce m6rnoire est consacr6e d l'6tude d.e I'existence globale en temps

':lcs scrlnl,itrns d'unc classc clc sysliiurcs ar,ppcl6s Sgstdrnes d,e R6a,ctian-Di,ffusi,an,, crc soul

des syst€)nles d'6quations aux d6riv6es partielles du type parabolique,ces slrstdmes intervienent

rlans 'des applications nombreuses, par exemple : en chimie, en biochemie,, en m6tallurgie, en

<llrramigur: deri popuiations, en g6n6tique des populations, en biophysique...ect. En premidre

partie, vru les qpplications nombretLses et variantes de ces systdmes, on donnera les d6marches

suivies pour mc,d6liser certains probldmes gouvern6s par le systdme (D) cornme ia publicit6 sur

un produ.it;, l'6pid6niologie et le pb.6nomdne pr6dateur-proie.

Les indlividrurs diffdrent d'un problOme d un autre : en chimie, pa,r exemple, ils repr6sentent

cles substa:nces r:himiques. En biochimie, ils peuvent repr6senter des mol6cules. En m6tallurgie,

cles atomr:s. En lynamique des populations, ce sont des humains. En g6n6tique des populations,

i.ts reprr6srar*ent des caractdres. En laiophysique, d.es charges 6lectriques ou bien d.es d.iff6rences

dle potentierl. En environnement, ils peuvent repr6senter les animaux ou les plantes d'une for6t,

d.'unc :rrc:r ou bicn d'un flcuvc.

Pour l.a plus grand partie de ces probldmes, on montre qu'on aboutit d, des systdmes de type

(.D). fu:s conditir>ns aux bords seront; choisies selon l'origine et la nature du probldme 6tudi6 : s'il



n'y i,t, piali d'iunnigration dcs individus d, travcrs la froutidrc clu clomainc srur lcqucl lc probldmc

est p'os6, on ehoisit les conditions aux bords homogdnes d.e Nemann. S'il n'y a pas d,individus
sur lie fi:ontidrr:, on prend les cond.itions aux bord.s homogdnes d.e Dirichlet.

I''inconnuer (Ia solution qu'on cherche) est un vecteur rlont les cou4rosantes sont g6n6ra-

leme:at d'es fonctions positives : en chimie, pa,r exemple, c'est un vecteur de concentrations

chimiques' Er:L biochimie ou en mrltallurgie, c'est un vecteur de concentra,tions en nombres de

mol6'{:ulr:s ou <l'atomes respective:ment. En dynamique des populations ert en environnement,

c'est un 'recterrrr de densit6 de populations humaines, animales ou v6g6tales. Les conditions

initiales sont g6n6ralement positives; puisqu'il s'agit d.e concentrations, densit6s, charges 6lec-

triqu,Ds,...':ct.

1.2 Mod'6lisation et e>cemples

L.2,1. l\dod{llisation

N'ous allonr donner la cl6marche suivie pour 6tablir (D); d'ailleurs qui est le m6me pour
tbous }es ph6no:nndnes cit6s d I'introduction, puis nous donnerons des exemples.

f3n consi'ddre utte r€gion boru6e de nR', (rt, :2ou 3) (qui lreul ALre une srrfat:e g.6ographique, une

cellule vivante ou des mol6cules) dans laquelle des r6actions se r6alisent (cr:s r6actions peuvent

6tre u:ae '5pid6n:Lie, une runeur ou b,ien une r€action mol6culaire I d'ailleurs .[a cellule vivante est

le sidg;e de plusieurs r6actions chimiques, ainsi que les surfaces g6ographiqures forment ies iielx
cle milllier:s de virus et rumeurs circulant entre les individus des populations...).

Si on rLote lrar u'i(:L,f) la coacentration cle 1a i€*" espdce prenant part clans ces r6actions,

J't(r,t',u1(rc,t),..,ru*(n,t)) son tau:r de formation dans la r6action en quesbion au point e et d,

l''instant ii > 0 et -Q le flux de ces espdces A travers la frontidre de notre r6g;ion.Consid6rons un
volum'e v-' jnfini:nent petit de la rdgion de ft'ontidre S : 0V. La vitesse rfe Ibrmation de la i€."
espdce danrr le vrlume V est 6gale A la quantit6 form6e par la r6action 6t6e cle son flux d, travers
lil surface ll; err termes d'6quations :

/1 1\
nfr
* | *@,t) dn : I fn@,t,u1(r,t),...,u^(r,t)) d,r - [ ln od,ocJ J -' 

'VV"a



dircctc du th6ordmc dc ra divcrgcncc au tcrmc d6signant lc fl,x,on obticnt :

{W - rt+vro)a*:o ,i:!,...,rn,

I/ est infiniment petit et arbitraire,on en d6duit :

W *vr;d,x: 1n i : 1r...rTft,

populations (plan macroscopique) on apprique 
'ne 

roi sembrable .

donn6 par la loi de Fick (secoude loi de Fick) :

'lo : iouivui, (otj)*.*,
j=L 733ro

une matrice d6finie positive, appel6e matrice de diffusion..

(1.4) dans (1.3), on ohtient :

ft-en":f(u).

d'une epiddmie

born6 d, frontjAre r6gulidre et soit le systdme

#-an*S-11-,1,$sr_pS
ff - arAJ:74pg7 _ oI ,t) o,r € f,)

,S(0, z) : ,So(z) , I(O,n): Is(r) sur C,

H:H:osurR+xoo'

d'individus Susccptiblcs,

'individus Infect6s ,

(1.2)

(1.3)

Le flux (ou

(1.4)

"n(
En

(E)

T

o
a

a



On

duit

types

que

de recrutement ,

de contact ,

de mortalit6 naturelle.

r,
d'infection ,

taux dc mortalitc par infcction

6quatiou de (tl) montre qu'il n'y a pas de migration a travers la frontidre de o
aux bords homogdnes de Newman : orl 17 est la normale orb6rieure d, ECl,
sont positives.

oremple le phdnomdne naturer connu sous le nom pr6dateur-proie, il se pro_
les for6ts, la mer et res grancrs fleu'es. Au d6but riu vingcidme sidcle (1926),
un systdme d'&truations de R6action-Diffusion d6crivant l,6volution de deux
( des 6tres vivants en suspensioa dans la mer ou 

'eau 
d.ouce ). Eu supposant

des proies et l'augmentation des pr6d.ateurs dus d la pr6dation sont
produit des biomasses des proies p et cerle des pr6dateurs f/ et en supposant

naissances et mortalit6s naturelles des deux types sont lin6aires et proportion_

; aussr cn tcuant comptc dc la diffusion constantc dc chaquc cspdcc, on

AP
E : epLP * arrP - &"rp - 7p II
OH
E:epAH*anH-a"nV*1pH

surOx]0,+oo[

surOxl0,+m[
(F)

aux bords appropri6es et conditions initiales positives.
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groupes et pr0bl6mes senfti

llfll :.. *op llT*llr: *.,oll,ltllx
ffallx:r c+o llnllx

2,1,

2.1.1

-groupes

c$f consacr6c au rappcl dc la th60ric dcs scmi-groupcs utilc pour ra r6solutior:
-Diffusion.

ions et propri€t6s des semi-groupes

de Banach r6el ou complexe muni de la uorme : fr *+ llrllx,on d6signe
vectoriel des app.lications lin6aires continues de x dans rui m.me.

de Banach pour la norme f --+ llTll d6fini par :

par -f

t(x)

(2.1)

1n



dtun semi-groupe de classe C0

{"(t)}r>o d'6l6ments T (t) € J(X) pour t ) 0 forme un semi-groupe de classe
elle vF.rifie les conditions suivantes :

I q rg-+ r) : r@).r(t)pour tout s,r ) oI

1 
ii)T(0): I (icte.ntit€ dans t(x))

( ii4rim llrglr - xllx:0 pour tour lr € X
(2.2)

ple

iten gui v6rifie (2.2) avec t, s cle signe quelconque s,appeile groupe cre crasse co.

de dimeusion finie) :

(j'), A e "C(x) alors ?(l) : et^ p,rur / € R esL rur groq)e tle calsse C0.
de dimension infinie) :

n : {nn},e*,,i l*nl <*}. o" sait que 12 est un espace de Hilbert pour la
oo: (E lhlt)i associ6 au procluit scalaire 1*,a >: f *ng;.

: 
{e*nztrn},.* a /2 pour t > 0, on remaxque ,u.,ii,try,i) et (2,2),ii) sont

reste d \rOrifier (Z,ZI,#{}r En ef,*bt :

Soit

norme

0n

laeil€s

t)r - rll,2.i : f (r - e-"'t1z bnl' +ift - e-n't12 1*ny

N-1

O:l

oo

le,lV

u^n2t1z lrnl' < i Ir*1, et que r € 12 d.onc, ve ) 0 on peut choisir -l/ de tel

e-n2t1z1sn1? <a mais 7 -e*nat est croissantepour n) ldonc on a:

l/

Efn 
* u-n2ty2 [*nl, < (! * e-n't1zflrg;z ,-+ g

n:L t+O

11



l1

b)

|g ilr(t)r - u llf, -* o.

exemple de semi-groupe qrd n'est pas prorongeable A,'n gro'pe car T(-t)t:
€N)pourtl0etre12.

groupe de contraction de classe Co

{r(t)}r>o de classe C0 esb appel6 semi-groupe de contraction de classe co si

ll7(r)ll < I vr>0.

un semi-groupe de contraction.

2.1.. teur inftnitdsimal d'un semi - groupe

I

dcux eccmplcs pr6c6dcnts :

dimension finie:
(ou C,), eAt - f^#o, Vr e X on a :

l*,pv1 : ArL-" J r=o

lir T(h\t - t
nli*-==n -: fu

le g6n6rateur inffnit6simai du semi-groupe ?(t),dans ce cas on note que :

avee t( ).

A qui sont g6n6rateurs infinit6simaux de semi-groupe ?(t) coincide

On

e*''

Or

a)

on dit

Soit X
de

t,,

ension infinie

= {e-n'trn}r.* u'consid6rons Ia suite :

12



Ts#:{n#",},.*
frn : -r1.2frn"-ann2h. 0 < 0r" < L.

n(h)r_r | , \limah+o T- = l-n-rn!^.o

'txisLc pas Loujours clans 12, urais 4a: {-rfjrr}.erq csl d6fiui pour l.uL s: € 12

-n2rn|,eN e J2- on d6duit que :

D(AI: 
{x e P : {-nzul,€N eonverge aaesx}

domaine de l,op6rateur non born6 A.

2.7.

On

tels q

infinitdsimal d'un semi-groupe de classe Co

de Banach r6el ou complexe, {f (q},>0 un semi_groupe de classe Cosur X,
2itu exe^ple que pour tout r € X,la fonctioa t --+ T(t)z:n,est pas cl6rivable

partic d'un ccrtain cnscmblc quc nous avons not6 D(A),

D(A) I'ensemble des vecteurs(d6rivabres) dans x, i.e : l,ensembre des r € X
t --+ T(t)r soit d6rivable pour tout t ) 0; donc D(.4) est ca,ract6ris6 par :

{,, e x ,T^(l*- = converse dans xlh Iorsque A -* 0) (2.3)

pose : 4: r(n)-|, of -4 est un op6rateur qui appartient a, "€(X), Vh > 0,
appel6 g6'6rateur i'li'i[6si'ral de;e*i-groupe {"(l)}ryo (g6'eralernenl .4 esl

13



Unr

IK

2

2.

app f : X -- X est dite contractante si :

dissipatifs et opdrateurs m-dissipatifs

de quelques r6sultats utiles de lranalyse fonctionnelle

€ [0,1[ telle que , ll/(r) - f (y)ll < kll* _ srll pour tout (a,y) e X2

Soit

.1 r ( du point fixe de b'nar-h) .

espace m6trique compret, / une application contractante d€ffnie de
X / admet un point ffxe.

: ( de Lax Miligram)
de Hilbert, a; H x JJ --+ IR une forme bilin6aire, on suppose qu,il

es positives c ( *oo et a telles que !

i) l"(
ii) a(

cf:[2

2.2.2

"il ll"ll
uilz (coercivit6) alors :

VI € II, 3!u € II tcl quc: u(u, u) :{ {,,u } ya € II.

non bor46s dans un espace de Banach

suite : X est un espace cle Banach, sa rorme est not6e fJ fl.

dans X est un couple (D, A) orl D est un sous- espace vectoriel

u)[

,u)

iti

14



deX A t D -. X est une application lindaire.
ni 2.5 :

si (-l), un op6rateur lin€aire dans X, le graphe de A et l,image de A (G(A),R(A))par I

G(A)

n@)

{@,r) €Xx X,u€D,u_4111

^(D(^))

Soit

u€

On

on

Uno

si -,4

du chapitre on d6signera re couple (D, A)par zl.Noter cepenclant que lorsqu,on
'ateur lin6aire, il est absorument indispensable de d6finir son domaine.

de X de domaine D(A), alors (2, u) e Asignifte que u € D(A) et

multivoque si Au contient plus drun 6l6ment, da's le cas contraire
univoque.

z1 dans X est dit dissipatif si on a : V (rt, ut),(uz,a2) € A:

_ urllIlq*uz-(r.-oz)lll ll"r

, la d6furition est d.omr6e conurfe suit :

vu € D(A),V.\ > 0, llu _ AAull > ll"ll

if; on dit que A est accr6tif.

(2.4)

ri)



if alors l,equation

u* AAu: f
(2.5)

pre

Soit

ll"ll

IIut -

si -l

produit

D6finit
un

.9

A

une solution.

solutions de (2.b) alors : ut _ u2: )4Au1_ Aw)et on a :

ff avec 'u : ztL - ta2, clonc :

- u2 - AAq * AAu2ll= 0 d,ou i rr1 = q2.

dissipatif A d"o" X est dit m_dissipatif si :

R(r - )A): y

A, Lu e D(A) tel que :

(2.6)

u - ),4'u: f (2.7)

dalu X, on dit que .,1est m-accr6tif.

non born6g dans un espace de Hilbert

aphe ol suppose que X : f/ est un espace de Hilbert, et on note ( ,)le
H.

dit monotone dans fl si :

< Au,,z )) 0 (2.8)

16



est

2.3 :

d'ot :

ce qui i

Corro

Soit .4

Preuve

dans ,I/ ssi -.4 est monotone.

< a _ A,*a,u _ AAu): liu _ Mull,
: Ilullz - a < Au,u> +)2 ilAull2, vl ) 0, vu e D(A)

llu - AAull2 - il"l]z : tr lieull2 * 2.\ < Au,u)

on faisaat ,\ -- 0r il r6sulte , l Au,a )S 0.
si < Au,a )( 0, Vu e D(A)ou a :

llu - AA.ullz: ll",ll2 - 2.\ < Au,u ) +A2llAull2 > ll.rll,

ffu -.r.{zJf } Jl"ll

.4 esb dissipatif.

lin6aire tle rlorrraine dense dans ,f,l tel que z G(A) c G(A) et A

A rn -- dissipu,Lif ++ ,4. : -4*

2.

1ry



B est

Preu

1) D',

donc -B

2)

quelconque de rRn et y = L2@). on d6finit rop6rateur rin6aire.B sur F par :

D(B): {u e u}(a), Au € L2@)}

B'u: AuVu € D(B)

/{,l(CI) : {r, e f/l(o), tel que : z fp:0} avec t: /r(o)
fr'(o) : 

{, . Lzrrl),o #e zr1nl}

m-dissipatif de domaine dense, de plus B est auto_a{ioint

de Creen orr a :

fr
lLuu:_ lvuyad,"+ [*oaoh { {o"

e:rtErieure d | .= df,l. Montrons que , q Ar.l, u )( 0

Vue D(B),1Lu,ur: t Xuudn: _ !fr*tr*<,oh

Vf eY, Jlu e D(B) : u _ ),Au _ f.
a

tl

J 
(" -.\uAz) d,r: I la d,r V) > 0,o6

(2.e)

18



ff-
I tr* + VuVu) dt: I fu dr
J' J
orl

c'egt

dc L'

3)t
4) <

<B
ceq

Exr

Soit

otr(

b(u,u) = l(t')

verifierqueb(tr,,tl)esbcoerciveetl(o)esbcontinue,etonappliqrreletheordme

donc : 3!u qui v6rific u - Au: f d'orl B : Lu cst m-dissipatif'

on a : D(rt) c D(B) c,'(o) +m: 
'2(o) "* 

ffi : tr2(o)'

VoVu 4s: j uArrt da :1u, M >
o

| @,u)€ G(B*) et d'aprds le coroll'aire (2'3) B - B* donc B est auto-adjoint'

born6 de JRn, Z = L*(Q)'

Cpar:

D(C): {u e II},n Z, L'u e Z}

Cu: Lu.

C cst rn-dissiPatif dans Z'

: C est dissiPatif?

Z, pox;ns : M : llJll* , cL soiL u e II]I uno soluLion dc :

u- \Lu: / dans D(0)

10) cst cn pirlicutior v6riliCr: dans 'L2(O)' cL I'ou a :

(r-M)-.\(Au -M)=f -M aans'12(O)

(2.10)

t):

i?tt t)

u),

un

19



pos()us't: ( - tl), € I$(CI) avoc Vu * 1[1pr1>u]Vu donc :

.'"( ) alors, u e D(C) ce qui implique : u - Cu: / admet une solution unique,

on voit que c'est la m6me 6quation qui correspond d, plusieurs op6ra-

i6t6s diff6rentcs, car ils sont ddfinis sur dcs domaincs diff6rcnts, donc, on

de d6finition.

de llill-Yosida-Phillips :

par un op6rateur m-dissipatif :

de banach, -r1 est un op6rateur liu6aire m-dissipatif de douuine dense.

2.5

Soit de contraction et tr son g6n6rateur inffnit6simal alors

.L cst dc domainc dcnsc.

.3 : (Hi11-Yosida-PhilliPs)

ff^f
| "2 

a* + x I lv"l' d,*: I (f - M), d,r 1o.t.t.t*
o {l"l>,M} o

f^
l r" d*<0=+u:0=+ u1 M p.psurf,).

J
o

iiQre on montre que :?, > -M p.p sur O donc :

.fllr-, il r6sulte que C est disipatif.

/ e l*1st; c L2(t)),3!u e H]({}) avec Au e L2{{l) sotution de :

u.- Lu * / dans ,'(Ct)

de Ia

ll"lL,-
Soit

20



nU Iin6aire 
"t 

est Ie g6n6rateur inffuit6simal dtun ee&ri-groupe de contrac-
m-di$ipatif de domaine dense.

2.4 F ( Hill-\txida)
lin€aire m-accr.tif dans un espace de Hilbert x, al'rs po'r

), iI qxistc unc fonction u € Cr([0,+oo[;X)nC([0,+oo{; D(A)) utriquc

de

(D(A

lrl+ |

L'€qu

| * * Au: o sur [0, +oo[

I u{0} = a6

( zo qt l#l : I,au.g)l < lA"ol Vr > 0.

un esp)ace de hanach mrrni de la norme de graphe :

Ia nofme hilbertienne €quivalente (ul2 + lAal\*.

(2.11)

(2.12)

hyppthdses du th6or0me (2.4), I6quation :

I
J #+Au+^n:O sur [O,+*g
'l

I u(0) : zt

unc solution u:nique.

se ra,rFdne d, l'6qu',tion (2.11) gr6,ce d, l,artifice classique suivant :

u(t) : e\tu(t).
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ded

2.3.

locale cle la solution d'un probldme drevolut;ion

non homrogdnes et problAmes semi-lin6aires :

partie ou d6signe peu x l'espace rle Banach et,{ I'operateur lin6aire m-dissipatif
on note 'l'(t) k> semi -groupe de contraction engendr6 par -4.

non homogdnes :

pour tout * € X et / : [0,4 -+ X, une fonction donn6e, on veut r6souLdre le

.1

tA

(2.

(2.13)

et / € C([0,?], X), on co'siddre une solution u € (1fl0,T1, D(,,1)) du
), alors on a :

l:,2.14)

tu (s) == f (t - s) ., (s) pour I € [0,r]

{ 
o, 

" € c (Io,rl, D(.4)) n c1([0, 11, x]

7 
ii) &(t) : Au(t) + f (t) Vr e [0, "]I i.i,i) u(0) : "

t
u(t)==T(t)n+ lr(t-s) /(s) d,s

J
0

w(a*h)-w(s) : T (t- s - h) (*ql=" - (r(?*r), 
1"y)

--- T (l - ") (" (") - Au(s|) : (T (L - ") /("))

/(") e C([0,4, X') =+ ia e C ([0,r], X) =+ w e Cr ([0,r], X).

,i, 1"; : T (r * s) / (r), Vs e [0,4 (2.15)



.15) sur {O,dJ et en faisant tendre d vers t (, <f) on obtient :

,,r (r) -to (o) : i , n- s) / (s) d,s
I

o

f

to(r):u(0)+ [rA-s) /(s) ds.
J
o

t - r') u (,r) --+ T (0) ulty : u(t) ,

x et f € c ([0, 71, x), le probrBme (2.13) possdde au plus une sou.tion.

tefiuZ

11,1 -'lt2

et / € c([a,T],x), la formule clonn6e pal (2.1.r) ddfinit une fonc:tion

' 
nous allons chereher des conditions suffisantes pour que la fonction u donn6e

t
diorl, u (r) : , (0) + [ r(, - ") .f (s) als

J
0

sont deux rsolutions de (2.t8) tlonc d'aprds (2.14) :

t
fu1(t):r+ Ir(t- s) /(s) ds

0

t
P
Iu2(t):*+ lr(t-s) f (s) ds

J
0

ve: uL(t) *uz(t) : O + u1(t):uz(t) Vr e [0,?] et donc :

2

€

X
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(2.1 L uuc solulir:n dc (l.IJ)

si u est une solution de (2.11), on doit avotr u(0) :, e D (A), cependant cette
plus suffisante pour que u doun6e par (2.1a), soit solution cle (2.13).

"(t) 
esi un groupe d,isom6trie et soit y € X/D(A) alors : T (t) a 4 D(A).

tout i €R: /(t)=.?(t)y,ets:0 €D(A) dc:nc (2.74)clonne:

u (t) : tr (q u f D (A) poar t * 0

plus une solution cle (2.1S).

et / € C ([0r4, X), on suppose que l,une au
est satisfaitc :

, D (A))

T], X)

par (2.1a) est solution du probt€me (2.13).

2 (Granwail) :

e LrlO,T] tel que ) 2 0 p.p et soit c1,e2 desx constantes positives
,e 0 p.p tel que .\( e 11[0,?] alors, si Vt € [0,"]

cz f(")((")d" p.p ona:

( (t) S er exp

moins des deux condi-

i)f
ii) /
alors

cf:

Soit

<eL
((r)

f
ez I A(s) ds

o

Lt

[0,

cL
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si c1 : 0, alors ( (t) : 0 p.p sur [0, 
"] 

.

semi-trin6aires

F : x --+ x esb lipschybzienne sur les born6es d.e x, si pour toute constante

tel que :

llr(") - F(a)ll < K (M) ll* -sll, yr,y € B @,M).

€ x, F: x -- x unc fonction lipschl'tzicnnc, orr chcrchc ?'> 0 ct unc fonction

I too-,*, u € C(10,fl , D (A))n € Cl ([0,"], X)

1#-Au:F("(t))
[ " 

(0,') :'o

6) s'appcllc probldrnc scuri-iiu6airc.

(2.16)

(2.17)

(,

.3

UO X et u,u e C ([0,"], X) deux solutions du probldme :

+

u(t):r(t)us* {r(r-") F{u(s)) d.s
I

0

de la solution)

,8i6, {ll" 
(t)ll , ll' (t)ll} on a :

t
F

ll" (t)ll < I lle (" (")) - r (u (s))ll
,

0

I
ds 1 K (M) I ll"(") -o(s)ll ds

I
0
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, et d'apr€s Cronwall ( Ct:0.Remarque 3), on ci6cluit que :

ll"(t) -o(t)ll:6

(2.17) admet une solution unique.

I2K (2M + llF (0)ll + 2l-1 ) 0, od r7,4as est le temps d'ercistence maximale et

+ ll.F'(0)ll , on d6finit .E comme suit :

E : {u € C (10, Tul,X) tel que llrrll < L, Vt €. [0,fryl]

la distance d induite par la norme de C ([0, Tu], X)

d (u,,u) : 
r.tfi"t flu (t) - o (t)lf

Tul,X),Yu € E :

ds pour s € [0, fta] .

r' (0) + [r (" (")) - r (0)] donc :

llr'(u (s))ll :! llr'(o)ll + L K (L) s

t

Q*(t) : T (t)'w + | r 1t- s) F(,a (s))
J
0

t

< ll"oll + I llP ("("))llIJ
o

M + llr'(o)ll
Ty

ds < M.W# < Lvt e[o,TM).

26



6"eEd'orl:

)eExE,ona:

Qu: E --+ E

t.

fro"(t)ll <K(L) Jll"(s) -"(")ll ds<K(L) d,(u,u)Tv<)a@,u).
o

(r',

(r)

et d'aprOs le th6ordme du point fixe de Banach, O, possdde une unique

que :Le probldme (2.1Y) admet une solution unique.
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globale de Ia solution dtun

sy e de r6action-diffusiorl via

ibnnelle de Lyapunov

ffi -u\u:[- I for"\- M srlr lO,+*[xft

* - ano: .f (u,u) - ou sur 10, +oo[ x O

H: H:O sur ]0, +m[ x 0O

u,(lrr) : u4, o(0, r) : rro sur fI

ouvert born6 de IR', 
"f 

(t, 
") 

est une fonction non n6gativtl contintment diffe-

x IR+ satisfaisant

.f(o' e) :0, f (r,o) > o Pour r, s ) o, (3.1)

(€ > 0,r/ ): 0) + 0 S /({,'r) S e({Xt +riq. (3.2)

(c)



Si {o

moddle

moddle

f (u,r)

pos6 par

B<ry
et A.Y

doit

Pour u6

(o:.\

Il en

puisque

I
I

tout

La

: 0) avcc cloul6cs iriifialcs non u6gaLivcs, ic problduic (.P) rcpr6scnLc uu

ile substances tel que d, chaque'instant t, 
'il existe une r6action cbimique,ce

i6 par un cherchQur qui s'appelle Rosenzweig.marc-Arthru dans le cas otl

,,4

un,

que : ( (r) : uB , la, questiou de I'exisbence giobale cle la solutioa est

chercheur, cette question a trouv6 une reponse par N. Alit<akos [1J lorsque

K.Masuda [7] a r6solu le probldme dans Ie cas B ) 1. En (1983) A.Haroux

g6n€ralis6 Ia methocle de K.Masucla en jouant sur la non lin6arit6 de ( clui

condi{ions par exemPle :

rog(1 +((.s)) _6
"I*- I

par A.Haroux, A.Youkana [4] s'appelle technique de la fonctionnelle de

'I'ilxistence'Iocale en'temps de'1a solution est classique pour ce systdme

(on note Tv,aoe Ie temps d,existence maximale), de plus, les solutions sont

>0.

du principe du maximum, itestimation d priori :

ll" (t)11,,n < [lro[1"" v 0 < t 1 Tuo,

0, s,il 6tait possible d'6tablir une estimation a priori uniforme pour u (t),

cn r6sultcrait, mq,is, ct c'cst li, la difficult6, unc tcllc cstimation n,cst pas du

bien sflr dans le cas trivial a : d of :

llrll- : [fu * ull* ! llroll.": Iluo + oolf."

ftU*u)-aA(u+u):s

o* * oA',: o
at
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'aprBs le principe de marcimum on trouve :

llrll* : llu +-ull* < ll'oll* : ll"o * oolloo'

3.2

On ll.llo , f € [1, +oo[et; ll.ll- les normes usuelles dans les espaces U({L)'tr-(O)'

et pr6liminaires I

par

( oo , alors

ll"llf : lu(r)le dr,

fll"(t)ll* + l[r(t)ll*) : too '

Lf
-tlol Jo

L'

th6orie

En

surJ0,

De

ll.,ll* : sup ess l"(r)l .

les espaces If (A,T,X),p e p,+oo[et L*(A'T'X) comme suit :

,tL. {o,TI * x mesurable ,f ll"lli dt < m} 
'

rT

ll"lL'r.?wx, * ,[ llulll*dt,

[0,fl * X sresurable,supessle]o,rt llullx < *]'

llulla*1o,r,x) : suP essttlo'r1 ll'llx'

locale et 1'unicit6 de la solution (u, u) du probidme (C) d6coule de ia

6quations paraboliques semi-nn6afes(vot proposition 2'7)'

, il existe un ft',. € 10, +ool tel que (G) possdde une unique solution classique

liur
td?-"p"

T,

de
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3.2.1

L'

n

cn tcmps frrri.

s'ilexiste une constante positive C telle que

li"(*)11"" + fJu(r)11"" ( C,pour tout r € 10, ?^*[,

l'6t.de de la positivit6 de la sorution e,st bas6-e sur le remrne suivant :

que Ia matrice D du syst.me (D) est diagonale. Alors, toute r.gion

5:fiPr{urut>0},

d€s que la fonction F : (h, f2,....,/rrr) satisfait

(ut,u2,..W-rr0r..1eor) ) 0, pour tout zr. ) 0ri, j:1,,.,.m(i* j).

locale

en temps de la solution est classique pour le systdme (G).

former le systdme (G) en :

I r' (r) : H rr (t) + F (u (t)),r ) o

t urol:(Jo€x.

H ((I (t)) : (a A,u (t) , b Au (t))

F (U (t)): (rr - f (u(t),a (t) - o.u(t)), f ("(t)," (t)) _.ru(t))

localement lipschvzienne en u € x : c (o) x c (o) ( proposition 2.2).

suivante nous exposons les principaux r6sultats qui assurent la positivit6 et

de Ia solution du sysGme (G).
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g.g

3.3.

orl

Dt

de I'

ce globalg et positivit6 de la solution

de la solurtion

3.1 et comsre /(0,"):0 et /(r;O) ) 0 pour tous r.,s ) O,alors la r6gion

X: {('"nor"} € lR2 sus}r l}rat 'u6L ) 0n uo > 0},

la solution du probldme (G) reste daas X, c,est ddire positive.

cougeruant I'ocistence globale de la solution du systdme (C), on applique le

ison voii[I0, Theorem 10.1J e Ia premi€re €quatibn du systdme (G), on

0 < u(6,r) < max(ffaoffi*,*, : *. (3.3)

que o est globale en temps, et d'apr6s un rdsultat dans [E],ii suffit de trouver

la quantit€ suivante

llf (",o) - frllo pour p >
n
tr2.e.

llf (",o) - )rll, l Cte,

constante posilive independente de t.

, nous' allsns 6tablir la bornitude de la quantite llzllo sur 1.0,fio*[ dans le but

flzll." sur J0, 
"r"+*[.

2,et on pose

(3.4)

* : Wi, *(p\ : ffi, *r: o * ;#t. ($.5)

nous pr6sentons quelques Lemmes importants dans l'6tablissement de I'esti-

(3.
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une sollrtion du systente (G) 
"rt* 10,?k*[.r4rors Bons les cond,i;tions

sist"a det+le aqtetq{+teE q}O ef,,,a }O fuelpe We

#*ro, < -(p* l)aGn *.s.

(u,u) une solz4tion d,u syatdrne (G).Ators

df f f
i Jn** * Jnf fu,u)d'n * 

^ Jnuda:rIQ
,r,

srylrose que p l2 et soit

Gngl: L[rr+ "*x-ffi rntu(fi(Mo-,,0{ a*,

h(a): -#m(,,(p)(M, -u,B

cq(r): n [ *+/v{r),
Jtr

f

M(t) : I ch(")untln.
Jf)

(t) p* rapport d il et on applique la formule de Green , on obtiegt

ftu:n+s,

E : *a 
t.tfn'WJ)2 

+ N'(wjleht4&\v*l2dx

f
-p(d + a) 

J nH 
(u)en@) uP-rV uY udn

f

-a Jnrtn - 
7)eh('Ir;n-z1vu12da,

(3.8)

(3.6)

(3.7)

(s.e)

(3"-ro)

(3.11)

(3.12)

(3.n3)



,g : Vt tp1"h(,4rrd*+

tnt*o-f (u,u) - H(u)rrf (u,o)l"h(u)4,

-^ J #{ufurch(u)un46

A" 
Ineh(u)upda - o, 

lneh(u)un-t4*.

quc I/ cst doun6 par

H - - fne"or"r*,

A : d{(h'(w:tr}z + il'(u)}tf (vu}2 +

*p(a * d)td (u)$-ryuVu + op(p _ t)tf-z(Vu)z,

quadratiquc cu fonctiou clc Vu ct Vu , qui cst uourcgativc si

(p(a + d)h! (u)tf-L)2 - +aap@ - r) ((h,(u)) 2 + ttt (u))uzp-2 1 0,

(u) telie que

hr (u) : ffi.,r-h, il, (r) : d#ry

t,,l-

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

{3.18)

.16) p6ut s'€crire c{e la forme

):u,
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pa*pa(p)+1+ d(b):l),

(3.16) esb V6rifiee,02 0 par cons6r-grent,

H-- I guo(-)d*<0.
Ja_

tcrmc,s: pOrrt 0tpc osbimcr,conmrc suit

,9 S t'*Wttu\ - o,plet'(*)L,Pdb +

In*u, (u,r) * t{ (u)ue f (u,u))eh(*)d,a,

IrW-, (u,r) - tt(w)trf (u,r)luhtu)d*,

-l'!(") -- ,, .,il' .'l , .1' . .
,t(e)(Me -t$ - o(p}Mu'

h(u)

alors d'apr6s (3;22),on observe que

yur'-11(r,r) - ll$u)aet {'r,r)

c1 )0telleque

o.:fr'

(3.1e)

(3-20)

(3.21)

(3.22)



N-t I tu,u) -l/(u):ur{ (u,r) < c1f (u,u).

) et (3.23),on obtient l'6stimation suivante

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.?7)

(s.28)

(3.2e)

(G) aont

,9

gr: ra"&\h*,

), on trouve

s < -{e* t}aN+qrffF4 -^# t'.a{t,r}dn,
d'apr6s (3.10),op obtient

S -@ - l)oGn+ qi((p * l)oK + r'r)l,fq - qr* 
t';uft,r)dn,

d'apr6s (3.12) qrne

#*r=-(p-_r)ocn+s,

s ,= {r((p - r)oK + Ir) lCIf .

p0ut 6tablir I'e6istence globale de }a solution du systdme (G).

lea and,it;dorw {9;t ) et'{9.9),les sohttiort d,u syst€rne

bonlilea sur [0, too[ x Sl.



I

I

l'in6galit6 (3.28) par e@-ll,ot puis par une sinrple itt€gration du r6sultat,on

d'une constante positive C > 0 independente de t telle que :

Gq{t, < C' (3.30)

),on observe que

eh(") > ufrt""t6,11uo,

pour tont p ) p;-oa a

[ **< 
""h 

rn(ra@)+$)6n(t) 
< c{p),

Jn

C{P) : Ce#rn(l(@(PJ+*)'

procErlorrs d; I'esfiinra[ion unilorrre de Ia quau[i{;e l[/(u,u) - *llr.

e: 
ogl21.r({),

2), moutre que

/(",r\<ebr\$+u)e,

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3:3a)

(3.35)
for @,d a*

en f;t * tlte)

lt^
I @(u))?(t * u)Pe)dn 3

J{t

C(frp,lCIl , A),
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Finale.ment;

llf (",") - orlle 1Cte.

lRerlnrrk 1 L'tnegali,t6 (3.35) ddroule de la farwzuJe su,i'uante :

(r*a)' <z'-t(r'*a'),c:,u ) 1,r ) 1.
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