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Introduction

Les inégalités apparaissent partout et dans toutes les disciplines, elles jouent un role
important et significatif dans toutes les branches de Mathématiques. Durant ces derniéres
années, les inégalités ont attiré 'attention de plusieurs mathématiciens et une intense
littérature est apparue sur ce sujet. En particulier les inégalités intégrales ont connues un
grand développement et des nouvelles idées et techniques sont apparues ce qul a contribué
a la résolution de nombreux problémes importants en théorie de I'approximation et en
analyse numérique ou I'éstimarion des erreurs d’approximation est exigée.

La théorie des inégalités ntégrales joue un réle important dans I'étude des équations
différentielles et intégro-différentielles, les applications dans ce domaine ont été déve-
loppées d’une facon tres remarquables au cours de ces derniéres années dans I’étude
de l'existence, l'unicité, la dépendance continue de la solution par rapport aux données
initiales, Pexistence globale, la stabilité de la solution et l'erreur d’estimation dans les
problemes d’approximation. La littérature dans ce sens est treés riche et connait une
croissance explosive en théorie et aux applications, on peut consulter 110, 11].

Il s’avére que I'utilisation des inégalités intégrales donne des bornes explicites pour
les fonctions inconnues. Pour ces raisons Vintroduction des inégalités intégrales dans
Pétude des propriétés des solutions des équations différentielles est indispensable. Une
des inégalités intégrales la plus connue est celle de Gronwall (1919) qui a été appliquée a
la résolution de quelques problémes coucernant les équations différentielles ordinaires.

Le but de ce travail est de développer un résultat obtenu dans 5] autour de I’étude des
propriétés des solutions des équations dynamiques aux échelles de temps. Nous signalons
que ce mémoire est basé sur les idées figurées dans les travaux 3,4].

Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R Par exemple,
les ensembles N, Z et I'ensemble triadique de Cantor sont des échelles de temps. On
sous-entend que la topologie de T est induite par celle de R. La théorie des équations
dynamiques aux échelles de temps a été introduite en 1988 par Stefan Hilger [7, 8] dans

sa these de doctorat ou il a notamment définie la A-dérivée de la facon suivante.



Définition 0.1 Soit f: T — R™ une fonction et t € T*, f est dite A—difféerentiable en
t 57l existe un vecteur f2 (t) € R tel que pour tout € > 0, il existe un vowsinage U de t
tel que

£ @) = 7 (s) = £ (t) (o (2) - | <elo()-s|,

pour tout s € U. On appelle f* (t) la A—dérivée de fent. Sif est A—différentiable

ent pour tout t € T* alors f2 . TF — R" est dite la A—dérivée de f sur T*,

Ici, o (1) ::inf{seT:s>zf},p(t):sup{SET:5<f} et

T* T/]lp(sup T),sup T] sisupT < oo
T sisupT = oo

C’est & partir de cette définition qu’ont été introduites les équations aux échelles de
temps qui ont la méme forme qu’une équation différentielle & Pexception que par exemple.
dans une équation du premier ordre, la dérivée d’une fonction r (f) est remplacée par
la A-dérivée (22) de cette fonction. Nous verrons plus loin dans le texte que si T = R. la
A-dérivée équivaut a la dérivée au sens classique et les équations aux échelles de temps
deviennent des équations différentielles. Si T — Z, les équations aux échelles de temps
deviennent des équations aux différences finies, pour plus de détails, on péut consulter
les deux livres [1, 2]. Dailleurs, lintérét pour ce dernier type d’équations a connu un
essor considérable au cours des derniéres années pour expliquer plusieurs phénomeémes
discrets notamment en économie, psychologie et génie. Qui plus est, I'informatique fait
appel aux ensembles discrets et donc, les équations aux différences finies sont abondam-
ment utilisées pour faire avancer cette science. La théorie des équations aux échelles de
temps vient dans un premier temps unifier ce qui peut étre fait dans les domaines des
équations différentielles et les équations aux différences finies. En travaillant sous 'angle
d’une échelle de temps générale, il est possible de faire progresser simultanément ces deux
champs des mathématiques. Dans un deuxiéme temps, la théorie développée autour des
échelles de temps permet I'étude de phénomenes se modélisant d’une fagon qui fait appel

simultanément au discret et au continuy. Ainsi, une équation définie sur une ¢chelle de



temps de la forme U"Z3° [2n, 2n + 1] est tres utile pour décrire des phénomenes saison-
niers. Par exemple, ce pourrait étre pour I'étude d’une population d’insectes qui apreés
un certain temps disparait, pour réapparaitre ultérieurement apres avoir été pendant un
certain temps sous forme de larve.

Ce travail est organisé de la facon suivante :

Dans le premier chapitre, on commence par rappeler briévement quelques notions
gériérales sur les échelles de temps avec exemples. Ensuite nous présentons quelques
résultats préliminaires qui nous seront utiles dans notre travail.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons quelques inégalités intégrales aux échelles
de temps qui sont trés utiles dans Pestimation des solutions des ¢quations dynamiques.

Enfin, on termine le chapitre par Pexposition de quelques applications de ces inégalités

intégrales aux équations dynamiques.



Chapitre 1
Notations et Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions, exemples et théorémes trés

utiles pour le deuxieme chapitre

Définition 1.1 Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R.

Exemple 1.1 Les ensembles N, Z, 0,1]U[2,3],(0,1] UN et I'ensemble de Cantor sont
des échelles de temps.
Exemple 1.2 Les ensembles QR\Q,C,(0.1) ne sont pas des échelles de temps.

Remarque 1.1 [aq topologie de T est induite par celle de R.

1.1  Opérateur de saut

Définition 1.2 Soit T une échelle de temps, pour t € T,on définit Vopérateur de saut
avant ¢ : T — T

U(f):inf{SET18>lL}. (1.1)
Définition 1.3 Soit T une échelle de temps, pour t € T,on définit Uopérateur de squt

arriere p : T — T
p(t)=sup{seT:s<t}. (1.2)

(@2}



Remarque 1.2 Par convention, on supposera que o (t) =t sit est le maximum de T et

que p(t) =1t sit est le minimum de T.

1.2 Classification des points
Soit T une échelle de temps, ¢ un point de T
Définition 1.4 On dit que t est un point dense & droite de T, t < sup T (resp. un point
dense ¢ gauche de T) si o (t) = ¢ (resp. p(t) =1t).
Définition 1.5 On dit que t est un point dense s’il est simultanément dense 4 droite et

a gauche.

Définition 1.6 On dit que t est un pownt dispersé a droite de T (resp. un point dispersé

a gauche de T) si o (t) >t (resp. p(t) < t ).

Définition 1.7 On dit que t est un point isolé s’il est simultanément dispersé o droite

et a gauche.

Définition 1.8 Nous définissons les fonctions de granulation pv: T — [0, 00] par :

pit)=ot)—1t ot vit)=t—pl(t). (1.3)
Considérons les exemples suivants -

Exemple 1.3 Soit T = R, pour tout t € R,

on a

o(t) = inf{seR:s>t}= iaf (f,om) =%,

p (7‘) = {,



donc tous les points de R sont denses. Les fonctions de granulation K v valles : p(t) = 0
etv(t) =0

Exemple 1.4 Soit T = 7. pour tout t € Z, on a
oft) = inf{s €Z,s >t} =inf{t +1,¢t+2, ... P=t+1,
plt) = -1,

ansi tous les points de 7 sont isolés. Les Jonctions de granulation Hyv valles -y (t) = 1

&0t =1



Exemple 1.5 Soit T — 0,1JU[2,3] on q :

e tsite(0,1[U[2,3)

2s5t=1
et
tsite0,1U]2, 3]
p(t) =
lsit=2
Ainsi
Osite{O,l[U[Q,BJ
p(t) = !
lsit=1
et
0site0,1]ul2, 3
o (1) [0,1]U]2,3]

1 sit=2

On définit maintenant Iensemble T*.

Définition 1.9 Soit T une échelle de temps

T T/ ]p(sup T), sup T) si supT < o0

T st sup T = oo
Remarque 1.3 S le mazimum de T est dispersé g gauche, alors on pose TF = T/supT.
Sinon, par convention on aura que TF = T
Définition 1.10 pour deux points a,b € T, lintervalle d’échelle de temps est définie
par :

-[a,th:{te"ﬂ‘;agtgb}.



1.3  A—Dérivée

Définition 1.11 Soi J T — R™ une fonction et t ¢ T*, f est dite A—différentiable en
t s7l existe un vecteur A (t) € R™ tel que pour tout € > 0, il existe un voisinage U de t

tel que

£ @) = f )= 12 @) (o) =) < el o(t) -5

pour tout s € U. On appelle {2 (1) la A—dérivée de fent. Sif est A—différentiable

ent pour tout t € T, alors f2: T% — R" est dite g A—dérivée de f sur T*,

Théoréme 1.1 Soit [T — R" une fonction et t € T
(i) Si f est A—différentiable en t. alors f est continue en t.
(17) St f est continue en t et si est dispersé a droite, alors I est A—différentiable

ent, de plus on a :
flo @) - f(1)
p(t) '

(i) Sit est dense q drotte, alors f est A—différentiable en t si et seulement si

f2() = (1.4)

exriste et finie.

Dans ce cas on q -

A im0 =1

S—t f =5

(tv) Si f est A—différentiable en t, alors :

Fle@)=Ff®)+u@) 2. (1.5)



Maintenant, on donne quelques exemples concernants le calcul de la A—dérivée

Exemple 1.6 Considérons I fonction f : T - R définie par f(t) = 2 op T =

{3 et}

Comme t € T done dng € Ny : t = %—O
Ainsi
ng + 1
t) =
0-( ) 2 )
et comme
oy = L@ =)
ot)—t 7
alors
<n0 + 1)2 (n0>2
A 1 2 2
2
| mp+l ng
T B 3
_2ng 1
T B
Doy
1
A @) =2+ =

Exemple 1.7 Considérons I fonction f : T — R définie par f(t) =t? ouT ={\/n,n e No}
Pour toutt € T : 3 no € No 1t = /ng, et done

comme

10



alors

fA(f) S (V’noﬁ_l):z_(\/%)z

Vot 1 e
= \/no+1+\/n0.

Ainsi
PO =vELi1+e

Remarque 1.4 9 T = R, al
T R—-R

ors d’aprés (i) du théoreme précédent on a la fonction

est A—différentiable ent € R ssj -

existe et on a f> () = f (t).

Rermarque 1.5 $i T = 7 d’apres (i1) on a la fonction J:Z — R est A—différentiable
ent & Z,

et on a

=TSO SOV -F@ oy are

Théoréme 1.2 5 f 9 T — R sont A—différentiables en ¢ € T*, alors :

(4) f+ g est A—différentiable en ¢ de plus

(f+9)% ) = f2(1) + g% (1),

(it) af est A—différentiable en t pour tout « € R et on q
(@f)* () = af? (1),

11



(1ii) fg est A—différentiable en t et on a

(92 (1) = fAW )+ f(o(t) g™ (1)
= 9> )+ f2(t)g(o (),

(iv) sig(t)g(o(t)) #0, alors J est A—différentiable en t et on a
g

NS AW - @) g0
<> = 0o

g
Le Théoréme suivant est énoncé dans le travail 6] .

Théoréeme 1.3 Soient W un owvert de R et t € T un point dense a droite. Si g : T —
R™ est A—différentiable ent et si f : W — R est différentiable en g(t) € W, alors f o g

est A—différentiable en t et on a

(Foa)* ()= (f (9t) (1))

Définition 1.12 Une fonction f : T — R™ est dite rd— continue s1 elle est continue en
tout point dense o droite de T et si sa limite gauche existe et est finie en tout point

dense a gauche de T .

Remarque 1.6 L’ensemble de toutes les onctions rd—continues est noté par C., ou
q rd

Crd <T) d

Remarque 1.7 L’ensemble de toutes les fonctions A—différentiables et rd— continues

est noté par C}, ou C!,(T).

12



Exemple 1.8 Considérons I'échelle de temps T = EO [2k, 2k + 1]
On a

Osite U [2k 2k + 1]
pu(t) = =
1 sz'tEijO{Qk‘,Jrl}

on suppose t € [0,1]NT , alors on q :

montrons que cette limite eriste et -

i@/
i 0= =5

montrons que f est continue ent = 1. | est définie dans T par

tsitel0,1]
fE) =
2s51t>1

En effet pourt = 1, f est rd— continue car (im f(t) = 1) par contre elle n'est pas
(=
continue en ce point car (f (1) = ).

Définition 1.13 La fonction F - T — R est dite primitive de f: TF — R s elle vérifie
FA(t) = f(t) pour tout t € T,

Théoréme 1.4 Toute fonction rd—continue f:T* = R admet une primitive ' T — R

el on note

/ F@)At=F(r)— F(s) pour tout r.seT,

de plus "
ra(t
ﬁ / fO)AT=pu(t) f(1),t e T
t

13



Preuve. On pose F2 (t) = f (t) alors

on a:

d’ou
o(t)
F(U(f))‘F(f):‘FA(f)M@):>/ FE AT =F @) ut).

Théoréme 1.5 Soient a,b, ¢ € T, )eRet f,geC, (T*) alors :

/ab{f(t)+g(t)JAzs:ff(t)AH/abg(t)M
/ab (Af (1) At = A/abf (t) At,

e [
[ rmar= /bmma

/abf (t) At = /:,f (t) At + /be@) At

/U'f (t) At = 0. (1.6)

[ f@) 1< g()

sur [a, blyw . alors

b b
]/ f(f)AHg/ag(f)Af.

a

14



Proposition 1.1 Poyr T = R on a

b b
fmm:/fmm

Preuve. évidente m

Proposition 1.2 Pour T =7 on q

/f (1) At =

Preuve. Comme T=Z,4 < b, on a o (t)=t+1.

Zb_l f) sia<b

t=a

st a=1"5

0
a—1
~z%fw si a>b

Ainsi
b a+1 a+2 b
/f@m_:/ fOA+ [ fat+ o+ [ fe)ar
Ja Ja a+1 b—1
o(a) ola+1) o(b—1)
= ) At (t) At + ... gy
/ () z‘jL[+1 f(t) At + +/H f(t) At

= p@fl@)tpa+l) flat D)+ +pub-1)7(b-1),

comme £ (1) = 1, on obtient

/a‘bf (t)ar= "

t€la,b

f@).
{

De la méme manieére on montre le résultat dans le cas a > b.

Pour a = b et d’apres la propriété (1.6) du théoréme précédent on trouve -

[}@m:[%@m:o

Proposition 1.3 Si [a,b] contient des points isolés alors :



ZTE[ o ! (1) f(t) sia<b

/ )5t 0 sia="0

1 Zte[u,b[ p(t) f(t) sia>b.

Preuve. On suppose que [a,b] contient uniquement des points isolés. C’est-a-dire
[a.0] = {to,t1,....,tn} . Autrement dit q — th<ti <..<t,=Hh

D’apres le théoréme précédent on a

/{Lbf(t)At - ”Zl/mf A Z/ £ (1) At

n—1

Do) f) =3 w) s
1=0 tela,b|

/ iy ar=

par contre dans le cas b < ¢ on obtient

[rwai=- l'nf (t) At

i

Pour le cas a = b on a :

1.3.1 A-Intégration par partie

Proposition 1.4

b b
/ 770 08t = (o) D)= — [ 120y g ) A,

b b
[ 105 0at=(g o1 - [ 12w g @ a

a

16



Preuve. D’aprés les propriétés de la dérivée on a

(9 &) =F ) g® )+ f2 (1) g (1),

d’on
Flo®)g® )=o) (1) = 2 g (1), (1.7)

intégrons les deux membres de I'égalité (1.7) de a a b, on obtient

b b b
/ Flo®)g® (1) At = / (f9)® (1) At - / £2 (1) g (1) At

(fg) (1)) - / 8.1 g (1) At.

17



Définition 1.14 Les fonctions gk i 2 T* = R sont définies par récurrence :

go(t.s)=hy(t,s)=1stecT.

t t
Gus1 (1, 8) = /g;C (0 (1), 8) AT, hyys (2, 5) = / hi (T,8) ATk € Ny, s,t € T,

Sont appelées les polynomes d’échelles de temps.

Définition 1.15 Soit p : TF — R, p est dite régressive si elle vérifie

L+ p(t)p(t) #0.
Remarque 1.8 Pour tout t € T*, I’ensemble des fonctions régressives et rd— continues
est noté par K.

Définition 1.16 L ensemble de toutes les Jonctions régressives positifs est définie par :

%+-:{p€9q;:1+u(t)p(t) > (, pour toutté’ﬂ‘k}, (1.8)

Définition 1.17 Pour h > 0, on définie la transformation cylindrique @ £, : Q — Z;,
par :
1
6 (2) = - log (1+ zh),

ou log est le logarithme principale. Pour h = 0, on définie : £,(2) = z pour tout

2z € C.

Theéoréme 1.6 On suppose que : p € R et to € T un point fizé, alors le probléme a
valeur initiale

V) =ptyt), y(t) =1, (1.9)

admet une unique solution dans T.

18



Définition 1.18 Soitp € R etty € T, la Jonction exponentielle est définie par la solution

du probléme précédent et on q :

ce qui entraine

par intégration on obtient :

logy (t) = /p(T) e

J 1o

v (t) = cexp (/p(T) AT) :
to

ou ¢ est une constante réelle. D’aprés la condition initiale on trouve : ¢ — ks

D’od : t
y(t) = exp (/ p(r) Ar) ,

e, (t,%0) = exp </t:p(7) AT) .

Remarque 1.9 1] est clair que

ainsi

et on pose

e (0 (8) o) = (14 u(t)p(®))e, (1. to) (1.10)

Remarque 1.10 Pour T = R, la fonction ezponentielle est donnée par :

ey (t,t0) = exp </mtp(7) dr)

ot t. tg € R et : p: R — R est une fonction continue.

19



Remarque 1.11 Pour T = Z, la fonction exponentielle est donnée par :

e (t,t0) = 11 [+ p(7)

)
T=1g

Ut lo€EZtg<tet p:Z — R est une suite vérifie

p(t) # =1 pour tout t € Z.

Théoréme 1.7 Soit q € T*beTetL:TxTF >R est continue en (t,1t), pour t € T*

,t>a et L2 (t,.) est rd— continue dans [a,0 ()] ,on suppose que pour tout ¢ > 0.3 [/ un

voisinage de t indépendant de € [a, o (t)] tel que :

{L(o(z‘,),T)~L(S,T)—LA(t,T)(0(t)~s) I<elo(t)—s| Vse U

Ou fA dénote la deriveé de I par rapport & la 1" variable alors on a :

g(t):/’L(t,T)AT‘—‘>gA<Zf):/.LAU,T)At-f—L(O(t).f).

a

et

b b
h(t) = / L{t,7)Ar=h*(t) = / LA (t,7)Ar — L (o(t).,1).
Jt Ji

ce qui donne

1o 1/
g° (1) :m'/a L(J(t).T)AT—Mu)/a L (t,7) Ar. (1.11)

d’autre part on a :

sy Le®.D- L
Hhm)= p(t) ’

20



d’ou
Lo (t),7) = pu(t) LA (t,7) +L(t,71). (1.12)

Remplacons (1.12) dans I’équation (1.11), on obtient

A = /jm (L'w ) /lb /'L(m)m
/f( / e [He
o [

o(t)
fTAT+_L/ L(t,1)Ar,
() J,

I

comme "
ot
[ rmar=u@zp
t
on a
A
e (t) = / LA (t,7) £+ (B T3 e, 1) Lt 1),
ainsi
t
o (1) = / LA (t,7) AT+ L (o (1), 1), (1.13)
[ ]

Théoreme 1.8 Soit [ R — R une fonction continue et différentiable et g: T —R
— différentiable dans T* alors fog est A—différentiable et on i &

(fog)®(t) = {/f t) 4+ hu(t)g (t))d}L}gA(t),teT’f.

Définition 1.19 On définit le cercle minus de soustraction © sur R par

21



P—q

P = 1+ g’
~ _ —p(t)
(©p)(t) = TF (@)’

&(ep) = p.

1.4  Quelques inégalités importantes

Lemme 1.1 On suppose que p > 1,a > 0. Alors

— . -
K P a+Z" "gp, (1.14)

pour chaque K >0

Preuve. : voir [9]. =

Lemme 1.2 On suppose a > 0,p > g>0cetp=£0, alors

q
al < Qg p cH—pqup, (1.15)
P i

pour chaque K > (.

Preuve. : Si ¢ = 0, il est facile de voir que Iinégalité (1.14) est vérifice. Tl reste a
prouver |l'inégalité (1.15) dans le cas g > 0.

Posons b = g, donc b > 1 par le lemme précédent, on obtient le résultat.

Un résultat considéré comme un outil de base dans l’étude des inégalités de type

Gronwall est donné par le lemme suivant : m

Lemme 1.3 (Comparaison) :

22



On suppose qQue u,be Cry ae Rt

ut (t) < a(t)u (t)+b(t),t>¢)teTh

alors,
i
. u(t) <u (o) eq (2, 20) —1—/ €, (t,a(s))b(s) s b > 4y Fw T (1.16)
to
Preuve. On utilise 13 propriété de la dérivée dy produit de deux fonctions - ]

ee (1)) (1) = w (1) eca (0 (6 1) + (1) (e 1, 10))

= U™ (t) eca (0 (£), t0) + u (¢) (Oa) (t) esa (2, 1)

I'égalité (1.10), donne

e (I = 0) o0 0),t0)+ u ) (00 0 207 00)_

d’aprés la définition 1.19, on obtient

[ueca (-, 0] (to) = u? (1) e, (9.(8) . to)+u (1) (~ (@ (0a))) (1) eca (0 (t) 1),

= [u* () - (@ (0a) (1) u (8)] eca (0 (2) ),

ce qui montre que ;
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[ueea (- 10)]% (1) = [u® (1) = a () u ()] ewn (o (1) to) |

(1.17)
par intégration de I'équation (1.17) et comme e, > 0, on obtient
t
#0ecn (tto) = wite) = [ [ (5) 0 (9)u ()] ecu (0 (5) 1) As
to
t
< [ 06)euno (9, 10) 85
to
ce qui montre que
t
u(t) egq (t,t) < / b(s) esa (0 (5),t0) As + u (to), (1.18)
to

multipliant I'inégalité (1.18) par e, (t,ty), on trouve

u(t)g/ b(s)e, (to,a(s))ea(t,to)As+u(to)ea (t,t0) ,

d’on

u(t) < /t b(s)eq(t,o(s)) As+u (to) €q (t,10) .

to
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Chapitre 2

Sur quelques inégalités intégrales

aux échelles de temps

Théoréme 2.1 Soient u(t), alt),b(t) et hy(t)(i = 1, 1) € Crq , des fonctions positives.

S’il existe une série des nombres réels p;, s, cos Dn telle que p > p; > O, e ]

te=l

implique

ou

i=1 P
i=n .

y(t) = 3B R ).
. P

Preuve. On pose
t1=n

2(t) :/ Z/z/i(s)up (s)As

to 4=

t i=n
u’(t) < a(t) + b(¢ / hi(s)u" (s)As, t € TF.
(t) < a(t) <>‘mZ (s)u”(

y .M, alors

(2.1)



Pinégalité (2.1) peut s'écrire aussi comme suit m

uP(t) < a(t) + b(t)=(2). (2.6)

On |applique le lemme 1.2, d’aprés (2.6), on obtient

on dériye (2.5) et on utilise (2.6), on trouve

At) < ‘2 ha(t) {& K57 (alt) + b(t)2(t)) + 2 Pi g

=1 B £
= y(t)z(t) + m(1), (2.8)
ou -
=n p1 pi=p
y(t) =b(t) Y KT hi(2), (2.9)
— P
2=l
et -
o— A (t)

m(t) =Y =L (pK " alt) + K7 (p - p). (2.10)

.-;p

i==

D’apreés le lemme 1.3 et cornme z(tp) = 0, Pinégalité suivante se dérive
t
z(t) 5;/ ey(t,o(s))m(s)As, t € T*, (2.11)
to
On remplace (2.11) dans (2.6), on trouve linégalité souhaité.
Un autre résultat considéré comme conséquence du théoreme 2.1, est donné par le
théoréme suivant

Théoréme 2.2 Sous les mémes hypothése du théoreme 2.1, de plus a(t) > 0 est non
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décroissante. Si l'inégalité

tl T
uP(t) < aP(t) + b(t / BluF(s)As  tET" , (2.12)
to 7’ 1

est satisfaite, alors, on a

ou

et

u(t) < a(t) [1 + b(t) /tey*(t,a(s))m*(s)As ; , t € T, (2.13)
m(t) =3 L@ap_@‘)(ﬂ 4 o ), (2.14)

t)a (1), (2.15)

DN

Prenve. Notons que a(t) > 0 et non décroissante pour t € T*, par I'inégalité (2.12),

il résult

197

Posops w(t) =

MP ) e (g u<‘q) Pig(s)P P Ag
@) <100 [ SR mapras (2.16)
u(t)

——('t—), donc I'inégalité (2.16) s’écrit de la forme
a

t i=n

wP(t) <1+ b(t / Zh7 JwP(s)a(s)P P As, (2.17)

to j=1

on applique le théoréme 2.1, d’apres l'inégalité (2.17), il est facile d’obtenir I'estima-

tion désirée.

Le régultat donné par le théoréme suivant représente une généralisation du théoreme

21. m

Théoréme 2.3 Sous les mémes hypothése du théoreme 2.1. S L(t,) est la fonction

définie o

théoréme 1.7 telle que L(t,s) >0 et LAt,s) > 0 pourt,s € T, avec s < t,
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alors, Vinégalité

1=1
implique
t
u(t) < (a(t) + b(t)/ eg(t,0(s))A(s)As)v, ¢t € T
to
ou
Lo ) T2 hi(e) (2K aft) + 22k %] +
A(#) = . Pi—p Py
/ LA ST ls) [BR " a(s) + 252104 ] g
to
et

1=1

/ s)LA(t, s) Zh Pi g

Preuve. Soit la fonction z(t) définie par

On ag

de I'inégal

i=n

2(t) ::/tL(t,s) hi(s)uP(s)As.

1

Il

7

plique le théoréme 1.7 et d’aprés (2.22), on obtient

i=n t==n

lite (2.7) et I’égalité (2.23), on trouve

28

Z2(t) E hi(B)uP (t) + /LAi s Zh P

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)



i=1 p p
+/ LA(t,s)ihi(s)(&}(mxjp(a(s) +b(s)2(s)) (2.24)
to i1 p
+p pZ )As

ce qii montre

AM) < Lio(t).t lﬁlhy-t Big" o) 4 P2 Pigen
22(t) < L(o(t) )Z ,()(, a(t) + g )
A, e BB
/L tth als) + == K%)A
t)ihi(t)]i
=i
(s LA ) l:nhi ’”K 7 2(s)A
+/to 2109 3 o) (o)

pour f,s € T avec s < ¢ , et comme z(s) < z(t), on obtient

K57 2(t) (2.25)

22(t) < A(t) + B(t)2(t). (2.26)

o A(f) est donné par (2.20) et B(t) est donné par (2.21).

En faisant appel au lemme 1.3, on obtient I'inégalité suivante

#(t) = /t ep(t,0(s))A(s)As, t €T, (2.27)

to

en utilisant (2.7) et (2.27), on obtient le résultat. ]
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2.1 | Autres résultats

Dans cette section, nous exposons quelques inégalités intégrales de type Gronwall aux

échelles de temps, nous supposons dans ce qui suit que ¢ > to, to € T*.

Théorgme 2.4 On suppose que u, f € Crg,u(t) et f(t) sont positives, ¢ > (0 est

une copstante. Si L(t,s) est la fonction définie au théoréme 1.7 telle que L(t,s) > 0

, LA(t,) > 0 pourt,s € T avec s < t, alors de linégalité

uP(t) <c+ /t f(n) [uq(n) + /nL(U’S)U”('S)ASJ At

to to

on déduit que

1

g oL P i L
ot Jo FEE S e+ 28R e 4. (5, 10)+

e

TeTs

u(t) <
Jis ea+(n,0(s))B*(s) As)An
ou t
AX(t) = L%A'%F(t) + g[\'%(L(a(t),t)Jr/m L%,.S)AS)J ,
et | r t
B (i) = p—]_)i]\”p {L(o(t), t) +/t0 LA(t, S)As} ,

pourp #0,0<g<pet0<r<p.

Preuve. Posons

to

donc

t
A = f@) [zﬂ(t)+/ L(t,s)?f(s)AS:J

to
IR () + U
t r =P s r
fto L(t, s) K 7 2(s) + EEK7v)As

IN
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z(1) =c+ /{: f(n) [uq(n) + /UL(T], s)u"(s)AsJ An,t € T*,

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)



Soif la fonction v(t) définie par

—p 7 — q t e r—p " -
ft) = L5 o) 4+ P2l gt +/ Lts) =K 5o + L h)As (2.33)
p P t P P
Alors, on a
U<t0) = g}(i;ic+ m[(,%
p p

IR 2t < o),

p
22 < f(t(), (2.34)

comme {(t) est non décroissante pour ¢t € T*. D’apres le théoréme 1.7, on a

VAt = flK”—;“z%)+L<a<f),f)(ffx";";(x)+”"’J«'ﬂ (2.35)
p p

L T
Jr/ LAO‘,_ .S’)(*K
to P

7 2(s) + E T KA
P

d’apres (2.34) et (2.35), on déduit que

(%K‘%’f(t) + gKL;‘q(L(U(t), B+ [ LAt 5)As))u(t)

v(t) < g ) (2.36)
p—r_.r t
— K3 (L(o(t),t) + [ LA(t,5)As)
I'inégalité (2.36) peut se mettre sous la forme
vA(t) < A*(H)u(t) + B*(t), (2.37)

ou A*(f) est donnée par (2.30) et B*(t) par (2.31). m
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O

dérive

—

1 applique le lemme 1.3 et comme v(to) %QK %, I'inégalité suivante se

=
- l
s

—p o q ¢
o(t) < (}%K ; c+¥m)%(z,to>+/ ear(t,0(s)B"(s)As,  (2.38)

to

t e T*
L'inggalité (2.34) donne

(G =y e eax(t, o)+
Am<| B TSI et

. (2.39)
1 €4+ (t,0(5)) B*(s) As
L’infégration de I'inégalité (2.39) de ty a ¢, donne
! 15 e 4 g eax (1, tg)+
#(f) £ c‘f“/ f(n) G p 17 )ea (1 1o) An,t € Tk, (2.40)

to ftz ea+(n,0(s))B*(s)As

En remplacant (2.40) dans u(t) < (z(t))f_l}

Un aj

, on obtient ’estimation souhaitée,

1tre résultat considéré comme conséquence du théoréme précédent est donné par
le théoreme suivant

Théoréme 2.5 On suppose que w, f,a € Cog,ult) et f(t)
non décrpissante. Si L(t, s)

LA(t, s)

sont positives, a(t) > 0 est

est la fonction définie au théoreme 1.7 telle que L(t, s) >0,

2 0 pourt,s €T quec s <1, alors, l'inégalité

uP(t) < aP(t) + / f(n) [u(’(n) + /UL(U, s)u”(s)AsJ An,t € T*, (2.41)

to to

Implique
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q—p q
u(t) <a()(L+ [} fmarrm)(ix p + 2 gp)
p g P , (2.42)

ea (0 t0) + [ €a- (1, 0(s)) B*(s)As) An) P ¢ € T¥,

ou
B—p r—gq
q.,. o q—p "o =
ay= | FK P S ")+ oK P (L(o(t). )+ | (2.43)
Ji LA(t, s)a(s)9As)
et
r .
Br(t)=2"Tgp {L(a(zﬁ),t)a(t)“q +/ L%.s)a(s)r—ms} t e T*. (2.44)

Pour p#£0,0<r<q<p.

Preuve. Comme a(t) > 0 est non décroissante, pour ¢t € T*, on observe que

zf@ B 1 + : q—p (:gz;)qu A b & "H‘*k' 2.45
<a t)) - /to il i L(n,s)a(s)"'w(z((g)v-As " | S

Posans
w(t) = % (2.46)

dond (2.45) peut se mettre sous la forme suivante

't n
wP(t) <1+ / fa?(n) ,iwq('r/) + / L(n. s)a(s) ™" (s)As| An. (2.47)
to Lo
En tenant compte de la démonstration établie au théoréme précédent, on explicite le.

résultat [suivant

33




w(t) <

¢ q[\ =L p 1A,
Flarey | B 7+ SR et t0)+
to fto ea+(n,0(s))B*(s)As

Ou|A* est donnée par (2.43) et B* par (2.44). m

2.2 | Application

Ap

Dads la section suivante, nous présentons quelques applications lides aux théorémes

2.1et 24 ou on va étudier quelques propriétés des sol

aux échelles de temps.

Exemple 2.1 On considere |’ équation dynamique suivante -

(W ()% + Ft,u(t)) = Pt} pourtg T

U(to) = Up.

On shippose que

F(t, u( i t) [uP,

ot : (), hi(t) € Crg(i = 1,...n) sont positives.

utions des équations dynamiques

(2.48)

(2.49)

Par une simple intégration de I’ équation (2.48) de ty a t et on utilise 1’ inégalité (2.49),

on obtient

O <t + [ sl s+ [ o) s

to j=1

I'inégalité (2.50) peut se mettre sous la forme

(5)] As, (2.50)

(2.51)



ou

a(t) = |ugl’ —F/z I7(s)| As. (2.52)

nt appel au théoreme 2.1, on obtient une estimation pour la solution
Iéquation dynamique (2.48).

En|fais: (t) de

Exemple 2.2 On considére le probleme & valeur initiale -

(uP (1)) = f(1) [u"(zﬁ) + /tL(t,s)u/"(s)AsJ  Ufty) = g, te T, (2.53)

to

ol f(t) et L(t,s) sont définies au théoréme 2.4, et ¢ est une constante.

Théordme 2.6 Supposons que u(t) est une solution de (2.53). Alors

u(t)] < Icl%ﬁ@f(n)((;—{l(%”|cgp+%fc%)em<n,to)+ .

i (2.54)
o e (7, 0(5)) B (5)As) A
Preuve. La solution u(t) de (2.53) satisfaite I'équation suivante
f !
uP (L) =i P +/ f(n) [u”(n) +/ L(n, s)u"(s)AsJ An, (2.55)
to to
L’équation (2.55) est estimée comme suit
73 °t )
iwm%uw+/7mﬁhWW+/Lm»mmWAﬁAn (2.56)
to to

On applique le théoréme 2.4 4 I'inégalité (2.56), on obtient (254) m

Proposition 2.1 §; p=q=1, alors le probleme (2.53) admet au plus une solution,

Preuye. D’apres (2.55), la solution de (2.53) vérifie

wwc+/ﬂmﬁw+/imwwmﬁmw

to to
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on

suppose qu’il existe deux solutions u;, uy, donc, on aura

uxw—oy[fmfmmwg/Lm@mm@AsAm (257

to .

ug(n)+/1L(7'/.,5)u2(s)As An, (2.58)

to =

w@—cfiﬂm

ce qui montre que

,mwwmﬂs/vmﬁmwwwmn+/lmwmmﬂ~MQmﬁAm

to to

de la forme

iMMg/Fmbmw+/lwwmwmﬁmm

to to

on applique le théoréme 2.4 (¢ = 0), on obtient

w(t)] <]

1+Aymwﬁmwmﬂ,

prenons ¢ = 0, on trouve |w(t)| < 0, ce qui montre que w(t) = 0.

Fin

alement,

uy(t) = ua(t).

2.3

Da1
Gronw

d’équa

Conclusion

ns ce travail, on a élaboré des nouvelles inégalités intégrales, non lincaires de type
all - Bellman aux échelles de temps. La contribution est ’étude de certains classes

tions dynamiques, non linéaires dont les solutions ne peuvent étre trouves de facon
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explicites. Finalement, ces inégalités nous permettent d’étudier une des propriétés quali-
tatives la plus importante dans les équations différentielles dynamiques qui est : I'étyde

du comportement des solutions.
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