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Introduction

Les in66;alit6s appa"raissent partout et dans toutes les discipiines, elles jouent un r6le
important e't significatif dans toutes les branches cle Math6matiques. Durant ces clernidres
anrL6es, les in6galit6s ont attir:6 l'attention de plusieurs math6maticiens et une intense
Iitt;tirature e'st apparue sur ce sujet. En particulier les in6galit6s int6grales ont connues un
gra'nd d6veloppement et des nouvelles id6es et techniques sont apparues ce qui a contribu6
d la r6solution de nombreux probldmes importants en th6orie de l,approximation et en
anir,lyse nunL6rique of l'6stimation des erreurs d,approximatio' est exig6e.

lla t;h6orie des in6galit6s int,6grales joue un rdle important clans i,6tucie des €quations
difl€:rentielles et int6gro-diff6re,ntielles, les applications dans ce domaine ont 6t6 d6ve-
Iopp'@s5 d'utte fagon trds remarquables au cours de ces dernidres annees dans l,6tude
de I'existence, l'unicit6, la ddpendance continue de la soiution par riipport zrux drnn6es
initiales, 1'e;:istence globale, la stabilit6 cie Ia soiution et l,erreur d,estimatiorr dans les
prob'ldmes d'approximation. La litt6rature clans ce sens est trds r.i,:he et connait une
croissance explosive en th6orie,et aux apprications, on peut consulter [10,11].

['l s'avdre que I'utilisation des in6galit6s int6grales donne des bornes explicites pour
les frrnctions inconnues. Pour r]es raisons I'introduction des in6galirb6s int6grales dans
l'6turle ties propri6t6s des solutions des 6quations diff6rentielles est indispensable. Une
des in6galit6s int6grales la plus connue est celle de Gronwall (1g1g) qui a 6t6 appliqu6e d
la rds;olution de quelques probidmes concernant les 6quations diff6rent;ielles ordinaires.

L': but de ce travail est de d6'relopper un r6sultat obtenu dans f5] auLtour de l,6tude des
propri6t6s dei; solutions des 6quzr,tions dynamiques aux 6chelles de temps. N,us siqnalons
que .e m€moire est bas6 sur res id6es figur6es clans les travaux 13,4]

llne 6chelle de temps ]f est un sous ensemble ferm6 non vide de R par exemple,
les ersembles N, z et l'ensemb-te triadique de Cantor sont des 6chelies de ternps. on
sous-entend que la topologie de lf est induite par celle de lR.. La th6,rrie des equations
dynarniques aux 6chelles de tem;ps a 6t6 introduite en 19gg par stefan. Hilger [z, 

g] dans
sa thdrse de do'ctorat of il a notamment d6flnie la A-d6riv6e de la fagon suivante,



D€rfinitionr0.L soi't f :T'., rR'zne fonctzon ett €Tk, J est d,i,te L-d,2ff&entzabre en
t ,:;'il eriste un uecteur.l'A (f) € lR', lel que pour tout r > 0, Ll erzste un uozsi,naLte U d"e t
ter' que,

llf@ft))-i (") -f^ft)@(t)-")ll s elo(t)_sl,
pourtou't s€u. onappeilef"(t)raL-d,6ri,uEed,ef ent. szf esta,_d,zJf€.rentiabre

en.t plur totlll e Tk, alors f t\ ,Tr, _, lR, est d,ite la A,_d,€riu€e de f surTk,

Ici, o (t)== inf{s € lf : s > t}, p(t) : rup{s e lf : s < ti et

(
,n _ ) T/ Jp(sup 1f), sup 1l] si sup T' < oo":t T sisup'lf:oc

(l'est d' prartir de cette d6finition qu'ont 6t6 introduites les 6quatioris aux 6chelles de
tenlps clui orrt la mome forme qu'une 6quation diff6rentielle a l'exception que par exemple.
darts une 6quation du premier ordre, la d6riv6e d'une fonction r (r') est rempiac6e par
ia z\-d6riv6" (,4) de cette fonction. Nous verrons plus loin dans le te:<te que si r : lR, la
A-citiriv6e 6quivaut d la d6riv6€, au sens classique et les 6quations aux 6chelles de ternps
devir:nnent c[er;6quations diff6rentiel]es. Si T: z,Ies6quations aux 6chelles de temps
devjennent des 6quations aux cliff6rences finies, pour plus de d6tails, on p6ut ccinsuiter
ies rleux livres [1,2] . D'ailleurs, l'int6r6t pour ce clernier type d,6qu.ations a conrru url
essor consid6rable au cours des dernidres ann6es pour expliquer plusieurs ph6nomdmes
discrets notamment en 6conomie, psychologie et g6nie. Qui plus est, l,inforrnatique fait
app(:[ aux enr;embles discrets et donc, les 6quations aux diff6rences firLies sont abondam-
ment utilis6et; pour faire avancer cette science. La th6orie des 6quations :-r,px 6chelles de:

temlls vient tlans un premier temps unifier ce qui peut 6tre fait clanrs les domaines des
6quart;ions difi'6rentielles et les 6quations aux diff6rences finies. En travaillant sous l,angle
d'une 6chelle 

'ce temps g6n6rale, il est possible de faire progresser simultan6ment ces deux
champs des nrath6matiques' Datrs un deuxidme temps, la th6orie developp6e autour des
6chellles cle ternps permet l'6tude de ph6nomdnes se mod6]isant d,une fagon qui f.ait appel
sirnuLrlanement au discret et au continu. Ainsi, une 6quation d6finie sur une 6chelle cle



teutps de lE fortme u;:f [zn,"zn* lJ est trds utile pour decrire des ph6nomdnes saison-
nisrs' Par 

$xerrpple, ce pourrait 6trq pour l'6tude d.'une population d,insectes qui aprds
un certain !'emqs disparait, pour r6apparaitre ult6rieurement aprds avoir 6t6 pendant un
ce4l;ain temps spus forme de larve.

Ce travlril e{t organis6 de la fagop suivante :

Dans lelPre{nier chapitre, on coFrmence par rappeler bridvement quelques notions
g64rirales srfr lqs 6cheiles de temps avec exemples, Ensuite nous presentons quelques
r6sultats pr$limlnaires qui nous seront utiles dans notre travail.

Dans le {eux[dme chapitre, nous pr6sentons quelques in6galit6s int6grales a'x 6che]les
de temps q,li sogrt tr6s utiles dans I'eptimation des solutions des 6quations dynamiques.

filnfin' orl terrfrine le chapitrerpar llexposition de quelques applications de ces in6galit6s
intQpsrales aqx Oguations dynarniques,
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Chapi{re 1

N'otaftipns et Pr6liminaires

I)ans ce lchapitre, nous pr6sento4s quelques d6finitions, exemples et th6ordmes tr6s
utilB:s pour lF deNrxidme chapitre

D6finition [ '1 Llne ,chelle de temps T est un sous ensemble fermE non uid,e d,e R.

Exempre L^L Iqs ensembres DI, z, [0, 1] u [2,8] , i0, 1] u N et yensembre d,e cantor sont
des Echelles de tEmps.

Exemple t'p Lps ensembles Q,R \ Q,c, (0, r) ne sont pas d,es Echelles de temps.

Rernarque r.t La toporagi,e d,.T est i,nduite par celre ,e*.

1.1 Op6rpteur de saut

D6fltrrition Li.2 $oi.t T une Echeile d,e temps, pour t e T,on d,Efi,ni.t yop€rateur de saut
auant o : lf -r T'

o(t): [nf{s e T: s > l}. (1.1)

D6fihition l t} *oi,tT une 6,chelle d,e temps, pourt €T,on d,efini,t l,op6.rateur d,e saut
arrid,re p : lf -+ lf

p(t): sup{s e lt:s < t}. e.2)

l
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RpmarquE Lfi Par conuentzon, 0rl, supposera queo (t) = t sit est Ie ma,imum d,eT et
qure: p (t) : t, s'i t est le rninimum d,e T.

t,2 Cfiaqsification deo points

OVL A

Soit ll unre Qchelle de temps, I un point de ,1f

D(finition L.4 on d,i,t quet est un poi,nt d,ense d, d,rozte d,eT,t< sup T (resp. un poznt
dense d gau,phe deT) si, o (t) == t (resp. p(t) : t ).

D6fiinition ].'5 On d'it que t est un po'int d,ense s',il est si,multan€ment d,ense d droi,te et
d g\,uch'e.

D6finition L.G on d,i,t quet e,st un poi,nt d,i,spersE d, d,rozte d,eT (resp. un point d,spers€
d, sq,uche d,e T) \i, o (t) > t (resp. p (t) < t ).

D6ffnition 1"7 on d'i't que t est un poi,nt i.sol| s'i.l est s,im,ultan€ment d,i,spers6 d d,roi,te
et d, gauche.

D6ffnition 1.4 ryous d,Efini,ssons res fonctions d,e granuration 1t,u:T --+ [0,oo[ par:

tr(t) == o (t) - t et u (t) : t _ p(t)

Qonsid6rorrs l$s exempies suivants :

(1.3)

Exefnple L.il sqzt lf : IR, pouT tout fr € lR,

o(t) : i:rf{s G IR : s > l} : inf(1,rc) : f,

P(t) : t.-1



dc;n'616ut ttzs poi'nts dr: R sonf denses. Les fonct'r,orts rJc arc,lmLl,ut,ion p,t; ua,lles;7r (t) : 6et,t(t':0

E;,:emple I .,! Soi,tT ,- Z, ,poru.to,ut.t € Z, on, o

o(t) : inf {s,?Z,s >l}:inf {l+ I,t.12,......}:t tt.
P(t) : t-1,

alnsi tolLs 
't'es 

poir-rts dez sont t'sol€s. I'e,s fonction,s cle qran,ttlation 
1t.u ual,l,es : p (.t) : 1

e,t 1, (.t) : L.



{remple il.5 Soitlf : [0, r] u fz, ll on a ,

et

Ai,nsi

e:t

(
o (t) == I ' 

si t e [o' t[u [2,3i

t 2s'it:1 '

(
p(t): I t sit€[o,i] ul2'31

[ 1s'it:2

(

t-t(t) :{ o si' t € [o'1[u [2,3]

I t s'it:l '

(
,(t): { 

o site[0,1] u12'31

I l sit:2

ftn definif m{intenant I'ensermble l]fA.

D6{nition 1.9 f oit T une Ichelte d,e temps

(

To: 1 1f/ip(sup1l),supTl sz suptf < oo

I r s?supT=oo

I

h

lutl""otn.' 
l'3 fl, le ma*imum d,eT est d,ispersE d, gauche, arors on poseTk: 1f/supT.

Sinott, par cotrLue4tion on o,ura que,jfk : lf

D6finition rJo your d,eur po'irtts n,,h e T, r'interuaile d,,Echeile d,e temps est dEfi,nie
par :

[a,b]r: {te T:a:-t<b}.

I



1.3 A-D6riv6e

DFfinition t.l,t soltl:T -, rR'4ne foncti,on ett e Tk, J est d,i,te a,-dr,ffErentiabre ent $'i'l eriste un uecteur f A 
Q) € IR' trel que pour tout e > 0, il erzste un uois,inage (.1 d,e t

tel que

llf ('(t))-/(') -f^(il@(t)-,)ll < e lo(t)_sl,
'.-:

pour tout s € u. on apper,re Jo (t) ra a-d,Eriu6e de J ent. si, f est a_d,i,ff€.renti,abre
ent pour to;utt e Tk, alors fo' ,Tr,--+ IR, est d,tte la L_d,€.riuEe d,e f surTh.

Tfi:or6me LL Soi,t / : lf _- IR une fonction et t € T.
l:,.i) si f est h-diff€renti,abLe ent, arors f est cont,inue ent,
(,ir) si J' est conti,nue en t et si. r est d,,ispers(, d, d,roite, arors J, est a,_d,iffErenti,able

en t, d,e plus on a :

f^ @ : f(o (t)),- f (t) 
.

.- 
r \-r' p(t) (1'4)

(iii) sit est y''ense d, d,rotte, alors f est a,-d,i,fr6renti,able ent s,i et seulement sz

,,*/(r)-/(s)
::,i -_r_s

eriste et fip,ie.
pans ce cas An a :-1 

f^ (t)- lT 
f (t) - {(s)

i--. (i,u) Si, f est $*d,i,ffErentiable ent, alors :

f (" (t)) * f (t) + p(t) f^ Q) (1 .5)



Maintenan!, on donne qudques exemples concernants le calcul de la A-d6riv6e

|f"*ot_" 
Lr'6 consid'Erons Ia fonqti,on / , lf --r rft d1finre par J, (t) : t2 ou T :

t t," u xoi
Comme t €T d,onc 1ro €No :, : Ig
Atrtsi,

et con'Lrrue

cqrnrne

t'r^ + 1o(t):'t, 
,

fArt_f@(t))-f(t)./ \../ - -----------:--:-
o(t)_t ,

f.o(t)-f (o(t))- f (t)
o(t)_t ,

alors

,no*I,12 _ (no\2
fL/+t ' 2 ' \q JI tt.t : - \ a /

no+ I rL6

2 -T
=tr 

no*7 *lg22
Z'n's 1:+ 
- 

_]_ _
9',
-4

D'od

fo A) :2t+:.
Exefnple t.T CQnsi,d,Eronslafoncti,ort,f :lf __+ Rd,Efi,ni,eparf (t):t2 oi.tT:{{i,n € N6}Four touft e [' : 1 ns eN6 : I : Ji6, et d,onc

o (t) : Jnoi,

10



--

alors

enteZ,

etona

prtste et on d f" (t): f' (t),

Reryrarque [..b ,S? lf : Z d,,aprds (ii) on a la fonction .f : Z _--+ R

Ai,nsi,

f^ (t) : {FTI+ t.

Rqmarquemarque I.4 Si'lf : IR, at.ors d,laprds (lll) d,u th€ortme prEc'd,ent on a
R--lR

est A-d,i,fferp,nti,able ent € R ssz;

/:lR-+lR
la fonction

est A- di,ffErenti,able

:f (t+1) - f (t):Lf (t).f^Q):{(o(t))__ f (t) _f lt+l)-f (t)
p\t) 1

Th6prdrrne t"' 
Y f ,g t 1r -* IFI sont L-di,ffErentzabres ent e Tk, arors :

(d) f + s est \- diffErenti.abte en t d,e ptus

(f t- g)" (r) : /o (t) + s^ (t),

(i,l af est Aldifferentiable en t pqur tout a € R et on a

11



(iir) f g est A,- di,ffErentiable en t et on a

(iu) si E (t)

(fs)"(t) = fo :Js(t)+f (o(t))s^ft)

: f (t) g" (t) + fo (t) s (o (t)) ,

P 
(" (t)) f 0, alors ! "" A-d,i,ff6rentr,abte en t et on a

/r\A +'a/+\.
r4 ) ft\ _ J^\t)s(t)- I(t)s^(t)
\g/ g(t)s("(t))

i

Tlfeordme L.3 SoientW unouuerf, de]R." ette T unpozntd,ensed,d,rozte. Szg:T -.-

IR'esf L'-d,i,ffeNentr.able ent e:t si, f ,w --, IR. esl d,i,ff6renti,able eng(t) €w, alors f og
est L- diff1rr.entli,able en t et on a

(f 
" 

g)^ Q) : (f' b (t)),s ft))

Ddfinition L.Ll Une fonctiorr, /:T -- IR' est d,i,terd,_cont1nue si, elle est contznue en

tor4t point d,ensQ d, d.roi'te d,e T et sr, sa li,m'ite d, gauche enste et est finr,e en tout po,int

derlse d, gauahe W, T .

Reynarque 1.6 L'ensemble de toutes les fonctr,ons rd,-contxnues est not€ par Crd 0u

Relnarque L.7 L'ensemble de toutes les fonctions A- d,i,ff6renti,ables et rd,-conti,nues
. est not1 par Clo ou Clo(T) .

Le Th6ordmp suivant est 6rronc6 dans le travail [6] .

I

L2
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E6emple L.8 Consi,d,6rons l'Eche,e d" tumps O : 
*Uo fztr,zn + t]

Ona

I

l

r, (t) : { 
o 

'nt t -!, [2k '2k 
+ rl

I r,,,uni|.2k+r} ,

on suppase I a [0, 1] n lf , tzlors qn a :

f^ft):1B ry, re [0,1[,

rnontront qup cette li,m,ite eri,ste Qt :

fA(' -f Q)-f O)
2_7

Ynontrona q"i f est conti,nue en t : I, f est d,6fini,e d.ans T par

(

f(t):{ 'sire[0. 
1[

\ 2 sit> r

-- 
c( 

fin effet pour t : I,f est rrl,-cor4tinue car (]T_/(r) : 1) par contre elle n,est pas
mtft,nue en cte pli.nt car (f (1) == 2 ),

-l D6filnition L.L3 La fonctton F : lf -+, R esl d,ite p,imi,ti,ue d,e f , Tk __+ jR sz elle u.ri.fie
fa ([) : f (t) porlr tout, € T&,

Th60r6rne L.4 loute foncti,on rd,_ cont,inue f : Tk __, R ad,met une prtrnttdue F: T _-_+ lft
et orl note

I

I f (t) Lt == F (rl - F (") pour tout r, s € ,tf 
,

dq plus

I

/,""' ,0) 4r: p,(t) f (t),t e rk

IqIJ



Preuve. Oir pose fo (r) == / (t) alors

ona:

d'ori

Ir''"', (r) a,r : F (o(r)) - F (t),

I

\"F

I

(r)) - F (t) == ra (r) trft) + 
/r"t" , (r) Lr : f (t) tr(t).

l"' t^r (r))^r = 
^ l"o 

f (t) 
^t.

nb

J" F Q) ot:

['
Jo,

, I"' ,(,) a, ,t /,' n (t) at

Th6ordme L.5 Soient a,b,c €,1f, ) € IR. el /, g e C,a (Tk) alors :

l"' v (t) + g(r)ilr : 
/"u 

, (t) Lt * 
/"u 

n (t) Lt,

f"' t al o, : - 
/0" 

f (t) at,

lfU)l<g(t)

fc rb

I f ttltt+ | f (t)^t
Ja J.

f (t) lit: o. (1.6)

Si

sur fa,blyr" , alors

r4



PFoposition f .t pour T. : lR a,

f (t) Lt

comme p,(t) + 1, on obtient

f rrrl
te[a,b[

De la m6lne r]ranidre on montre le r6sultat dans le cas a > b.

Four o : b 
",f 

d'aprds la pr'pri6t( (1.6) du th6ordme pr6c6dent on trouve

l", f t)^,: /" f (t)ctt:o

Proposition I-.8 Sr, [a,b] contzrznt d,ep poznts isolls alors :

= f"'rQ)0,

on

l"'
Preuvq. 6vfdente r

Proposition L.2 pour T : 21 on a

1o I f'=)tul si'a<b

t"tta^r:l o sia:b
l -li:) tat sia>b

Preuve" Coinme T : Z,a { b,oh a o (f) : I + i.
Ainsi

fb fo*r ^.. Sa+2 fbJ"fftltt : J" fu)^t* 
J"*, f(t)^t+ + [_,t(t)tt

: 
I"''"' ,(r)Ar * 

I).'.,""' , 
(t) Lt+.... + /:,,' 

', y 1r1 o,
: r"@)f (")+p(a,+1) f ("+1)+ ,.+1t.(b_r)f(b_1) 

,

l.' r {r) or:

i-

1f
ld



[' , at o,7
JA

f . u(t)f(t\ si,a<b+tte[a,b[I \ rt \ /

0 st,a:b
* \i- ,, (+\ 1't+\

Lrct^Ar /- \'/ t r", sitL) h'
"L te)st

Preuvs' O[r suppose que [4, b] contient uniquement des points isol6s. C,est-d,-dire

la,b]: {to,tr,.l.,t*}. Autrement di[ a: fo ( tt L.. l tn: g.

D'aprds le tfir6ordme pr6c6dent opr a :

l"' , t') 
o' :: f (t) Lt

pa,r contre dlns le cas b <

1.$.f A-Il'rt6gration par partie

Prqposition 1.4

I"' ,' (t) go(,')ar * [(f g) a))i=:"

l"o 
t al go (t) 

^t 
: [(f s) a))i=i -

Pourlecasf:bona:

t).

T, f'-' f (t) ^t: f /""''/-r l. /_/ t
i=A u ", i:0 J Li

n-1.

\u(t,)f(to):fpQ)f(t=0 rcfa,bf

fh

J,f0Ar:o'
rz on obtient

fb ra

J"fft)or:-Jof@at

- 
l"o 

," (t) s (t) at,

I,' ,o (t) o" (t) at.

16



(fg)o (t;: y (" (r)) g" (t) + Jo (t) s (t),

d'ot

J' @ Q) ri 
o (r) : (J'.q)o (r) - /o (.t1 e1 1t| (1 7)

int6grorLs les de'x membr.s de r'6galit6 (1.7) de a d, b, on obtre't

fb^ , I'b ^ tb

J, f 
(o (t)) gu (1r Ar = 

J,, 
t l gJo (n at _ 

J, r^ (t) ,t tt ) Lt

: l(f s) (t)li=| - fu f 
o(/) 

,7 (r)^r
,/ ,,

Pr:euvr:. D'a,pr.ds les propri6tcs do la d6riv6e on a

t7



4 Les foncti,ons : gk,h*: 1f2 --+ lR sonl d\fi,ni,es par r|currence :

go (f .s) : ho(t,s) : l.s, t € lf.

Ddfinitiorn 1

Qn+r (t,4 : 
I"' 

n* @ (r\, s) Ar, h*+t (t, ,) : 
/"' 

,r j, s) ark€ Ns, s, , € rf ,

Sont appelEts les polyn1mes d,,Ectrelles d,e temps.

Ddfinition L.l6 Soitp:Tk -- IR,F est dzte r€gress1ue si elle u€rtfie :

I+pt(t)p(t)+0.

Remarqu" 1.q Pour totti t €: Tfr, l'ensemble d,es fonctzons r€gress,iues et rd-cont,inues
est notd par W.

Ddfinition 1.1F ,'ensemble tle toutes les fonct'ions rEgresszues posi,ti,fs est d,6Jin1e par :

9t+: {pe m:Ii p,(t)p(t) ) 0, pour tout I € T'*}. (1.S)

D6finition L,Ll Pour h > 0, on d,(fi,ni,e ra transformatzon cyrind,r,ique i{n : e - zh,
par:

I
€ne) =; rog (r t zh,) ,

od log est le logari,thme princi,pa[e. pour h:0, on d,€finie ,€oe) : z pol-rr. tout
zeC.

Thfor€me x.,6 on swpose ELe : p € ffi er ,0 e lf un polnt f,r€, alors le probld.me d,

ualaur i,ni,ti,atre

y^(D:pft)a(t), a(to):r, (1.9)

Ndmet une utiUue soluti,on d,ans T.

18



T

ion 1. 8 soi't p € ffi r:f t6 € T, la foncti,on erponentielle est d,E/ini,e par la srlution
dwp

ott, t,

est une

:

oit

D'

a^ (t) : p(t)a (t) ,

on on obti,ent :

Iog s (r) : l'"r(r) Ar,

a (t) : , 
"*o 

( /'o 1ry lr) r

\/to /

constante r€elle. D'q,pr6s la condi,ti,on ini,ti,ale on

a ft) = *, (/,,r(") ^?) 
,

eo(t,tr): *o (/

clair que

et on dL

er(o tl,t),to) : (i, + Ll(t)p(t))e,p(t,t1)

,o or)

ue L.9 Il est

( 1.10)

Pour T : lR, lo fonction enponentr,elle est d,onnEe par .

er,(t.ts)- exp ( ['01')ar)
\Jro /

r0€tRfr. ---+ IR. esl upe foncti,on continue

to



,tla
ao

d'aut

to€Z

1.

tL^(t
det t

I L(n

h(t

On

part

L Poury : iL, Ia joncti,on e$ponentxelle est d,onnEe nar :

el++t-E',r'l\c,ltnts) : _!1 11 +p(r)],

ts 1 t et, p : Z) ---+ R est une sui.te uErzfi,e

p (t) t' _I pour tout t € Z.

Soi,ta € lfk,b€ lf el L:T xlfe -rlR est cont,inue en(t,t), pourt€Tk
.) est rrl-continue dans [a,,o (t)l,on suppose que pour tout e > 0,) (J un

de r € [a,o (t)) tel que :

t),r) - L(s,r) -

te la denuee de f

L^ft,r)(o(t)-s) i< e lo(t)_sl Vs€r/.

pqr rapport d la fdre' uarzable alors on a :

: 
l"' 

,o (t,r) Lt + L (o (t) ,t) .

ft,,, 1"""' 
L (o (t) ,r) Lr - h f"' 

, u,r) ar

LA (t,,r) _ L (o (t) ,r) - L (t,r)
p lt)

20

L (t,r) l\r + h^ (t7 Lu (t,r) A,r - L (o (t) ,t)

L(t,r) A,r, g^ (tS =

7b
I-l

Jt

s lt)

s^ (t) : (1.11)

g (o (t)) - s (t)

tl(t)



pla,Eon$

L (o (t) ,r) : p,(t) L^ ft,r) + L (t,r)

(1.12) dans l',lqps,tion (1.11), on obtient

s" (t)

: 
1"""1 (t,!,t,r) + +#) ^, - + /"'ru,r) ar

: 
/"""'r(t,r) a,r * 1"""'WpAz * l: +#*: 
/,' 

," (t,r) a,r * 
1"""' 

ro (t,r) Lr - A l,',', 
, (r,r) a,r,

fo (t)

.1, L(r)Lr:p(t)L(t),

g" (t)

(1.12)

go (t)

: 
I"' 

,o (1, r) Ar + t, (t) Lo (t,t) + L (t,t) ,

: 
/,' 

,o (t. r) Lr + L (o(/) ./)

a-diff,
1.8

o,ble

('f o(:, f

1.1

:ott 
,

Ians

)a/

On

'7on
e dat

" 
[r^

9Ot

---+

)TS

I
Jo

le

'ID
lt\ -

alor

(,\ I
lJr

ntt lr

f

Tk-t

L)=

aen')rtnc

( 1.13)

R zne foncti,on conti.nue et di,ffErenti,able etg : lf _-_+ lft

.f o g est A,- di,ff€rentr,able et on a :

1

f' (g (t) + hp (t) go (t)) u,,) n" e) , t e rk .

)

cercle m,inus de soustractton e sur yL par

o1



peq

(op)(r)

e(op)

p-q
I + Ltq'

-plt)
| + pp(t)'
p.

L.4

pou

prouver

P

Un

Grc

Lern

1

I
a:,P { 1K

-p ( 1. 14)

chaque K > 0

esl do{rn6 par le lemrne suivant :

L.3 (Cornparaison) :

q
n-n

a +' " I(p.
p

pr6c6dent, on obtient le r6sultat.

de base dans l'6tude des in6galit6s de type

t

q
n

u,P l aK
-p (1.15)

P ve. : Si Q:0, il est facile de voir que I'in6galit6 (1.14) est v6rifi6e. Il reste d,

QuQlques in6galit6s importantes

I.L Qn suppose que p ) I,a ) 0. Alors

r-p 1
n- |P a+' -KP

p

pou chaqug K > 0

P ve. ; vpir [9] r

Lerm L.2 OF suppose 0 > 0, p> q) 0 etpf 0, alors

q-p

l'indgalitd (1.15) dans le cas g > 0.

ns lr : 4, dorr. b ) 1 par le lemme) : i, donc b ) 1 par le lemmea-
Itat ponsid6r6 comme un outil

22



queu,b€Cra,aeW+.Si

uA 1t',t < a (t) u (t) + b (t) ,t ) to,t € Tk

u

Or

t)<u(to)""(t,to)+ 
1,,

utilise Ia propri6t6 de la

eo(t,o (s))b (s) As,t ) 10,1

d6riv6e du produit de deux

€ tfk. (1.16)

fonctions : I

(., to)Jo (t) ,= u^ (t) 
""" (o (t) ,ts) + u (t) ("n.(r, ro))o

=. u^ (t) eoo (o (t) ,td + u (t) (ea) 1t7 e<)o (t,to) ,

(1.1 donne

1,,, o

(., to)lo (t) =. u^ (t) 
""" (o (t) ,ts) + ,u(r) (eo) (t) ?y (" (t) ,to)

I + tt (t) (eo) (r; '

la d6fi 1.19, on obtient

(., to)lo (ro) : ,^ Q) eoo (o (t) ,tr)+u(r) (_ (e (oo))) (t) 
"o" @ (t) ,ts) ,

: f,ro (r) _ (o (eo)) (t) u (t)l eeto (o (t) ,to) ,

ODA.)



frte.,,, (.,t,)]o (r) == f,uo (t) _ o(t) u(t)l r,,..,, (o(t) , to) ,

(1. 17)

(1 18)

',,t(t) e,.,o(t,to) - u(ts) : 
.1,,,' 

luo(r) - o (s)z (,s)] €,;,;o(o(s) , rs)As

= l:,t(s) 
r,, o (o (,,) ,rs) As

u (t) t:..o (t,t,r) < [' o rr, r:.;,,o (o(r) , to) As + z (ts) .
Jta

multipliant f irL6galit6 (1.1g.) par e(L(t,to), on trouve

LL(t) < 
l),0f, eo (t.o(s)) As + u (r0) e" (t.t11) .

irar int(igration rle l,6quation (1.17) et comme €i:u ) 0, c_rn c_rbtient

ce qui montre que

ft
u (1) < 

J,,, 
(') eu(to,o (,s)) e,(r,ro) As + u (t0) e,,(t.ts)

,:ltr.rt

.A



pi

urLe

re2

\l p; ,.pr=, , ..Z-;K ' hr(t)b(t).

I f h,a(s)ue"(s)As,
r tQ ;-t

otr

elques in6galit6s int6grales

elles de temps

2,L Soi,ent u(t) , a(t) , b(t) et hi(t) (t :
Le des nom,brt.s r€ela pt,p2,....,pn

aQ:):

>(tt -

u,(t) < a(t) + bU) [ fr,67uo,(s)As,, € lrk,Jh ,.,

u(t) < (a(t) + b@ [" eoft,o(s))m(s)As) i, t €Tk,Jto

m(t) :\,+@nK"f oft) + x? (p - pt)),

I,.,.n) € C,a , des foncti,ons posi,tzues.

telle que p) h ) 0,2: 1,...n, alors

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

( 2.5)



-l

peut s'6crire aussi qomme suit r

uo {,t) < a(t) + b(t)z(t).

le lemme 1.2, d'apr6s (2.6), on obtient

l); A
\uPlt))n S (a(r) +b(t)z(t))r'

.P-Pi,,ut-I\ p,
D

<?Jx"t' @Q) + b(t)z(t)) \z.r )

(2.6)

1,=IL f

t)

- tpZ:I

: y(t)z(t) + m(t),

on utilise (2.6), on trouve

a(t) +b(t)z(t)).'#*rl

?,=n

^/a\ rz,r\-P; ,,Pi-P, ,..!t\t) :0\t) ) ,-K , hiG),

=ip
X-=ft t t,t

m(t) : )l ruto,KT a(t) + K? (p - pi)).t1 p ""

1.3 et corrme z(to) :0, I'in6galit6 suivante se d6rive

ft,(t):: | "o(t.o(s))nz(s)As, re tfk.
JLo

(2 8)

(2.e)

(2.10)

(2.11)

(2.11) dans (2.6), on trouve I'in6galit6 souhaitO,

Itat consid6r6 comrne cons6quence du th6ordme 2.1, est donn6 par le

ous les m€mes hypothise du thEord.me 2.I, d,e ptus a(t) > 0 esl

26
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I'i,nEgalitE

, alors, on a

ult)

rt
uo(t) < aP(,t) * u@ 

J,^

..|- 1t t;
1 a(t) lt + a(r) | "o.Q,o(s))nz.(s)As IL Jts 

I

s-_
) hi(s)uP'(s)As, r€Ta, (2.12)

(2.15)

(2.16)

(2,17)

I'estima-

, I € '11k, (2.13)

rn.(t): I]
X=fL , ,,, ^
5: nr(f)aP'-,lt), ,,WL.-_----:-\pi^ p +K7@-pn)), (2.14)D;-1

Pre

il r6sul

,,x/+\ .._ lr+r \- Pi ,rn-t:n -
A \t) :0\t) ) ,'-K p hi(t)aPt-n97.

-1)
;-1 r

que a(t) )'0 et non d6croissante pour t €Tk, par l'in6garit6 (2.r2),

ut(t)

plique

.u(t\.- nt'L-rL(#)' < 1 + bU) | In,r,l(91)ooo1,;,,-,4,u\L) 'Jto 
Tr 

"' ,.a(s),

t,(*\

fl, donc I'in6gal[t6 (2,16) s,6crit de la formeav)

ftx=n
.o(t) < t + b(t) | D,hi(s)wp'(s)a(s)arn 6r,

,t to i-_t

Lh6ordme 2.1, d'apfds I'in6galit6 (2.17), il est facile d,obtenir
0n

tion d6si

l'e

2.7. t
ultat

?.3

par le th6ordme suivant repr6sente une g6n6rarisation du theordme

les m€mes

1.7 telle que

hypothd.se du th\ordme 2.7.

L(t.s))0ettr^(r,s) >0
Si L(t,) est la foncti,on

pour t,s € 'lf, auec s { 1,,

27



uP(t) < a(t\ , u(') I"

I L@e),t)D:=T h,(t)

I J,"t"u.s)fllitu(s)
A(t) :

u(t) < (o(t,t + b(il I:*(t, o(s))A(s)As) *, r € rk,

L?*"f 'tt) + 7N?l
L?*";'tA + 7x?l

B(t) : It(t\L(o(t),r)I h,ft)UN,#,\"./_\", ,, , 
?.-1\\/ p!\

yt i=n

- | u1s1t^(r, ')f hig1U11ut' or.rto 
= 

'p

la fonction z(t) d6finie par

7L t:n
z(t\== I r" \\.-'
- \-./ I -\t, s) Lh;(s)up, (s)As.

J to r=l

th6ordme 7.T et d,4prds (2.22), on obtient

i=n ot x:nrt .'\-a, I': LlolL),t) /.tLi(t)ur,(t) + | to(r,")f h;g)tp,(.s)As,
i,:1 J to .-,

et l'6galit6 (2.29), qn rrouve

+l
o, l'

(2.18)

(2. 1 e)

(2.20)

(2.2r)

(2.22)

(2.23)

Soi

,^ (t

tLe lz.I

28



I

pour

e$ uti

oh)

En

I

I

!

ceq

est

20 (t s L(o(t),r) f h,(ilPx"f @ft) + b(t)z(t)) a e__ec 6?7i=irP
7t i=n

+ L L^(t,")f h'1)(?x"#(o(s) + b(s)z(s))Jto 
= 

"p \ \-/

+P - Pn xT)Lu.
D

r-rPD'

n [' #1t,") f ht(s11p:aau- a(s) + 
p - p, 

K? )a,Jto 
- 

"'p *\"/ 
p

+b(t)L(o(t), r)f n,6UNT zp1
i=l r

yt z=n

+ L b(s)L^(r,') f hlg)& laafz(s)As,rto 
= 

'p \

mont

tap

s ( I , et comrnle z(s) < z(t), on obtient

z"(t)SA(t)+B(t)z(t).

n6 par (2.20) et B(t) esr donn6 par (2.21).

I au lemme 1.3, on obtient l,in6galit6 suivante

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(, ,7\
^+I"z(t)< | "u(t,o(s)),a(s)as, l€Tf,

Jto

(2.27), on obtiqnt le r6sultat. I

,a



2,7 Au res r6sultats

cette ron' nous exposo4s querques in6galit6s int6grales de type Gronwall aux
6chell de , nous supposons {ans ce qui suit que t ) to,to €.Tk.

Th 2. On suppose que u,f e Crd,u(t) et f (t) sont postti,ues,

si L(t,s) est la forlctr,on d,Efini,e au thEordme r.T teile oue

c)0est
tr(/, s) > 0

, IuL(t, )>o ur t,.s € T at,ec s I t, alors d,e I'znlsaht€

une tante.

uit q

ft)<"+ ["

ut : ffN'f, rQ) n

r@lu'0t1. I: A,r1,t e Tk (2.28)

, , e 'lfk. (2.2s)

(2.30)

(2.31)

I(r7, s)u'(s)As]

),
={

u(t)

ro1t, 
";n")]

,^(r, s)As) ,

l"'rr, 
. I L(q, s)u, (sll,] an, r € rk,): "* l:,

" 
+ t" f @(if< -f, c + ef K i)"o. (rt, tu)+

fr'o 
" 
o. (q, o (s)) B.(s) As) Aa

,- al

a^'; Q@(t),,) * 
J,"

T
n--,' - ( 7LB.(t) : t:_rcp ), r6g1.t) + |P \ Jto

<q1pet0:<r<p.

f (n)

1", 
n, * I'" rU,s)u' (s)A"]

I fKT,(t) + ffKfr1 I
L Il,t'Q,s)$NT zg) + 7N;sxs )

30
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u(l) d6finie par

-; z(t) + \*'*I:,r\ q

n

,ona

(2 34

,)s

LU,4(N-f zG) y !-Jy\60 (2.33)

'(to)
9ruf, zft\p

,o(t)
(2.34)

f) est on d6croissanl;e poqr, € Th. D'aprds le th6ordme 1.2, on a

(r) : 9N5'ro(t) + L(o(t),il(NT rA) + |N;1
* /" ,,o(r, i(NT "{4 + e}Na1x,

et (2.35), on d6duit que

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(LN"f, tQ) + LN'i: @@(t),0 + I,,"fa(r, s)As ))r(t)
+elN; @@Q),t) + [:,tr^(r, s)As)

it6 (2. / peut se mettre sops Ia forme

u't (t) < A" (t)u(t) + B. (t),

par (2.30) et B.(t) par (2.31). r

l

,fI



T

ddrive

u(t)

t

ratio

z(t) <

En nem

Un tre r6s

le tl[ tiulv

[.5

non

L^ (t, s)

u'(t)

le lemme 1,3 et copme u(ls) -zK p f, -.]-P-,1 Ki lt, ' r...p_, L I p ,r ", l lnegallte sutvante se

(x#r*P-q*n 7t
'p p "n)ee.(t'ts) + 

J,""o-(i,o(s))4.(s)As. (2.38)

T.&.

.34) donne

z^(D s
(2.3e)

de I'in6galit6 (2.J9) de ts d t, donne

r ,,_.

+ [' tOt) | tiN; " + TKf )ea.(,1,tr' 
1

' Jro"'," l- I,Iuo.(r1,o(s))n.(s)As''* 
-J 

or, t €Tk'

f A)l ffrc'f ,+ TK\e,.1,,,01* I
L lr',e*(t,o(s))B-(s)As l

lrn
L,,rr, 

* 
J,," 

L(n.du'1s)Asl

(2.40)

40) dans u(t) < (z(t] )i, on obtient i,estimation souhait6e.
Itat consid6r6 r:ommB cons6quence du th6ordme pr6c6dent est donn6 par

t

suppose qu'e u,f ,a € c,a,u,(t) et Jft) sont positi,ues, a,(t) > 0 esl
Si L(t, s) est la .fonc,ti,on d,6.fi,ni,e au th€.ord.me l.T teLle que L(t,s) > 0,
f, s € 1f auec :i { t, alors, I'i,nEsali,t€

ae(t)+ 
f,,'f{r) Aq,t € Th, (2.4I)

32



J

A.(t)

p#0,

ve.

(2.45)

(tt) :<

En ant

r6srlJtat ivant

q1
+t'- q Npl I

7 p '1,

P,t e Tr, 
-J

KP

)As)Aa)

q-p
u(t) : a(t)(r + I],1'1t)o'-r1t(l

(n,to) 1- I!,"^.(4, o(s))B-(s

z^1t. s;a(s)'-nA".l, , r
)

r
, 

{trur,t)a(t1,-e 
a f"

T14

I rffi)'n I
l, il r(r,s)o(s)'-a141)'Ar l

€Ar

(2.42)

(2.43)

r llkqx (2.44)

q-p
nlK P
p

r-q
T-

J:(t)al-n(t) + ;K p (L(o(t),t)a(t),-a1
q

fI rAr' ' / \
lt" L^ (t, s)a(s)'-e 4t;

(r( q<p.

e a(t) > 0 est nqn d6croissante. pour I € 'lfk, on observe que

A,r1,t e Tk , (2.45)

u,(t):\,

ut se mettre sous la forme suivante

ftI
+ 

J,,, 
t ",-, h) 

1,, 
6; . I: LQ;, s)a(s),-q?,"(s)As] on

(2.46)

(2 47\

de la d6monstrration 6tablie au th6ordme pr6c6dent, on explicite Ie.
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I

ut(t)

.4* est

2,2 Ap

la

2.net 2 orl o

aux les de

2.7

{t), hi(t

slm

f (rt)"n-o (t)

(2,4,3) et B.

lication

ion suivante) nous pr6sentons quelques applications li6es aux th6ordmes
va 6tudier qu'elques propri6t6s des sorutions des 6quations dynamiques

ps.

cons,iddre l" 1quail'ion dynami,que su,iuante :

("r(t))" + F(t,u(t)) r(t) pourf €'ifk

Ug.

(2.48)

I'r fr ̂:,#[r','i:,!i !,,' ] ^,] 

*

par (2.44). t

t)l' < lu,olo t f'"valt o, * l:,8 n,,,, lue,(s)lAs,

u\to)

€. C"d,(i: 1,,..rl) scnt positives.

int6gration de l'6qrlation (2.a$ de 16 d, r et on utiiise l'in6garit6 (2.4g),

(2.50)

(2,4s)

(2,51)

) peut se mettre sotus Ia forme

lr,(t)lo L a(t) * [' f h"i(s) lue,(s)l As,
I . z__/r L0 ;_r
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(l) et

I

I

:

On

Proposi

Freu

ique (2.48).

2.2 On consi.d,ire le prohldme d, ualeur i,ni.tiale :

ution u(t) de (2.5$) satisfaite l,6quation suivante :

55) est estim6e comfne suit

ique I

Ln,

(1))^:f(t)lu.q(t\. r 1 ,/ \ / 
1," 

,", , 
J,oL(t,s){(s)A,s_J ,ri(lo) = c.t €'lfr.,

l, s) sont d6f ies a{ th6ordm e 2.4, et c est une constante.

Supposons que u(t) est une solution d,e (2.bg). Alors

)i < | bY + J','of(n)((fiNT bl, +o'f,K1)enr(r1,ts)+

l. Ir'oQo.(rt,o(s))8.(s)As)Aa

lr(s)jAs. (2.52)

une estimation pour la solution u(t) d,e

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

a(t): luof + [
J,o

au th6ordme 2.1, on obtient

2.

l"(

ve. La
],

ue(t) : * * 
/:, trnlf,,tnl * 

/,, 
rrr,s)2"(s)As] Ary,

n2. si p: Q :7, alors le problame (2.b3) ad,met au plus une solutzon.

D' (2,55), la solution de (2.b3) v6rifie

)lo t l"f * 
f,,,' 

ilr)!t,,@r * I:,r(r,s)iz(s)t.o"J o,
th6ordme 2.4 d I'infgalit6 (2.56), on obtient (2.b4) t

u(t):," 
/:,r@l,tn: + 

f,,'
f (a, s)z(s)As]
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qu'il existe deux so|utiorls u1, u2, donc, on aura

ut(tl

re que

ul(t) : ,* l',f (dlr,(d + 
l',1(r1,s)u1{r;n,] 

14, (2.57)

(2.58): c * l'" r @ lrrrr, 
+ 

1," 
rtn,s)zz(")As] Aa,

,rh)l * lr"ttr,s) lz1(s) - u,r(r)| a"] al,I

de

r (r) -

a for

l,(r)l 3 f"ral ft,trl l* l"L(n,,)1,(,)lo"] 
or,

le th6ordme 2.4 (c * 0), on obtient

l,(r)l < l.t 
[r 

+ 
l'",f {dGo.(ry,ro)^a] ,

0, on trouve lr(t)l S 0, ce qui montre que ur(r) : 6.

ur(t) : yr111

2,3 Co clusion

ce tr il, on a 6labor6 de6 nouvelles in6galit6s int6gralcs, non lin6aires dc typc

Gnon l-Bel man aux 6chelles de temps. La contribution est l'6tude de certains classes

d'6q ionn dy iques, non lin6ai$es dont les solutions ne peuvent Otre trouv6s de fagon
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ertplicites' Finajement, ces intigarit6s nous permettent d,6tudier uner cles propri6tes quali-
tzt'tivers la trrlus irnportante dans les 6cluations diff'6rentieiles clynan-riques qui est:l,6tude
drr compoltement cles solutions.
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