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Introduction

L’intérét pour la théorie de fiabilité a été une conséquence des problémes liés & I’élaboration

en 1940 de systémes radiodlectroniques destinés a des fins militaires.

Fiabilité est un mot provenant de I’adjectif "fiable". Le petit Robert en donne la définition
suivante : <<aptitude d'un systéme, d’un matériel a fonctionner sans incident pendant un
temps donné >>; pour L’AFNOR, la fiabilité est : «<la caractéristique d'un dispositif qui
s’exprime par la probabilité pour ce dispositif d’accomplir une fonction requise, pendant une
période donnée >>.

La fiabilité est un concept qui intéresse de nombreux domaines de l'activité humaine :
économique, scientifique, technique et industriel,... Elle est étroitement liée & des notions
de sécuriaire 3 différents niveaux de la vie du systéme (ou équipement) : au niveaux de la
conception ou de la fabrication, atin de pouvoir élever le degré de tiabilité selon les normes
spécifiées; au niveauté de fonctionnement, de qualité, d’efficacité ou de performance. L’étude
de fiabilité est nécess de ’exploitation, afin d’estimer les incidences du support logistique sur
ses conditions d’utilisation; au niveau des services de maintenance, dans le but de prévoir les
dates de prophylaxie et d’arréts préventifs; au niveau des gestionnaires des piéces de recharge,
afin d’estimer le volume des stocks de sécurité et assurer par la méme la disponibilité de la
piéce, en évitant les stocks morts et

Donc la théorie de la fiabilité a développé I'étude des méthodes probabilistes et statistiques
permettant d’améliorer les prévisions de panne ou le contrdle de qualité nécessaire & la sortie
d’une chaine de production.

Notre objectif, dans ce mémoire, est de construire des outils afin d’évaluer la probabilité
de bon fonctionnement d’un élément ou d’un systéme. L’étude de la fiabilité se raméne
alors & ’étude d’une variable aléatoire positive représentant la durée de bon fonctionnement.
Ce type d’étude ameéne & l'utilisation des résultats classiques de la théorie générale des

probabilités.

Le mémoire est composé de deux chapitres:
- Chapitre 1. Notions générales sur la fiabilité: dans ce chaptire, nous introduisons le

vocabulaire et les définitions concernant les caractéristiques de la fiabilité.

- Chapitre 2. Lois classiques de la fiabilité: nous allons, dans ce chapitre, évoquer les

lois de probabilité qui interviennent le plus fréquemment dans la théorie de la fiabilité.






Chapitre 1

Notions générales sur la fiabilité:

Dans ce chapitre, on donne Les notions de base de la fiabilité et les définitions de ses carac-
téristiques qu’on utilisera par la suite, et on rappelle briévement quelques résultats sur les

systémes en série et les systémes en paralléle.

1.1 Définitions:

Définition générale. La fiabilité est Paptitude d’un systéme & accomplir une fonction (ou

mission) donnée durant une période déterminée dans des conditions spécifiées d’exploitation.

1.1.1 Durée de vie d’un systéme:

Le terme de systéme au sens large, il peut n’avoir qu’un composant. ‘Ce systéme est mis-en
marche 4 la date t = 0 et il s’agit d’évaluer la date de premiére défaillance que nous noterons,
dans la suite,”T”. C’est une variable aléatoire positive de fonction de répartition F.

La variable T est appelée la durée de vie (life time) du systéme (ou bien le temps de
défaillance du systéme).

On a:

F(t) =P(T < 1)



1.1.2  Fiabilité d’un systéme:

La fiabilité (reliability) d'un systéme est notée ” R”. (Pest 1a probabilité de la durée de vie

de bon fonctionnement du systéme.

R(t) = P(T>¢)

Il

1- F(z)

Remarque:
La fonction de fiabilité R est une fonction décroissante continue g droite en tout point de
R,.
De plus, on a:
lim R(z)=0

T—00

1.1.3 Durée de survie:

Lorsqu'un systéme a bien fonctionné jusqu’a Ia date t, le temps d’attente de la panne est
appelé la durée de survie du sytéme au temps ¢ (ou encore durée de vie résiduelle). Donc la
durée de survie représente la variable aléatoire T — ¢ conditionnée par 1’événement {T>1t}.
Nous la notons 71,7,

La distribution de 7} est donnée par:

P(Ii>z) = PT~t>g [ Tt
R(t+ z)
= W, pour x > ()
C’est & partir de cette notion que nous allons introduire les principales autres caractéris-

tiques de fiabilité.

Commencons par examiner le comportement de la fonction de répartition de T, lorsque



la variable tend vers zéro.

R(t) - R(t+1)
R(t)

1@
- R(t)+o()

P(T;<z) =

(’est une fonction de z, presque linéaire dont le coefficient proportionnalité est {%—%

1.1.4 Taux de défaillance:

Le coefficient % (()) est appelé taux de défaillance ( ou hasard rate ) et on le note i ou h(t).

11 est donc défini par:

R(t) - R(t+71)
2530 z.R (t)
—[log R ()

h(t) =

Le terme "taux de défaillance" sous-entend une grandeur permettant de mesurer la
vitesse d’apparition des pannes. Il est possible, en effet, d’interpréter h(t) comme le pour-
centage moyen de panne par unité de temps, qui apparaissent a la date . Ceci apparait
clairement & Poccasion d’un test de production. A la date t = 0, un groupe de N éléments
indépendants et identiques sont mis en fonctionnement. Ces éléments tombent en panne, les
uns apreés les autres. A la date t, un contrdle est effectué pour constater les dégats. Il reste
N (t) éléments en bon état. La loi de N (t) est binomiale ( IV essais avec probabilité R ()

de réussite de chaque essai ),

P(N({) =k R(®)F (1 - RN
(V) = 1) = T (B O (L~ Fe)
Le nombre moyen d’élémeiits en fonctionnement a la date t est doi

E(N(t)) = N.R(t)

Le taux de défaillance d’un élément peut donc étre traduit en termes d’espérances:



1 NRE) - NR(t+2)
MY = lim TNR (D)
— B @) - BV (¢4 2))

o 2.E (N (M
EAEY g

Clest le Tapport entre le nombre moyen de pannes par units de temps et le nombre moyen

d’éléments en bon fonctionnement. 11 traduit bjen une "vitesse" de dégradation.

La notion de "taux de défaillance"

La primitive H de j s’annulant en 0 est ap

Elle est donc détinie par:

constant.

I faut dire que les calculs s’en trouvent grandement simplifiés, Dans ce cas, 1a fonction

H est linéaire et g distribution est eéxponentielle,

Proposition: La seyle distribution de durée de vie vérifiant R(0) = 1, et dont le taux de

défailiance est constant, égal & a est ia loj exponentieile de paramétre ¢ avec:

F(z)=1-¢=

Preuve: Supposons que la, durée de vie 7" a une densité de la forme:

f(g) ==

la fiabilité s’écrit alors:

R(t) = exp (—at)



Le taux de détaillance est donc:

Bt) = —[og(R(1)
£t)
R(t)

= a

Réciproquement, supposons que h(t) est constant et vaut a. Alors :

R(t) = exp

Ce qui implique que:
c’est-a-dire:

donc la loi est exponentielle.

1.1.5 'l'emps moyens:

L’espérance de la durée de vie T joue un grand roéle en fiabilité; c’est le "temps moyen de

panne" ou M.T.T.F. (Mean Time To Failure). Nous le notons ”m” :

m = MTTF
= E(T)

(’est une mesure importante de la qualité d’un systéme. Pour la calculer, il est préférable

d’utiliser la formule d’intégration suivante:
+00

B(T) = [ (1- F(u))du

= +fm}'i(u)du
0



L’esperance de survic a la date ¢ cst appcléc "durée moyenne de vie résiduelle de
panne" ( M.R.T.F. mean residual Time to Failure). Elle est notée ”mi(t)”.

Proposition: La formule de la durée moyenne de vie résiduelle est donnée par:

| oo

mit) = E%/R(u)du

t

1.1.6 Fonction de structure:

Considérons maintenant un systéeme de n éléments (composants), €n supposant que tous les

composants sont indépendants. On précise qu’un composant ne posséde que deux états; il

fonctionne ou il est en panne.

Si X; est I’état du composant ¢, on pose:

1, silei®™ composant fonctionne,

Xiz

0, silei®™ composant est en patie.

Cette dichotomie est valable aussi pour le systéme:

1, sile systéme fonctionne,
Blx) =

0, si le systéme est en panne.

La fonction ® est appelée la fonction de structure du systéme.Alors, on déduit que la
fiabilité du systéme peut s’écrire

R = P(®(z) = 1) = E(®(z))

1.2 Systéme en série:

Un systéme en série est un systéme composé de n composants disposés linéairement.

systeme en série

Ce systéme tombe cn pannc si au moins un composant cst cn pannc.



- La fonction de structure du systéme est donnée par:

B(z) = min X;

1<i<n
n
- H X;
F=l
ou X, Xy, ..., X,,. sont les états respectifs des composants 1,2 ...mn.

Le temps de panne (la durée de vie) du systéme est donné par:

)
in}
)

-

R@t) =[] Ri(®)

ol R;(t) est la fiabilité du composant =13 .. W

~ En effet, on a:

1<i<n
= P(T1>t,T2>t, ,Ln>t)
n
= [IP@>¢)
=1

pulsque on a supposé que les composants sont indépendants.

Donc,

] R(t) = T[ &)



1.3 Systéme en paralléle:

U

B

w
e

Lo}

e

que le systéme tombe en panne, si et seulement si tous les composants sont en panne.

systeme en paralléle

La fonction de structure du systeme est donnée par:

@(x) = max X;

Le temps de panne du systéme est donné par:

L= max T,
1<i<n

La fiabilité est donnée par:
n
R(t)=1— Tr(l _

LU

ol R;(t) est la fiabilité du composant i,i = 1,2, ..., n.

En effet, on a:

11



R(t) = P(T>¢)

= =P L Thst... T, £ 8

= 1-[P(M <6),P(Tr < t),..,P(T, < )]

= 1-[1-P(Ty > t)), (1-P(Ty > t),..., (1-(P(T.) > )]
= InI 1—-P(T; » )]

=1

Donc,

R(t) =1-[] - R(r))
=1

12



Chapitre 2

Lois classiques de fiabilité

Nous allons, dans ce chapitre, évoquer les lois de probabilité qui interviennent le plus
fréquemment dans la théorie de la fiabilité, Les lois les plus simples utilisées en fabilité

sont celles dont le taux de défaillance est constant. C’est bourquoi nous commencons par la

loi exponentielle.

La célebre fonction d’Euler ( fonction gamma ), joue un réle important pour I'utilisation des

lois exponentielles en tiabilité. Nous en rappelons les propriétés de base.

Définition: La fonction gamma I" est définie sur I’ensemble des réels positifs par:

il est facile de vérifier 1a relation suivante:

ro = r(1
=1

et I'(z4+1) = 2I'(2) pour tout 2 positif.

Si k un entier, on trouve:

T(k+1) =&

13



2.1.1 Caractéristiques de la loi exponentielle:

La densité: La seule distribution possible pour une durée de vie dont la fiabilité en 0 vaut 1

et dont le taux de défaillance A est constant de valeur a, est la loi exponentielle de paramétre

a, de densité:

[ {(z)=ae"
Cela suffit & définir la loi exponentielle; mais il est possible également de ’introduire &
partir des durées de vie résiduelies.
Proposition: Le seul type de distribution pour une durée de vie vérifiant R (0) = 1, et
dont telle que les durées de vie résiduelies ont toutes méme Ioj est a loi exponentieiie.

Preuve: On sait que la distribution de la durée de survie est donnée par:

P(Ti>z) = PT-t>z/T>¢)
R(t+ z)

R(t)
En prenant t = 0, ce rapport est égal & R(z).

Comme les durées de vie ont toutes méme loi, on conclut que:
R(t+z) = R(t).R(x), pour tout couple (t,z) de réels positifs.

Cette égalité est une Propriété caractéristique classique de I’exponentielle.

Les moments:

Proposition: Pour tout r positif ou nul, le moment d’ordre r de la durée de vie de T'

exponentielle de paramétre a > 0 est donné par:

E(T’"):F(Zfl)

14



En particulier, on a:
1 1
E(T)=2 et = —
(T) s V(T) .

152

Preuve: On démontre I'égalité:

E(T") — I’(r;}- 1)

a
en utilisant la démonstration par récurrence,

Pour r = 0, on a:

E(TY) = E(1)

et

Donc, Iégalité est vraie pour 7 = 0, on suppose qu’elle est vraie Jusqu’a I'ordre 7 et on la
démontre pour 'ordre (r+1).

On a:

+o00

E(T’"“) = /IT+1;G.;8_Q$=(ZI

J
0

En utilisant lintégration par partie:

a

E(T) = (r t D./(ax)’".e_“.dx
0

Ou pose: y = au ,O0IL Lrouve:
+00

E(T7+) = %./yr.e-y.g.dy
0

Mais
“+o00

/ z".a.e"".dx = E (T")
0

15



qui est égal & F(Zfl) par supposition,

Donc:

E(T™) = (r jl‘ yr (7;;‘ 1)

1
= - (r+1)T(r+1)
1

= ar+1f‘(r+2)

La relation T (r + 1) = 7! pour r entier, permet d’obtenir:

2.1.2 Utilisation de loi exponentielle:

Bien str, aucun systéme réel n’est, & un instant donné, totalement " sans mémoire " rela-
tivement a la qualité de fonctionnerment. Cependant, dans la vie d'un produit, la période
de maturité correspond 3 un taux de défaillance approximativement constant, et pour cette
période, le choix d’un modéle exponentiel est tout a fait satisfaisant. Pour les systémes
électroniques, cette période est méme trés étendue. Le modéle exponentiel est également
important sur le plan théorique car il permet des calculs explicites et sert de référence pour
tous les systémes existants. Remarquons les propriétés de quelques systémes simples formés
de composants exponentiels.

Considérons un ensemble de n éléments. Chacun d’entre eux a une durée de vie de loi
exponentielle de parameétre respectif a;, i = 1,2,..., n.

Pour le systéme série, la fiabilité est:

R(t) = z-ile” (t)

n
= exp(—a.t) olla = Zai
=1

Le systéme série, formé de composants exponentiels est lui méme exponentiel dont le

parameétre est la somme des paramétres correspondants.

16



Pour le systéme parallele, la fiabilité est:

R{fj=1 - il [1 — exp (—a;.t)]

Remarquons que, dans le cas d’éléments fiables ( c’est-a~dire les constants a; sont petits),

et pour des faibles valeurs de ¢, nous pouvons utiliser Papproximation suivante:

R(t)~1- t”,ﬁlai

2.1.8 Sta istique d’ordre de Pexponentielle:

Afin d’étudier 1a qualité de fonctionnement d'une machine, un test est organisé avec n
machines identiques. Les durées de vie, notées "IV, T, ..., " T, "suivent la loi expo-

nentielle de paramétre g positif, et sont supposées indépendantes. Lors du test, on note

”T(U‘”,”T(z)”, vy " Tiny” les dates d’apparitions successives des pannes. Les inter-arrivées
sont notés " D;”,” D,”, "Dy et donc définies par:
Dy =Ty,

Dy =Ty - Ty

Ty — T
() T4

D = Tin) = Tpnoy
\
Dans la pratique, les observations portent sur Dy et Ty plus que sur les durées de vie

elles-mémes. 1l est donc intéressant d’analyser les propriétés de ces variables.
y prop

Proposition: Les variables Dy pour k = 1,2, ..., n vérifient les propriétés suivantes:

1) la Ioi des inter-arrivées est donnée par:
P(Dy <z)=1-exp(~ (n—k+1)axz)

2) les variables Dj, sont indépendantes,
3) l'espérance de D, est donnée par E(D;) = m,

4) la variance de Dy, est donnée par V(D) = E(Dy)?.

17



Preuve: 1) On démontre cette assertion de proche en proche. Pour k =1 la variable D,

est

Dl = min (Tl, Tz, veey Tn)

donc:

P(D;>z2) = P (11;11<n {1 » T})
" N "4
- IP@>0)
= e—naa:‘
Pour calculer P (D2 > ), il suffit de remarquer que Dy représente le minimum des durées

de vie des (n — 1) machines restantes, donc :
P(D; > z) = ¢~2n-1=

La formule générale s’obtient ainsi, par récurrence.
Les assertions 3) et 4) sont des conséquences immédiates de ’assertion L.
Proposition: Soit & un entier (1 < k < n), la variable Ty représente la date de lg, k™me

panne. La fonction de répartition, ’espérance et la variance sont données par:

P(Tw <t) =3 Ci. (1 - et)" e~(n=dar
i=k

1/1 il 1
Wﬂw:a(;+;?1+m+;:ﬂ3)

i/i1 1 i A
V@W—ﬁ(ﬁ+afﬁ+m+mzaﬂﬁ

Preuve: La variable Tiky est la date de la k®me panne. Elle est inférieur & t si, au

maximum (n — k) machines sont encore en fonctionnement & la date ¢. Alors

PTw < t)= Z C}.P (i machine sont en panne) X
=k
P ((n — i) machines soient en fonctionnement)

18



Mais, on g :

P (une machine en panne) = ] — g~at

et
P (une machine en fonctionnement) = ¢—o¢
i T g e o S roges e e Tl o ol 4 > » 4 h
e pius, comme les variables N, T, ..., T, sont indépendantes, on déduit que:
; . —at\i
PP (¢ machine sont en panne) = (1 —e *)
et
P((n — i) machines soient en fonctionnement) = ¢—a(n—ijt
Alors

P(Y}k) £ t) = Z C’:Z (1 _ e—a,t)’i .e—(n—z‘)at

1=k
Pour calculer lespérance et la variance de Ty, il suffit d’utiliser 1a formule donnant la loj

de D; dans la proposition précédente, 3 savoir :
k

Ty =) D;
i=1

2.2 Loi gamma:

La distribution I’ (a,b) de paramétres q et b, (a,b > 0), est définie par sa densité qui de la,
forme suivante:

f(t)= Kt+1e bt

N T

ou £ est le coefficient de normalisation donnant I'intégrale égale & 1. Cette distribution

est liée & la fonction gamma par la relation:

K =0*.(T'(a))™"

1

La dewnsité: Epn remplagons K par sa valeur, on déduit que la densiié de loi gainma

19



s’écrit sous la, forme:

F(&) =b.(0t)"" e (T (a))

Les moments:

En utilisant la définition ci- dessus, nous obtenons, pour le moment d’ordre r > 0

E(T") =T'(a + r).0(a)" ™"

Ce qui permet, en particulier, d’exprimer les valeurs de I’espérance et de ]a variance d'une

variable de loi gamma I'(q, b) :

a a
E(T) = 7 Var(T) = o)

2.3 Loi de Weibull:

On étudie maintenant, la plus populaire des lois (non exponentielles) rencontrées en fiabilité,
aussi bien dans les domaines mécaniques qu ‘électroniques. Son succeés tient a sa caractérisa-
tlon par son taux de défaillance qui est fonction puissance de .

Une variable T suit une loi de Weibull (W (a,b)) de paramétres a et b s son taux de
défaillance s’écrit:

h(t) = a.b.(bt)* 1

et de densité:
f(t) = a.b.(b.t)ste—00)
L'utilisation de la loi de Weibull est tres importante et cette loi permet de modéliser
de nombreuse situations d’usure de mateériél, par exemple, on la trouve également comme

approximation dans des situations trés simples, comme dans Iexemple suivant:

Exemple: Un systéme est formé de trois éléments identiques en paralléle, le taux de
défaillance de chaque élément est constant égal a a.
La fiabilité s’¢crit done:

R(t)=1- (1-e)*
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Sila durée de vie moyenne ¢~ ! de chaque élément est assey, grande, il est possible d'utiliser

Papproximation suivante:

R(t) = exp (- (at)’)
dont le taux de défaillance est bien de la forme puissance.

La fiabilité:
Pour déterminer g fiabilité de la loj de Weibull, nous partons de la définition de son taux

de défaillance, et nous utilisons la relation:

h(t) = [log %J

La fiabilité s’exprime alors simplement:
R(t) = exp (—(bt)*)

La représentation graphique:

La densité de weibull de prameétre (a, b) représenté par:

densité de probabilité

Le cas particulier g = 1 correspond 4 la loi exponentielle.
Le cas a = 2 donne la distribution habituellement appelée loi de Rayleigh.

P aIagant

(& A a An 123
o CCULULISSAIIvE Uuc 1 1ii

. p P
i1a <1 la densi

décroit ensuit.

Sia>21le démarrage en 0 est horizontale, il y a un mode et deux points d’inflexions.
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Pour la distribution de Weibull, il apparait que le paramétre a joue le réle du parameétre
de forme alors que b Joue le réle du pbarametre d’échelle.

Les moments:

La détinition des moments fait intervenir la fonction gamma rencontrée plus haut. Soit 7T

une durée de vie de loj de Weibull de paramétres q et b, le moment d’ordre r (r est positif)
de T est:

B(T") =6 (1+ é)

Sir =1, on obtient le temps moyen de panne:

E(T) = (ba)™ T (1)

a

oo () (o2

Proposition: Soit X 1, X deux variables distribuées selon une loi de Weibull de parameétres
a et by (resp. a et ba). Si X; et X, sont indépendantes alors min {X1, X3} est distribuée
selon la loi de Weibull de paramétres g et (0 + 1)‘2‘)é .

Preuve: 11 Suffit de monter que la fiabilité de (min {X;, X>}) est égle a:

(exp [— (b7 + bg) .£9])
Posons R, la fiabilité de X 1, Ry la fiabilité de X, et R la fiabilité de min {X1, Xy},
On a :

P(min {X;, X5} >¢) = P(min {X;, Xy} > t)
= P(Xi1>t¢t X,> t)

Comme les variables X 1 et X5 sont indépendant, on conclut que :

]P’(min {Xl, XQ} > t) = P(Xl > t) P( Xo > t)
= Ri(t).Ry(2)

[ \]
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Alors

R(t) = P(min{X,, Xa} > t)

= exp|— (b9 + b2) 47|

Définition: La variable T suit la loi lognormale I, (m, v) de paramétre m, et v silog (T)
suit la loi normale de centre m et de variance .

A

Nous proposons un exemple concret qui illustre le role de la distribution lognormale dans

certains problémes de fiabilité mécanique.

Exemple: Considérons une poutre qui a, au départ, un défaut de surface ( fissure ) de
protondeur Xy et se trouve soumise & des chocs réguliers. A chaque choc la fissure augmente,
Nous notons X 1, X3, ... les profondeurs successives. Il y aura rupture si la valeur critique Y
est atteinte. Supposons qu’a chacun des chocs, I'évolution de la fissure D; = X; — X,_1 soit

proportionnelle & X;, avec des coetticients C; aléatoires liés aux conditions de choc:
Kig— Xy = CiXi 1

Alors, en effectuant la somme des n coefficients () correspondants aux n premiers chocs,

nous avons:

= X

Sy i X
i?l, z v, v

Ceci peut s’écrire, si le nombre de 7, chocs est assez grand et si chaque augmentation D;
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est sutlisamment petite:

" Tax
26 = (2
=1

Xo

= log(X,) - log (Xo).
Dot
log(X,,) = log (X,) + ZC’i.
=l

La variable log (X,,) peut donc étre interprétée comme la somme d’un grand nombre de

variables aléatoires indépendantes. C’est donc asymptotiquement une variable normale. Cet

exemple légitime 1'utilisation de la loi lognormale en fiabilité.

La densité: De facon générale, X une variable aléatoire positive de densité fx et H une

fonction dérivable inversible d’inverse G. La variable aléatoire Y = H(X) a pour densité:

Fr(8) =T fx (G (X))

ou J est le Jacobien de G. Ici X est une variable de loj normale, H est la fonction log, et

J s’écrit donc:

J(t) =

S =

Ce qui nous permet d’écrire la densité sous g forme:

ﬂm/Lmﬁwwwj

tvam o0 | 20

Les moments:

A partir de Pexpression de 1a densité, pour obtenir le moment d’ordre r, il suffit d’effectuer

le changement de variable r = log(u) dans I'intégrale suivante:

+oo
%

E(T’"):\/l_/ ueAZY

270 u

0

4 — (og (t) — m)®

2v
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Apres les calculs, on trouve Ig formule du moment d’ordre 7 qui est donnée par:
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