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Introduction

L'int6r0t pour la th6orie de fiabilit6 a 6t6 une cons6quence des probldmes li6s d l'6laboration

en 1940 d.e sy5fflgl*s radio6iectroniques destin6s d des fins miLitaires'

Fiabitit6 est un mot provenarrt de }'adjectif rffi.abletr. Le petit Robert en donne la d6finition

suivarrte : <<aptitude d'un systdme, d'un mat6riel d fonctionner sans incident pendarrt un

temps donn6 >>; pour L'AFNOR, la fiabilit6 est : <<la caract6ristique d'un dispositif qui

s,exprime par la probabilit6 pour ce dispositif d'accomplir une fonction requise, pendant une

p6riode dorxr6e >>.

La fiabilit6 est ul concept qui int6resse de nombreux domaines de l'activit6 humaine :

6conomiqu.e, scientifique, technique et industriel,... ElIe est 6troitement li6e A des notions

d.e s6curiaire a diff6rents niveaux de la vie du systdme (ou 6quipemedr) : au niveaux de la

conception ou de Ia tabrication, af,in de pouvoir 6lever le degr6 de tiabilit6 selon les normes

sp6cifi6es; au niveaut6 de fonctionnement, de qualit6, d'efficacit6 ou de performance. L'6tude

de fiabilit6 est necess de l'e>rploitation, afin d'estimer les incidences du s;upport logistique sur

ses conditions d'utilisation; au niveau des services de maintenance) dans le but de pr6voir les

dates de prophylaxie et d'arrats prOventifs; au niveau des gestionnaires iles piOces de recharge,

afin d,esti:mer ie volume des stocks de s6curit6 et assurer pax lA, mOme la disponibilit6 de ia

pidce, en 6vitant les stocks morts etc....

Donc la th6orie de la fiabilit6 a d6velopp6l'6tud.e des m6thodes probabilistes et statistiques

permettarrt d,am6liorer les previsions de panne ou le contrdle de qualit(i n6cessaire A la sortie

d.'une chaine de Production.

Notre objectif, dans ce m6moire, est de construire des outils afin d'6valuer la probabilit6

de bon fbnctionnement d'un 616ment ou d'un syst6me. L',6tude de la fiabilit6 se ramBne

alors d I'6tude d,une variable al6atoire positive repr6sentant la dur6e de bon fbnctionnement'

Ce type d,6tude amdne d I'utilisation d.es r6sultats classiques de la th6orie g6n6rale des

probabilit6s.

Le m6moire est compos6 de deux chapitres:

- Chapitr e L. Notions g€nErales sur la fiabi,ti,t€,: dans ce chaptire', nous introduisons le

vocabulaire et les d6finitions concernant les caract6ristiques de Ia fi"abilit6'

- chapitre 2. Loi,s classi,ques d,e Ia fiabih,td: nous allons, dans ce chapitre, 6voquer les

lois de probabilit6 qui interviennent le pius fr6quemment dans la theorie de la fiabilit6'





Chapitre 1

Notions g6n6rales sur la fiabilit6:

Dans ce chapitre, on donne Les notions de base de ia fiabilit6 et 1es d6finitions de ses carac-
t€risbiques qu'on utilisera par la suite, et on rappelle bridvement quelques r€sultats sru. les

systdmes en s6rie et les systdmes en paralldle.

1.1 D6finitions:

Definition g€n6rale. La fiabilit6 est l'aptitude d'un systdme d accomplir une fonction (ou

mission) donn6e durant une p6riode d6termin€e dans des conditiors specifi6es d,exploitation.

1.1.L Dur6e de vie dtun systdme:

Le teme de syst&fne au sens large, itr peut Rravoir qtr'un eomposarrt. Ce systdme.est mis en

marche d la date f : 0 et il s'agit d'6valuer la date de premidre d6faillance que nous noterons,

dans la suite,"T". C'est une variable alEatoire positive de fonction cle r6partition F.

La variable 7 est appelde la chu'6e de vie (life iime) du systdne (ou bien le ternps de

d6faillance du systdme).

On a:

.F (t) : P(" < f)



1,1.2 Fiabilit6 d'un syst6me:

La fiabilite (reliability) d'un systdme est not6e ".8". c'est la probabilit6 de la dur6e de vie
de bon f<xrciiorurerneut du systdrne.

n(t) : P(r> r)

: l_F(t)

Remarque:

La fonction de fiabilit€
IR+'

l)e plus, on a:

R est une fonction d,€cro'issante continue d, d,roi,te en tout point d,e

lim rB(r): g
o-oo

1.L.3 Dur6e de survie:

Lorsqu'rur systdme a bien fonctionnE jusqu'd la clate f, le temps ci,attente <ie Ia panne est
appel6la dur6e de survie du sytdme au temps t ( ou encore dur6e de vie r6siduelle). Donc la
dur6e de survie represente la variable al6atoire ? - f conditionn6e par l,6v6nement {? > f}.
Nous la notons ,,'Ji,,.

La distribution de I est donn6e par:

P(?r>r): P(f-tlr/T>t)
R(t + r\: -m-' pour r ) fl

c)'est a partir de cette notion que no's allons introduire les principales autres caract6ris-
tiques de fiabilit6.

commengons pax exarniner le comportement de la fonction de r6partition de ?i lorsque



la variable tend vers z6ro.

P(Tsr) : W#tg
f (t): .ffi+o(r)

C,est une fonction de r, presque lin6aire d.ont le coefficient proportionnalit6 est ffi'

L.1..4 Taux de d6faillance:

Le coefficient ffi est appel6 taux d"e d6faillance ( ou hasard rate ) et on le note h' ou h (t) '

Il est donc d6fini Par:

h(t):Tffi

Le terme ,,tarx de dethillance" sous-entend. une grand.eur permettarrt de mesurer la

vitesse d,apparition des pannes. I1 est possible, en effet, d'interpr6ter h (t) corrme le pour-

centage moyen de panne par unit6 de temps, qui apparaissent d la date t' Ceci apparait

clairement d l'occasion d'un test d.e production. A Ia date t:0, un groupe de l{ 616ments

ind6pendants et identiques sont mis en fonctionnement. ces 6l6ments tombent en panne, les

uns aprds les autres. A la date f, un contrdle est effectu6 pour constater les d6g6ts' 11 reste

,nf (t) 6l6ments en bon 6tat. La loi de l{ (t) est binomiale ( l{ essais avec probabfit6 n (')

de r6ussite de chaque essai ),

p(^r(r) - k):@fu (n(r))* (1 - R(t))N-e

Le nombre moy-en d'6L6menis en fonctioiinement d la daie i esi donc:

E (If(t)) : l'f.R(t)

Le taux d.e d6tailiance d",ul 6l6ment peut donc 6tre traduit en termr:s d'esp6rances:



c'est le rapport entre Ie nombre moyen de pannes par unit6 de temps et le nombre moyend'6r6ments en bon fbnctionnement. Ir traduit bien une ,,vitesse,, 
de d6gradation.

La notion de 'ttaux de d.faillancert est, pour le fiabiliste, 
'ne 

caract6ristique importante.sa connaissance sufit d cieterminer ia fiabiiii;6 gr6ce d ia reiation suivanie:

R(t):.,r(_io,,ro,\
\d /

"r::.r_H:ffiT::,annurant 

en 0 est apper6e la fonction de risque (ou hazard tunction).

r,. / 1 \r\t) : r"* (nbJ

"rJr_-,rTr.t* 

apprications concrdtes, il est trds fr6quent de supposer le ta'x de d6taillance

Il faut dire que les calculs s'en trouvent grandement simplifi6s. Dans ce cas, ra fonctionf1 est lin6aire et la distribution est exponentielle.

Proposition: La seule distribution de dur6e de vie v6rifiant R(0) : 1, et dont le taux deciefaiiiance esi; constani, 6gai d a esi; ia ioi exponentielie cie param.ire cl arrec:

F(r)-1-e-o,

Preuve: supposons que 
'a 

dur6e de vie ? a'ne de'sit6 de ra fbrme:

h (t) : hml/'a(t)-ff.a(t+r)
,t-0 r.N.R (t)

r* n (ry (t)J 
_- P (al_(r + r))

r.E (.nr (r)

f (r) : a.e-o'

la fiabilit6 s,6crit alors:

R(t) : exp (-of)



Le taux de d6laillance est donc:

h(t\ 
:;,f- 

(R ('))t'

R(t)
a,

R6ciproquement, supposons que h(t) est constant et vaut o. Alors :

/t\Ir\R(t) : 
"*p [ - J 

h,("),1," 
]\0/

li \: opl la.arl
\"0 /

Ce qui implique que:

n(t) : exP(-'rf)

c'est-d,-dire:

tr(f\ -'l - ewn/-nf)- \",/ - "-^r\ *-t

donc la loi est exponentielle.

1.1.5 'lbmps moyens:

L'esp6rance de la dur6e de vie T joue un grand r61e en fiabilit6; c'est Ie I'temps moyen de

pannet' ora M.T.T.F. (Mean Time To Failure). Nous le notons )'rn)' '

n'L : MTTF

: E(")

C'est rure mesure importante de la qualitG d'un systdme. Pour la calculer, il est pr6f6rable

d'utiliser la fbrmule d'int6gration suivarrte:

+oo
E(") : "f 

(r - F(u))du
o
+{P: J R(u)du
0



L'cspcra'ncc dc survic d, la datc f cst appcl6c ffdur6e molrenne dte vie r6siduelle de
panne" ( M.R.T.F. mean residual rime to Failure). Elle est not6e ,,r,n(t),,.

Proposition: La formure de la dur6e moyenne de vie r6siduerie est; ds*6.,ar.

ioo

m(t):hlR@)d,u
t

L.L.6 Flonction de structure:

consid6rons maintenant un systdme de n 6i6ments (composants), en suLpposarrt que tous les
composants sont ind6pendarrts. On pr6cise qu,un composant ne possdde que deux 6tats; il
fouctionne ou il est en panne.

Si X; est 1'6tat du composant i, on pose:

I
*. _ ) 1, sile'i"* composant fonctionne,,f;:1

[ 0, si Ie i"*u cornposarrt est en parure.

Cette dichotomie est valable aussi pour le systdme:

(I I si ie systdme fonctionne,o(r): { -'

[ 0, si le systdme est en panne.

La fonction (p est appel6e la fonction de structure du systdme.Alors, on d6duit que la
fiabilit6 du systdme peut s'6crire :

R: P(@(r) : 1) : lp(o(r))

L.2 Systdme en s6rie:

LIn systdme en s6rie est un systdme compos6 de n composants disposes lin6airement.

-'i 
I l-l 2 l...ln L-

sgstEme en s6.ri,e

cc systdmc tombc cn pannc si au moins un composa't cst cn pannc.



La fbnction de structure du systdme est donn6e par:

O(") : min X;
L(i,1n

: fr",
i.=1

of &, X2,...,xo. sont les 6tats respectifs des composants 1, 2,...,tu.

Le temps de panne (ia d'r6e cie vie) du syst.me est cionn. par:

r: 
Pia-ro

ori fr est le temps de panne du composarrt ,i, ,i : 1,2,...,fr.

La fiabilii6 1? est le pro,Juii ,jes fiabilii€s,

n(r): rJ&(f)
i:I

oti &(4 est la fiabfit6 du compos arft i,,i : 1,2, ...,n.

En effet, on a:

R(t) : P(T>t)

: P(r?ot:, ro > t)

: p("; > t,T2 ) t,...,7n ) t)
n: If e(e t d

t=,

puisque on a suppos6 que les composarrts sont ind€penda,nts.

Donc,

ii

R(t): f{afrl
n:L

10



1.3 Systdme en paralldle:

un s1'stomc cn pa'ralldlc cst compcsC dc n 6l6mcnts (composants) drsposos cn paralldlc, tcls
que le systdme tombe en palure, si et seulement si tous les composants sont en panne.

systdrne en paralld,le

La fonction de structure du systdme est dorur6e par:

O(r) : max X,
L1i1n

: r-fffr -xe)
i:L

Le temps de panne du systdme est donn6 par:

T: maxT
l1i1n

La fiabfit6 est donn6e par:

.a(r):r-[Jtr -F,{t}}
i=l

of ft(t) est la fiabilit6 du compos ant i,,i : 7,2,...,n.

En effet, on a:

11



R{t) : P(">t)

1-P(7<4
: 1_p(maxZ(f)'L{i{n

t - nrn , r,r" 1t,...,h < t)
: 1 _ tp(f, < t),p(Tz< r),...,p(q, < f)l
: 1- [(1 -p(n >t)),,(1 _p(r, >q),...,(1 _ (p(7;) >,))]
: 1-lJ[1 -p(2,>r)]

l)onc,
n

R(t) :1 _ 
lJ(1 _ R4t))
i':I

T2



Chapitre z

Lois classiques de fiabilit6

Nous arlons' d'ans ce chapitre, 6voquer les lois de probabilit6 qui interviennent le plus
fr6quemment dans la th6orie de la fiabilit6, Les lois les prus simples utilis6es en fiab*it6
sont celles dont le taux de d6faillance est constarrt. c'est pourquoi nous commengons par raloi exponentielle.

2.t Loi exponentlelle:

La celdbre fonction d'Euler ( fonction ga,nuna ), joue un r6le important pour l,utilisation des
lois errponentieles en fiabilit6. No's en rapperons res propri6t6s de base.

D6ffnition: La fonction garnma f est d6finie sur l'ensemble des r6els positifs par:

+oo

l(z): Ir"-L.e-'.d,r
J,

ii est, faciie de v6rifier la reiailiou suiveuri,e:

r(0) : r(1)

:1

et I (e + 1) : z.l (z) pour tout z positif.

Si k un entier, on trouve:

f(e+1):k!

1J



z't'L caract.ristiques de la roi exponentie'e:

La densit6: La seule distribution possibie pour une dur6e de vie dont ler, fiabilite en 0 vaut 1
et dont le ta,x de d6laillance h est constant de valeur o, est la ioi e>cponentielie de param.tre
a, de densit6:

f (r) : a.e-o'

cela sufft d d6finir la loi exponentielle; mais il est possible 6galement de l,introduire dpariir <ies ciur6es de vie resiciueiies.

Proposition: Le seul type de distribution pour une dur6e de vie v6rifiant fi(0) : 1, s1
doni ieiie que ies riurdes cie vie r6siciueiies ont iouies m6me ioi esi ia ioi exponeniieiie.

Preuve: on sait que la d.istribution de ra dur6e de survie est donn6e par:

P€'>r): -{r;t;rlr>t)

R(t)

En prenant f : 0, ce rapport est 6gal d e(r).
Comme les dur6es de vie ont toutes m6me loi, on conclut que:

n(t + n) : R(il.n(r), pour tout couple (t,r) de r6els positifs.

Cette 6ga1it6 est une propri6t6 caract6ristique classique de l,exponentie6e.
Les moments:

Proposition: Pour tout r positif ou nul, le moment d,ordre r de la dlur6e de vie de ?
exponentielle de paramdtre a ) 0 est donn6 par:

rD (7') : r(r+1)

E (7") :

ar

*lIL

t'

Si r" est entier, on obtient:

L4



.En particulier, on a:

E(")- 1 1

; et V(Z):;
Preuve: On ddruorrtre l'6g.aiit6;

E(?') : |(t+r)
'ar

en utfisant la d6monstration par r6currence,
Pour r:0, on a:

E(7') : E(1)

:1

et

r(o+1) f(1)
ao -1

:1

Donc, l'6garit6 est waie pour r : 0, on suppose qu,elle est waie jusqu,d l,ordre r et on lad6rnontre pour I'ordre (r + 1).

On a:

+oo

& (r+1) : I r,+L.a.e-o, ata
t,

En utilisarrt I'int6gration par partie:

E (r*,) : E-+) 
*i@,),."-",.a,

0

Orr ptrse: 'A : ux,on Lrouve:

*oo

M(r+1: -('+=l). f u,."-u.t.ay
ivlais o

+oo
f
I r'.a.e-*.dr:W(T*)

J
0

15



qui est 6gal d *P par supposition,

Donc:

E(r'+r; : (r+1)f(r+1)
O, A,

I

o*r{r+1)f(r+1)
: *. b+2\

A'rt

La relation | (r + 1) : r! pour r entier, oermet d,obtenir:

2.1.2 Utilisation de loi exponentielle:

Bien str' aucun systdme r6el n'est, a un instant donn6, totalement ,, sa,rls m6moire rr rela-
iiverrterri; d' ia quniit6 de forrci;ionnenreni. cepe'darri;, <ia's ia vie ci'u'" protiuit, ia p.riotie
de maturit6 correspond a un taux de d6faillance approximativement constant, et pow cette
p6riode' le choix d'un moddle exponentiel est tout d fait satisfaisant. pour les systdmes
6lectroniques, cette p6riode est m€me trds 6tendue. Le moddle exponentiel est 6galement
important sur le plan th6orique car il permet des caiculs explicites et sert de r6f6rence polrr
tous les systdmes existants' Remarquons les propri6t6s de quelques systdrrres simples form6s
de composants exponentiels.

consid6rons un ensemble de n 6l6ments. Chacun d'entre eux a une drnree de vie de loi
exponentielle de paramdtre respectif ai, ,i : 1,2,...,fl.

Pour le systdme s6rie, la fiabilit6 est:

w,(T\: #

n(t) : .II fl, (t)

exp(-a.t) oria: f",

Le systdme s6rie, form6 de composants exponentiers est rui
paramdtre est la somme des paramdtres correspondants.

16
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Poru le systdme paralldle, la fiabilit6 est:

R (r) : 1 _ 
oS, [1 _ exp (_ou.t)]

Remarquons que, dans le cas d'6l6ments fiables ( c'est-d,-d.ire les constants a4 sont petits),
et pour des faibies valerus de /, nous pouvons utiliser l,approximation suivante:

R(t)-t_t".Iia6

2'1'3 statistique drord*e de ltexponentlerle:

Afin d'6tudier la qualit6 de fonctionnement d'ture machine, ,n test est organis6 avec nmachines identiques. Les dur6es de vie, notees ,rT1r,,,,r7rr,...,,,Tn,,suivent 
la loi expo_

nentielie de para'rnetre o positit, et sont suppos6es ind6pendantes. Loi:s d.u trest, on note
"7111","7(r)" ,'..,,"7(n)" les dates d,apparitions successives des pallnes. Les inter_arriv6es
sont not6s " -Dl" ,,t D2,, ,,.,r, Dn, et donc d6finies par:

D1: Tg1

Dz: Te) - T$)

Du:Qr; -Te)

I
I

Dans la pratique, ,". ou.!r',,3ffir?,"k.* ,* et r1*splus que s'r res dur6es de vie
elles-m.mes' 

' 
est donc int6ressarrt d'analyser les propri6t6s de ces variables.

Proposition: Les variabres Ds pour k : \,2,...,fl verifient res propri6t6s suivantes:
1) ia ioi cles inter-arriv6es est cionn6e par:

F(D* < r) : 7- exp (- (" - k + 1) ar)

2) les va"riables Ds sont ind6pendantes,

3) l'esp6rance de D1" est donn6e pa,r E(Dlr) : 6+I;,
4) la variance de D1, est dona6e par V(D,,) :M(Dn)2 

.

t7



*rr""u"r: 
1) On d6montre cette assertion de proche en proche. pour /, : 1 la variable D'

Dr : min (Tr,Tr,...,Tn)

donc:

P(4> r) :

Ponr calculerP (D2 ) r),it suffit de remarquer que D2 repr6sente le minim'm des dur6es
de vie des (n - 1) machines restantes, donc :

P (Dt ) z) : 
"-a{n-L)r

La formule g6n6rale s'obtient ainsi, par rOcurrence.

Les assertions B) et 4) sont des cons6quences imm6diates de l,assertion. 1).
Proposition: soit ft un entier (1 < e 1 n) ,la variable ?1r1 repr6sente la date de ra ke*

panne. La fonction de r6partition, l'esp6rance et la variance sont donn6es par:

P(Q*l ( r) : t* (t - e-"r10 .s*(n-i.)at
i,=k

M(r1n):*(*+-L+ +-fi1)

v(4*r) :+f++.-L-+ + i \\ \"t/ a2 \nz, (n_l)t - . - 6_TW )
Preuve: La variable Tg4 est la date de 1u pieme parrne. EIe est

maximum (n - k) machines sont encore en fonctionnement d, ra date d.

lP(4*l
i:k

p ((" _ i) machines soient en fonctionnement)

/r
P 

[,?,?, {T > r} 
}\ -- ,,

nt* (n, ,)
e-no',

inll6rieur d f si,

Alors
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M*,ona:

JF (une machine en panne) : ! _ s-at

et

JF (une machine en fonctionnement) : s-at

De plus, colriLre les v-a,r-iabies Tt,Tz,...,Tnso'i iriri6pe*rJ.a*tes, o' d€riuit que:

JF (f machine sont en panne) : (1 _ 
"-or)u

P ((" * f) machines soient en fonctionnement) - "-a{n-i)t
Alors:

P(r61( t) : ttt Q - "-*10 
.s-tu-i,)ot

i:k
Pour calculer l'esp6rance et la variance de Tgrl,il sufrt d'utiliser la forrnule donna.nt ra loide Da dans la proposition pr6c6dente, A savoir :

k

T{r):L4
i:I

2.2 Loi gamma:

La distribution | (o,6) de pararnctres a et b, (a,b > 0), est d6finie par sa 4ensit6 qui de la
fbrme suivarrte:

f (t) : 6.7a-L.r-bt

of /i esi ie coefrcieni cie norrnaiisaiion donnant i'ini6graie 6gaie d i. cei;i;e ciisi;ribuiion
est li6e d la fonction gamma par la relation:

K : bo. (r (o))_,

La derrsii'€: E'' re[rtrrlaEo[s K p* sa vaieur, o,, tl6tiui[ que ia <iermiL6 tie i'i giilur,,a

et
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s'6crit sous la fbrme:

f (t) : u. (ut)"-I"_at (r (o))_,

Les moments:

En utilisant la d6finition ci- dessus, nous obtenons, pour le moment rl,ordre r > 0

w(T*): f(a * r).t(a)-r.b-,

ce qui permet' en particulier, d''exprimer les valeurs de l'esp6rance et rce la variance d,uneva,riabie de ioi gamma I(a, b) :

2.3 Loi de Weibull:

on 6tudie maintenant, la plus populaire des lois (non exponentielles) renc.ntr.es en fiabilit6,
aussi bien dans les domaines m6caniques qu'6lectroniques. son succds tierrt d, sa caracterisa-
tion par son ta,x de d6fa*lance qui est fonction puissance de f.

une variable 7 suit 
'ne 

loi de weibull (w (o,b)) de pararndtres a el; bsi son ta'x de
d6tb,illance s,6crit:

h(t) : a'b'(bt)"-t

ei <ie ciensit6:

f (t) : a.b.(b.t)"-te-(bt)"
L'utilisation de la loi de weibull est trds importante et cette loi per:net de mod6liser

de nombreuse situations d'usute de mat6ridl, par exemple, on Ia trouve (:garement comme
approximation dans des situations trds simpres, comme dans yexemple sui.vant:

Exemple: -un systdme est form6 cie trois 6i6ments identiques en par:rildle, ie ta,x cie
d6faillance de chaque 6l6ment est constant 6gal d o.

La fiabilit6 s'6crit donc:

R(t):1- (1 -"-"r)"

aE(7):Ietvare):#
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Si la dur6e de vie moyenne a-r d.echaque 6l6ment est ar
l,approximation suivante: 

uaYqw vruruerrn estr assez grande, il est possible d'utiliser

E (r) _ .r<p (_ (.at)3)

dont le taux de d6failla,nce est bien de la forrne puissance.

La fiabitit6:

Pour d6terminer ra fiabilit6 de ra loi de weibr:Il, nous partons de la d€,flnition de son tauxde d6faillance, et nous utilisons la relation:

h(t): ft"*=1.l'
L - H(t)J

La fiabilit6 s,exprime alors simplement:

R(t'l : exp (_(bf)")

La repr6sentation graphique:
La densit6 de weibull de pramdtr e (a,b) repr6sent6 par:

Le cas particulier a : l correspond d la loi exponentielle.
Le cas a:2 donne ra distribution habituenement apper6e loi de Rayreigh.
si a < L la clensit6 est d6croissante de l'infini 'i,'ers c,sans mo,c.e,sanis point d,inflexion.
si 1 < a 12la densit6 a une tangente verticale en 0. Elle crolt vers la valeur modale et

ddcroit ensuit.

si o > 2 le d6marrage en 0 est horizontale, il y a un mode et deux points d,in-flexions.

a:rsrriJ-_l--F-f-*

den s i,t d. de p r ob abi, I i,t d,
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Po,r la distribution de weibull, il apparait que le pararndtre a joue le r6le du pararndtre
de forrne alors que b joue le rdle du paramdtre d,6chelle.

Les rnoments:

La d6finition des moments fbit intervenir ia fbnction gamma rencontr,6e prus haut. soit rune dur6e de vie de loi de weibull de pararndtres a et D, le moment d,ordre r (r est positif)
de T est:

M(T*): b-'.r (t *;)
Si r: 1, on obtient le temps moyen de panne:

E (r) : (bo)-I r fl)\al
Si r" : 2, on tror:ve la variance:

v(") : b-2 (, (r. :) - r, (t+ l))
\ \ a/ - \-'a))

Proposition: soit xt, xzde,x variables distribu6es selon une loi de w:ibull de pararndtres
a et b1 ( resp' a et b2)' si xl et xz sont ind6pendantes arors min {xt, xz}est distribu6e
selon la loi de Weibull de paramdtres o et (bf + bg)* .

Preuve: Ir sufrt de monter que la fiabilit6 de (min {xt, xz})est 6gle d:
("*p [- (bi + bil.t1)

Posons '81 la fiabilit6 de xr, R2 rafiab'it6 de x2et .R ra fiab'it6 de min {xr, xr} .
Ona:

JP(min {&, xz} > t) : F(min {xt, xz} > t}

: P(X, )t, X2)t)

comme les variabres xl et x2 sont ind6pendant, on conclut que :

F(min {xu xz} > t) : F(x, > r).p ( xz> t)
: RL(t).R2(t)

: o<p (-(bif)").""i, ?{brt)"}
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Alors

R(t) : F (min {&, Xz} > t)
: exp l_ (bi + bg) .t"l

2.4 Loi logiiormale:

une autre d'istribution courarnment utilis6e est ra loi rognormale. Elle a 6t6 introduite porula mod6lisation 
'ces 'cur6es des semi-con,cuctei-irs, d pa.rtir de constatations statistiques. sonchamp d'application touchait d6jd de nombreux domaines. Le nom est surfisamment e>rplicitepour justifier la d6finition suivarrte:

Definition: La variable 7 suit ra roi rognorm are LN (m,u)de paramd lte met u si log (,-)suit la loi normale de centre rn et de variance u.
Nous proposons un exemple concret qui illustre le r01e de la distribution lognormale da.nscertains probldmes de fiabilit6 m6canique.

Exemple: consid6rons une poutre gui a, au d6part, un d6faut de su:face ( fissure ) deprofbndeur x6 et se trouve soumise d, des chocs r6guiiers. A chaque choc Ia rissure augmente.Nous notons x1' xz' "' les profondeurs successives. Ii y aura rupture si la valeur critique yest atteinte' supposons qu'a chacun des chocs, l,6vorution de la fissur e Di: xt _ xe_r soitproportionnelle d x'i, avec des coetticients c'; al6atoires li6s a'x conditions de choc:

Xt.*X*t:Ct.X*r

Alors, en eflbctuant la somme des n
nous avons:

coefficients C'; correspoldants aux ?? premiers chocs.

{Xt - Xe-)
x;t

ceci peut s'6crire' si le nombre de n chocs est assez grand et si chaque augment ation D,;

fl 77

L"n:f
i=I i,=I
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est suffisamment petite:

:

I)'ot:

ros(X,)*los(&)+yr,
i.:l

La variable log (x') peut donc 6tre interpr6t6e comme ra somme d.,uLn grand nombre devariables al6atoires inddpendarrtes' c'est donc asymptotiquement 
'ne variable normare. cetexemple l6gitime l'ut'isation de ra roi lognormale en fiabilit..

La densit6: De fagon g6n6rale, x une variable al6atoire positive de dlensit6 Jx etH unefonction d6rivable inversible d,inverse G. Lavariable al6atoire y : H(X)a polrr densit6:

fv(t): J-'fx (G(x))

oti J est le Jacobien de G' Ici x est une variable de roi norrnare, fr est ra fonction log, etJ s'6crit donc:

Jft\:!
t

Ce qui nous penxei; d'6crtre ia clensii;6 sous ia f<xrne:

n,

\-.
.'* I

xntsJX
Xs

log (X") - tos (Xr) .

f (t):-+ 
"*o 

(-(ros(t) - m)'?)
t.d2tru'\ 2u )

Les moments:

A partir de I'expression cle la densit6, porrr obte,nir le moment d,ordre r. il srffit d,effectrre.r
.e changement de variable r: log(u) dans |int6grale suivante:

-Foo
!' -t-

I u'.e-AYJu
0

m(r):
1I

t/2tra

(Ios(t) - m)2
2a

cti lc tcrrac ,4 cst ddfini par:

A_
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Aprds l'es calcuis, on trouve la fbrmuie du moment d,ordre r qui est d.onn6e par:

M(T'): exp (*, + rri)
Nous en d6duisons l,esp6rance et la va .

rnnce comme cas particuJiers:
l&(?) : ,exp (m + $) et Var(T) : (eo _ r)F,(\2.

25



-\

Bibliography

t1J R' E' Barlow' F' Proshen, rrstatistical 
theory of reliabiliw and life testing probability

modelsrr Holt, Rinehart and Winston, New york, 192b.

[2i Ciuistiane cocozza-Thivent, Procesus sioctrastiques et fiabiiit6 des systemes.Springer,L99Z.

[3J Jeari-Louis BCN, " Fiabi,ri,t€, d,es sysidmes hI€thodes hiath€,maii,Eues,,]"fasson.

[4] M' M6tivier' Notions fondarnentales de la th6orie des probabilit6s. Dunod, paris, 1g72.

2b


