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On appelle 6quation integrale une 6quation fonc{ionnelle ori la fonction

inconnue figure sous le singe d'intdgrations | , f"" rli6thodes d'existance et

d'unicit6 des 6quations int6grales jouent un 
"rOle tr6s important dans divers

domaines scientifiques : La th6orie math6matique, egsentiellement I'analyse
des 6quations int6grales qui permet d'analyser le pro$ldme, de prouver l'uni-
cit6 de la solution.
Ce m6moire est divis6 en trois chapitres : Dans le prerfrier chapitre, nous rap-
pelons le th6ordme du Shaucler, et on pr6sent6 le lemq\e d'unicit6 et quelques
propri6t6 de d6rivation. Comme, on d6montre des f6sultats qui seront de
grande utilit6 dans les chapitres suivants.

Le deuxidme chapitre, est consacr6 d I'existance et ['unicit6 de la solution
de l'6quation int6grale non lin6aire de Volterra. Ce[te 6quation est d'une
grande importance en math6matiques, elle a 6t6 6tpdier dans [1], [2]... et
d'autre encore. Les m6thodes ou'on va utiliser sont bas6es sur les id6es de
Schauder.

Dans le troisidme chapitre, on va effectuer un travail fiui plus oroginale com-
par6 au pr6c6dent chapitre. Nous allons utiliser les [nOmes m6thodes pour
dtudier une 6quation int6gro-diff6rentielle non lin6airp de Volterra. On peut
consid6rer cette 6quation comme r,rne g6n6ralisation de la pr6c6dente.

;".r*n
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":..- Rappels et Outils

Dans ce chapitre, on va pr6senter quelques r6sultats qui seront tr6s utile
dans notre travail. Ces r6sultats senont utiliser pour les d6monstrations d'exis-
tance et d'unicit6 des 6quations 6tudi6es dans la suite.

1.1 Th6ordme de Schauder

Dans cette section, nous rappelons le th6ordme de Schauder qui est le 16-
sultat qui assure I'existance des solutions des 6quations qui nous int6resses.
Il existe plusieurs versions de ce th6ordme, celle qui nous int6rrdsse est la
suivannte

Th6or6me L. Soi,ent E un fu-espace uectoriel topologi,que sdpard. et C un
ensemble conuere et fermd de E. Si, T est une appli,cation cont'inue d,e C
dans c tel que T(c) est relat'iuernent compact, alors T admet un poi,nt, fi,re.

Ddmonstrateon. Voir [3].

1.2 Lemme d'unicit6
Le probldme avec le thdordme de schauder est qu'il n'assure pas l'unicit6,

donc on a besoin d'autre r6sultats pour I'assur6e. Ce lemme, comme I'indique
le titre de la section, sera utiliser pour d6montrer l'unicit6 des solutions des
6quations qu'on va 6tudier.

iiii i t: '

rir
.::1,

:::'ii

1,:ii
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Lemme L, soi't p(t) est une fonction cont'inue positi,ue sur fa,bl, qui udrifi,e

t

1L>o;,p(t)<LIe@)ds

Alors Vt € [a, b]; p(t) : 0.

D€monstrataon. Puisque p(r) est continue sur [a, b], 
=M 

> 0 tel que

,p(t) < M, Yt e [a,b].

Donc
t
f

eft) < LAI I ds: LAI(L - a).

D'autre part, on a

i - (t-n\z
e(t) < t'* | (s - a)ds: L'AI'" ,*' dt.

uo

Si on repdtte cette op6ration n foig on trouve le rdsultat suivant :

,p(t) < ,' r(t - a)"
nl

Par passage d, la limite , on r6cupdne le r6sultat. tr

1.3 Propri6t6 de d6rfivation

Soit r/ une fonction d6finit de fa, b]2 a image dans fr, tel que pour tout
s € [a, b], rb(,s) e Cr(a,b). On deflnit la fonction suivante

/
Te(t)F lrlt(t,t)a", te la,bl.

t"

t
f

e(t)SL ltp(s)ds.t
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t
f Atlt

Yt e la,bl, p'(t) :',!(t,t) + | ](t,s)ds.Jot

ds- dft, s)L
n

h,

ds)

l+

t+h
1f
- I *A * h, s)ds : r!(t + h,t + €).nJ

t

Proposition 2.

Ddmonstrati,on. On a:
t+h

[ ,t,(t + h, s)d,s - [ tP(t, s)as

n
tt+ht
I ,pQ + h, s)ds + I a(t * h, s)ds - I ,l'(t, t)at

Qr'(l) : lim
h-0

: lim
h

T

I n^l
J h-o
o,

tdu.I ___Lt+

J dt\"'

It-O
t+h

1f
:fim | | OA*h,s)ds*n-o h ,J

t
t+h

1f: linl ; | ,lt(t * h, s)ds *
h-oh J

t

Mais, en utilisant le th6ordme des accroissements finis, il existe { e ]0, h[ tel

que

On fait tendre h vers 0 pour obtenir le r6sultat. !



I

Soit K une fonction d6finie de [a, b], * R d image dans lR. On suppose
que K v6rifie les hypothdses suivantes

/o,'\ll(1) K ecla,Dlr tm),
\rr ri ll(2) 1M e IRl, vr, s € [a, b], vr € IR, lK(t, s,r)l < M.

Propositio n 3. La foncti,onelleO (.) :: [' nQ,s,.)d.s+ f (t) est d,6fi,nie sur
Ja

C(la,bl) dans lui m€me.

Ddmonstration. On met, pour tout z e C([a,b]),
ttI -.,.tL(t) :: I X(t,s,z(s))ds + f@.

Ja

I

Pour tout I €

la(t) - a(r)l

En appliquant
tient

fo'b],

I ft __ .. f, I: 
J" 

*A,s,u(s))ds - J" 
K(r,s,u(s))ds + f (L) - f @l

t r. | ,',"

le thEordme de la cqnvergence dominn6ede Lebesgue, on ob-

Itn] ld(r) - u(r)l : s.

trCe qui donne le r6sultat.
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Soit l'6quation int6grale non lin6aire suivante :

u(t): [' nrr,s,u(s))ds + f (t); yt e la,b], (2.L)

ot, / € C([a,b]).r r.ra l'inconnu d chercher dans le mOme espace.

2.L Existance de la solution
Nous allons d6montrer qu'on peut trouver une solution de l'6quation (1.1),

mais sur un intervelle r6duit.

:- Th€ordme 4. Il eri,ste r tel que I'd.quati,on (7.I) r6dui,te d, la,a*r) admet
l

une solut'ion u e C([a, a + r])

Ddmonstration. On commence par montrer que O est continue : Soit {u,r},.ry C

C (a,b), qui a pour limite la fonction u € C (a,b),

/rt \
,IL @fu.) : ,l1L lJ" 

*A,s,z'(s))ds + f (t))

ft: / Iim K(t, s,u"(s))ds + f (t)
t orrn'**

I -.,.: I K(t,s, lim z"(s))ds+ f(t)
J o n++6

: o(").

Pour, p > 0 et 0 < r ( *, onddfinit I'ensemble suivant- A4'

F::{ue C(a,b): u(o):f(o), Vle fo,a*rl, l"(t) - f(t)l<p}.
Il est claire que l'ensemble F est ferm6 et convexe. Pour tout u e F et tout
tela,a*rl

o (u) (a) : f (o),

lft I

lo(z)(t) - /(r)l : I I K(t, s, z(s))dsl ,
lJa I

9
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Donc, O(F) C F. Pour conclure qn utilisant le th6ordme de Schauder, il faut
montrer que @(F) est relativemQnt compact. Il suffit de montrer que cette
famille est 6quicontinue : voir le {h6ordme d'Arzela-Ascoli. On a,

lo(u)(t) - o(z)(z)l : Itttl - !@) + [' *(r,s, u(s)) - [" n@,s, u(s))ds dsl
I Ja Ja I

lJx | 
,

+ | [" 6\r,s,u(s))ds * K(",s,u(s)))dsl
lJ" "' 

I

En se basant sur la continuit6 de / et de K et de ga majoration, on peut

montrer que

Vde [a,a-tr], VE)0, fd>0, VTr,e 4 l"-tl <d=+ lQ(z)(r) -O(u)(t)l <e.

On applique le th6ordme de Schapder pour r6ccup6rer le r6sultat.
n

2.2 Prolongement de la solution

Dans cette section, on va d6r4ontrer I'existance global de la solution'

Th6ordme 5. L'd.quati,on (I.1) qdmet une solut'ion u € C([a,b]).

Ddmonstrati,on. il est la solution r6duite dans I'intervale [a, a*r),
soit l'6quation se transfore suiva4te

fa+r 1t
u(t) :/(t) + | tt(t,s,u(s))ds+ / k(t,s,Tr(s))ds, t ela+-r.bl

Ja Ja+r

ou z est la solution r6duite dans ['intervale [4, a * r],
on pose

alors on a

sft) : f (t) + 
1""*' 

*rr,s, u(s))ds,

?t
I

u(t) :e(/) + | t(t,s,u(s))ds.
J a*r

10



T

r
I

:

t
-
I

I

i
I

t^
I

t-l
I,]

I

l

r--
I

I

I

t-
I

l

l-

f-
l

l

f-
l

UNrvERslT6 OB Mar 1g4s-CuELMa DEPAETEMENT DE MATH6MA?IQuES

En appliquant le th6rdme pr6c6dant,on trouve qu'il existe une solution il,(t)
de cette 6quation dans l'intervale r6duite la * r, a * r * rtl.
la fonction :

,1rl:11(') !el"'a*rl'
' - \A(t) t ela*r.a* r *r'1,

qui continue par construction, est solution de l'6quation d'origine sur I'inter-
vale[o,a*r+r')
On r4pdte la m6me op6ration jusqu'd, r6cupdration du r6sultat.

D

2.3 Unicit6 de la solution

Sous les hypothdses (111), on n'arrive pas d d6montrer l'unicit6 de la
soluti,on. Donc, on rajoute les hypothdses supplimentaires suivantes

(H2)ll=L € R,Vr,y e R, Vf,s € [a,b] lK(t,s,r) - K(t,s,y)l < Ll" -Al.

Th6ordme 6. La solution de (2.1) est unique.

Ddmonstrateon. Soient u,'u €. C[a,b] deux solutions de l'6quation (2.1). on

a:

I f' . / \\ 1/, '. ,llu(t) -u(t)l : ll k(t,s,o(s)) -k(t,s,u(s))dsl
lJ " I

^+

Si on applique le lemme 1, on ,rU.",

lr(t) -z(l)l :0.

Alors on arrive que l'Oquation (2.1) admet une unique solution. n

1'l
LL



(1)

(2)

Dans ce chapitre, K est une fonction d6finie de [a, b]' * R' d image dans

R. On suppose que 1( v6rifie les hypothdses suivantes

(r13)

KeC(la,bl'*R'),
aK .10 0.

E €C(la,bl" x lR').

(3) 1M e IRl, Vr, s € [a, b], Yr,y € IR,

-* (lrtr,$,r,u)t,lffo,s,r,a)l) . t
Propositio n7. Soi,t f e C' (a,b). La foncti,onelle@ (.) :: [' OQ,s, ., ')ds*

Ja

f (t) est dd.fi,ni,e sur Cr([a,b)) dans lui, m€me.

Ddmanstration. On met, pour tout z e Cr ([a,b)) ,

tt(t) :: [' *U,s, z(s), u'(s))ds + /(f).
Ja

De la mOme fagon que celle utiliser dans le premier chapitre, on montre que

d est continue. En appliquant la proposition 2, on obtient

u'(t) : K(L,t,u(t),u'(t)) * [' *A, s. z(s), u'(s))d's + f'(t).
Jo of .

nCe qui donne le rdsultat.

1t
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Soit l'6quation int6gro-diff6renrtielle non lin6aire suivante :

u(t) : [' X1r,s,z(s),u'(s))ds + f (t); Vt e [a,b], (3.1)

ot, / € C'([o,bD;:rest l'inconnu d chercher dans le m6me espace.

3.1 Existance de la solution
comme dans le chapitre pr6c6dent, nous allons d6montrer qu'on peut

trouver une solution de l'6quation (3.1), mais sur un intervelle r6duit.

Thdordme 8. Il eri,ste r tel que I'dquati,on (l.r) redui,te d, fa,a*rl ad,met
une soluti,on u € Ct (lo, a + rl)
Ddmonstrat'ion. De la m6me faqon que le chapitre 1, on montre que lafonc-
tionnelle O est continue sur Ct(to,a+r)) dans lui m6me.
Pour, p ) 0 et 0 < r ( #, ond6finit l'ensemble suivant

F :: {u e C (a,b) : u(a) : f(a), Yt € [a,a+rl, lu(t) - f(t)l { p,

lu'(t) - f'(t)l < A,r + p\ .

Il est claire que I'ensemble F est ferm6 et convexe. Pour tout u € F et tout
te[a,a*rl

o (rl) (a) : f (o),

lo(u)(t) -f(t)l:

lo(u)'(r) - f'(t)l : ln Q,r,u(t),u,(t)) * l"'#U,s,z(s),r,(s))dsl ,

Donc, O(F) C F. Pour conclure en utilisant le th6ordme de Schauder, il faut
montrer que O(F) est relativement compact. On a,

lo(,-l)(t) - o(u)(r) t < ( u * p *max. l/'(s)l) l, - rr,
\ s€ [a,bl /

I"' 
* rr,o, z(s), u'(s))dsl,

t.)
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ce qui donne le r6sultat.
n

3.2 Prolongement de la solution
Dans cette section, on va d6montrer l'existance global de la solution.

Th6ordme 9. L'equati,on (l.l) admet une solut'ion u e C(la,bl).

Ddmonstrat'ion. De la m6me fagon que dans le chapitre pr6c6dent. tr

3.3 Unicit6 de la solution

Sous les hypothdses (1J3), on n'arrive pas d, d6montrer l'unicit6 de la
solution. Donc, on rajoute les hypothdses supplimentaires suivantes

Contrairement au chapitre prdc6dent les conditions (H3) n'assurent pas

I'existance de la solution. Donc, on rajoute les hypothdses suivantes

ll(1) 1a,b,a,,6 e IR, Yr,y,v,y € R, Vf,s € [0,?],
,,rr, ll lk(t, s,r,a) - lr(t,s,z,y)l S alr - rl + bla -Tl,t" =' ll lffi(t, t,r,a) - #(t, t,T,ill < alr - El +6la - al

ll(2) b < 1,

Th6ordme LO. La solut'ion de (3.1) est un'ique.

Ddmonstrateon. Soient u,t) e C|fa,b] deux solutions de l'6quation (3.1). On
met 

7 (r) :: lr(t) * u(t)l + lr'(t) - u'(t)l .

ona:

lo(r) - z(t)l
Jo

(1, - d,)lu'(t) - ,'(r)l S alu(t) -z(r)l + max(-, d) [' ,(s)ds.
JA

Alors, il existe p positive tel que

ft
t(t) !p I r(s)ds

Ja

I4
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Si on applique le }emme 1, on obtient

u(t) : u(t')

Alors on arrive que l'6quation (3.1) admet une uniquer solution. D

i5



ConCluSions

Dans ce travail, nous avons reprit un m6lange entre ce qui a 6t6 fait
par [1] et celui par [2]. Lors de l'6tude de l'6quation intdgrale non lin6aire
de Volterra, nous avons tout d'abord commencer par assurer une solution de

l'6quation sans chercher d savoir si elle est unique ou pas. Ce qui repr6sente

le travail de [1].

Puis, on a pris uniquement la technique et la condition de [2] qui assure

l'unicit6 sans parler de la m6thode qu'il a utiliser pour montrer l'existance.
Puisque, dL notre avis elle sont trop restrictive comparer d, celle de [1].

En gardant, le m6me sens on a 6tudi6 l'6quation int6gro-diff6rentielle non

lin6aire de Volterra, qui est plus originale compar6 d l'6quation pr6c6dente.

Nous avons assurer tout d'abord l'existance de la solution, puis on a rajout6

des hypothdses pour assurer l'unicit6 de celle-ci.

On peut aussi montrer I'existance et l'unicit6 de la solution directement et
en rassemblant tout les hypothdses comme Ea 6tait fait par [2].

.,::]
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