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Introduction

On appelle équation integrale une équation fonctionnelle ou la fonction
inconnue figure sous le singe d’intégrations /, Les méthodes d’existance et

d’unicité des équations intégrales jouent un role trés important dans divers
domaines scientifiques : La théorie mathématique, essentiellement 1’analyse
des équations intégrales qui permet d’analyser le probléme, de prouver 1’uni-
cité de la solution.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres : Dans le premier chapitre, nous rap-
pelons le théoréme du Shauder, et on présenté le lemme d’unicité et quelques
propriété de dérivation. Comme, on démontre des résultats qui seront de
grande utilité dans les chapitres suivants.

Le deuxiéme chapitre, est consacré & l'existance et 'unicité de la solution
de I’équation intégrale non linéaire de Volterra. Cette équation est d’une
grande importance en mathématiques, elle a été étudier dans [1], [2]... et
d’autre encore. Les méthodes qu’on va utiliser sont basées sur les idées de
Schauder.

Dans le troisiéme chapitre, on va effectuer un travail qui plus oroginale com-
paré au précédent chapitre. Nous allons utiliser les mémes méthodes pour
étudier une équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra. On peut
considérer cette équation comme une généralisation de la précédente.
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Rappels et Outils

Dans ce chapitre, on va présenter quelques résultats qui seront trés utile
dans notre travail. Ces résultats seront utiliser pour les démonstrations d’exis-
tance et d’unicité des équations étudiées dans la suite.

1.1 Théoréme de Schauder

Dans cette section, nous rappelons le théoréme de Schauder qui est le ré-
sultat qui assure 'existance des solutions des équations qui nous intéresses.
Il existe plusieurs versions de ce théoréme, celle qui nous intérrésse est la
suivannte

Théoréme 1. Soient E un R-espace vectoriel topologique séparé et C un
ensemble conveze et fermé de E. Si T est une application continue de C
dans C tel que T(C') est relativement compact, alors T admet un point fize.

Démonstration. Voir |3]. O

1.2 Lemme d’unicité

Le probléeme avec le théoréme de Schauder est qu’il n’assure pas 'unicité,
donc on a besoin d’autre résultats pour 'assurée. Ce lemme, comme lindique
le titre de la section, sera utiliser pour démontrer Iunicité des solutions des
équations qu’on va étudier.
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Lemme 1. Soit p(t) est une fonction continue positive sur [a,b], qui vérifie

t

AL > 0; (t) < L/gp(s)ds.

Alors Vt € [a,b]; (t) =0.
Démonstration. Puisque o(t) est continue sur [a, b], IM > 0 tel que
e(t) < M, Vit e [a,b].

Donc
t

e(t) < LM / ds=LM(t — a).

D’autre part, on a

Donc
2
p(t) < LM /(5 —a)ds = LzM(t—Qa)——d,s.

Si on repétte cette opération n fois on trouve le résultat suivant :

(t=a)

(p(}f) < I"M
n!

Par passage a la limite , on récupére le résultat. O

1.3 Propriété de dérivation
Soit v une fonction définit de [a,b]* & image dans R, tel que pour tout
s € [a,b], ¥(.,s) € C'(a,b). On definit la fonction suivante

i

o(t) = /w(t,s)ds. t € la,b].

a
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Proposition 2.

viela b, o)=Lt + %(t,s)ds.

Démonstration. On a :

t+h
fwt—|'h5d8—fq/)t5
/f/ = T a
' (t) = lim -
g t+h
[w(t+ h,s)ds+ fwthhSdé-fwts
= lim &
Bt h
1t+h . ]

t . i51), ¢
= lim — w(z+hs)ds+/ Yt +hs) —(ts)
hdoh s h

t+h

Mais, en utilisant le théoréme des accroissements finis, il existe £ € 10, A[ tel

que
t+h
1
5 / Yt + h,8)ds = (t + h,t +§).
On fait tendre / vers 0 pour obtenir le résultat. O



Equation Intégrale

Soit K une fonction définie de [a,b]? x R a image dans R. On suppose
que K vérifie les hypothéses suivantes

(1) K € C([a,b]* x R),

(L) (2) IMeRy, Vi,s€[ab], Ve R, |K(L,s,z) <M.

t
Proposition 3. La fonctionelle ® (-) := / K(t,s,-)ds+ f(t) est définie sur
C([a,b]) dans lui méme. ’

Démonstration. On met, pour tout u € C ([a,d]),
t
a(t) ::/ K(t,s,u(s))ds + f(t).
Pour tout ¢ € [a, ],

la(t) — a(z)| = / K(t,s,u(s))ds — /% K(z,s,u(s))ds+ f(t) — f(x)

% / (K (L, s,u(s))ds — K(z,s,u(s))) ds| + M |t — x| + | f(t) = f(z)],

En appliquant le théoréme de la convergence dominnéede Lebesgue, on ob-
tient

lim |a(t) — @(z)| = 0.

T—1

Ce qui donne le résultat. O
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Soit I’équation intégrale non linéaire suivante :
%
w(t) = / K(t,s,u(s))ds+ f(t); Vi€ [a,b], (2.1)

o, f € C([a,b]) et u est 'inconnu a chercher dans le méme espace.

2.1 Existance de la solution

Nous allons démontrer qu’on peut trouver une solution de I’équation (1.1),
mais sur un intervelle réduit.

Théoréme 4. Il existe v tel que ’équation (1.1) réduite a [a,a + 7] admet
une solution u € C([a,a + r])

Démonstration. On commence par montrer que ® est continue : Soit {u, } N C
C (a,b), qui a pour limite la fonction u € C (a, b),

lm @iw,) = Bm </t1&’(t,s,un(s))ds+f(t))|

n—-+oo n—-+00

_ / " lm K5, un(s))ds + F(2)

—T00
(ln+

= [ K, S vals)ds + 10
= O(u).

Pour, p>0et 0 <r < %, on définit ’ensemble suivant
F:={ueC(a,b) : ula)= f(a), Vt € la,a+r], Ju(t)— f(t)| < p}.

Il est claire que ’ensemble F est fermé et convexe. Pour tout u € F et tout
t€la,a+r]

& (u)(@) = fla),
200 = 0 = | [ Klt.s.u(s)ds|,
< MT,
< p
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Donc, ®(F) C F. Pour conclure en utilisant le théoréme de Schauder, il faut
montrer que ®(F') est relativement compact. Il suffit de montrer que cette
famille est équicontinue : voir le théoréme d’Arzela-Ascoli. On a,

i

| K(t,s,u(s)) — /I K(z,s,u(s))dsds

a

1B(w)(t) - Dlu)(z)] = |f(t) i@+ |

< 1) - f@)l+ / K (5, u(s)) ds

+

/9[ (K(t,s,u(s))ds — K(z,s,u(s)))ds

a

En se basant sur la continuité de f et de K et de ¢a majoration, on peut
montrer que

Vtela,a+7], Ve>0, >0, VueF, |z—t|<d=|P(u)(z)—du)(t)] <e.

On applique le théoréme de Schauder pour réccupérer le résultat.
O

2.2 Prolongement de la solution

Dans cette section, on va démontrer I'existance global de la solution.
Théoréme 5. L’équation (1.1) admet une solution u € C([a,b]).
Démonstration. 1 est la solution réduite dans I'intervale [a, a + 7],

soit I’équation se transfore suivante

t

u(t) = f(1) + /a+rk(t,s,ﬂ(s))d,s+/ k(t,s,u(s))ds, t€ [a+r,0]

a+tr

ou @ est la solution réduite dans lintervale [a, a + r),
on pose

g(t) = f(t) + /a ' k(t, s, u(s))ds,

alors on a
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En appliquant le théréme précédant,on trouve qu’il existe une solution 7(t)
de cette équation dans I'intervale réduite [a +7,a + 7+ 7/].

la fonction :
i) = {

qui continue par construction, est solution de I’équation d’origine sur l'inter-
vale [a,a + 7 + 1]
On répéte la méme opération jusqu’a récupération du résultat.

1

(t) t€la,a+r],
t) tela+rat+r+r],

2.3 Unicité de la solution

Sous les hypothéses (H1), on n’arrive pas a démontrer I'unicité de la
solution. Donc, on rajoute les hypothéses supplimentaires suivantes

(H2)

rE]L € R, Vz,y € R, Vt,s € [a,b] |K(t,s,z) — K(t,s,y)| < Lz —y|.
Théoréme 6. La solution de (2.1) est unique.

Démonstration. Soient u,v € Cla,b] deux solutions de 1’équation (2.1). on
a:

o(t) —u(t)] =

// k(t,s,u(s)) — k(t,s,u(s))ds

I A

S / |k(t, s, v(s)) — k(t,s,u(s))|ds

I A

t
A L/ lv(s) —u(s)|ds
Si on applique le lemme 1, on obtient
lv(t) — u(t)] = 0.

Alors on arrive que I’équation (2.1) admet une unique solution. O

11



Equation Intégro-différentielle

Dans ce chapitre, K est une fonction définie de [a,b]? x R? & image dans
R. On suppose que K vérifie les hypothéses suivantes

(1) K € C([a,b]* x R?),
(2) o € C(la,b]* x R?),
(H3) | (3) IM e Hgft, Vi, s € [a,b], Yo,y € R,
max <|K(t,s,x,y){, %(t,s,x,y) > <M.

Proposition 7. Soit f € C' (a,b). La fonctionelle @ () := /t K(t,s, -, )ds+
f(t) est définie sur C*([a,b]) dans lui méme. ’
Démonstration. On met, pour tout u € C* ([a,b]),
t
Ut) = ji K(t,s,u(s),u'(s))ds + f(t).

De la méme facon que celle utiliser dans le premier chapitre, on montre que
% est continue. En appliquant la proposition 2, on obtient

'(t) = K(t, t,u(t), ' (t)) + / %—If(t s,u(s),u'(s))ds + f'(t).

a

Ce qui donne le résultat. d

12
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Soit I'équation intégro-différentielle non linéaire suivante :
t
u(t) = / K(t,,u(s),w/(s))ds + f(t); ¥t € [a,b], (3.1)

ot, f € C*([a,b]) et u est Pinconnu & chercher dans le méme espace.

3.1 Existance de la solution

Comme dans le chapitre précédent, nous allons démontrer qu’on peut
trouver une solution de I’équation (3.1), mais sur un intervelle réduit.

Théoréme 8. Il existe 1 tel que Uéquation (3.1) réduite o [a,a + 7] admet
une solution u € C'([a, a + r])

Démonstration. De la méme facon que le chapitre 1, on montre que la fonc-
tionnelle ® est continue sur C''([a, a + r]) dans lui méme.

Pour, p>0et 0 <r < %, on définit ’ensemble suivant
Fro= {ueC(ab) : ula)=f(a), Vt € [a,a+7], |u(t) — f(t)| < p,
[W'(2) = f/0] < M+ p}.

Il est claire que 'ensemble F est fermé et convexe. Pour tout u € F et tout
tela,a+r]

O(1)(0) = f(a)

20)(®) - fO)] = | [ Klt,s0(),0/(5))ds
Mr,

P,

)

IN N

or
. ol

|D(u)'(t) — f'(t)] K (tt,u(t), v () + t,s,u(s), u'(s))ds

b

M + Mr,
M + p.

IA A

Done, ®(F') C F. Pour conclure en utilisant le théoréme de Schauder, il faut
montrer que O(F) est relativement compact. On a,

() (¢) — B(u)(e)] < (M+p+g% lf’(s)l) t—a.

13
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ce qui donne le résultat.

O
3.2  Prolongement de la solution
Dans cette section, on va démontrer 'existance global de la solution.
Théoréme 9. L’équation (1.1) admet une solution u € C([a,]).
Démonstration. De la méme facon que dans le chapitre précédent. O

3.3 Unicité de la solution

Sous les hypothéses (H3), on n’arrive pas a démontrer l'unicité de la
solution. Donc, on rajoute les hypothéses supplimentaires suivantes

Contrairement au chapitre précédent les conditions (H3) n’assurent pas
Iexistance de la solution. Donc, on rajoute les hypothéses suivantes

(1) Ja,b,a,b € R, Vz,y, 7,7 €ER, Vi, s € [0,T],
gl 5w ke 57 9 <ol 7]+ ly 31
ak(tasar y) 8k(t7 S, X y)l §6|:r _E‘_{_b'y - Z"
(2) b <1,

Théoréme 10. La solution de (5.1) est unique.

Démonstration. Soient u,v € C*[a, b] deux solutions de I'équation (3.1). On

met
v (t) = Ju(t) = u®)] + ['(t) — ' ()]

o
o)~ )] < max(ed)+ [ (5)ds
(L= DO~ v O] < alo() = wld)] + max(z.d) [ +(5)ds
Alors, il existe p positive tel que
v(t) < p/t v (s)ds.

14
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Si on applique le lemme 1, on obtient

Alors on arrive que I'équation (3.1) admet une unique solution. O



Conclusions

Dans ce travail, nous avons reprit un mélange entre ce qui a été fait
par [1| et celui par |2]. Lors de 'étude de I’équation intégrale non linéaire
de Volterra, nous avons tout d’abord commencer par assurer une solution de
I'équation sans chercher & savoir si elle est unique ou pas. Ce qui représente
le travail de [1].

Puis, on a pris uniquement la technique et la condition de |2]| qui assure
I'unicité sans parler de la méthode qu’il a utiliser pour montrer 'existance.
Puisque, & notre avis elle sont trop restrictive comparer a celle de [1].

En gardant, le méme sens on a étudié 'équation intégro-différentielle non
linéaire de Volterra, qui est plus originale comparé & I’équation précédente.
Nous avons assurer tout d’abord I'existance de la solution, puis on a rajouté
des hypothéses pour assurer I'unicité de celle-ci.

On peut aussi montrer I'existance et 'unicité de la solution directement et
en rassemblant tout les hypothéses comme ga était fait par |2].

16
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