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Résumé

Dans ce travail, nous nous proposons d'étudier les équations du mouvement de
deux fluides compressible et incompressible avec I'inter-surface libre, La condition
sur l'inter-surface libre consiste I'égalité de la composante tangentielle de la ten-
seur de contrainte, o1 on tient compte également de la tension superficielle. On in-
troduit une transformation des sous-domaines et du systeme des équations a I'aide
d'un changement de variables, et ensuite on examine I'existance et 'unicité de la

solution du systeme d’équations linéarisées.



-
Introduction

Dans la nature on trouve trés souvent le mouvement d’un liquide avec la sur-
face libre (dans le cas de Ia mer, d'un lac, de I'huile dans une bouteille semi-remplie,
d’'une tasse de thé, ...). Au-dessus de la surface considérée, on trouve généralement
I'air ou éventuellement un autre gaz. Méme si ces phénomenes sont trés fréquents,
I'étude des équations qui les décrivent, a I'exception de phénomene des ondes, ne
semble pas bien développée. Les fameuses équations de Navier-Stokes, qui décrivent
le mouvement d’un fluide visqueux et incompressible, sont généralement étudiées
dans un domaine fixe, c'est-a-dire avec des frontieres prédéterminées.

Les études des équations de Navier-Stokes avec la surface libre ont été commen-
cées par Solonnikov dans les années 1970. Plus tard, dans les années 1980 Tani (voir
[1]) a entrepris I'étude des équations du mouvement de fluide compressible avec
une inter-surface libre, en développant les méthodes pour ce systeme d’équations,
en particulier en utilisant les coordonnées Lagrangiennes. L'étude des équations du
mouvement de fluide avec une surface libre a connu un certain développement au-
quels ont contribué plusieurs auteurs, parmi lesquels nous citons les travaux (2], [4].

Dans le présent mémoire nous allons considérer le probléme du mouvement de
deux fluides, un fluide visqeux compressible et un fluide visqueux incompressible,

avec une inter-surface libre,
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Plus précisement on s'intéresse au mouvement stationnaire. On va considérer notre
probléme dans une bande horizontale infinie de R2 délimitée par deux constantes g
et (oo < b < a<oo)eton va Supposer que I'inter-surface se trouve entre X2 =a
etx; = —b. Dans la partie inférieure nous allons considérer les equations de Navier-
Stokes (pour un fluide visqueux et incompressible), tandis que dans la partie Supé-
rieure nous considérons les équations du mouvement d’un gaz visqueux barotro-
pique. Sur l'inter-surface on considere !'effet de la tension superficielle, et la condi-
tion de la surface libre qui consiste a I'égalité de la composante tangentielle du ten-
seur de contrainte.

Du point de vue technique nous suivons l'idée du travail [4], ot on considére
les équations de Navier-Stokes ot utilise les coordonnées eulériennes et leurs trans-
formation particuliere. Dans le présent mémoire nous utilisons une transformation
analogue des variables (et donc des sous-domaines occupés par deux fluides dis-
tincts), mais nous concentrons notre attention en particulier sur les équations li-
néarisées de la part du fluide compressible, ce qui constituera le contenu principal

du ce mémoire.



Chapitre 1
Description physique du probleme

1.1 Formule de Laplace

Ce chapitre est consacré a I'étude des phénomémes qui se manifestent proxi-
mité de la surface de séparation de deux milieux continues, Si cette surface de sé-
paration est incruvée, dans son voisinage les pressions dans les deux milieux seront
différentes. Pour déterminer cette différence de pression (qu'on appelle pression su-
perficielle), on doit formuler Ia condition de I'équilibre thermodynamique entre les
deux corps en tenant compte des propriétés de la surface de séparation.

Admettons que la surface de séparation est soumise 4 un déplacement infini-
tésimal. Considérons la normale de la surface en chaque point fixé, notons 61, le
segment de la normale compris entre I'intersection avec la surface non déplacée et
la surface déplacée que nous considérons positif et par p1 et py les pressions dans
le premier et le second milieu . Le volume de tout élément d’éspace compris entre
ces surfaces est égal 3 SAdf, ot df est]’élément de surface. Le travail qui doit étre

fourni pour provoquer cette variation de volume sera égal a

f(—pl-l-ng(S/ldf
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Drautre part, pour trouver le travail de déplacement total § R de la surface, il faut
ajouter a cette expression le travail 1ié 4 la variation d’aire de la surface de séparation.
On sait que ce travail est proportionnel a la variation § f del’aire de la surface et vaut

ad f, ol a est la tension superficielle, donc le travail total est égal a

6R::—f(p1—p2)6ldf+a6f (1.1)

On sait que la condition d’équilibre thermodynamique implique que §R s’annule.
Soient R et R, les principaux rayons de courbure en un point donné de la surface, il
convient de considérer R, et R, positifs s'ils sont orientés vers le premier milieu, car
dans ce cas les éléments de longueur di; et d [, contenus dans les plans des sections
principales de la surface subissent, lors du déplacement infinitésimal de celle-ci,
des accroissements respectivement égaux a %dh et %A—dlz (dl et dl, doivent étre

considérés comme des éléments d’arc des circonférences de rayons R, et R,). Par

conséquent apres le déplacement, I'élément de surface d f = d1,dl, sera égal a

dll(l + %)dz (1 + %4) dlldlg(l + % + %),

autrement dit il varie de

6Adf(Ril+]—;;).

II's’ensuit que la variation totale de | aire de la surface de séparation est égale &

5f:/5/l(R—11+R—12)df. (12)

Enremplagant cette expréssion dans (1.1) et en I'égalisant a zéro on trouve Ia condi-

tion d’équilibre sous la forme

fm{(m-—pz)— (R%Jr—z)}df 0.
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Cette condition doit étre vérifiée pour un déplacement infinitésimal arbitraire (i.e.
pour 51 arbitraire), donc I'expression entre accolades sous le signe d’'integration est
identiquement nulle, i.e.

I 1
191—192:6!(]—?;4-}?-2). (1.3)

C'est cette formule (formule de Laplace) qui détermine la pression supperffi-
cielle (voir [6]). On voit que si R, et Ry sont positifs, p; > py, cela signifie que la plus
grande pression régne dans un corps dont la surface est convexe. Pour Ri=R;=00
(i.e. la surface de séparation est plane), les pressions dans les deux corps sont égales.
Appliquons la formule(1.3) a I'étude de I'équilibre mécanique entre des corps en
contact mutuel, supposons que ni la surface de séparation, ni les corps eux-méme
sontsoumis a une force extérieure, dans ces conditions la pression est constante tout
le long des corps. Compte tenu de la formule (1.3), la condition d’équilibre s’écrit
sous la forme

I 1

—+— =constante. 1.4
R R (1.4)

La somme des inverses des rayons de courbure doit étre constante tout le long de la
surface de séparation libre. Si toute la surface est libre, la condition (1.4) implique
que la surface est sphérique, mais si la surface est fixée le long d'une ligne, sa forme
sera plus compliquée.

Sion applique cette théorie a I'équilibre de minces pellicules (liquide) fixées & un

cadre rigide, alors la condition d’équilibre d'une pellicule mince s'écrit

1 1
_+—~ :O' 1.5)
R R, :

Examinons maintenant la condition d’équilibre a la surface d’'un corps soumis a
I'action du champ de pesanteur, supposons que le second milieu est I'atmosphere

terreste dont la pression peut étre supposée constante sur 'étendue du corps(nous
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prendrons comme corps un liquide incompressible), on a alors py = consrante,

donc la pression dans le fluide est
P1=const—pgxs
la coordonnée X3 estcomptée suivant la verticale ascendante (voir [6]), ainsi la condi-

tion d’équilibre se présente sous la forme

1 1 gp
—+—+2Zx3 = const. 1.6
RI Rz (04 5 ( )

Pour trouver la forme d’équilibre de la surface d’'un fluide, il est plus commode d’uti-

liser la condition d’équilibre au lieu de (1.6), par la résolution directe du probléeme

variationnel du minimum de I'énergie libre totale qu’on note par E, comme I'éner-
ger libre interne d’un fluide ne dépend que du volume, alors la forme d'équilibre de

la surface exerce son influence rout d’abord sur I'énergie supperficielle libre

/adf,

ensuite sur I'énergie dans le champ extérieur (champ de pesenteur), qui est égale &

gpfxgdv.

On peut donc écrire la condition d’équilibre sous la forme

afa’f+gpfx3dV: minE (1.7)

la détermination de ce minimum doit s'appuyer sur la condition suplémentaire

[dV:const (1.8)
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Les constantes a, 0 et g figurent dans les conditions d’équilibre (1.6), (1.7) sous

o : . . p
la forme du rapport — a3 dimension du carré d’une longueur noté 4,
80

2a
R /g (1.9

est appelée constante capillaire. La forme de la surface du fluide ne dépend que de
cette canstante, donc si la constante capillaire est grande on peut négliger le champ
de pesenteur lors du calcul de Ja forme de la surface.

Soit x3 = A(x1, x) I'équation de la surface, nous supposons que A est petit par-
tout, ce que signifie que la surface ne s'écarte que faiblement du plan x5 = 0. On note

ar [ 'aire de la surface, donc on a
p

) Shy 64,
f_f\/lnu(ﬁ) +(5=) dudz

si A est petit, f s’écrit sous la forme suivante

1,64 1,64
7=/ "2on) *25g) |anan (10

Soit la variation § f de f

0 oA 867
5f:f{alﬂ L0 }dxlde,

e
‘ﬁxl 6x1 6)62 6x2

en intégrant par parties on obtient :

L %A
O F=a b=\ ey i,
! /(dx:f axg) 1852

€N comparant cette exrpession avec (1.2), on trouve

1 1:_(@ 52/1)_ (1.11)

— + —
R R, 0x;  0x?

10
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La formule (1.11) représente la somme des inverses des rayons de courbure d’une
surface faiblement incurveée,

Lorsque trois phases en contact mutuelles sont en équilibre, leurs surfaces de
séparation occupent des positions telles que, la résultante des trois forces de ten-
tion superficielle s’exergant sur la ligne commune Je long de laquelle les trois phases
SOnt en contact, soit nulle. Cette condition exige que les surfaces de séparation se
coupentsous des angles dépendant des valeurs de la tension superficielle (ces angles
sont appelés angles de raccordement).

Enfin, examinons les conditions aux limites qui doivent étre vérifiées a la fron-
tiere de deux fluides en mouvemnent, compte tenu des forces de tension superficielle.
Sil'on ne tient pas compte de la tension superficielle, alors 3 la frontiére de sépara-
tion des deux fluides on a :

nk(aj.zk) - U;.lk)) =],
(oo =- pojr+ a} k €St appelé tenseur des contraintes) cette condition exprime

I'égalité des forces de frottement s'exercant sur la surface des deux fluides. Si on tient

compte la tension superficielle, on aurra :

1 1
@ m _ )
nkajk nkajk a:(—R1 +—R2)nj, (1.12)

ou le second membre représente une force suplémentaire dont la valeur est donnée
par la formule de Laplace et qui est dirigée suivant la normale 3 la surface, ainsi la

formule (1.12) s'écrit

1
= o D) 1(2) )
(pl—pg)nj—(ajk —Ujk)nk+a( 1+ Zjnj, (1.13)
ol
ovj du 2
/ J k
ey _ —_— . . . A
Tk n(dxk+6xj 35]kv v)+(5jkv v

11
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est la partie due a I3 viscosité du tenseyr des contraintes.

Le coefficient de tension superficielle o n'est pas nécéssairement constant le
long de la surface . Dans ces conditions, outre la force normale (qui s’annule dans
le cas d’une surface plane), i existe une force tangentielle notée ft est donnée par
fi="Va.

En ajoutant cette force au second membre de I'égalité (1.13) nous obtenons la

condition aux limites :

L 1a M __n2) Oa
[pl"‘pZ—a(‘—[‘*‘R‘z)Jnj_(Ujk Ujk)”k”"a) (1.14)

(le vecteur unitaire de lanormale 7 est orienté vers I'intérieur dy premier fluide). On

notera que cette condition est satisfaite seulement dans le cas d’un fluide visqueusx.

1.2 Equations du mouvement de gaz

ment en désignant par :

0 =p(x, 1) :1a densité dy gaz

V=v(x, 0= (n(x, 1), v2(x,0), v3(x, 1) : la vitesse
pP=px,t):la pression

f=(fi, f2, f3) : 1a force extérieure,

Il s’agit d’'un systeme composé de deux équations du mouvement, I'équation de
la conservation de la masse, comrunément connue sous le nom de I'équation de

continuité, et 'équation de Ia conservation de la quantité dy mouvement.

12



UNIVERSITE 08 M| 1945-GuELma
—_— T

—— |

DFP/\RTEMENT DE M/‘\THEM/\TIQIIF,S

L.2.1 Equation de continuité

D’apres|aloi de Ia conservation de Ig masse, on a

0:0+ V- (o) = 0. (1.15)
L.2.2 Equation de la conservation de la quantité dy mouvement

Désignons par 1, ¢ les coéfficients de viscosité d’écoul

ement et volumique (qui
Sont strictement positifs). Léqu

ation qui exprime |a conservation de I quantité dy

mouvement, (voir [6]), aura I forme

3 0
drv;+ 42,
Qo] Qéykaxkyj axjp
3

20 0 0 2
= \(ﬂ(aﬁral/j‘*-a?l/k—g(‘)‘]kVU))

0
(Vs i '=1,2,3. (1.16
= oy Yo CVntef; (1.16)

Quant 3 la pression, nous allons utiliser I'approximation dj
gaz bm’ar.rropique, qui consiste 3 considérer la pression pc

omme fonction p=po)
de la densité e.- So

uvent on utilise 'approximation
R
= Y
p= 1—p’,
u

pour des raisons dues 3 la transformation adiabatique du gaz. Mais dans le

présent

travail nous considérons Ja formule générale

p=plo). (1.17)

ol y est I'exposant adiabatique (y ~ 1.4), et ¢ est une constante, R est la constante

universelle des gaz (R ~ 8, 31.107erg/mole.[() et (L est lamasse molaire moyenne de

lair (u = 28.96).

13
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1.3 Equations de Navier-Stokes
Sion considere que

et

n=constante

Alors I'équation (1.16) se réduit 3

o0t + iv au-+ 9 -
0V, Qk:l kaxk j axjp—
=nNAvi+of; Jj=123. (1.18)
Sion pose
g=l

et si on note v la viscosité n, alors 'équation de Navier-Stokes s'écrit sous la forme

0[04-(U-V)U+Vp:VAU+fj, (1.19)

V-v=0. (1.20)

1.4 Condition sur Pinter-surface libre
Considérons un domaine Q < R? limité par les deux surfaces
Sp=1(x1, %) € R?| xp = ~ b},

et

Sa={(x1,x2) € R?| x; = a},

14



UNIVERSITE 08 Mar 1945-GUELMA

DEPARTEMENT DE M ATHEMATIQUES
\‘x\

c’'est-a-dire

Q={(x1,%) ER*| - b < x, < @} < R2,

On suppose que

Sn=1{(x1,%2) €R?| xp = h},

estla surface de séparation du domaine &,

On désigne par vV, p2 gt P1, p2 les vecteurs vitesses et les pressions du fluide
dans le premier et le second milieu (ou p1, p, sont différentes). D’apres ce qu'on a
vu dans la formule de Laplace la condition sur I'inter- surface libre S, (voir [6]) est

donnée par

1
[p1-p2]n; - [n(axj U,[C” + 05, v}“) + (§n+C)6jkV- vlll}nk+v[6xj U,[Cz] +0y, v][.2] =

0°h
_[a@

ol n = (ny, ny) désigne la normale 3 Shy h = h(x)) est la hauteur de Ia surface libre

[nj  j=10 (1.21)

(qui est inconnue) telle que | (x| est petite et @ est le coefficient (strictement posi-

tif) de la tension superficielle.

15



Chapitre 2

Transformation des équations a l’aide
d’'un changement de variables

Dans ce chapitre on va transformer le probléme stationnaire a I'aide d'un chan-

gement de variable.

2.1 Systemes d’équations
Considérons le domaine Q défini par
Q={(x), %) eR*|~b < x, < a} c R
On suppose que Q contient les deux sous-domaines
Q1 = {(x1,%2) €R?| h(x)) < 22 < a) (2.1)

et

Q2 = {(x1;22) €R®| = b < xp < h(x))}: 2.2)

on considere la force extérieure comme la somme de deux champs vectoriels : I'un

est la force gravitationnelle (0, —8), l'autre désigné par f; sur Q, et par f, sur Q,,

16
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c-a-d
dans O,
f=fi-gx
=fi—-gh
et dans
f=r

ol g > 0 représente I'accélération de pesenteur.

Nous écrivons la pression dans la forme
q1=p1—pp

et
G2 =p2—p,+8gx,

ou p, est constante. On aura alors
PL—P2=41=4q;—gh.

Dans (0, le probleme consiste a trouver (v, g;, h) qui satisfasse aux équations

V(v =0, 2.3)
3.0 0 0 2
[, (1] N A PO N o R 1 T R N T
Gy 2:’10x1c(n(6xkyf +(3ij’< 35]kv v ))
+—a—((v-u1“)— b4 (2.4)
axj Qg Q h .

avec les conditions aux limites

1
(g1 - g2]n; - [n(dxj v +a,, v}l-) +(5n +()8 kY- u[”J Ny + v[axj v 40y, uf] ng =

17
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%h )
= [gh—aag}nj j=12 sur S, 2.5)
1
vW=o sur Sgq (2.6)
vWon=0  surs, 2.7)

ici n=(ny, ny) désigne la normale extérieur a Sy.
D'autre part dans Q, le probleme consiste & trouver W%, g2, h) qui satisfasse aux

équations

~vArP 4+ 2.9 L v g, = (2.8)
vl =, (2.9)
avec les conditions aux limites

1 .
91— g2]nj - [n(axj v,[c” +0y, v)[.l]) + (577 +0)6 V- U[HJ N +v[6xj u][f] +0x, vj[.zl nj =

0%h
_ e ] - 2.10
[gh aéxf]nj J=1,2 sur Sy, ( )
A=l surs, (2.11)
vW.n=0  sur S, fa.19)

2.1.1 Définition des espaces fonctionnels

Soit DcR"”,n=1,2. Pour se N et g =1, on définit

W;(D) = {pi ¥ 1Dl < oo}

lalss

avec

D*=0f".0y", lal=ay+..+ap.

18
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On utilise également les espaces de Sobolev H*(R) ou H*(S;) avec s = 0 non entier.
On les définit par
1013y = 1D +1ED2 12,

ol () est la transformée de Fourier de ¢(-); 'espace H*(S3,) peut étre défini de
maniere analogue en considérant les fonctions définies sur S;; comme fonctions de
X1 € R. Pour la définition des espaces de Sobolev H*(D) avec s = 0 non entier, en
général, voir [5]

Pour préciser I'hypothése sur les donnés fi et f>, on aura besoin de 'aide des

changements de variables 9,9, qui seront définis par h tel que

9(9™) =q,

et
9(9Q) =y,
ou
Q9 ={(x1, %) eR?|0 < x; < a}
et

Qéo) = {(xl,)Cg) € [R2| -b< Xy < 0}
on précise la dépendance de 9, 9 avec h par la notation 9m .
Le résultat principal du probleme stationnaire de Navier-Stokes est donné par

théoreme suivant

Théoreme 2.1. Supposons que f, satisfait aux conditions suivantes :

19
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. . )
i) pour tout he L9 (R), e H"%([R) et b <h< Z, ona
axl 2 2
folggn € H' @),
avec
Q(Zh) ={(x,x) € R - b < x < h}.

ii) il existe une constante c telle que
h  3h ) G
1 209" 08 — 08" 08 o g0 1 ) < CollR = Bl s

pour tout h, h' € L7 [®), ih, —a—h’ € H’"%([Rz)
6x1 5)61

N

ou
r=31=g<2.q"=2q12-=79).
Si
b>0, etsi ”fz”Hr-Z(Qg‘)’)mw,;(Qg‘)))’ et cy sont assez petits,
alors il existe une solution (v'?, go, h) du probléme (2.2), (2.10) vérifiant :

2 ¢ H'(Q,), Vo € H2(Qp), go— 0 pour x| — oo, he L7 ®), a—o—h cH I
X1

Démonstration. Une partie importante de la démonstration concernant le change-
ment de variables et de fonctions inconnues est illustrée dans le paragraphe § 2.2.2

Pour la démonstration complete de ce théoreme, voir [4]. O
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2.2 Changement de variables

Maintenant on va définir un changement de variables 9. Soit ® un opérateur

régularisant choisi convenablement pour I'étude ultérieure. Posons
E(xl) =1/ F: @,

Bx1) = h(x1) = h(x1),
la convolution * s’effectuant dans R.

On définit B par la relation

(BY (&1, x2) = B(&1) exp(—I¢]1x2])

ol le symbole ™ désigne la transformée de Fourier de la premiére variable.
On désigne par

Qf ={x1, x2) eR*| h< xp < ah,

Q; = {(x1, %) €R? - b < xp < h}.

2.2.1 Changement de variables pour le systeme d’équations dans
o)

On définit la transformation 9 des variables spatiales :
9.00 *
18, =0,

~ ~ - a— X2
01 = x1, 92 = xp + h(x1) P

eton pOSG
B (x) = B 1 (x)),
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on voit que
B (x1, h(x) =B(x1)  pour tout x; €R.

Maintenant, a 'aide de la fonction 8%, on définit une transformation 9 des variables

qui transforme le domaine stable Q} en Qy, plus précisément

D1 (x) = x1; .
9a(x) = x2 + " (x) ?‘j‘ (2.13)
a_
Posons d’abord
1 0
A=(aij) = (axjﬁi) = ( 302 05,02 ) (2.14)

onadonc, pour ¢: Q; (resp.€l) — R

pod: Qf (resp.Q;) — R
{ V(po®)="A(Vgp)od (2.15)
ou, pour ¢ : Qf (resp.Q3) — R
woﬁ_l . Ql (resp, Qz) — R
{ V[L{/o@_l) = (fA—lvw) 019—1 (216)
(2.17)

On pose
e il
][1:6]1019, @:QO@

Pour éviter la confusion qui peut étre provoquée par l'utilisation de la méme

Jettre x;, X, nous utilisons la notation y;, y» pour désigner les points dans Q7
% ={%1,%2) € {0y,

y=0ny2) €Qy.
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Les relations (2.15), (2.16), (2.17) impliquent alors :

2
. 8y o = — [.U o
(V-tev!™) o0y [j§:10xj(pv, )] o 01y)

2
= ; 6;;[90190/) Z/j[.U Oﬁ(y)J
J= J
2 B
~ 11
=L 5o (00)]
j; axj' /
-1
= i i aii(@vum)
j=11=1 0%j dy, /
2 0
-1 ~ (1]
= 2 s—(pul)
ljZ=I Yoy,
oot |
BVEC —=——= gl
C’Xj 4
en substituant cette expression dans (2.3) on obtient
3 a;.l-i(@'u?”):o dans Q} (2.18)
L= 0y
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S

Vaed(y) =4ty (g, °9(y))

Ona

on a en outre

>
:—ﬂ
S
S
=
I
———
T
jo3
2|
§
(o3
2,
§
\.Q'—*

Il
T
Q
o
Pyl
E
Q’_
%
S
=

I
T
(@3}
a!o)
=
IMe 2
()
i
o~ |
QO
2|

<
B

I
g[S
N

E

=)
=
&)

o~

i
e L

aN
S8
=
ha
-
=
<
%
=
~

D
o

M L
2

|

|

|

2
-1 91 10
z',Z,Zk:=1 * oy, [”fkﬂ / J
[i(v UHJO{)(J/)—(iZ & o
axj A dxj k:IaUk )019()/)
0 0
S [ & O e
axj[k;laxk”k 00|
0 [ & 2007 4
_9 i 2 m
Oxj[kglg Oxp dy; * }
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1l
M L
Q
I
Exl
gl
(o))
3
=L
2ls
<
xlran

Doncon a
1 0 2 0 0
1N ¢ (1] =] -1 [1]
MAav; ) od) + (zn+(==V- v o 9(y) = A |a; —ul |+
( i) 3 (ij ) ni’l%::l ik 0)/1'[ gy, i ]
1 2 0 %)
+En+Q) Y gk [ar1 2 m)
377 m,l,Zk::I mf@ym[ Lk dy, k J

En substituant ces expressions dans (2.4) on obtient

. —10[—16 [11J+

- 5] 2 o -
Yo 1] ~1 (1] | o
L oluay —ut |+ A =—T1=0f1+1n a . |a, —u.
l,%:] ( b Tk A%} jJ /; jkayk ,',1,%:1 ik yi ik oy, J
1 2 0 0 —
+(=n+0) ani—lat—ulV ~5e(B+H)  dans Q. (2.19)
3 rﬂ’%(:zl m] 0J/m[ & oy, k } J !

Quant aux conditions a la frontiére, il est évident que (2.6) équivaut a
=0 surs, (2.20)
Pour transformer (2.7), on le multiple par la matrice
B= bz‘j = gpnn)
qui représente la rotation autour de la droite

xnlxin{x; 7L x}
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et telle que

Bn=mn

ol 7 désigne la normale extérieure sur Si-
On obtient

(1]

u-n=0 Sur SE’ (2.21)

pour la transformation de la condition (2.5), voir § 2.2.3

Ces transformations nous permettent de chercher un domaime
QF =1{(x1,x) ER?| h < xp < @}

et de construire (U[”, g1, h) satisfaisant aux (2.1) a partir de (u[”, n,h=h+ B) sielle

existe.

2.2.2 Changement de variables pour le systéme d’équations dans
Q,

De maniére analogue on a

9:00 -3
o ~ — Xo+b
B =xy, 02 = Xp + h(x)) =2
1 (x) =x;
X2+ b 2.22
D2(x) = x2 + 57 (x) 2 : ( )
h+b

On pose

2] _ -1.,2] - =1 5,12]
{u =141 v o9 = |Alar) v o 0 .

Ty =qpcd, |Al=detA
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Les relations (2.15), (2.16), (2.23) impliquent alors

((u'ZJ-V)u[”)oﬁ(y) (ZVE;— oay)

k=1
_i 21 90,70 b2 680)
= Uk yaxk J y
=
I RN E N
SIA & oxe oy, A
2 A 0 A
=y A1 0 A
1 o A
- R va )l
A )(lAa” )
(Avod(y) =Y ———1@)og
(Fléxjéxj )
=y iiy[?‘}oﬁ(y)
j=10%; 0x;
2.0 209 a4
=) =2 “—(m

mij=1 0%j Oym "1 0y, \|A]
_ar—nlj%[ ‘—flaim(ﬁ}[um”

= i) o o )] ) o
= [t et~ o1 | [ 2 (%)
”_If'(éj l')aizlﬁlum
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= H(A_l([A_l) - I)V) -VJ ium + 9 [i(—A— um)]Jr

1Al Oy Loy \|Al
. 1) 0 A
+amlj(ay leJa_y”Z, >
A 0 Ay 0 A
&= I_AIAum+2(EW)(6—W”M)+(AE)”[2]+
+[((Ahl([A_l)“[)V)'VJ%L![}+amlj(ay l_fljaizljlll :

(Vg2) 0 0(y) = ' A"V,

En subtituant ces expressions dans (2.8) et en le multipliant par |A]A™!,

on a
~vAu® 4 Vi, =
=|AlAT 00— A7 (2 . ) ium +S(Au? Vi) dans QF (2.24)
Al 2
ol
0 Ay, 0
[2] _ -1 = =12
S(A, u? Vi) =v|AlA {(éyllAlJ(ayzu )
A A
2, 12] = ! L i [2]
+(AlAlJu +[((atca™y V) VJlAlu
] o}
-1 e Ml I—1AlA Y A )y
T (aym lj)aylm;u }’L( 4] ) e
on a
2 00.2]
(V- v od(y) = (Z )08(y)
j=1 x]
i 0 2] 79(,)/)
e o
jzlax]
2 2 19 0 2]
= v ed(y)
;f;d 0y
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?
2 50 ¢ A
- aﬁ—(—um]
e Toy Al

0 Ak
| =i L TEGR 1
=4 5 ()

1/ 0 1 0 1 1
S ey el Y S e (2] e
(“zj (03/1 'Al)a]k—f-al] (Gyz alk)m‘)”k + JAIV u,

Or, en réduisant aj, al_jl, on voit que

a“l(—a——l-Ja-kJrav‘.l(—a—a--)i:O out k= 1,2
oy, 1A M Gy kg pourE=t
on peut donc remplacer (2.9) par
V-uPl =0 dans Q3 (2.25)

Quant aux conditions a la frontiére, il est évident que (2.11) équivaut a
u?=0  surs, (2.26)
Pour transformer (2.12), on le multiple par la matrice B on a
w?-s=0  sur s; (2.27)

pour la transformation de la condition (2.10), voir §2.2.3

Ces transformations nous permettent de chercher un domaine

Q; ={(x1,%) ER?|—b < x, < It}

[2], g2, h) satisfaisant aux (2.2) a partir de (um, 7o, h = h+ ) sielle

et de construire (v
existe.

Nous voulons souligner I'importance de la relation (2.25), car cette relation nous
permet d'utiliser les méthodes pour les €quations de Navier-Stokes méme si nous

avons introduit le changement de variables et de domaines,
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2.2.3 Changement de variables pour la condition sur 'inter-surface
libre

Pour transformer (2.5), (2.10), on le multiple par la matrice B ;

ona:

B(q, o ~gz00)n; = (m —3)7;

0 097" 9
o ') =1L 550-id)
(v 10
h n(;a” ayl le )

,7(__5_1/[;1019):17( 2 99,1 4 u[.”)

0xp J ey 0% Oym J
2 0
-1 (1]
=3 n( Zl Clmkay—muj )
m=
0 0
= Tﬂ((amlk 6mk)a MJ[U + ‘—ayk Mﬁl])
m

0 0
@it =6,) —ull 4 2
:(§n+()5jk[(a” 5“)ayl”l +6yl- u;
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09, 6 A

2

[2]
; dx; dy, 3y a4 )
2
2

Moo

- _la(A [2))

oy, 1Al 'k

LAy A s 0 e 9 g
v(a (ayzlAl)u e (e |Al ) —u + U )

Il

0 2. 005 8 A
y( [?Joﬁ] :v(m 1 e dyﬁm(lfu ﬁZ]))

2
= v(n; “%lk;h%(%“f]))
ek T+ e = o) s+ L)
alors on a
(nl—rz,) {n(dy/u +0, u My = 17+()6 V-l }nk+v{ay ul[CZJ+a),ku£_21}ﬁk_
—{ng—aA)(,B+h)}ﬁj:
=+ 17+C)6Jk)T“ B, uth -y BB, A4y surs.  (228)

J
Comme 7 = (B(” ) n)k, ona

- 0
(1] prm 1y _ (1]
Tj (B S ) = {(a 61])( B 7 )nk+

Hazh 5mk)(ium)ﬁk}+{m;;_51,.)((?%”;1])}@,

0ym J
0 A A 0 _
n,m) =Ly & &y [2)=— =, Y 2]
(B A, u'th { lf(dyl IAf) v T+ ( 5 Tal 5lj)6y1uk Tip+
1 0 Ay - A 0 i
mk(ay IA|) J nk+( mklAl Mk)a mu] ”k}
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Chapitre 3

Systemes d’ équations linéarisées

3.1 Equations de Navier-Stokes linéarisées dans un do-
maine donné

On va considérer les équations linéairisées pour le cas stationnaire dans un do-
maine donné

Q5 =1{(x1, %) eR?| - b< x, < 7.

On suppose que

heC®R)
0%h — 0 pour x| — oo pour tout ¢ =0
Dans ce domaine on considére le systéme d’équations
~vAuP 4V, = f (3.1)
v-ulf =g (3.2)

avec les conditions aux limites

1 f—
{[U(axj e+ 0y, ”}H) + (577+()5j1cV~ um]nk} +

tan
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(2] 2115 i
+{v[6xjuk +axkuj ]nk}m”—wz sur Sz (3.3)
ul=0  surs, (3.4)
u?.n=0 Sur SE (3.5)

ot {};4, veut dire la partie tangentielle et 72 est la normale extérieure sur SE

Théoréme 3.1. Si
o~ " i W6
LEHQ)), G H (S

alors il existe une solution (u'®,1,) est une seule du probléme (3.1), (3.3) vérifiant :

ue H'(Q3), Vs e Hr“Z(Q;_‘), Ty — 0 pour |xx] —ooetona

1 gr gy + IVl 2 ) < c{ungHr_z(Q;) + 121l (3.6)

<%J

Démonstration. pour la démonstration du théoreme, voir [4]. O

3.2 Equations du gazlinéarisées dans un domaine donné
On va considérer les équations dans le domaine
Qf ={lx, %) R} h < x5 < a}.

On suppose que
heC®(®),

0“h—0  pourl|x;l—oo  pourtout a=0.
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Dans ce domaine on considére le systeme d’équations

V- (put) =0, (3.7)

—paull - G+ V(Y- ull) 4V, =
3 1
=0hH-0g(B+h) (3.8)

avec les conditions aux limites

1 _
{[n(axj ul! +0,, u}.”) +HEN+D0 V- u[”]nk}t +

an
_ (2] 21+ —
+ {V[éxj Ug +O0xu; ]nk}mn =@ sur S, (8.9)
ul=0 sur Sg, (3.10)
ull.n=0 sur Sy. (3.11)

- Pour résoudre ce probleme, on va étudier dans la suite les équations linéarisées.

Plus précisément on va considérer

MNo+vp-u+pv.-wl =2'p, (3.12)
1
-naul - Gn+OVE-uth =
=0fi—0g(B+h) -V, (D), (3.13)

avec les conditions aux limites (3.9)-(3.11) ot p, u'V, u'?, fi et §; sont données,

A est pris suffisammant grand.
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Théoréme 3.2. Si
VvV uhe IPON, p=2  veglle 1o@mY

alors, il existe une unique solution de l'équation (3.12) et on a

!

IV- @ T Iy, (3.14)

= - 1
-0 @ = “Q‘Q*||Hl(ﬂf)+/1/_c

-

oiL ¢ est une constante, telle que, 0 < c < A/, et p* est une solution de | ‘équation

Vr1(0) = -68(B+h)

Démonstration. En faisant la différence entre I'équation (3.12) pour g et
A'o* +V-(p*u™M), on obtient
NE@-0M+V@-0")u"+@-0"WV-u N =VG-0"-V - *7V).  3.15)

1) On multiplie I'équation (3.15) par g — p* et en intégrant sur Qf, on trouve

A/f|§—0*|2dx*fv@—e*)(@—p*)'ﬁm dx+f|§—9*|2vﬁ“1 dx=
ok a7 Q;

A’f@— 0" )(@-0") dx~— f V- u")@-p") dx, (3.16)
oh Q]

on intégre par partie le terme f VE-0"@-p") 1" dx, on obtient
0

U 1 = * ot
Q3 ot
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D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

1 1
Mf@ 0")@-0" dﬂ“’/l@ Qldxz fl@ Qldx2
Or

1

)

l

3 1
I[V'(Q*ﬁ[l])@—p*)dx|5(f'v (0" ulV Izdx 2 f 5 | dx L
o Q7 v
on a aussi

i -~ . L 1 _ ~ o«

EJ(IQ—Q IZV.u[” dXSE”v-u[l]”Loo(QI)le—Q lz dx,
* Q*

1

en substituant ces expressions dans (3.16) on obtient

/’Lflp 0 | dx——HV 7t IILOO(Q)f[Q 0 f dx <
Q*
1

<) flp [9) l dx+—HV ||Lm(Ql*)f’§_Q*|2dx

fl@ 40ldxz fl@ Q!dxi (3.17)
+(fIV-(e*ﬁ“UIZdXJZ'(flé—p*lzdx}§~
Q7 QF

1
Maintenant, on divise 'équation (3.17) par le terme

1
(f[’p“—p*lzdx)z,
0
de sorte qu'on a

(W =51V 7 i 18 - 0" 2y < ANB =07 iz + 19 - T ey
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On pose
1
- — (1] ;
c= EHV' U llzeos)s

alors on a

o ot A 1 .
16=0" ey = 7—lo-e iz + 57—V (o @'l (3.18)

ii) On applique V a I'équation (3.15) et on la multiplie par V(g - p*)
on obtient

MW@FQUF+WV@—¢»HMLV@—Qﬁ+W@+Qﬁvamyv@~pﬂ=
=A'V(E-0")-V@E-0") - VIV- (0" T - V(- 0",
on intégre cette équation sur Q7, on trouve

A’f"?('@”—g*)[zderfIV(E—Q*)IZV-E[” dx+f(§—p*)(vw-ﬁ[”)>.\7(5—9*)
Q7 Q7 Q7

*‘f i i(@'—Q*)(iﬁ[-”)i@—Q*)cix+
Lk:lax]' axk J dxk

8| ¥ e B
*f}:: (5-5—-@-0 ))uj”ak—(g—p )dx = (3.19)

. A’f VE-0)-V(@E-p ) dx- f VIV (" T V@ -0 dx
£

*
1 Q1

on integre par parties le dernier terme du premier membre de I'équation (3.19), on

trouve
200 0 0 1 2
——@-0")|ul) —@-0"d :——f VE-oM)|°v-ul dx,
L (5e 3 @0 5 @-0dx=—3 [ |v@-0")|
O Jok=1 ] O
1 1
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en substituant cette expression dans (3.19) on obtient

”f IV@-0")|" dx+ %f V@ -0 [*v-u" dx+
* Ed

Q]
+f(§—0*)(V(V-ﬁm))-V(@'—Q*) dx+
oy

N i 9 5 WL a1 -L G- ") dx = (3.20)
0 e-e axk J kaQ e .

S O
a: k=1 J

= A’] V-0)-V(@-p")dx- f VIV-(*u")]- V(g -p*) dx.
ot O
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

1

. ’ 1
|A'f V@-0")-V@-0") dx| SA’(/'V@—Q*) dx)’ .(f{V(é—Q*)Izdx)z,
Q;: Q;‘ Q;‘
et
yfvw-(@*ﬁ[“)]-w@—g*)dx| <
oM
1 il
S(flvw-(@*ﬁ[”n!zdﬂz'Ul%—a*)lzdx}z
oH o
et

lf@—g*)[wv-ﬁ“])).V(@“—Q*) dx| <

s(if‘a_g*lzlv(v.ﬁm)'z dx)%'(f'v(ﬁ—p*)lz dx)%

Q4 o)

iA

1
IV -0 e [ lo-0" 21w P ).
&
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Onapplique I'inégalité de Holder, compte tenu que p > 2 et ——|-l =1,desorte qu'on
b q
obtient
1
Vie-p )”LZ(Q) f‘@ 0 ‘ IV(V ' )‘ dx)zs
Q*
2.1

sHV(@—Q*)HLZ(QDUla—g*lqu)" -(ffV(V-Em)]pde

Q O

S IV@ =020 18 = 0" I La@p IV (V- T ()

1
2

S

D’apres I'inégalité de I'injection de Sobolev on a Vg =13C, tel que
lo—-p* oy = CqliV@ -0l 12 )
Donc on obtient
IV@ =012 18~ 0" lLa@n IV(V- T [ 1oy <
< cqnwv-ﬁ[”>um;)uw—p*)nizm
et

iy ~(g é)(a—uj) 9 G-0" dx| = vEl) Miap IV @ -0") 2, g
Gy k=1 Y

En substituant ces expressions dans (3.19), et en le divisant par
V@ -0

on trouve

/

A 1 _
HV(@—p*)IILz(Q;)S/l, — V(o - p)um)u, VIV (@@l ry B.21)

* 1 — —(! —(1
avec c* = EHV- M[IJHLOO(Q]*) + HVu[UHLOO(QT) +CqllV(VE! ])HU)(Q;)
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A 1

iii) En faisant la somme entre(3.18) et (3.21), et en écrivant T et T e au lieu
- !—c
de
A A
Tl Ty
et
1 1
uup{/l’ —c' M —c* b
on obtient (3.14). O
On introduit la norme
lul, . = r’( |Vul? + - +0)|v- |2) d
HY(Q) ~ ] 1 377 o o
Q

qui correspond au produit scalaire

2 Qui 0 1
(Y ﬂﬂ“gn%)(v-u)(vv))dx.

(u, U)ﬁl(Q) :f .
2 k=1 0%j 0

On rernarque que la norme || - || () est équivalente a la norme usuelle de H' ().
Pour qu’on puisse utiliser cette norme de maniére analogue a Hé (Q) dansI'étude
variationnelle usuelle de I’équation de type elliptique, nous introduisons I'espace
suivant. On pose
H Q)= {u(—: H' Q) u=0 surSq, u-n=0 sur S

1 -
{[n(éxj U+ 0x,Uj) + (517 +0)6k V- u|ng},,, =0 sur SE}'

En vertu des conditions a la frontiere des éléments de H, (Q2), on a

' 1
(v} gy = —/ v [nAaulY +(§17+()V(V- W] dx,
ol

pour u, v e Hé ().
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Théoréme 3.3. Si

feti@y, . gueliZioon,
et {v[0x,u? +0,, u;ﬂ]ﬁk}m € H2(60})

alors il existe une unique solution u'" de l'équation (3.13) dans H' (Q)), etona

mﬂw@mpsCﬂéﬁmmpﬂmﬂﬁ+ﬁhmm+NMM@MMm+

+ [{vioyu? +o,, w7}

S U (3.22)

1
tanll H2 (6Q7) HZ(0Q})

ou C est une constante.

Démonstration. On multiplie I'équation (3.13) par u!Y eten intégrant par parties sur
Q}, on trouve

1
_ /. [{17Vu”1+-(%77+()v-u[”) ”ulll]dx+/(nlvu[1112+(§n+c)lv.u[l]lZ) A
Elok L

:J{@'ﬁum dx+f§g(,6+_ﬁ)u[” dx—fVm(@')u[” dx.
O ! 0

En vertu de la condition (3.9), on déduit que

f(n]Vum|2+(én+C)|V' u[”m =

Q
‘ [2] (2]7= 1w
:_/ Hv[@xjuk + 0, U ]nk}mn_(pl}.{u bam A+ (3.23)
90;
+/Eﬁumdx‘f@ﬂﬁ+%umdx—anﬂ@umdx
o O Qr

41



UNIVERSITE 08 MAI 1945-GUELMA

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
T e L DE MATHEMGTIOUES

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur chaque terme du second membre,

ainsi on trouve

(2] 2=
It Hl @n = ”H xf Ui +0xkuj ]nk}tan Lz(dQI*)+
1Pl 12 00 | 16 200+
+ [”Eﬁ HLZ(QI*) + ”58(,3'*‘7;) “LZ(_QI‘) + ”vnl@)”LZ(Ql*)J 1 ”u[l]HLz(Ql*), (3.24)

1
compte tenue de la définition de la norme de H? (), on obtient

I HIQ)_HH +aka2]]”k}

1 =+
tanll H2 (6(2;‘)

b (1]
v uwluH%mr)] M a3 e+ (3.25)

* ”5}?] ”LZ(Q;‘) +1log(B -+ E) ”LZ(Q;‘) + V() ||L2(Q;)J : ”u[l]”[?(Q;‘);
puis on apllique I'inégalité
ab=—q +2b2 (3.26)

sur le second membre de I'inégalité (3.25), on trouve

: . 2
e ”]-II(Q) 2—”’{ [ B 2 +0xku ]nk}m” H%(ag;)+”(p1”11%(aﬂf)J +

£ £
_,__”u[l] \'2 . +—”LL[H
2 H2(0Q:) 2

2
W2y *
1

17~ _ — 2
+o 18Rz + 1886+ Wl iy + 1971 () Iy -
D’apres I'inégalité de Poincaré on a
a2y < Kl @)
etd’apres les théorémes de la trace (voir [5]), on a
My o, <K )

HZ(0Q)
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Si on choisit convenablement € dans (3.26), on obtient

14107 = {18 2001, + 1588+ T Iz + IV @)l 20+

+ ” {v[dxj w4, uj[.‘Z]]ﬁk}

+ g1 }
tanll 112 0ar) ”(‘OIHH%(GQ;)

En ce qui concerne I'existence et I'unicité de la solution, on rappelle d’abord qu'il

est possible de construire une fonction i € 52 (Q)), telle que
w=0 sur S,

w-n=0 sur SE

1 _
{[n(axjwmka(gnmaﬂcvw]nk} -

tan

o 2 [2] (2] = -
= = {v[éxj U + 0y, uj ]nk}m 5T S

Nous renvoyons la démonstration de la possibilité de construire une tellle fonc-

tion a [4] (p. 544 - 545). Cela étant, on va chercher la solution de I'équation
1
-nAu- (517 +V(V-u) =

-~ g 1 N
=0fi-08(B+h) ~Vni(0) +nAw+ (3N+OVV- ),

avec les conditions aux limites

u=0 sur S,

u-n=0 sur Sy
1 -
{[n(axj Uk +0x, Uj) + (577+()6jkv. u]nk}mn =0 sur Sy,

c'est-a-dire

we Hy(Q),
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onrappelle que ﬁl& (Q)) aune structure analogue a Hé Q7). Alors on peut appliquer
la méthode variationnelle usuelle (voir par exemple [7]), en utilisant I'espace ﬁol (O)9)
au lieu de H, (©1); de cette maniére on obtient un unique solution u € H} Q) de
probléme posé ci-dessus.

Alafin on pose ul! = 75 + qui sera la solution de I'équation (3.13) O

Théoréme 3.4. S;
Ll gy dQl ee?

alors la solution u™W de l'équation (3.13) vérifie u'! ¢ g2 (Q]), etona

] “HZ(QI*) = C{”Eﬁ ”LZ(QI*) o ”58(,3‘*'%) ”L2(Qf) + V(o) ”LZ(QI)

+ “{v[@xj ull+0,, uj.?‘]]ﬁk}

+1@1l } (3.27)

tanll 2 007 HZ(00})

avec une constante c > 0,

Démonstration. Pour la démonstration voir [7] (théoréme 4 de chapitre IV, (p.215));

ce théoréme doit étre complété par les théorémes de la trace (voir[5]). O

Etant démontrés les théoremes 3.2, 3.3 et 3.4, on peut déduire la conclusion

suivante

Corollaire 3.1. Sous les mémes conditions des théorémes 3.2 et 3.3, le probleme
(3.12), (3.13) avec les conditions aux limites (8.9)- (3.11) (avec Q] € €?), admet une
unique solution (9, u'") dans H' (@7) x HZ(Q;‘) et la solution (g, u') vérifie les in-

égalités (3.14), (3.27).
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Conclusion et perspective

Dans le chapitre 2 nous avons transformé le probleme avec un changement de
variables de sorte que, méme si le domaine n'est pas connu a priori, on peut tra-
vailler dans un domaine fixé.

Dans le chapitre 3 nous avons étudié les équations linéarisées dans ce domaine,
ces études nous ont donnée des estimations utiles pour poursuivre notre recherche
sur le systéme d’équations non-linéaires complet.

Pour résoudre le systeme d'équations complet nous avons besoin de trouver le
point fixe d'un opérateur qui, a des fonctions donnée 0, ﬁ[”, 3[21’ associe la solution
0, ut, P des €quations linéarisées. Mais nous avons besoin également de trouver
des domaines Q, Q2 inconnus, concernant ce dernier probléme nous espérons
qu’on pourra utiliser I'idée développée dans le travail [4], en effet nous avons fait la
transformation de domaine inconnu en utilisant la méthode suivie par [4], ce qui
nous fait espérer de construire le domaine inconnu de maniére analogue.

Comme nous I'avons évoqué dans I'introduction le probleme de I'inter-surface
libre entre deux fluides un compressible et I'autre incompressible est 'un des pro-
bléemes fondamentaux de la meécanique des fluides appliquée aux phénomenes na-

turels. A notre connaissance ce probleme, a cause de la difficulté technique, n'est pas

encore résolu. Nous espérons que les travaux présentés dans ce mémoire donneront
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une contribution utile a la recherche de probleme de l'inter-surface libre entre deux

fluides compressible et incompressible.
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