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R6sum6

Dans ce travail, nous nouE proposons d'dtudier les dquations du mouvement de
deux fluides compressible et {ncompressible avec l'inter-surface libre. La condition
sur I'inter-surface libre consiqte d l'6galit6 de la composante tangentielle de la ten-
seur de contrainte, of on tienf compte 6galement de ra tension superficielle. on in_
troduit une trahsformation dqs sous-domaines et du systeme des equations i l,aide
d'un changement de variablep, et ensuite on examine l,existance et runicit6 de la
solution du systdme d,6quatiofirs lin6aris6es.
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Introduction

Dans la nature on trouve t'ds souvent Ie mouvement d,un liquide avec la sur_
face litrre (dans le cas de la mer, d,un lac, de l,huile dans une bouteilre semi_remprie,
d'une l'asse de th6' "')' Au-dessus de la surface consid6r6e, on trouve gdn6ralement
I'air ou 6ventue'ement un autre gaz. M6me si ces ph6nom6nes sont trd,s fr6quents,
l'6tude des .quations qui les d6crivent, d l,exception de ph6nomdne ders ondes, ne
sembler pas bien d6velopp6e. Les fameuses 6quations de Navier_Stokes, qui d6crivent
le m6s,7s61ent d,un fluide visqueux et incompressible, sont gen6ralemernt 6tudi6es
dans'n domaine fixe, c'est-2r-dire avec des frontidres pr6d6termin6es.

Les rStudes des 6quations de lrlavier-stokes avec la surface libre ont 6tr3 commen-
c6es par: solonnikov dans les ann6es 1g70. prus tard, dans les anndes lg8r0 Tnni 1lroi,
[1]) a e'trepris l'6tude des 6quations du mouvement de fluide compressible avec
une irnterr-surface libre, en d6vel.ppant res m6thodes pour ce systdme d,6quations,
en particurier en utilisant les coordonn6es Lagrangiennes. L6tude des 6quations du
mouvefflent de fluide avec une stuface libre a connu un certain d6veloppement au_
quels ont contribu6 plusieurs auteurs, parmi lesquels nous citons les travaux l2l, tll.

Dans le pr6sent m6moire nours alrons consid6rer le probldme du mou,,rement de
deux lluides, un fluide visqeux compressible et un fluide visqueux incornpressible,
avec une inter-surface libre.
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PIus pr6cisement on s'int6resse au mouvement stationnaire. on va considdrer notre
probldme dans une bande horizontale infinie de R2 d6rimit6e par deux constantes a
et b (-oo <b < a<oo) etonvasupposerquel,inter-surfacese trouveentre x2= a
Et x2 == -b' Dans la partie inf6rieure nous allons consid6rer les equations de Navier-
Stokes (pour un fluide visqueux et incompressible), tandis que dans la partie sup6-
rieur* nous considdrons res 6quations du mouvement d,un gaz visqueux barotro_
pique' sur l'inter-surface on considdre l'effet de la tension superficieller, et la condi_
tion dr: la surface libre qui consiste d l'6galit6 de la composante tangentielle du ten-
seur de contrainte.

Du point de r,rre technique nous suivons l,id6e du travail [4], oir on considdre
les dquations de Navier-stokes r:t utilise les coordonndes euldriennes et leurs trans-
formation particulidre' Dans le,pr6sent mdmoire nous utilisons une transformation
analogue des variables (et donr; des sous-domaines occup6s par deux fluides dis_
tincts)' mais nous concentrons notre attention en particulier sur les 6quations li-
n6arisdes de la part du fluide compressibre, ce qui constituera le contenu principal
du ce nrdmoire.



Chapitre 1

Description physique du probli)me

l.l Formule de Laplace

ce 'chapitre est consacr. i l'6tude des ph6nomdmes qui se manifeslent d proxi_
mit6 dtl la surface de s6paration de deux milieux continues. si cette surface de s6-
paration est incruv6e, dans son',roisinage les pressions dans les deux milieux seront
diffdrerrtes. pour d.terminer cete diff.rence de pression (qu,on appere pression su_
perficiene), on doit formuler ra condition de l,dquilibre thermodlmamique entre les
deux c;clrps en tenant compte der; propri6t6s de ra surface de s6paration.

Adrnettons que la surface der sfp21311on est soumise d un d6placement infini_
t6simal' consid6rons la normale, de la surface en chaque point fix6, notons 6)",re
segment de la normale compris entre l'intersection avec la surface non cl6plac6e et
la surface ddplac6e que nous consid6rons positif et par pt et pzres pressions dans
le premier et le second milieu . Le volume de tout 6l6ment d,espace compris entre
ces surfa'ces est 6gal a, 6 Ad f , oi tt f est l'6l6ment de surface. Le travail qui doit 6tre
fourni pour provoquer cette variation de volume sera 6gal h

Ir
I l- Pt + p2)6Adf .
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D'autre part, pour trouver le travail de ddplacement total dR de ra surface, 
' 

faut
ajouter d cette expression le trzLvail li6 d la variation d'aire de la surface de sdparation.
on sait que ce ftavail est proportionnel d la variation d/ de l,aire de la surface et vaut
a6 J',, oi a est la tension superlicielle, donc re travail total est 6gal d

6R=.- Ifu'-nr)atdf +a6f (l.l)
on sait que ra condition d'dquilibre thermodynamique implique que d,R s,annule.
soie't 'R1 et R2 res principarx rayons de courbure en un point donn6 derla surface, il
conviernt de consid6rer Ri et R2 positifs s'ils sont orientds vers le premierr milieu, car
dans c;e cas les 6l6ments de longueu r dll et dl2 contenus dans les plans des sections
principales de la surface subisrsent, lors du d6placement infinit6simall de celle-ci,
des accroissements respectivernent 6gau - 61 - - 61

co nsi d 3r6s co mme des 6r6m en :s d, arc .", n J; :z! r'' 
^! 

rt:rllr? : il;: ;;:
consdquent aprds le d6placemerrt, l,6l6ment de surface df = d.Ifi.tzserzr 6gal d

at1ft +!-)atr(r* *l = dttdt,(r* 4 * 4)\ 1{r / -\ Rzl ""'tv"z\t ' R, - E )'
autrement dit il varie de

o^df(!+!\" tRt Rzl'
Il s'ensuLit que la variation totare rle |aire de la surface de s6paration est 6gale d

or=lo\*.i)0,
(r.2)

En remplaqant cette expr6ssion dans (1.1) et en r,egalisant d z6ro ontrouve Ia condi_
tion d'6quilibre sous la forme

Ii;nltn,- pz)-"(^l. 
fillor =o
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cetter condition doit 6tre v6rili6e pour un deplacement infinitdsimal arbitraire (i.e.
pour d't arbitraire), donc I'exp'ression entre accolades sous le signe d,integration est
iderrtiquement nulle, i.e.

pt- pz= 
"(*. *r) (1.3)

C"est cette formule (formule ae faplace) qri-aet".*ine la pression supperffi_
cielle (voir 16l). on voit que si ,R1 et R2 sont positifs, pt > pz,cera signirre que la plus
grande pression rdgne dans un corps dont la surface est convexe. pour Rr = Rz - oo
(i'e' la surface de s6paration esrt plane), les pressions dans les deux corps sont 6gales.
Appli<iuons la formule(l.3) h l'6tude de l'6quilibre mdcanique entre des corps en
contact mutuel, supposons que ni la surface de s6paration, ni les corprs eux_m6me
sont soumis d une force ext6rieure, dans ces conditions la pression est constante tout
le long des corps' Compte tenu de la formule (1.3), la condition d,6quilibr.e s,6crit
sous la forme

11
,R, 

*& =constante. (1.4)

La somme des inverses des rayons de courbure doit €tre constante tout le long de la
surface de s6paration libre. si toute la surface est libre, la condition (r.4) imphqu.
que la surface est sphdrique, mais si la surface est fix6e le long d,une ligne, sa forme
sera plLrs compliqu6e.

si on applique cette th6orie a l'6quilibre de minces pellicules (liquider) fix6es i un
cadre rigide, alors la condition d'6quilibre d'une pellicure mince s,6crit

l1
&*&=0. (1.5)

Exarninons maintenant la condition d,6quilibre d la surface d,un coqps soumis d
l'actio'n du champ de pesanteur, supposons que Ie second milieu est yzrtmosphdre

terreste dont la pression peut 6tre suppos6e constante sur l,dtendue du corps(nous
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prendrons comme corps url liquide incompressible), on a alors pz = constante,
donc la pression dans Ie fluide est

pt=const_egxt

la coordonn6e x3 est comptdq suivant la verticale ascendante (voir [6]), ainsi la condi-
tion d'6quilibre se pr6sente squs la forme

fr.; *Tr=const.
(1.6)

Pour trouver la forme d'6quili$re de la surface d,un fluide , il est plus commode d,uti-
Iiser la condition d'dquilibre 4u lieu de (1.6), par la r6solurion directe du probldme
variationnel du minimum de t'6nergie libre totale qu,on note par E, comme l,6ner_
ger libre interne d'un fluide ng ddpend que du volume, alors la forme d,6quilibre de
la surface exerce son influencq tout d'abord sur l,dnergie supperficielle libre

I oaf,
J

ensuite sur l'dnergie dans le chgmp extdrieur (champ de pesenteur), qui est 6gale d

f
sa J 4aY'

On peut donc dcrire la cond]ition d,6quilibre sous la forme

oIa7*gpIxsav=minE
J J 

&3@v - rrtLtrE (I.7)

la ddtermination de ce minimuf-n doit s'appuyer sur la condition supldmentaire

I or=const (1.8)
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Les constantes 4, p et g flgurent dans les conditions d,6qu'ibre (r.6), (1.7) sous
la forme du rapport L ala{imension du carr6 d'une longueur not6, a,

(l.e)

est appel6e constante capilraflr'e. La forme de la surface du fluide ne d6pend que de
cette canstante, donc si la cogstante capillaire est grande on peut negliger le champ
de pesenteur lors du calcul d4la forme de la surface.

soit x3 = r(xt,x) r''quatipn de la surface, nous supposons que,tr est petit par-
tout' ce que signifie que la surface ne s'6carte que faibrement du pran x3 = 0. on note
par / I'aire de la surface, donq on a

si ,t est petit, / s,dcrit sous la fqrme suivante

f = I [,. it#t, . ir#r]ax1ax2.
Soit la variation d/ de /

6r=l{#,#.##ldx1dx2,
en int6grant par parties on obtient :

6f=-ff2*d2)'tr \oxi o13)61d*'a*,'

en comparant cette exrpession pvec (1.2), on trouve

(1.10)

(1.1 1)

t r 1d2L d2)"t

& 
*& =-ta"1 *;B)'

r= Ilr.r#f .(#f dx1dx2

10
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La flo'rmule (l'11) reprdsente [a somme des inverses des rayons de courbure d,une
surface faible.ment incurv6e.

L0rsque uois phases en crf,ntact mutuelles sont en dquilibre, leurs surfaces de
s6pa'ation occupent des positions telles que, la r6sultante des trois ibrces de ten-
tion superficielle s'exerqant sur la ligne commune le long de laquelle les trois phases
sont en contact' soit nulle. cette condition exige que les surfaces de rs6paration se
coulfent sous des angles d6pendant des valeurs de la tension superficielle (ces angles
sont appel6s angles de raccordement).

Iin'fin' exarninons les conditions aux limites qui doivent 6tre v6rifiries i la fron-
tidre de deux fluides en mouvernent, compte tenu des forces de tension superficielle.
Si I'on ne tient pas compte de la tension superficielle, alors d la frontidr:e de s6para-
tion des deux fluides on a :

"o(ojtl,_"(,r)) =0,

i of rrlr = -p6.jt + o',1, est appel6 tenseur des contraintes) cette condition exprime
l'6galit6 des forces de frottement s'exerEant sur la surface des deux fluides. si on tient
comptr: la tensiion superficielle, on aurra :

"uo'fi- "u"'i'i= "(* * |)r,, (r.r2)

oir le second mermbre reprdsente une force supl6mentaire dont la valeur est donn6e
par la formule de Laplace et qui est dirig6e suivant la normale i la surfirce, ainsi la
formuler (1. 12) s'6crit

@r - pz) nj = ("'|'n, - o',f;)) nt. "(* * 
|) n,,

o', n = n(ft - 
W - 

t 
u,ur . u) + (5 

1 t v . u,

(1.13)

ou

i1
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esr ta partie drue d la viscosit6 du tenseur des contraintes.
Le coefficient de tension isuperficie'e a n,est pas n6c6ssairement constant Ielong de Ia surlace . Dans ces conditions, outre la force normale (qui s,annule dansle cas d,une surface plane), il rxiste une force tangentielle nrft = V q. 

---^" rvrvu rarr6clrreile not6e fi est donnde par

En ajoutant cette force au r;econd membre de l,6galit6 (1.13) nous obtenons lacondition aux limites :

l.- .r I r

IP, - p, -"tn, . 
&)-f 

n1= @,ltu)-o,!ro)1n1,+.0a' \ tK - jk t,.rc - di, (1.14)
(le vecteur unitaLire de la normarr: n est orient6 vers l,int6rieur du premier: fluide). onnotera que cette' condition est satisfaite seurement dans le cas d,un fluide visqueux.

1.2 .Equations du mouvement de gaz

Nous allons consid6rer le systdme d,.quations d,un gaz visqueux. prus pr.cise-ment en ddsignant par :

Q = g(x, il) : la der:rsit 6 du gaz

U = u(x,, t:) = (u1(x., t), u2(x, t), u3(x,r)) : Ia vitesse
p = p(x, rf) : la pression

f = (fi, J):., fil : la fbrce ext6rieure.

Il s'agit d'un systdme compos6 de deux .quations du mouvement, I,.quation dela conservation der la masse, comrnun6ment connue sous le nom de l,6quation decontinuitd, et l'dquation de la conservation de la quantit6 du mouvement.

12
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l'2'2 Equation de la co's€fvfltion de la quantit6 du mou,uement
D6signons 

Ftar rr, ( res co.fficients de viscosit6 d,6courement et volumique (quisont suictement positifs). I-.quation qui exprime ra conservation de; ,;;;r:,mouvernent, (vc,ir [6]), aura Ia forme

pdsui:L ni r. j .. d

;, 
'k aa'i * a\:p

=+, 0 l^,,) d :>= kr6ol'l(d-r'j * ft'r-ii6irv ',))**,ro .u) + Q.f ,'l d"j r' " "t - vJ j j = I,2,3. (i.16)
Quant d la pression, nous arons ufiriser l,approximation dite ap,troximtztion d,ungaz ba,o'tropique, qui consiste d consid6rer la pression p comme fonctio' p = p(g)de la densit6 p. Sc,uvent on utilise l,approximation

p = ,1:8r,

pour des raisons dues d la transformation adiabatique du gaz.Mais dans lr: pr.senttravail nous consicldrons la formule g6n6rale

Lz"l Equation de continuit6

D'aprds la loi de la conservation de la masse, on a

dtQ+V.(pu)-0.

P = p(p).

(1.15)

(r.r7)
oi 7 est l'erxposant adiabatique (T 

^, 1.41,et cl est une constante, R est Ia constanteuniverselle des gaz (ft 
= B'31'107 er5Trmore.K) et ltestla masse moraire moyenne deI'air (1t 

= 2g.g6) .

13
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1.3 Equations de Navier-stokes

Si on considdre que

V.u =0

et

ry = constante

Alors l'dquation (1.16) se rddqit i
3po7u1+pLrulr,*!o=

t=r oxk " dxj'

+ qL'u1 + Pf1 j = I,2,3. (t.l8)
Si on pose

0=l
et si on note v la viscositd 4, alprs l'6quation de Navier-Stokes s,6crit sous la forme

dyu+(u.V)u+Vp=vA,u+ fi, (l.lg)

V.u=O. (1.20)

1.4 Condition sur I'inter-surface libre

Consid6rons un domaine e c Rz limit6 par les deux surfaces

56 tr {(xr,xz) e Rzl xz= -b},

et

Sa = {(.,ur, xz) e R2l xz = ctl,

T"

t4



c'est-a-dire

o = [(xr,12; e Rzf - b < xz< a] c R2.

On suppose que

Sn= l(xt,x2) e Rzl xz= h|,

est la surface de s6paration dfir domaine Cr.

on ddsigne par ulll, ut2l qt pt, p2res vecteurs vitesses et les pressions du fluide
dans le premier et le second prilieu (oir pr, p2 sont diff.rentes). D,aprds ce qu,on a
vu dans la formule de Laplacp la condition sur l,inter- surface ribre s7, (voir [6]) est
donn6e par

I i I rr ^ rr IlPt- pzlni - In@,iu[]+0,rut,tt) + (1n+061r,v .rrrtfrr*ufo*,utfi + 0*rrt,rt)n1r=

t o2ht
= -1a uf)ni i = r,2

UNIvERsITE 08 MAI I945.cUELMA
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(r.2r)

oi n = (nt,n) d6signe ra norlnale d sn, h = h(xt) est la hauteur de ra surface libre
(qui est inconniue) telle que lh(xil est petite et a est le coefficient (strictement posi-
tif) de la tension superficielle.

i5



Chapitre 2

Transformatiren des dquations h l,aide
d'un changement de variables

Dans ce chapitre on va tran:sformer le probldme stationnaire d l,aide d,un chan-
gement de varjable.

2.1 Systt,mesd,dquations

Consid6rons le domaine O d6fini par

O = {(x;1,x2) e Rzl - b < xz< ai c R2.

On suprpose que O contient les deux sous_domaines

CJr = i(xr, xz) e R2l h(x) < xz < a\

et

a2={Q1;xz)e Rzl -b<xz<h(xt)}; e.2)

on considdre la force ext6rieure comme la somme de deux champs vecr.oriels : l,un
est la force gravitationnelre (0,--gI), l'autre d6sign6 par ft sur c)1 et pa' f2 sur e2,

(2.r)

t6
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c-a-d

dans O1

f = fi- gxz

=fi-gh

et dans O2

f=fz
otr g > 0 repr6sente l'acc6l6ralion de pesenteur.

Nous 6crivons la pression flans la forme

4r= Pr* Pr,

et

4z= Pz-Vr+ 7xz,

oir p, est const4nte. On aura ators

Pt- Pz= 4r- 4z* Sh.

Dans C)1, le probldme cons{ste h trouver (u|rl, qr,h) quisatisfasse arx dquations

v.(puttl; - o. (2.3)

Q@ttt 'Dujrr+ vq,= r\-*t q,t" * 
&,lt-2501tv 

,'"))

. 
ftffo.utll) - Qgh+ pft, (2.4)

avec les conditions aux limites

[qr-qr]ni-frl@*,ut])+0,orjrrl+ tln+061rv.rrrllnrc*ufo,,utt't+a,or,ftlnu=

17
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I dzht
= l,{n- a *)ni i = I,2 sur Sp e.S)

utll = 0 sur So e.6)

utrl .n = o sur Sy, e.7)

ici n = (nt, nz) d6signe la norrfrale extdrieur ir Sn.

D'autre part dans O2 le prpblBme cpnsiste d trouver (rt2t , qz,h) qui satisfasse aux
equations

- v\vt2l + @IA .V) ut21 + V 4z = fz,

Y 'ul2l = 0'

avec les conditions auxlimites

lq, - qr)ni -fq@,,u[l + 0,rttt'11 + tln + 06 1t v . ,Irrf ,o

r 02ht
= lgh - a *,lni j = 1,2 sur Sp,

' oxit

uI2l =a sur 56,

uIzl .n - 0 sur 57.

(2.8)

(2.s)

t^ t?1 ^ rerl*, 
Lo 

*, u k' + o xku,i' )nk =

(2.10)

(2.r1)

(2.r2)

2.1.1 D6finfition des esflaces fopctionnels

Soit D cRn,n= 1,2. pour s e N et 4 i l, onddfinit

w;(D) = Ir, ,E ln",plqot < *l
lalFs

avec

D" = atrt ...dfr" , lal = ur + ... + an.

1B
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on utilise dgalement les esp4r:es de sobolev Frs(R) ou Hs(sr) avec s > 0 non entier.

On les ddfinit par

ll q ll2H,*) = ll @({) (1 + lA\; ll2L2 @)

on 0(') est la transform6e dp Fourier d" ,p(.); l'espace Hs(St) peut 6tre ddfini de

manibre analogue en considfrant les fonctions d6finies sur S; comme fonctions de

.r1 € R. Pour la d6finition dep espaces de Sobolev Ht (D) avec s > 0 non entier, en

g6n6ral, voir [51

Pour prdciser l'hypothbsQ sur les donnds fi et fz, on aura besoin de I'aide des

changements de variables 8,p, qui seront d6finis par h tel que

s(Dtolo)l) = or,

,9(Dto!o))) = or,

ofP)= {@r,x)e Rzlo <xz<al

et

o5o) ,= l{xr,xz) € R2l - b < x2 <ol

on pr6cise la d6pendance de A,6 avec hparlanotation 6h) ,$(h\.

Le r6sultat principal du problbme stationnaire de Navier-Stokes est donn6 par

thdoreme suivant

Th6or0mq2.l. :supposons qqe fz satisfait aux conditions suiuantes :
' I r-

et

ou

l9
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llrba
i)pourtout h€14.(R), i-n.H'-i(R) et -:<h<";, ona'OXtzz

fzlnyt e n'-21af\,

*" 

,rti) ii) it exexiste urn,oruoY',:,=,)!;r,Ir€ 

R2l - b < x2 < hl '

llfzo0@ oA@ - f2o6&\ oEh')lln,-r(n!.)lnwjro!0)l < collh- htllLs'(R),

,*rolJ* h, h' eL4. (R), firn, frn'- a'-l (m)

s, 

rz3,L<q<2,q. --2ql(2-Q).

b> O, et si llfzll\p,-r1ol0)rnwlto!o)l , et cs sont assez petits,

alors il existe une solution (uI2l , 4zt h) du problbme (2'2), (2'10) uirffiant :

ulzl eH'(Qil, YqzeH'-2(aD, 4z-0 pour lxl l-oo, heL4. tml, frne 
a'-*(m)'

Ddmonstration. lJnepartie irnportante de la d6monstration concernant le change-

ment de variables et de fonqt.ions inconnues est illustr6e dans le paragraphe 5 2'2'2

Pour la ddmonstration complbte de ce th6ordme, voir [4]' tr

20
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2.2 Changement de variables

Maintenant on va d€fini4 un changement de variables d. Soit @ un opdrateur

r6gularisant choisi convenabflement pour l'6tude ult6rieure. Posons

h(xr)-h*@,

F@) = h(x) -i(xi,
la convolution * s'effectuant dans R.

On d6finit rt parlarelation

(f\iG u x) = FG i exp(- 16l lxz l)

oir le symbole^d6signe la trapsformde de Fourier de la premidre variable.

On ddsigne par

Of = {(x1, x) eR2l h < xz < al,

Oj =, {(x1, xz) e R2l - b < xz < hl.

2.2.1 Changement de Mariables pour le systbme d'dquations dans
O1

On d6finit la transformatipn A des variables spatiales :

D: o!o) .. oi,

5 r = xr, Ez = xz * h(*r)!-2 ,
a

et on pose

F* @) = fi{E-L tx)),

2T
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on volr que

B.6r,Ew)) = BGi Pour tout 'r1€ R'

Maintenant, d I'aide de la fonqtion p*, on d6finit une transformation I des variables

qui transforme le domaine st4ble Oi en O1, plus prdcis6ment

[ '91x1= 
ar'

I ,9rfn = xzt F" @)o- 2-. (2'13)

f, a_h
Posons d'abord

A-- (a1l = (o*,8) =( u,',u, ul,ur) QJ4)

on a donc, pour E : Al QesP. Qz) * R

I q"8: Aitesp.O;) - R 12 rql
I v19.d) ='A(v,Q)"g \H'Lv'

ou, pour Vl: ai Qesp. oj) * R

J ,y.O-': Q1{resp;oz) * B (2.16)
1 v(rZ 

" 
o-t 1 = 1t A-rvty) o 8-l

on Pose 
j Jr) = utr) o o

I t, = 4to0, P=Po1 
Q'17)

pour 6viter la confusion qui peut 6tre provoqu6e par l'utilisation de la m€me

lettre 11, .f2 nous utilisons la !'rotation ly lz pour ddsigner les points dans Oi ,

x = (xr, x2) €C-1,

y=(yr,y)e0i.

22
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Les relations

en substituant

[p(t

d8;r
avec ;f = ajd*j

.15), (2.16), (Z..LT) ispliquent alors :

(v. lpzr!;; o D(y) = t|&*,:,,)l " o Vt
)^tao_

= 

kArLP " o(Y)'titt'still

J.0
= 
kur16 

ui't(s{n)J

z g dt9lr a ,_ ,,

k,kai *@"t1't)
3^

= 
'l='"ti *(d "tttt)

tte expression clans (2.3) on obtient

3 -,0
,l=r"li ur(o "ttt1 = o dans ei

" 
. vl rj',)l o d(J,) = t, Eq, *,+t)l " ortt

= P " sQ)(frrf' 
" o tt t fiuttt " ary1)

=r(8"';,i,#h"y,l
2

= 
''E'o('t''';*'y')

D6PARTEMENT DE MATHEMATIQUEs

(2.18)

23
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Ona

on a en oufte

DEPAn,TEMENT 
DE MA?H6MATIQUEs

\,*&,t'*ft,t;t

(V q) o.fl1y1 - , o-r7 (r, 
" S(il)

='A-lvnt

= *t'-r'",i#',

- 3u, oo .,,',) * r 
&(v. u'r, -

= r1avt\ * r*ry * 1fto . ru''.

{xutLt)oD(y)=(i i d -rrr',. \ F:, aa arrr'i' )o B(y)

2=i d 0 
'|',

r=, o*o aa''i" " B(Y)

=id(as;r6',
r,=rdfi ha* ar"i'

=ii d doTt d ,,,

,=, n!, a*r7i Or"i'
,=iids-,, ads;to
,,0:rk6* dn d; ur"ft

2

::i ^'idl-,0 rr,l
i,t,k=7uik ofi Iafi u*u'| 1'

d r.,I

,r,o',';\lo r?(y) = (+ 
f_-ft,,;'). o r:,t

= d [3 d ,,'

4l}fr'l'"ornl
=+t_r_E##,"t:,1

24
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Donc on a

ry(^u:t\.

En substituant

=&[,P,";;fi"i1

= 

^t-=,,# *[,f ,";; * ",;,]

= 
*,*"=,"i, *1";; f,, "';' l

Qt + 1!, . n tf*, .,t t) o o e) =,,,fr=rr, ; *[r;i fi r,;t1.

* r* ry * n 
*, rir=,'i, *1., ; * "itl

expressions dans (2.4) on obtient

-r0r-r0rrrroti 
dyiLati oytui" )+

,*=,"f,#[";; fi,';']-dsro * n dans ei.

D6PARTEMENT DE MATtsEMATIQUES

(2.r9)

(2.20)

,tdfu'l'o;
I+(itt+0

Quant aux co

Pour transfo

qui repr6sente Ia

itions i la frQnridre, il est dvident que (2.6) €quivaut d

ulrl =o sur So

(2.7), on le Snultiple par la matrice

B=bij-g(n'n)

autour de la droite

Ix; n.J-xln 'x;.,4lIxl

25
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et telle que

Bn=i

exterieure sur S;.

wtrl .n - o sur 56,,

pour la transfor ion de la condition (2.5), voir S 2.2.3

Ces trans tlons nous pprmettent de chercher un domaime

et de construire

Ai+{91,x)€R2lE<x2<al

ulrl , qr,h) satiqfaisant aux (2.1) apartir de (utrl ,n1, h = h +p) si elle

existe.

2,2.2

otr Z ddsigne la

On obtient

On pose

t de v4riables pour le systOme d'dquations dans

(2.2r)

(2.22)

{2.23)

nalogue on a

D: o!o)* oj

Er = xt, iz = xz+ h{xi21!

[ 811x1 = 7;r;

{ art"l = xz* p. o12j!.

I utzt = lAlA-t utzt o 0 = lAla.i| ,'i'' o I
| ,r= 42o8, lAl= detA

26
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Les relation (2.15), (2.16), (2.23)

(aut2\ s

D6PARTEMENT DE MATHEMATIQUEs

ut2t ,v)ut2t)o8q1=

impliquent alors

(8":'*,'t'\"urrt

f-r'':'"u"'ft"i" oo(Y)

t*#,,'ti,#*(fr,'f')
,8,#''f'';| *,(#, "'it I

= frurzt.vt1!u,r,1

);. /i o o ^r\,,=l*L_d\o_jr'"')ou

=t_**ytztos(!)

= 
-r,+f"u##G4,"'')

= **=,Whto;fi(#,r )l

=";),*[,,;fi1fr", 
11

= 
",,), ", i hlfi,{6r'11 . "i, (#,.;il fi ft "'

= [t"-,,],' ";l -. 6 t * + u, *l #lt*G,u,,')l*
-r( d -'t d A t1,* aiiGy*",i )oy,Au'''

27
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oir

En subtituan

ona

= lAlA-r f2

S(A,ul2

ona

i 
o u,,' . 4*hl(#,r^) * (o fr),,,, *

A-' ( A-\- 4v) "]# upt + oi,(fi",il*fru,,'.

N q) o8(y1 = 
t A-rVnz.

ces expressio4s dans (2.8) et en le multipliant par lAlA-r,

-yAulz) *Yn2=

0- A-rtutT .vl1{utzl)+ s(A,utzt,ynz) dans ei (2.24)'tAl

vrr) - vtAtA-t {r(!-!)( o 
utzt)1 \d/r lAll\6r,* 1

*@fr),,,,* [({a-'r,e-'r - r;v) .v)!;,t
. _r( d _,t d A ror.r I* o *l i| o w,', i ) o, ftl""' | * (, - t ot o-r' e-t)v, z.

(v. urzr; o oty) = (gff) " t*,
= 

'|'&YIzt 

o8(!)
j-

J-

z,3d9,r d ,",=,!,:I ,idi't2) "8(!)

(a-r 1r4-r, - 4v) 
"l fr, 

u,,, * #,t*#,u,,,)l*
',(fi,;|)#,,,,*,r"

28



UNrvERslT€ O8 MAt 1g45.

et de construire (

existe.

(fift,)', r * ";| 
(#,";u) fr = o

D'PARTEMENT DE MATHEMATTQUEs

(2.25)

(2.26)

(2.27)

,F=,",;#,(#,",')

,'i*(#"'l\
b;; (*i,)ri o *,, | (*", ot fr)",;, + frv utzt

Or, en r6dui , -lt aik, a1i, on voit que

pour k=I,2

on peut donc remplacer (2.9) par

Quant aux co

V'ut2l =o dans a)

itions i la frontidre, il est 6vident que (2.11) dquivaut d

Pour transfor

wt2l=o sur 56

(2.12), on le rnultiple par la matrice B on a

ul2l .n - o sur Sv

pour la trans

Ces transform

tion de la con{ition (2.10),voir S 2.2.3

tions nous pefinettent de chercher un domaine

A)={(h,x) e mzl _b<xz<nI

,q2,h) satisf4isant aux(2.2) dpartir d.e (utzl,7t2,h=i* B, si elle

Nous voulons uligner l'impQrtance de la relation (2.25), car cette relation nous
permet d'utiliser I

avons introduit le

mdthodes pqur les 6quations de Navier-stokes m6me si nous

angement de variables et de domaines.

al

29
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2.2.3

libre

Pour transfo

on a:

I(5n+(

D6PARTEMENT DE MATHTMATIQUEs

de v4riables pour la condition sur l,inter-surface

(2.5), (zJA), on le multiple par la matrice B;

B(q1a8 - qzoE)nj = (n, - nz)ri

, (&,,;, . s) == r(f_Y h"yl
=,r(h',;*"i,)

=' n(to;} - u, f *"tt * 
& "f)).

(*,';' " u) = r( f=,H #,":;l
=r(t,",)rh,y')

= n(ro;u - u *0, *"'|' * h"'i'I

*(v.,'! . a) = rJa * 6u, r(f__*,!', " u)

= tln + o d 1 4f-f_#,r,, #,"y,)
| ,2 d

= (5n+fluro(,8, ,ti *"t'|
= r*ry * 0d 1t l@,,1 - u,,r#,u!'t * .ftrur}t1.

30
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ta
Yl -=- urdxj

'(*,'t''

alors on a

(nr-"r)ni-{

=1r*rln

Comme Zp =

''a)= 'V"W;*(A,:\)
='(8";ifitfr"':l)

= "b;i (f;#,1 
"':' 

- tu, i b+t 
- o, ) *i:t . *,f\.

4="(*,**,"+,"'l,l
='(t,";rfitfr"':11

= 
" 
(,;r(+;tl 

",f' 
. (" ;r#, - u 

^d h,n,, 
* 

fir,,;,),

lr,uf + aroutll* rln * 0611,v .u,rtlnu*ulan,ulfi + lrrr,,r,lou-

-{,*- q^)g+E1ln, =

O6 1r)7\r) 13@'n), utr\ - y7\2t 1g@'a', A,utri) sur 56. e2B)

(aa'n ,)u, on^

7\r) 1p@,n),ur r) - I*li - u,,r(#,ult)nr+

7tzJ1g@,D

- u^r,(*"l')nol * lr";/ - u,r(*,,,")loo,

,ulrt, - -fu;;tfifr)u,f'nu* (o,|fr- u,l*ufin1,+

- ",,]r(f^ u*,1 ",t', 
n r, + (a:)*fr - u -d *uri 

t n ol .



Chapitre 3

Systdmes d' r5quations lin6aris6es

3.1 Equations de Navier-stokes lin6aris6es dans un do-
maine donn6

on va consid6rer les 6quatiorrs lin6airis6es pour le cas stationnaire dians un do-
maine donn6

e) = {(:q,.r2) e R2l - b < x2 <n}.

On suppose que

E e c-(m)

d"n-0 pottrlxr|-oo pourtout a>0

Dans ce domaine on considdre le systdme d'6quations

- t,Lutzl +Vn2=f, (3.1)

V 'ut2) = 0 t? 2\

avec les conditions aux limites

lr Ilt ^ nr. I
1[rtt0. ull + 0rr,,]'1) + (1n + 061r,v . utttln*l 

,o,+
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+ 
{ulo',,uf;! 

.+ d,out i)nr,l 
,",= Q, sur s6

ulzl=0 sur 36

ulzl.n-o sur So

oi l| ton veut di{e la partie tangentielle et z est la normale extdrieure sur s;

Thdorbme 3.1.

7r, o"tfn;1, Qze Hr--t6O1

solution (ulzl.,nil est une seule du problime(3.t;, 13.3; udrifi,ant :

(3.3)

(3.+)

(3.5)

a s il exfste

i:t?],'€ Hr,,ltil;), n2 € Hr-z(Ai), nr - 0 pour lxzl - @ et on a

ll rL'lli w o;t + llv n 2ll H, -2 (o; ) < c {ll fz ll n, -, rn;t + ll e zll r, -i,ro, } .

I

(3.6)

Ddmonstratiol?. pour la d6monBtration du th6ordme, voir [4]. tr

3.2 Equations du gap lindarisdes dans un domaine donn6

On va considprer les dquatiqns dans le domaine

Qi = {("r1,xz) e R2l h< xz< aI.

On suppose que

Ee C*(R),

doT * 0 pour lxrl - oo pour tout q> 0.
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Dans ce domai

avec les condi auxlimites

Pour r6soud

Plus pr6cis6me

on considdre le systbme d'6quations

V'(0atrl) - 0'

rrr t
-1Auttt - t rn 

+OV(V . utt\ +Vn1 =

=1fi_6119+nl

D6PARTEMENT DE MATHcMATIQUEs

(3.7)

(3.8)

(3.e)

(3.10)

(3.11)

Ilrro- uI|) + 0ynutr.tl + t5n + 06 ir,v 
.uLulnnl 

,on+

+ {v[o,,utfi + 6,ruft]nol 
,o,= 

q, sur sv,

ttlll =o sur So,

ulrl'n-0 sur Sn.

ce probldme, on va 6tudier dans la suite les 6quations lin6aris6es.

on va consid6fer

tl= t-- 
-lll -- -lll ^t-h p + v 8. u'-' + QV' u'-' = tL' e,

rrr I
-ILuttt - f)n+flVtV. ,lrJ; -

J

= Oifi -ds$ + n _ynr(A,

avec les conditi aux limites (9.9)-(3.11) oir p, 2t11, utT, f,
l' est pris suffisa mant grand.

(3.r2)

(3.13)

et @1 sont donndes,

34



Thdorbme 3.2.

alirs, il existe
":':tt:t:: :"'

i..:
t!.a a

n4 * "ilp-p tl

O'it. c.::est.,ttnB

DEmonstration.

h'p* +V.(p.7ttJ

on intdgre par

oul 
jul),u,',"'*.;,::,:,,',:,",,:,;'u,:":"*''

,nx = fittd- p- il H,1o.; . *ro . rn.:r',rtlsrloi), (3.r4)

DTPAnTEMENT DE MATHeMATIeuEs

(3.16)

telle que,0 < c < LI , et pr est une solution de l,1quation

'Vnt(A = -QgQ+ h)

A;(d - p.) v(O-p-) 'vtrt * (O-p.)V .ilIrt - 1'(O-p*)-v.(0*zttt,. (3.15)

i) On multiplie l' uation (3.15) par A- g. et en intdgrant sur Oi, on trouve

L, Il,-
oi

t' I O-p.)(O- p*) dx- [ ,'(p-ztrt,,-- p*) d.x,

En faisant la ditff6rence entre l'dquation (3.12) peul O'11

, on obtient

oi oi

le terme / vfp- p.)(O- Q*).ut]'t dx, onobtientJ-

I
--1

c)*"l

*\.- *. -lll - I f ' ',)vrp-p )tp-p t.u'-)dx= -: I lp,-p-l'V.AILI dx.
ZJ
oi
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D'aprds t6 de Cauchy-schwarz on a

,'llv'(p.J
r)+

on a aussi

--l

^1

tJ ln- o.l'ax)',
o*--l

o*'-1

-rrr 
t fu")(Q- a-) dxl< ( I lv.rp-' \t
oi

- p.)(o- a\ d.xl 
= 

1,U lD- p- l, o*)i U lu - a.l, d*)i,

utt\l'a*)i

lO - p. l'v .arnt a* 
= )il 

v . rrrr ilr-rop I tU - Q* l, d x,

oi

expressions 4ans (3.16) on obtient

' I tu-0.12 dx- jro.rrrrrrr-roir I tu- o*l' d*.
Ol o*r .-l

^' I lo - Q.12 dx* ]lo.tt'rrrr-rnir I lu - o.l' d*
Ol cl*r --l

= ^'( I lp- p. l' o*)i U lu - p"1' a*)i *

en substituant

Maintenant, on

de sorte qu'on a

(n'-)uv a

^ll,

tJ to- Q"l'd*)',
o*

(3.17)

oi

lf ,- ---tt1 0 rl rf . .n rl+U lv .(Q* itrtrl" d*)' tJ t0- o.l' a*1' .

c)* ^*..1 "l
ivise l'dquation (3.f 7) par le terme

r llr-toi),| ll0 - p. llrr1s., = 
l' ll0 -p* llrzroil + ll V . 1p-7trl) ll.r,n.,.
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On pose

alors on a

llO'- p- ll

ii) On appliq

on obtient

t'lv(o- p.)

,, = |llr. ztrl ll r*roir i

,np = fillF - p- llrzroi) . ;-ll v . (p-7trry llr, 1s.,.

V d l'6quation (3.1S) et on la multiplie par V(p_ p-)

2 
+ VtV(O* p*). r""'V(O- p-) +Vt(O-p*)V.Zlri, .V(O-p.) =

- 7'V(Q -p.)'V(O- p-) - VlV.(p*Zttt,, .V(O- p*),

uation sur C)[, on trouve

D6PAnTEMENT DE MATTEMATIQUEs

(3.18)

(3.1e)

on intdgre cette

^'. J lv(d_a.
oi

t f , .r f' dx+ J lv(0- p\l"v.nllt dx+ 
J,0 -p-)(v(v .nttt)).V(0-p.)

, Brl

f .1 d n= ,*,, d -rrrr d .-+ | L ;tP-a )l*u|')o*u(Q-8-)dx+
!. i,k=I "^l
'-1

,flrdd.-\,,,d* 

!.,!* rl a - --* t0 - Q* ) )a',' 
t -:- (0 - p. ) d x =

--1

v(D-p.).v(O* p*) dx* [ ofo. (p.ztrl,,.v(O- p*) dx=h'

on intdgre par

trouve

o*'-l oi

ies le dbrnier terme du premier membre de l'6quation (3.1g), on

.r)zllr 
*rU-p*)dx=

.)l'v.aI|\ dx,
1r

-; J Iv(0-e
r)*"1
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en substituant e expressioq dans (3.19) on obtient

=h'
o

D'aprds I'in6gali

,r
l1' I v@-p

J
oi

et

de Cauchy-sqirwarz on a:

^, f ' - ,) 1 r.
A' J lv(d- p*)l' dx+ 

) J lvr0-p.)l'v .uttt dx+
Ol cl*| -.1

F,
+ 

J rd-p-)(v(v.ttrl)).v(O- p*) dx*
o*"l

,f + or.= ^*,rd-rirrd,- ** 
J. ,k, u\rn - a tl *u'i') dro(Q - p-) dx =
c)* J"!-r

oi

D6PAsTEMENT DE MATH6MATIQUES

(3.20)

l. v(O- Q.) dxl = h'( I lvo- o.tl' a*)i
oi

^1I t ^ \+

IJ lvtO- Q.)t'dx)',
r]i

,l

lJ vtv '(Q* ut,.trr' v(0- p\ dxl<
r)t'-l

.I r f , .. rI
lV. 1p.6rrr;'l' a*),. [/ loro_ a.)12 dx),

oi
Ut"
oi

.f
I J r0 -p-)(v(v . uttl)). v(o- Q.) dxl.
oi

ld - p.lzlvrv .ntr\12 o*)i .(/ torO- o.tl, a*)L

"zl

. rf
v(O-p.)lllz(rif) U lo-p-l'lvrv .ar'\l'a*)1 .

o*"1
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Onappliquel'i

obtient

DEPARTEMENT DE MATH6MATIQUES

6galit6 de Hcilder, compte tenu que p > 2 et 
t 

* I = l, de sorte qu'on

llv(O-p*)llrzro.) U lO-p-l'lvrv . ur\l2 rri 
=o*'-l

s llv

D'aprds l'in6gal

Donc on obtien

En substituant

on ffouve

llv(0- p*)llL'

_ 1.._ *avec c - :llY.u
2

-p*)111,,n., U lu-p.ln d*)A + 
U lvrv.znr;1r dx)i t

Of o*

s ll V (0 - 0 
* 

) ll 1r,n., ll 0 * p 
- 

ll ro pyl ll v (v . aLrt) ll u pi t.

de I'injectio4 de Sobolev on a V q. | 3Co tel que

ll0 - p" lh,sroir = 
c ollv (Q -0*) ll;,,rr.,.

ll vlpi - p*) 111,,n., ll 0 - p. l[n1o; I ll v{v' 7ttt, ll rr1e11 =

s Cn ll V(V . trrl) l[proi I ll V(A - Q" )1127, 
1g). 1

*., d 
-,'tr d --p- ) t 

o x kat; 
\ 5. rr0 - 

p. ) d xl < 
1; v u t rl 

; 11 r- rq I ll v (o - 8. ) ll2r? Q. ).

expressions dans (3.I9), et en le divisant par

llVlpi- p*) ll1r1e.1

, = #pllv6-p*)111,1s.; . #llvtv. (p.ztrt,,ll1,1s., (3.21)

11 ,, .. 
--rl 

i ..

" ll r-roi) + ll VZt'r ll r*roi) + C ollV (VEIt1) 
ll rrln; I

t{,r*,h'u
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iii) En fai

on obtient (3.i

On introdui

qui correspond

On remarque

Pour qu'on p

variationnelle u

suivant. On

ft;

En vertu des

pouru,uefr]@

I;--- au lieuA'_c
t la somme entfe(3,18) et (3.21), et en 6criv LI

ant V; et

,upI#,#l

.,,pi*,#1,

de

et

!

la norme

^ f r I ^llullzfi,*t= J lnlv"y + r5a+ olv.ul2) ax,
io

u produit scalaire

..\ ft3Iuy|uy.I .\u)ilq;)= / [,], a;; +(:4+ON.rz)(v.u))dx.
6 'J,/t'=t uxi ox1 J '

: la norme ll ' llp,1e; est dquivalente a la norme usuelle de Al(O).

risse utiliser cette norme de manidre analogue a tIJ (o) dans l'6tude

uelle de l'6qu4tion de type elliptique, nous introduisons I'espace

o sr.rr 56|.

na

dx,

= lu e Et (O)l trt = 0 sur So, Lt. n = 0 sur SE,

ll,,ta ,l r- r
iLrllo x. uy + o 4w i ) + (t4 + o0 1 rv . u)nkl ton =

litions i la frofltidre des 6l6ments de .frol {Cl), o

rr
iu,u) ftro,t= - I u. lrlLur'l + (:4+0V1V. r11rr\../ J ., '3, "

(D
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T-h€orbme3.3.

",;;'.;:';::,,.r,r,,ir'ri,".'l1,,",,
unique solution ulrl de l,|quation (3.13) dans frr1ai), et on a

ro;r s c{|tOfr,,r,,n,, + lldSQ + h111yr1s.,+ llVzr (B) ll1z1s2-1+

olors n e*fsi

* 1 
uLfi + os- r utfi )n t l, 

",',1,tun;, 
* il 6 r, L,uq,lll{"tu

llulllll

ott C est une

Ddmonstration.

Of , on trouve

f ..- J l'lrlvu"'
doi

En vertu de la co

(3.22)

multiplie I'dquation (3. 13) par utrl eten int6grant par parties sur

(3.23)

. ,tu12) ax =

I
r ja + {rv . uttt). ulrtl d,x * [ (rl, ",',1, 

* r!,1+ o lv
oi

'-= rrr f - f
dfiu"' dx+ 

J ds@+ hlutrt or- 
J vnr161uIlt d.x.

oi oi
dition (3.9), on ddduit que

I blo"''l'* r!r+olv ' uttt12) ax=
'-l

f rr

I [ { 
u [4", ulfi +- d, r uI,2' ]n r1,,, - Trl gttt y, o, d x +

lrt *
'"1

dfiuttt a.- 
['pg1B+h)ultl 

dx- 
Ionr(euIr] dx.

Ol cl*r --l
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Onappliqu

ainsi on trouve

compte tenue

. t,,-+ 
1il0

puis on apllique

sur le second re de I'in6g4lit6 (3.25), on ilouve

lluLrtll2frrrcli

D'aprds l'

et d'aprds les th

I'in6galit6 de Qauchy-s chwarzsur chaque terme du second membre.

uLtt ilzfr, rait= [ lf {' ta, utf] + 0 * o uti4 Jn ol, 
",!l r,,urr, *

+ llct ll t ra a. rf ll furtt 1, o r rl 1z 1692. I *r-
+ 

[llOfitl 2(ol) + lld S $ + h) ll r rai) + llV n rfO ll r,roi I J 
. ll ulrt ll t rait,

la d6finition de la norme d,e Hi(O), on obtient

ttr 
lt'6, 

1s; ; = [ fl {" 10,, uf] + 0 * u rf, lm ol,,,ll 
"},un,, 

_

+ l|0il.ll 6 rur.rfll{ur|I ,onllr} 
,u'r, 

*

ll r, 1sr., + ll1 S G +E) ll * p. t+ ll Vzr (O ll r, roi I J 
. ll utt) ll r, rait,

'indgalitd

an = )a2 *;r,

DEPARTEMI]NT DE MATHEMATIQUEs

(s.24)

(3.25)

(3.26)

= * [ ll { " ru,, utf] + a - r utf) ln r,l,,,ll rL,un;, + ilTt il 
n i,rn,, J' 

*

* 
|ll u,nt l'rr,rni, * 

|u 
un ll!,,r.,+

IttO,[ tt.,rn;r + llds$ + h111r,,n,,+ llvzr {All r,,q.1f' .

de Poincar6 otr a

ll utlt ll t, rilit = 
K Il uILl ll p, 1s. 1 

,

rdmes de la trape (voir [5]), on a

ilutrlll aL oa;y = 
K'llzlrlllrl,toil.
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Si on choisit

llutrlll

Nous

avec les condi auxlimites

It ru

c'est-i-dire

DEPAnTEMI]NT DE MATH6MATtQUEs

venablement f dans (3.26),on obtient

, (oi) s c 
{tti- fill r, *., + lld s $ +i) ll L, p. t+ ll vzr (O ll r, ror l +

ll{u lu,, uti) * d* o ut2r )n *l,,,ll 
" 

r r,r,, 
+ r 6 t, ;,u.,,, }.

En ce qui rne l'existenlce etl'unicitd de la solution, on rappelle d,abord qu,il
est possible de nstruire une fpnction fr,e H2(ei), telle que

fr,=O sur So

iit.n=0 sur S,

l, 1

lq@- frt + 0*ri.D + 1!, + Q61pV . filfrul ,",=
= @t- Iulu.uutfi + a*nut rlnrl ,", sur str.

s la ddmonst{'ation de la possibilitd de construire une tellle fonc_
tion d [4] @.544 545). Cela 6tant, on va chercher la solution de l,6quation

-lbu - (*tt + 0v fv ' u) =t

d7, - O stB + nl -- vlT {A + r7 Lfir+ fla + Ov (v . fr,),

[t.k=0 sur 36

u1, * 6*ouil + f;lq + e617sv . ulnrl 
,o,= o

u,=0 sur So

u e .frol{oi),

sur 56,
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on rappelle q Hd (oi) a une sffucture analogue a Hj (oi). Alors on peut appliquer
lamdthode

au lieu ae Hol(

fheotemus.+.

alors la solu

ationnelle usuelle (voir par exemple [Z]), en utilisant l,espace .Fol {Cli)
)i); de cette rrlanidre on obtient un unique solution u e Fol{of ) oe

probldme pos6 ci-dessus.

Alafinon ulr) = it + q quisera la solution de l,dquation (3.f 3) tr

st

frr, Lz(ai), oei e,€2,

ulrl de I'1quation (3.13) udrifie utll e H2 (Oi), et on a

(3.27)

Ddmonstration' 
[our Ia d6mon$tration voir [7] (th60rdme 4 de chapitre rv (p.2r5)) ;

ce th6orbme doi! 6tre compl6t6 par les th6ordmes de la trace (voir[S]). D

Etant ddmonfr.s les thdorbr;res 3.2, g.g et g.4, on peut d6duire la conclusion
suivante

Corollaire 3.1. us les mAmes,conditions d,es thdorCmes J.2 et B.J, le probldme
ts izl, ts.rel Ies conditions qux limites (3.9) - (3.11) (auec dei € Vz ), admet une
unique sqlution , uIrll dansHl(Oi) r rr2(Oi) et la solution (d, utr]) utrifie les in_
dgalitds (3.14), (3;
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Conclus ion et perspective

Dans le chapitre 2 nous avorns transform6 le probldme avec un changement de
variables de sorte que, m6me si le domaine n,est pas connu a priori, o,n peut tra_
vailler clans un dlomaine fix6.

Dans le chapitre 3 nous avons 6tudi6les 6quations lin6aris6es dans ce domaine,
ces 6tudes nous ont donn6e des estimations utiles pour poursuiwe notre recherche
sur le systdme d'6quations non_ljin6aires complet.

Pour r6soudre le systdmg d'(,quations complet nous avons besoin der trouver le
point fixe d'un op6rateur qui, d des fonctions donn6e o,atrr , zt2l, associe la solution
Q' utll , ut2) d'estiquations lindaris6es. Mais nous avons besoin dgalement de trouver
des don:Laines c)1, c)2 inconnusi, concernant ce dernier probrdme nous esp6rons
qu'on prlulra utiliser l'id6e d6velopp6e dans le travail [4], en effet nous avons fait la
transforrnation de domaine inco.nnu en utilisant la mdthode suivie par [4], ce qui
nous fait esp6rer de construire le domaine inconnu de manidre analogue.

comme nous I'avons 6voqu6 rlans l'introduction le probldme de l,inter-surface
libre entre deux flluides un compressible et l'autre incompressible est l,un des pro-
bldmes f.ndamentar.rx de la m6canique des fluides appliqu6e aux ph6norndnes na_
turels. A notre connaissance ce prc,bldme, d cause de la difficuit€ technique, n,est pas
encore r(!solu' Nor"rs esp6rons que les travaux present6s dans ce memoire donneront
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une contribution utile d la recherche de probldme de l'inter-surface libre entre deux

fluiders compressible et incompressible.
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