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Rdsumd

Dans ce present mdmoire nous proposons un moddle math6matiqur: du ph6nom0ne
de gr6le etnous 6tudionsles dquations diffdrentielles de ce moddle danslre cadre d,analyse
math6matique.



Thble des mati6res

Intr+duc*.ien

I Deccriptionduphdnomdnedegr6le

2 Formulationduproblbme

2.1 D€finition des quantitds physiques

2.2 Formulation des 6quations

3 Etude de l,6quation de la densit6 de gouttelettes

+ Etude de Psquaiici: de !a densit€ de gi-Cie

5 Eristence d'une solution de f6quation approch6e

6 Existence d,une solution de l,€guation (non modifide)

Conclusion et perspectives

Bibiiograpirie

I

3

3

5

7

!!!

t4

22

?a

rtu



Introduction

La grdle est un type de prdcipitation qui se forme dans des orages particulibrement
forts, lcrsque !'a!r est tres hunide et que les ccurants ascendants scnt puissarts.
Dans ce mdmoire nous proposons un modble mathdmatique du ph6nomdne de gr€le, ce
moddle 'qefi i !a description de la formation des grdlons ainsi que son parcours suivi au
sein du nuage.

Notre mdmoire est organis6 de la manibre suivante :

chapttre I : ce chapitre est d6di6 d une ciescription physique du ph6nom0ne cie grole.
chapitre 2 : Dans ce chapitre nous difinissons les quantites physiques qu,on a besoin
dans notre 6tude et puis la formulation des dquations de la densite des gouttelettes ainsi
quc dc la gOlc.

chapitre 3 : c'est le chapitre of nous 6tudions l'6quation de la densit6 de gouttelettes 6ta-
blie dans le chapitre Z.

chapitre 4 : Dans ce chapitre on s'intdresse d l'6tude de l'dquation de la densite de gr€le
sur les caractdristiques.

Chapitre 5 : Ici nous examinons I'existence d,une solution su systdme d,riquations €tu_
di6es dans les chapitres 3 et 4 avec le systbme des dquations des caractdristiques modifi6,
en utilisant la thdorie du point fixe i l'aide du thdordme de schauder, ainsi que l,unicit€
derrs un cas parricuiier.

lll
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chapilre 6 : on termine not,e travail par 6tudier le systdme d,6quations pr6c6dent maissans rnodification, autrement dit l,6tudier ,,presque 
partout,,.
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Chapitre I

I.[escript ion rlu phdnombne de;grCIle

Lors de conditions m6tdorologiques instables, se forment de gigantesques nuages ap-
pel6s cumulonimbus, dont la base horizontale atteint souvent 20 a 30km et l0 d rskm de
hauteur oir la tempdrature est largement n6gative (de l,ordre de _40.C).
Le cumulonimbus peut 6tre divisd conventionnellement en trois zones, une zone inf6-
rieiire engei:dr6e pa, ia forniaiion ,Jes goiiiieleties, iirre zoiie cei-rii.aie caiaci€ris.e par
la prdsence de gouttelettes surfondues et une zone supdrieure particulidrement riche de
ciista*< de glace.

A I'int€rieur d'un cum,Ionimbus, de forts courants verticaux ascendants ,et descendants
provoquent d'importantes turbulences.

Les courants ascendants portent les gouttelettes d'eau vers le haut traversaLnt rapidement
des zones de temp€rature n6gatives, les gouttelettes se solidifient et donne naissance d un
nombre irnportant des cristaux de glace, mais elle peuvent dgalement rester en surfusion
jusqu'h -.39"c, seion qu'eiies contiennenr ou non, un noyau <ie congdiationr.
une fois formds' les petits cristaux de glace vont continuer leur ascension dans le nuage
en gri:ssissani par absiirpiii;n de guuiieleiies ii'eau ce qui g€nlre cies peiiris gr€iuras, i;es
demiers sortent du courant ascendant, mais pas du nuage, pour plonger vers le bas sous
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l'effet des courants descendants' s'ils ont assez fondu d la descente, ils reprennent re che-min ascendants et continuer i grossir, ce processus peut 6tre r6pdt6 plusireurs fois jusqu,au
moment of le poids de ces erdlons devient trop important. provoouant reur chute de prusen plus rapide donc leur parcours d temp6rature positive est trop court, 1s n,ont pas retemps de fondre' ils restent duts, et arrivent au sol sous forme de gr6le. Lres gr.lons qui enrdsuitent sont formei aiors de piusieurs couches qui sont simiiaire d un oignon en coupe
transversale' la pr6sence de ces couches diverses et successives monffe que re gr€lon, au
cours iie sa fori'arioir' a voyag6 ir travers ie'uage daiis des zoiies tie te'rpr6raiures et ci,iiu-
miditd trbs variables.

Quant d treur forme ext6rieure, elre est generalement sph6rique. or, nous avons qu,une
gor-rtte [iqr-1!4. a-bondcrnnde da-n-s !'air ea chr-rte libre. prend !a_ forme d,r_ne !a_rme. qr_ri est
celle de moindre rdsistance. Si le gr.ron est sphdrique, c,est que cette goutte, pendant sa
cong6lati'n , a 6t6 roul6e par r,e.s courants, aans to's res sens.
Ndanmoins la gr6le reste un ph6nomdne rare du fait que seul l0zo des cumulonimbus
gendrent des grdlons pouvant atteindre le sol, les averses de gr6le durent peu de remps
(environ 5 a 10 minutes) et ne concernent que ia superficie iimitde traverstie par i,orage.



Chapitre 2

Formulation du problbme

2.1 Ddfinition des quantit6s physiques

Les quanrirds physiques que nous cievons consicidrer sonr :

p = p(z) Ia densit6 de l,air sec,

iz, ia iie'sii'€ iiiiiiaie de H2ciiquiiie co'ieiiue iia's ies goui.i.eieii.es,
s = otz) la densitd de H20 en l'6tat liquide contenue dans des goutterettes,
v = v(rn, z) la densit6 de H2o en l'6tat soride contenue dans res cristaux de glacg
['es densitds o(-z) et v{m'z) sont exnrim6e.s comme masse nAr l,rrnit6 de vnhlme de l,aire.
v = us(z) la vitesse de l'air ainsi que la vitesse des gouttelettes (dans le pr6sent travail nous
la consid6rons comme une constante positive),

u(m) = to'o't\(n')) la vitesse des cristaux de glace de masse rrc, (crans la suite ustm) sem
not6e U{m))

on peui supposer qtJe uim) est une fonciion cidcroissant e ae mer que

U(m)> 0pour m<fr*
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Utm) <0pour m>fr*

U@.\ =o
pour une certaine valeur critique 7* > O,

T = T(z) la temp6rature (nous la considdrons comme une fonction ddcrc,issante donn6e).cela 6tant' nous supposons que la quantite de condensation (dans l,unitd de volume et detemps) est donn6e approximativement par

b (z) x'l.r r+ - 4u,,r, {j,, uz di, __ - rlzj_
oir iu"(T) ddsigne la densitd de la pression de la vapeur satur€e. (pour la d6finition de lapression cie ia vapeur saruree voir i3jj
un morceau de glace se forme par un amas de gouttelettes arrivant dans une zone froide
et agitde oi elles se sont solidifiees normalement en s'agglom6rant ensemble. Nous d€si-
gnons par la quantitd

Ktt(T;m)o(z)

ie nombre cie nouvearx morceaux cie giace cians i'unit€ cie voiume.
On suppose que

Ku(T;m)>o

et que

Ku(T; rn) = 0

nnttr

T <273.150K

pour

O< m3Wo, m>fr.,
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C'est i dire

&r(T;m)>o
seuierneul prour

0<fr0<m<frt<o
pour certaines yaleurs fro etfrt.

P,,2 Formutation des 6quations

Les goutteiettes giwenr sur ies noyaux cie giace et formenr une couche ci.eau surfonciuei la surface' ce qui donne alors naissance i un gr€lon dense, d,oi l,augmentation de laiiiassr ij'uii inolceau de giace (iie inasse ;i.r) peuis,expriiirer par i,€quaiioii

dm
E = mZrr(T;m)o

ci zi"{m) est le tau-x de cenglen.rat des gcutterettes sur un mcrceau de glace {tau-x par
rapport i la masse de morceau de glace; on peut estimer que Z*(m) _ m-us)
on suppose +te zis(,T(z),m) et d,r1.zir(T{z),m) santcnntinues et zir{T(z),m) > 0.
Donc la solidification totale est donn6e parle terme

rr-- - r
" L i Kt'ir t n-e) cm * i t,,i*i'inz; 71 4*)

0g
En appuyant sur les considerations pr6c6dentes, on 6crit l'dquation pour la densit6 de
gouiteieiies comme suit

t2.r)
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b(z) u - u0 
"o 

(z) - ol T *,, rr ; m) d. m * T,,,r^rr (rn; z) d. rnl = o06j

b(z) =rr#"-*r,,rr#

On suppose que b(.) e L*([Vo,VrI).
D'aufre narft l'dotlation de la densitd de gr6le orre nnrs considdrons e.sf l,douatinn aux,6-
rivdes paftielles

*0 r*, 
"', 

u tm)) + *F r*, r, m z 6{r ; m) o (21) =

Sur les trpiectoires (sur le plan(m; z)) de chaque morceau de glace on a le systdme sui-
vant

If ( tn\

mZ*(T(z);m)o(z)

Pour la fofmulation de ces dquations nous avons suivi les id6es de tZ et t6l.

Id"
lo'
ldml. a,

= Krs(F; riiiu iz) + Z*iT; iri.) o (zlv inr, z.i



Chapitre 3

Etude de I'dquation de Ia densird de
gouttelettes

Dans ce chapitre nous allons 6tudier l,dquation (2.2) ensupposant que la fonction
v(m;z) est connue.

Soient 0<Vo(21(oo, 0<Eo<oo.

il::t}l:t_ 
t",,, ,r*,:: we fonction dannce dans L*(tfro,x[x126,f;10. Atnrs,":::: y:r: " 

co.ndition initiate sGo) =oo(> 0) admet une sotution o et une
seute dans tl (Fo,ZrA # ta setafiOn a a fexfressi7

. rf *u"*t-i,;iff*,r ;wa**iarrnlv{m;a\arn!a4}+

. 
i\n*t- [i[/*,,r, *ta**f z,s(m)v(a;2,\am]a2,,)a/ (3.r)4,'t'sd
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Ddmonstration. Onremarque que l,6quad on {2.2)contient une seule fonction inconnueo et est lin'aire par rapport d o, cequi facilite ra r€solution de r,6quation.
En r€ecriv4nt l'dquation (2.2.),on a

d zo (z) = - a(z) o tz) + b(z) (s.2)

Qn suppose l.es mhmes hypothises de lapoposltions.l, etque

ot

^,-\ rrF-- ?atz)= i[] *t't';m)dm* I '',(*)u(m;z)d'ml (3.3)00
D'aprds ie qhdordme ci'existence et ci'unicit€ cies dquations riiiibrentielies orciinnaires ceproblBme de Cauchy admet une unique solution exprim6e par

z

-IaQ')d' z z

oiz) = ose :u--'- 
trl 

* [,rir\"- 
1' a(2")dzt' 

o"i
!

ouencore 
zo

zca
tr{z)=as^---i iitT-- ?

""P{ -J i,, j "trtr; 
m)d7a + I zy{m)v(m. z\a m.ld 

",)*vsoo
fzoo+ib(z')exr flrl-- f
-, . - -p[ - j ;i j o,,trr nidnr+ | Z6funj,v(nr;2")tjnrlltiz',\1tiz,
v"sztob

:;3- b(d < -ffi"(T) dTv\pr=-TE,

:

o(z) < oGil +7,rr(T(Zd)

va>fu
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Ddmonstr@ion. powtout 
a > Zs oo ?

foiz) = oGfi + 'i Ar,o(",jrizt
:
ZO

0"o(z) < b(z)

ou encore

8"o{z) -< di"(T) dT
dT dz

En rappela{rt que 7r5(?) > 0 pour tout r ) 0, on obtient

z
? -!_-

o(z) < rG,A - i' dn"if) lT ' -,\' .-._-','-j@7742.

^= o%o) +ivs(T(Zil _]zrs{T(z))

= 
cEa) +-tyu"TGa)

Laprcpcsiti+n cst di::ncnt$c. 
,_

On rapelfe que l'hlpothdse b(a) . -!7r'(D df
T E est conforme i l,e4pression approxi_

mative de b(p) donn6e dans {2.3). cette approximation est dgalement conforme aux rera-
tions physiqrpes du ph6nomdne.

et de l'€quation (3.2) on a



Chapitre 4

Etude de l'dquation de Ia densitd cre gr0le

Quant i l'6quation de la densitd de grdle, il nous convient de la considdr:er sur les carac-
t6ristiques. on va donc d'finir avant tout res caract6ristiques pour l,6quation (2.4). pour
cela on considdre l,dquation (2.5) avecles conditions initiales

[ *t0l = tu (fr0.ft<m")
{
I z(o) = zo (4'1)

ou

i *ric) = frli
{| _ t4.2jta(0)=ZFo.Z<Zt)

selon la position du point de d6part de la caract6ristique. on ddsigne les solution s (m{t), z{t))
par

m(fr,80;t) , z(fr.,20;/) dans le premier cas

ou

m@.0,2;t) , z@.0,V;f) dansle second cas

En outre, il far,rt consid€rer dgarement les caracteristiques qui parent de {z =21}, m6me si
nous supposons que v(mtt), z(t)) = 0, sur ces caract6ristiques.

10



on va supposer quefr* > fr4 desorte que &r(T(z),m) estidentiquement nulle sur cescaract.ristiques' En tout cas, l'dquation (2.5) nous permet de ddfinir, formelleme't, cescaract.ris{oues. que nous d.signons lrar m( fit,fr.t : il, z( rit,frt : t).
En transfoqmant l,6quati on (2.4) sur les caract6ristiques, on aura

d
fr ,v 

(n (t)' z {t)) = - v (m (t), z (t)) m o (z ( t)) (d m z t, (T ( z), m)) 
| m = m (t), z = z{t) t

+ &' tT (z (t)) ; m(t11 o 1715'11 (4.3)

srrr r:hanprc carantirisfiqr.r4 D4ng l,exprqqgi4rn {A 3) On entend

mtt) = m(fr.,-zo;t) oum@.a,V;t)

et

z(-t) = z(,fit,Znit) ou z@,n,V;t).

cette 6quatiqn doit etre envisagde avecla condition initiale

'-/{.m{A),{911 = y(fi,7c}
UU

v(m(0),2$)) = v(fr0,V)

Si la fcnctlcn g e6t dcnn€e, il suffit de r€sci.idre l,€qiiaSon {4.3) sur chauqe caraci€ristique
pour obtenir l(m, z).

(i ,\
tz.?,

et que l'dquation (2.5) avec

Alors sur Ia caracthristique

ll

I)E}&TEUENT DE ilhTHEMITIQUTs
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tm(t), z(tJJ l'hquafion (4.3) afiy71ss la solution unique

t
v (m (t), z (t)) = v (rn (0), z(0)) exp ( _ 

f *o r" rr\) (a * z t, (T (z), m)) d /) +
ol

t
ft'

n 
J 

K,'(rkG'D,m(/))o(z(t ))e4pf- 
r

0 //vart 'I *ot/')tdmzu(T(z),m))a.tr,)d.t. 
(+.s)

t

Ddrnonstration' comme (4'3) est une 6quation lin6aire par rapport d la fo:nction inconnuev(m(t)'z(t)) et que les fonction s o(z(tD{amztr(T{z),m))rm=nttl,"=z(t) 
Et

&sQk{t)).m{t))o(ztt)) sont bien d6finies, l,dquation (4.3) avec Ia condition initiale (4.4)
admet la solution unique (4.1). 

tr
onrappelle que les caract6ristiques sontbien d€finiespourvu queles secondsmembres

de {2'5) ne s'annulentpas simultandment. or, apriori on nepeutpas excrure r,6ventuarit6
de prdsence d'un point (m, z) oil,on ait

U(m) = otz) =A

et donc

U(m) = mZtr{Ttz);m)o{z) =0,
en annulant simultan6ment res seconds membres de (2.5). Dans ce cas on nLe peut pas ap_pliquer le lemme 4.I pour obtenir v(m,z)pour tous les points {m,z) deo. pour conrour-
ner cette difficultd' dans le prochain chapitre on va utiliser une approximation de l,6qua-
tion et dans le chapitre successif on va examiner Ia possibilite de r6soudrre le probl€me
'presque partout,,.

Pour les dquations approch6es que nous allons consid6rer dans le prochain chapitre, nous

12
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introduisons une approximation en considdrant au lieu de systbme (2.5) le systbme d,6qua-
tions

)

t

dz
dt

wrtt

dt

U(m)

= mZtr{Ttz);m)max(o{z),e) e > 0

i-i.uj

Pour cette approximation nous avons le rdsultat suivant

Iemme 4.2. Soit stz) une fonction dnnnde dans L*{lzs,Vil). Alors I'fuquation (4.6)

aaec les conditions (4.L) ou (4.2) ad.met Ia solution (m(t),2(t)) et sur ces caract,ris-

tiques (m(t),2(t)) l'dquation (4.3) auec la condition initiate (4.4) adnnet une solution
v(m(t),a(t)j et une seule; Ies fonctinns v(m{t),2(t)) ainsi ebtenues, Qua.nd. elles sont
considdrdes comftie une fonction ddfinie sur @o,.xr]x[zs,z1t, forment une fonction ap-
p artenent d I€ ( [Zo, oo I x lV o,V il) .

Dernonstra'fion. tl suffit de remarquer que les deux seconds membres du riystemes d.€qua-

tions (4.6) sont partout bien ddflnis et ne s'annulent pas, ce qui nous permet de le 16-

sourire pariout. Ceia €tant, on peut r6soudre i'dquation i+.3) avec ia conditign initiaie i4.4)

comme dans le lemme 4.1. En outre, comme le second membre de l'6rquation {4.3) est

born6, on voit ais6ment que la fonction v(m, z) consid6r6e sur [Eo,ooI xl?io,zr[ appartient
h I@(tfr^ mtvlT^ 7"t\r-iJr-jLr. fr

t2



Chapirre 5

Existence d'une sorution de I'dquration
approch6e

Dans ce chapitre nous allons ddmontrer l'existence de solution du syst6me d,6qua-
tions approch6es (2.2), t2.4), (4.6).

on d6finit d'abord roperateur G qui, i une d, ra solution des systbme d,6quations o. plus
pr6cis6ment on pose

G - G1,iQ2

avec

G1 :I*{a.')+I-{n}
6v

et

G2: i*(C) i-irr)
YHo

ot

O = [770, oo[x u, to = [Vo,Zil,

o est la solution de l,6quation diff6rentielle ordinai re (2.2)et y est la solution de l,6quafion
{4. 3) s'.:r chaque calact_6ristlque.

1A
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f :to "u"' -'*,'::':::: *,*::.'r*tians(z.z)42.4) aaec t,lquation des carac-

l"**"f modirtee &'a ad,rne,t ane solutian to,,o1:, 6;un, tro' clasr" L*t*jx roo{o}

l'rous a*ons ddmontrer ce th€oilme en iitilisant le thS0rime de schauder

I:::::":: Ti*-e 
de schau der). route apprication continu p d,un msembte

lcompactconue:red| d'un espace de Banach x dans rui mame possdde un pointp*r.I ' i,
D€iii'a;at'tatioii" Powra d€monsiration du th€oiime oii peui consi:ltei le li-".re i4l,chapitrexl,,J,Ss. -- r-r'' 

n
Afin d'appliguerle th€orlme de schauder on considdre un ensemble convexe B d.finipar

B = {o e L6 (a), o(z} >0 pour tout a e [Zo,Zil et

ll o fll-,,,< o7o) +T,r(T7o))l
cn a d'apric la prcpoeltion 3.1 C(B) c.B ct cn m.ontrc quc C{E}cst compact cn utillsant
le thdorlme d,Ascoli-Arzeli.

Thforbme (T*6orhe d,Ascoli-Arzelil. SofiG un damaine bornd fum6 d.e Tespace
euclidien

fuactbn

Fourquel'r

W*rs 
l'espace desfonctions continues6(G), soit M un ensembtle de

M c 8 @ soiica mpact, iffiut et il saffi t qwe tss fo netions d,e NI saie nt
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l-

li) untformlment bornies ;
t.
lii) "quttqntinuesI

uiimonstranon' vour ia cidmonstratlon ciu thioreme on peut consuiter ie iiwe ru,, uha_pitre y, Sl.
tr

Fn effet' cn a c'apr6s la propcsltion;1.2 tcutes les fcncticns c, de .B scnt *niform€mentborn6es donc le point jJ du thdorlme est verifid.
En ce qui concerne l'equicontinuit. 0n aura besoin du remme suivant

I
I r"emme 5.1. Sl'rz € r*(o), alors o(z) est lipschitzienne.I

Ddmonstration. Soient zr, zz e IZo,Zt[ teis que zr < zz a]orc
zz

! o(zd - o{zt) ! =l ! a,,otz,)d.2, !

21

f
' I 10",s1"\ldz'

J
Z1

22w
.ftl.f-- 7 E:z

= ! 6tl Krc(r;m)dm* I t,,@)u(m;z')dmlla"'+ 
[ bk\dz,zloozl

comme toutes les fonctions sous les signes d'int6gral sont born6es on aura

i u (oil - u'ioi is Li az- at i

otr I est une constante.
D

t6



Pour d e G(3), par le rernme 5.1, pour taut 21,22 € Eo,ztf 3r une constante qui ned€pend ni de a ni de o tels que

Io(2il_otzil=L1zo_:,11

soita>0,doitn-9. t alor* Vzt,4€l@,6t

lzz-zr ls7:>1 o(zz)_o(zr) lsz lzz_ztl<e
ce qui est electement l'equicontinuitd de G(B), alors le point ti)est aussi v6rifi6.
Donc d'aprpsle th6or&me S.3l,ensemble G(A) est compact.
Maintenanq on va ddmontrer que l,opdrateur G est continu,

lr
I 
l€mne 5+ Iiopdranar G est cmttnu de L@ {u) dans tui mhme.

Demonstrafitpn. soient (o1,v{ Et (o2,v2)v€rifient te systcme {.r.2),{2.4},(4.6)
PremtCre pailtie On___ va montrer que G1 est continu
En efret, si vi ei.rz2 riont tieux soiutions de i,dquation (2.4j on o

d
frYr(m(t),2(t)) =

= -v ti;ir'ii), zii))iamztrirtz),;iz)) + Ilsirizitii; niii))€ iz(tii
d

frYz(m(t),2{t)) =

= ",, z{,nz(t}, z(t)) {0 
^ 

Z i r{.7 {,2}, m)} t Ki, {T {z{t)) ; r1i{t)) c z 
| _ ( +\\

En faisant la diffdrence entre les deux dquations on obtient

di
iivz(m(t), z(,t)) - fiur(*(r), ztt)) -

L7



En posanq

ia riertiil! €qi.taiioti rievieiii

= {- v z Un ( t), z ( t}) I v {m ( t), z { t))l @ m z u (T (z), m)) +

+ & s (T (z(t)) ; m (q1 6, 1z(t)) _ o | (z{t))l

E= vz-tr,Z= o2-ol

*=r*,r,r,,r,r, =

= - E (m (t), z (il) (a m z k (T (z), m)) + & s (T (z (t)) ; m(t))z (a (t))

, 
- (m{t) 

' 
z(t)) =

ft
- .i K,'G("ii'j),iir(/))rita(/)) r r
fl '"t' tt, rrtrt ttutati i) e^p(- j AmesiT(z(/,)), iir(i,,))rii,)ai

0
Alors sur.h4qu" caractdristique I on a

llE llr-r71< kllZllL*tu)

c* ft est iii:e +cnstanie qiit ne dfpend pas de y.
Deuxitme paitieon s'interesse maintenant i la continuit. de G.
ona

En r€sct..nr!t fcrmellernent !,dqua$cn pr€c.dents on aura

0

(5.r)

@1-; oo
d"n{z) = - 

j I I r<,^rT, m.)d.m n { ,rr1_1u1(m: z)rlmJp, {2.) + h(zt.ULJ &ri j ''ts'.'.tr 
j --, ,;,o0

6trF F
G za z{z) = - ;i I 

K i sir ; m) d u * j z,,iu)t z{ne; z} d inl" rr", + b {z),

l8
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en faisantla diffdrence on obtie,nt

oo

a,[c i {z} - c z{z}} = - j l t,,{m}^,,, {m; z} d. m' i ki + ! T r, "r*r r rrm; z} d. mc z{z)o 'Jo
@If - tV

= ; J. 
4' tm)v 1 (m; z) d mo zk) - i J r,,r*rn (m; z) d, 46, 1r1 *

UU

rf- rF* - I z,'(*)vz(m; z)dmozk) - i I ztrt*lvl(m; z) dmo{z)uJ uJ0o
If

= i J tt{*)Yllm; z)dmtoztz) - o{z))
0
ooLf

+ ; i Ztt(m)(vz(m; z) - v{m; z)) tirnrrziz)
0

an nncanf

E=!2-vt,I =02_ol
ia dernidre €quation cievient

*a,zG) = *i ,,,r*ryt(m; z)d.m(z{z)) * lT ,,,r*)(E{rn; z))d,moztz)
", uJ

en r6solvantl'dquation pr6c6dente on aura

Ifz) =
ZCA
ir tV oo

'=J [ -, ] t,^*r*(m; z')rtmor(r\f".n (/ i I t,,r*rr{m; 2,,}dm)d2,,)dz,
Zsozo-o

alors

ll: fll*1r;s k,llE llr*(ot {5.2)

l9
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of ft" est une constante.

En combinant les deux in6galit6s (5.1)-(5.2) et en rappellant que dans l,lln6galit6 (5.1) k ne
ddpencl pas de la caract6ristiouery on obtient

ll I lls*1a;s ft' ll E llr-{o). k'k llf llr*rrr

ou enc0re

llr llr*rrr< k,, llEllr-r,r t5.3)

ci k'n - kk' .

Par conr;dquent l'opdrateur G est continu. n

D'dmonstration du thdordme S.l.

Onvoitrtrue al'opdrateur Gest continu d'aprdslelemmeS.2etlacompacit6 de G(B) estas-

surde par le th6or0me 5.3. Par cons6quent, d'aprds le thdorCme 5.2) (thdiorbme de Schau-

ticrj ii t;xisis uu 6iJureli" i e Lo'tw) i.ei que d = G(D, e'erii.-i-tiire D saiisfaii- au svsi-i're
(2.21-12.'al avec le systbme modifird (4.6). ce qui achdve ra d6monstration. I
nn ce qui concerne I'unlcii€ de l:i scluticn, nciis ieinaiquons qire, si la ccnsianie l;" fig.i=

rant dlans (5.3) est suffrsament petite, alors la solution est unique.

Propo.titlon 5.f . Si k" < L, alors la salution du systdme {2.21-p.a1 auec le systbme modifid

(4.6) est unique.

Detnonstraf,ion. Noussupposon{iquelesysteme 12.2)-12.4) admetdeuxsoluuons lsuyi etloz,vz)

pososns

2.=02-01 et,a=y2-vl

2A



en rilppellant I'intlgalitd (5.3)

ll r !l;*,^.. k" llZ ll;,*i,;

On l'oir:irnrn6diat,ement que si jb"' < 1 alors

I=0. otrat=o-r

pal co::rs6quent, de (5.1) on auril

E = 0, ottv2 - t1

d'oii l'uLnicirtd. I

21



Chapitre 6

lE:ristence d'u.ne solution de l'dquation
(nonmodifi€e)

Dans ce chapitre nous allons considdrerle systbme d'dquation (2.2)-(2.5) sans modifi-

cation. En outre sur les fonctions donn6es, nous faisons des hypothdses plus proches de

la rdalit6 physique. Plus pr6cisernent nous supposons qu'il y aunZ* ,Vo <2* < 21, tel que

Kts(T(z),rn<@ pour V6< z<7*
m
r
I K1t(T(:t),m)dm-q pour z-V*

J
0

b{z) >0 V zetVo,Zil,

b{z)=0 Vze[V*,Eil

Com:me nous I'avons vu dans le chapitne l, F dewait correspondre d la hauteur ayant la

temp6rature = -39oC.

En ce qui concerne le coefficient \s(T tz) , rz), pour le moment nous suplposons seulement

Ztr(T(z), rn)continu, 4r(T(z),m) > O,

}mZ*(T(z),nt) <0,

22
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A"ZrstT(z), tn) > 0.

ces conditions correspondent asr;ez bien aux conditions physiques r6ell:s.

Lemr*ne 6.1 . Quel4ue soitv e Le,({l),v ,>A, on a

o{z)>o pour 4<z<V",

o(,2) =A Pour z>V".

Ddmonstration. Anrappelle I'exprlsssis6n explicite {3.f) de o{z) obtenur: dans la propo_
sitlon,3.1. En substituant dans cette expresssion les relations suivantes

z&
fr

J J 
*,'r'rzt),mr)dmdz' <@ pour Ess 212",

4o

on obtient

o(z)>,0 pour 7s1212",

otz.l=0 Pour z>2*.

U

D'autre part, pourl'6tude de v nous avons besoin d'une analyse approfondie au voisi-

nage de fr.* oiIJ@") = 0, pour ce,la on considdre f intervalle lm* * 6,fr" +dl avec d > 0.

Nous nous int6ressons dans le casi of la masse E* est suffrsamment grande, donc il est

naturel de prendre

Ktt(T;m)=0 pour me@"-d',fr*+d'l

zd>
ff
I I KuQ(2t1, Tnldmdzl = oo,
JJ
a0

23
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Avec ,ceer consid6rations, l'6quation (4.3) se rdduit i
d
7;v 

{.m(.t) . z{.t)) = -v {.m(,t) , z(.t .j) mo (z) (0 * Zt s(T t z) , m)) (6. 1)

pour m e ffr* - 6,fr* + d'] D'autre part, de l'dquation (2.5) on ddduit dgalement que

Idtl
d#=rl.-=;Zm
dt

Donc en multipliant l'dquation (6.1) pa1 * onobtient
am

! o = -ud^zt'clm Zt,

Rennarque 6.i. fiz i.eitutzi cliinpie de iot caiz,iiiiiaiz, Ztr(Tiz),m,i)

est litien ddfinie pouruu que o est strictement positiue.

Pour l'6tude de l'6quation (6.1), on donne les lemmes suivants

d7.
> A, kt qi,utztii€vmLts' Zr^

Iemnne 6,2, Sait {mtt) , z(t)) la solution du systbme d'1quations {2.5) . si s (z(t)i) > a pour
tout t appartenant d I'interualle q'ui ddfi,nit Ia solution (m(t), z(t)), alors il existe unefonc_
tion c,ontinue et strictement croiss:ante t{m) dhfinie sur Ifr* -6,m* +61, qti est lafonction
inuers:e tfu m(t).

Drinwntsiruiiurt. Suppusotrsqueiesyut&ued'6quariuns(2.5)adurei.unesuiui.iunintiit,zii)).

Pout orlz(,.tD > 0, le second memble de la seconde 6quation du (2.5) est slrictement posi-
tif alors ia fonciioi: ,=?tii) csi sirictcriic::ii cri:issar:ic poix' ioui i', ric pius iii.it) csiconiii-iuc

.,.4
LA
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car c'est une sorution d'une 6quation diff6rentie[e ordinaire. par cons6q uent, m{t)admetune fonction inverse t{'m) qttiesf 6gafemenf confinue et stricfement croi.ssante nour torrtm>fro etenparticuliersurrintervale w* -6,m* +61. 
- --"-'r^'rr'rc,r' 

r..r

:f"ll " 
**::::?'y *'!I!.?,r @rmtian {6,2} et si ota{ia} > I paar tuart 

" @V att a pour Wt m daw. W* - d, ffi* + d,l

v(m) = v@" - 6)*o(-__/ 
*o*) (6.s)

,i , ; af*o ats

oilo} "t:yrt*a par,tafaw@n ttm4 constui Aans te teyw:6,2,
auec v (m) 

= v tm, z(t (m)))

Dtnrcruir uiiurt' Euv'r tu tiu isrru'e 6.2 u' guui. cnpr rirttet .v 
ltan i(nt) ve qui te'd i,€quatiu'

(6.2) ture dqnration diffdrentielle ordinaire facile i rdsoudre, sa solution est donn6e par(6'3)' 
r-r

pas d.eses,rets'wt 
An o. t,oitC ne

Dirnura' raiiwr. Dv (6.2) ul a

fr-+6
r,@.* + 6) - v@} _ 6.) = v@* _o 

Ie,,p (_ t u\?t, 
o*,) _ ,1

J LIC J .i.-*-

25
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comlme

Ztr(m,I) > Cr >0 pourtout meW* -6,fr* +d.Jettout T
et Qtrre

lapzlrQ4,T) ls cz<x pourtout mew* -6,fr*+d.J erttout r,
Alorslle rEecond membre de ce$e dquation est bien born6parune consta.te quine d.pendpas des caractdristiques. -v<'vtsr'rrv Yur'€ 

ft
Dansile cas ot

infcr(a(r)) = 0

of inf rmt pris pour tout f pour porur lequel la caractdristique est d€finie, i,[ y a deux casi) sttpml,t) <fr" ;

ii) {m{t), ztt}) tendvers @* ,Z*),

Dans le c:as iJ la caract€ristique

tetm(t) <fr*).

rri !* = sup{z € Eo,Vil | atz) > o}

est d6finie jusqu'au point tm(t),2(t)) avec z{t) =1, s1

Dans le cas ii) nous convenons de rconsid6rer la caract6ristique seulement jusqu,au point@*,2*).

Dans tous les cas i) et ii) on peut d6finir v{m(t),ztt)) sur les caractdristiques prdcisdes
ci-dessu.s.

Corollsdre 6,2. La solution d.e {6.21 donnde par (6.3) sur les caractdristiquw pr6cis6a ci-
dessus tst uniformiment bornde dans l,interualle Im* _ U,"rq:;r;:;,;;-;'::r;;"^

t
suplv(m) -v@* .-d)lsC' Vmelfr* -d.,supn(f)l

ott ct ne dhpend pas des caractdristiiques etsup est pris sur rnoq:* caractd^istique ddfinie
(dans le sens pr1ctsrd ci-fussw).

26
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Ddmonstratton. Dansles caractd:ristiques oi l,6quation (6.2) est valide, on obtient le m€merdsultat de la m€me maniere que,le corollalre 6.1" 
vv'vr* 

tr
Pcrur m6n11sr l'existence de solution du systdme d'6quation s t2.2)-{12.5)(sans modifi-cation) on procede de manidre anialogue au chapitre b mais on dewapr.rciserla d.finitiondes caractdristiques sur lesquelles on obfien dravtm, z)

l€ortme 
e J' I'e systdme d'dquufions (z.z)-(2.51 admet une sorution (o,v1 4a2s ra classeI*(ar) x I*(o).

D^monstrution' onvasuiwe le miime sch.ma de ra d.monstration du th€rorcme 5.r. sup-posons d'abord que cr e r*(ar) est donn*e et v.rifie res relations

a(z) > o

o{z) = g

pour -zg1Z1Z*,

pour z>Z*,
Alors' oll peut constmire les car6ct$ristiques qui sont les solutions de l,dquation (2.5) avec
les prdcisions donndes ci-dessus' on rappelle que sur ces caractdristiques le lemme 4.1
reste valable.

Or, en verto des corollaires 6.1 et 6.2 on constate que la solution vtm,z,,lqui peut 6tre
constanlie comme dans le lemme 4.1 reste uniformement born6e et donc ' e r6(c)) si on
pose v{nt, rr) = g oo,rt {m, z) e o par Jtequel aucune caract.ristique passe. Et pour {m, t) e d)
parlequtllpasse une caractdristique quipar tde Iz= zrl (voirles pr6cisions dlonn6es au d6-
but du chapitre 4).

constates ces faits, on voit aisemenet que le th€orbme6.1 se ddmontre de la m6me ma-
nidre querle th6orbme5.l. 

n
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Remarfiue 6.2. o Nous auons supposd l,existence du point7* ,20 <2* <2t, au dessusd'uque! c{z} deuieni nu!!e' !! est clai'ie que !'cn peui dlmcTiii€r le m€me r,sultat sanssupposs,etcistence d'un ter pointz* ; dans ce cas on aura s(z) > 0 pour tout z € r'o,zt.et la dtrytonstration sera plus simple.

' En ce qui co,setne runicit,, eue se fait de manibre anarngue au chapitre or.c€dent

28



Conclusion et perspectivesi

Nous avpns propos. une description d'un ph'nomdne de gr€re dans une approxima-
tion suffisement pr6cise et nous avons d6montr6 l'existence d,une solution qui repr6sente
la densitd des gouttelettes a et de grole rz of cette dernidre ddpend non se'rement de laposition a mais aussi de la masse ru.

ia qiiestioii rie i'iiilicit€ de soliiiioii est €iririi€e da's'ii cas paiticiiliei; I,er,airieii rie ceitequestion dans le cas g6n6rale peut 6tre 6tudi6 dans le future. En outre, m6me si l,espace
"La est un esiiace fcncamental pcu: i:ctre prcblSme, la questic:i ce r€gi:larit€ ce ia sciu-tion devra 6tre 6tudi6e.
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