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Reésumé

Dans ce présent mémoire nous proposons un modele mathématique du phénomene
de gréle et nous étudions les €quations différentielles de ce modele dansle cadre d’analyse

mathématique.
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sein du nuage.

Notre mémoire est organisé de la maniére suivante :

Chapitre 1 : Ce chapitre est dédié & une description physique du phénomene de gréle.
Chapitre 2 : Dans ce chapitre nous définissons les quantités physiques qu’on a besoin

dans notre étude et puis la formulation des équations de la densité des gouttelettes ainsi

Chapitre 3 : C’est le chapitre olt nous étudions 'équation de la densité de gouttelettes éta-

hlia dancle chanitra 9
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Chapitre 4 : Dans ce chapitre on s'intéresse a I'étude de I'équation de la densité de gréle
sur les caractéristiques.

Chapitre 5 : Ici nous examinons I'existence d’une solution su systéme d’équations étu-
diées dans les chapitres 3 et 4 avec le systeme des équations des caractéristiques modifig,
en utilisant la théorie du point fixe a 'aide du théoréme de Schauder, ainsi que l'unicité

dans un cas particuiier.
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DEPARTEMENT DE MATHEM TIQUES

Chapitre 6 : On termine notre travail par étudier le systtme d'équations précédent mais

sans modification, autrement dit I'étudier "presque partout".
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Chapitre 1

Description du phénomeéne de gréle

Lors de conditions météorologiques instables, se forment de gigantesques nuages ap-
pelés cumulonimbus, dont la base horizontale atteint souvent 20 3 30km et 10 & 15km de
hauteur ot1 la température est largement négative (de I'ordre de —-40°C).

Le cumulonimbus peut étre divisé conventionnellement en trois zones, une zone infé-

P
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cristaux de glace,

Alintérieur d’'un cumulonimbus, de forts courants verticaux ascendants et descendants
provoquent d'importantes turbulences,

Les courants ascendants portent les gouttelettes d’eau vers le haut traversant rapidement
des zones de température négatives, les gouttelettes se solidifient et donne naissance 4 un
nombre important des cristaux de glace, mais elle peuvent également rester en surfusion
jusqu'a —-339°C, seion qu'eiies contiennent ou non, un noyau de congéiation.

Une fois formés, les petits cristaux de glace vont continuer leur ascension dans le nuage
€11 Brossissant par absorption de guuiteleties d'eau ce gui génére des petits gréions, ces

derniers sortent du courant ascendant, mais pas du nhuage, pour plonger vers le bas sous



Peffet des courants descendants. s'ils ont asgey fondu a la descente, ils reprennent le che-
min ascendants et continuer 3 8rossir, ce processus peut étre répété plusieurs fois jusqu’au
moment o1 le poids de ces grélons devient trop important, brovoquant leur chute de plus
en plus rapide donc leur parcours a température positive est trop court, ils n’ont pas le
temps de fondere, ils restent durs, et arrivent au sol sous forme de gréle. Les grélons qui en
resuitent sont forme aiors de plusieurs couches qui sont simiiaire a un oignon en coupe

transversale, la présence de ces couches diverses et successives montre que le grélon, au

midité trés variables.
Quant a leur forme extérieure, elle est généralement sphérique. Or, nous avons qu’'une

goutte liquide ahondonnée dang I'air en chute lihre prend Ia farme d’une larme qui est

celle de moindre résistance, Si le grélon est sphérique, c’est que cette goutte, pendant sa
congélation, a été roulée par des courants, dans tous les sens.

Néanmoins la gréle reste un phénomene rare du fait que seul 10% des cumulonimbus
géneérent des grélons pouvant atteindre le sol, les averses de gréle durent peu de temps

(environ 5 a 10 minutes) et ne concernent que la superficie limitée traversée par I'orage.



Chapitre 2

Formulation du probleme

2.1 Définition des quantités physiques

Les quantités physiques que nous devons considérer son :
p = p(2) la densité de I'air sec,
7ty la densité initiale de 1 G liquide contenue dans ies gouticleiies,
0 =0(z) la densité de H,O en I'état liquide contenue dans des gouttelettes,
v =v(m, z) la densité de H,0 en I'état solide contenue dans les cristaux de glace,
Les densités o(z) et vim, z) sont exnrimées comme masse par 'unité de volume de I'aire.
v = v3(z) la vitesse de I'air ainsi que la vitesse des gouttelettes (dans le présent travail nous
la considérons comme une constante positive),
U(m) = (0,0, Us(m)) la vitesse des Cristaux de glace de masse m, (dans la suite Us(m) sera
notée U(m) )

Un peut supposer que U{m) est une fonction décroissante de m et que

U(m) >0 pour m < m*



U(m) <0 pour m > 77*
Um*)=0

pour une certaine valeur critique m* > 0,
T'=T()la température (nous la considérons comme une fonction décroissante donnée).
Cela étant, nous supposons que la quantité de condensation (dans I'unité de volume et de

temps) est donnée approximativement par

( dp 4 _ aT\
b(z);:'HOT__‘;”vs(T)T_’V
A UL U 1 us’

ol ys(T) désigne la densité de la pression de la Vapeur saturée. (pour la définition de la

pression de ia vapeur saturee voir 130

Kis(T; m)o(z)

le nombre de nouveaux morceaux de glace dans I'unité de voiume,

On suppose que

Kis(T;m)=0
et que
Kis(Tym)=0
pour
T'=<273-15°K
pour
0<m=<Tmnyg, mz=m,



C’est a dire

Kls(T; m)>0

seulerneni pour

0<ﬁ0<m<ﬁ1<oo

pour certaines valeurs 77, et .

2.2 Formulation des équations

Les gourrteiettes givrent sur ies nNoyaux de giace et forment une couche d'eau surfondue
a la surface, ce qui donne alors naissance a un grélon dense, d’oit l'augmentation de la
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rapport a la masse de morceau de glace; on peut estimer que Z;g(m) ~ m~1/3)

On sunnose que 7;.(T(z), m) et B 71(T(2), m) sant continues et Z1:(T(z),. m) >0,

Donc la solidification totale est donnée par le terme
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En appuyant sur les considérations précédentes, on écrit I'équation pour la densité de

goutteiettes comme suit
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/_\ b(z)v— yazar(z)—()'[ [KIS(T; m)dm + [le(m)v(m;z)dmj =0

| 0 0

ou
d d _ aT
| bla) x 7o 2L TFTus(T) o~ 2.3)
1_\____  &!

On suppose que b(,) € L™([zp,Z1]).

D'autre part Péaquation de la densité de gréle que nous considérons est Péquation aux dé-

rivées partielles

r _ —
0 o)
52 (vm AU+ 2 (vom, ymz, 1 mo(z)) =
0z om
| = Kis(T; imjo(z) + Z,i(T; i {zjv{i, z) 2.4 |
L ]
Sur les trajectoires (sur le plan(m; z)) de chaque morceau de glace on a le systéme sui-
vant
[ } ]
| ((dz _ i) |
dr
(2.5)
dm
| 77 = mZ(T(z); m)o(2)

r
L

Pour la formulation de ces €quations nous avons suivi les idées de [7] et [6].



Chapitre 3

Etude de I'équation de Ia densité de
gouttelettes

Dans ce chapitre nous allong étudier I'équation (2.2) en supposant que la fonction
v(m; z) est connue,

Soient 0<Zyp<Zz <00, 0 < g < oo.

Proposition 3.1. Soit v(m;z) une Jonction donnée dans L>®([my,00[x[Z0, Z1[). Alors
léquation (2.2) avec Ia condition initiale 0(Zy) = gy(= 0) admet une solution o et une

seule dans L((Zy, 7z, ) et la solution o a | ‘expression

0(z) =ogexp f fK,S(T m)dm+szs(m)v(m z)dm]dz)
Zp

f b(z)exp f f Kis(T; m)ydm + f Zis(m)v(m; z")dm]dz")d 3.1

-~



Démonstration. On femarque que I'équation (2.2) contient une seule fonction inconnue
0 et est linéaire par rapport a g, ce qui facilite la résolution de I’ équation.

En réecrivant I'équation (2.2).0n a

0.0(z) = —a(z)o(z) + b(z) (3.2)

a(z) = = f Kis(T; m)dm + f Zys(m)v(m; z)dm] 3.3)

D’ apres ie théoréme (0§ emstence et d'unicité des equatlons différentieiies ordinnaires ce

probléme de Cauchy admet une unique solution exprimée par

z
-fa(z’)dz’ f» —fza(z”)dz”
0(z) =0ge @ + | b(Z)e 7 az
J
Zp
ou encore
< 5 o0
(- [2]] [ :Ndm|d)
ad(z) =agoexnl — | = KiAT:mddm«+ | 7, simvim: Ndm | d7 |+
Ul J - ] ]
Zo 0 0
z z 0o 00
r' EAY f ]'r T r —~ ‘ 9 4
'f" U(Z}b‘)ip[" I :, I .l\ S(.l m)um-r- I Z s{/ﬂ} V(ﬂ'l,Z )umluz }uz
Zg ;’ ] 6 0

Proposition 3.2. On suppose les mémes hypotheses de la proposition 3.1, et que

di(T) dT
s dr dz

Alorsona

0(2) = 0(Zp) + 7T ,5(T(Zp))

Vz=2g
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z
0(2) =0 Zp) + I'r&zfa(z’)az'
Z
etde I'équation (3.2) on a
0-0(2) < b(z)

ou encore

A iy ARy(T) AT

= dT dz

En rappelant que Tys(T) > 0 pour tout T > 0, on obtient

4
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Laproposition cst démontrée, O
PN dﬁvs(T) dT . .
On rapelle que I'hypothese b(z) < BTN est conforme & I'expression approxi-
Z

mative de b(z) donnée dans (2.3). Cette approximation est également conforme aux rela-

tions physiques du phénomeéne.



Chapitre 4

Etude de I'équation de Ia densité de gréle

2z

Quant aI'équation de la densité de gréle, il nous convient de la considérer sur les carac-
téristiques. On va donc définir avant tout les caractéristiques pour I'équation (2.4). Pour

cela on considere I'équation (2.5) avec les conditions initiales

[ mO) = m (my < m<m*)
{ “.1)
l z0 = 7
ou
l’ {0 = Ty
4.2)
] z0) = Z (zpszZ<Zzy)

selon la position du pointde départdela caractéristique. On désigne les solutions (m(t),z(1)
par
m(m, zo; t) , z(7, Zy; £) dans le premier cas
ou

m(ip, Z; t) , z(My, Z; 1) dans le second cas

En outre, il faut considérer également les caractéristiques qui parent de {z = Z1}, méme si

nous supposons que v(m(t), z(t)) = 0, sur ces caractéristiques.

10



On va supposer que 7* = m; de sorte que Ki5(T(z), m) est identiquement nulle sur ces
Caractéristiques. En tout cas, I'équation (2.5) nous permet de définir, formellement, ces
caractéristiques, que nous désignons par m (. i : 1), z( . 1),

En transformant I'équation (2.4) sur les caractéristiques, on aura
M "\\)

d
22V Um0, 2(0) = ~v(m(®), 2(0) mo (2(6)) (9 Z4,(T(2), L) ——

| |
L + Kis(T(2(8)); m(0) o (2(2)) 4.3)

sur chague caractéristigne Nang Pexpression (4 2) an entend

m(t) = m(m’zﬂ) t) ou m(mO; E) t)
et
z(1) = z(M. Zn; ) ou z(Tiy, Zit).

Cette équation doit étre envisagée avec la condition initiale

vim0),z(0) = v(m, 3,

pour obtenir v(m, z).

' Lemme 4.1. Supposons que o est donnée dans L™ ([z,,Z;[) et que l'équation (2.5) avec

les conditions (4.1) ou (4.2) admet la solution (m(1), z(¢t)). Alors sur la caractéristique

11



(m(8), 2(1)) Véquation (4.3) admet la solution unique

t
vim(2), z(1)) = v(m(0), z(0)) exP[ - f mo(z(t))(0,, Z15(T(2), m))dt’)+
0

t ¢
" f Kis(T ('), m(£))o (2(£)) exp( ‘ f ma(t”)(ﬁles(T(z),m))dt.‘”)dt’. (4.5)
0 t

Démonstration. Comme (4.3) est une équation linéaire parrapporta la fonction inconnue
v(m(1), (1) et que les fonctions 0(2(0)(0mZ15(T(2), m)) , m=m(1),z=z(z) €t
Kis(T(z(0); m( 1))o(z(¢)) sont bien définies, I'équation (4.3) avec la condition initiale (4.4)

admet la solution unique (4.1). a

Onrappelle queles caractéristiques sont bien définies pourvu queles seconds membres
de (2.5) ne s’annulent pas simultanément. Or, a priori on ne peut pas exclure I'éventualité

de présence d’un point (m, z) o1 'on ait
Um)=0(z)=0

et donc

Ulm) = mZ;(T(z); m)o{(z)="0,

en annulant simultanément les seconds membres de (2.5). Dans ce Cas on ne peut pas ap-
pliquer le lemme 4.1 pour obtenir v(m, z) pour tous les points (m, z) de Q. Pour contour-
ner cette difficulté, dans le prochain chapitre on va utiliser une approximation de I'équa-
tion et dans le chapitre successif on va examiner la possibilité de résoudre le probléme
“presque partout”,

Pour les équations approchées que nous allons considérer dans le prochain chapitre, nous

12



AT

introduisons une approximation en considérant au lieu de systeme (2.5) le systéme d’équa-

tions

dz
[ Et- = U(m)
i =
l %’-;i = mZ(T(z);m)max(c(z),e) €>0

Pour cette approximation nous avons le résultat suivant

Lemme 4.2. Soit 0(2) une fonction donnée dans L°([Zy,%,[). Alors l'équation (4.6)
avec les conditions (4.1) ou (4.2) admet la solution (m(1),z(t)) et sur ces caractéris-
tiques (m(1), z(t)) l'équation (4.3) avec la condition initiale (4.4) admet une solution
v(m(t),z(1)) et une seule; les fonctions v(m(t),z(t) ainsi obtenues, quand elles sont
considérées comme une fonction définie sur [Ty, 00 x [20,Z1[, forment une fonction ap-

partenant a L ([Tiy, oo x [Zg, Z1 [).

Démonstration. llsutfit de remarquer que les deux seconds membres du systémes d’équa-

tions (4.6) sont partout bien définis et ne s’annulent pas, ce qui nous permet de le ré-
soudre partout. Cela étant, on peut résoudre i'équation {(4.3) avec ia condition initiaie {4.4)
comme dans le lemme 4.1. En outre, comme le second membre de I'équation (4.3) est

borné, on voit aisément que la fonction v(m, z) considérée sur [y, co[x [Zp, Z1 | appartient

(. ~alx (7, 7. 1N El
rTegyyvie g Ly yr e~ "



Chapitre 5

e S,

Existence d’une solution de I'équation
approchée

z

Dans ce chapitre nous allons démontrer I'existence de solution du systéme d’équa-
~ tions approchées (2.2), (2.4), (4.6).

On définit d’abord l'opérateur G qui, 4 une 0, la solution des systeme d’équations ¢. Plus

] précisément on pose
ral s I
U — ol
avec
G Pl -~ [®Q)
. g — 12
et
Y OO r~ 007
(€] L Qi) — L {wj
vV o - g
ou

Q = [mp,00[xw, w = [Zy, 7],

z

™ o est la solution de I'équation différentielle ordinaire (2.2) et v est la solution de I'équation

{4 D cur channa caractérictinnia
Usedj Sl LLalid vRigLieagug,

oo
[



Théoréme5.1. poyr loute >0 le systeme d ‘équations(2.2) -(2.4) avec I'équation des carac-

teristiques modifiée (4.6) adme une solution (0,v) dans la classe [ (w) x L®(Q)

Tt LD £ aA0. L __3__
ULLdarit 1< ICULCIIIT Uc OUVIIAUUTT

i
| Théoréme 5.2 (Théoreme de Schauder). Toute application continu P d'un ensemble

compact convexe Q d'un espace de Banach X dans lui méeme possede un point fixe.

T L mmanaaa, P R mim i, 2 mam Al
Dé £ e e Aol al

e et ~ A - ) SR ek Lo tu  VITT
TV LT Lt Git. ¢ vul ra UCLLIULSUTation Uu wiCuUiTiiic Uil poutl CO1 i,

rTA1 m +.
[‘*j,\;llaylti cAaA v

§3. O

Afin d’appliquerle théoréeme de Schauder on considére un ensemble convexe B défini

par
B={oel®Ww),o(z)=0 pour tout z € [z, Z; [ et
o Nl 2oy < 0(Zo) + 7245 (TZg))}
on a d'aprés la proposition 2.0 C{B} = B cton montre quc C(B) cst compact on utilisant

le théoréme d’Ascoli-Arzela.

Théoréme 5.3 (Théoreme d’Ascoli-Arzeld). SoitG un domaine borné fermé de | ‘espace
euclidien E". Considérons | ‘espace des fonctions continues €(G), soit M un ensemble de
Jonction dans € (G).

Pour que 'ensemble M €(G) soit compact, il faut et il suffit que les fonctions de M soient

15



i L3 . 2z 2z
?z) uniformément bornées;

i) equicontinues

Demonstration. vour ia demonstration du théoreme on peut consulter ie iivre [8], Cha-

pitre V, §1. O

réela nranncitinn 2 2 tniitac ]os fonertianc ada Rennt uniformémant

Y ’
En aoffat
Eneffet, onadaprécla preUpOStion 3.2 toutec lec fonctione = sontuniformément

44 aa aa

bornées doncle point i) du théoreme est Vérifié.

En ce qui concerne 'equicontinuité on aura besoin du lemme suivant
Lemme 5.1. Sive L®(Q), glors 0 () est lipschitzienne,

Demonstration. Soient 21,23 € [29,Z1] teis que z; < zp alors

2
lo(z) —a(z) | =| J[ 0.a(z)dz7 |

<1

22
sfl@zza(z’)ldz'

<1 )
sfl-ll;[szs(T;m)dm+szs(m)v(m;z')dm]IdZ'+fb(zl)dzl

21 0 0 4]

comme toutes les fonctions sous les signes d’intégral sont bornées on aura

(i) —u{a) IS Licy— <1

ou L est une constante, O

16



Pour o € G(B), par le lemme 5.1, bour tout zy, z; € [Z),Z;[, 3L une constante qui ne

dépend ni de z ni de o tels que

lo(z2)—0(z)) |< L] 2=z |

. . € ———
SOt £ > (), soitn = T alors Vzy, z, € [z, 271

122~ 21 |sn =] 0(zy) —0(z)|sLlizp~z |<e

Ce qui est exactement I'equicontinuité de G(B), alors le point ii) est aussi vérifie,
Donc d’aprés le théorame 5.3 'ensemble G(B) est compact.

Maintenant on va démontrer que I'opérateur G est continu,

Lemme 5.2. Lopérateur G est continu de L™ (w) dans lui méme.

Deémonstration. Soient (g1,v1) et (02,v2) véritient le systéme (2.2),(2.4),(4.6)
Premiere partie On va montrer que G, est continu

En effet, si v et V2 sont deux soiutions de i'équation (Z.4) on a
4 (m(1), z(1))
==vi(m(D),z(p) =
dt '

- 5 fnma TN 7 e N vy, (T =l NN e can (N (o0
- _Vl(""(U; "UU(UmLfls\-l \&Js I1L]] T Nfgi 1 \‘lktlh "Ht/l‘—li\"u}!

—Va(m(t),z(1) =
dt

4 5 - (Tl ) val £\ e £l 411
= ‘V'Z(m(t)»Z(Z‘))(émzw(T(s«)» ) Ss\A &y i E) )T {Z(E)

En faisant la différence entre les deux équations on obtient

d d
EEVZ(mm’Z(m = d—tvl(m(t), z(t)) =
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= [=v2(m(z), 2(s)) +v (m(t),Z(t))](amzzs(T(Z), m))+
+Ki5(T (2(0)); m()lo2(2(1) - 0, (2(2))]
En posant
E=v2—v1,Z:02—01

T 3. ea L . B e
la ucriicie cquauuu ucvieiit

T eaa £ =l £

—\ife\ e I)N\"// N
dat

= =E(m(0), 2(6)(0,, Z;(T(2), m)) + Kjs(T((t)); m(1)Z(z(t))

LY\ ronr\lwoﬂf Fl'\vmc\"nmohf ]’an‘li'}‘hn?‘\ hYunol‘,oY\fQ NN anra
i iTC

ANPLIAIAIVARITII 1 A MLLALT Ui QU3

E(m(0), z(1)) =

t t
I1AS SETNN o il - ( r o G S P JIN 3,
_‘J 1\18\1 l"U/ 1)y FTEL JIU (&t }]UA_[Jl—J Umsisi 4 \“'U' //: ’”U’ Ilu" }ML
0 0

Alors sur chaque caractéristique y on a

I E o=k = Il 20 () 6.1)
s - FREA i dénend nae Aaa
UUL v \/L)L Une \/ULIUI.L{LIL\/ \1\4; e UT T Pas Uc ¢

ona

8
.;8

ﬁ,,rrl(z):—i, / Ki(T:mddm+ | 733(m)1/1(m;z)dm,rrl(z)+h(z);
vlJ J I
0 0
o0 O
- 1[ fv (T 2 Tans o [7 £a Vs, ..\,I,,.,.L,-__/..\_.__L,_/.\
Uzl i) —'_—[ EN[SAL yiTojin it ] Lijsiiicj v4\up,~/w”pju4\~/ T RS Ay
vl/ :
0 0
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en faisant la différence on obtient

¢.9]
f {222\, Ivm N Ay ()
J SUiej vy &j G iiiT T}

(e.0]
_A; Ter (Y (21 — [’7 /m\al {293+ =) /’mr" (=) 1
ACH AT L\~ = SRV [RPivyjivi AT RO A

cl'—'

v)

0
f sim)vi(m; z)dmag(z)——szs(m)vl (m;z)dmo (z)+
U 0
(& V) 1 (S V)
f Zis(m)va(m; 2)dmos(z) — 5 f Zis(m)vy(m; 2)dmo (z)
0 0

17
=3 j Zisim)vy(m; z)dm(os(z) — 01(2))
0

| e

| Zisim)(vaim; z) - vilm; z))amoz(z)

o
0

“

<

an nncant
Sl

JeivE-4y

[1]
i

Vo—v1,Z=02—-0,

la derniére équation devient

(o 0] 1 o0
02 (2) = % f Zis(m)vi(m; 2)dm(Z(z)) + > f Z1s(m)(E(m; 2))dmoy(z)

en résolvant I'équation précédente on aura

3(z) =

Z

=== f Z1s(mE(m; z)d mag(z)]exp [ f Zzs(m)vl(m,z”)dm)dZ")

Zo O

I Z Ml o@y< &' || E |l ooy (5.2)
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ol k' est une constante.

En combinant les deux inégalités (5.1)-(5.2) et en rappellant que dans I'inégalité (5.1) k ne

dépend pas de la caractéristique v on obtient

I ZNzo@= k' | Ellzo @)= Kk 1| 2 |l 1oo(w)

ou encore

I Z N zoo(wy= & 1| Z Il ooy (5.3)
ot k' — kI
Par conséquent I'opérateur G est continu. O

Démeonstration du théoreme 5.1.
On voit que al'opérateur G est continu d’apres le lemme 5.2 et la compacité de G(B) est as-
surée par le théoréme 5.3. Par conséquent, d’aprés le théoréme 5.2) (théoréme de Schau-
der) i exisie un €iémeni o € L%w) il yue o = G{u), esi-a-dite U saiisfaii au sysicuue

(2.2)-(2.4) avec le systeme modifié (4.6). Ce qui achéve la démonstration. [J

Vesaminis

M no 12 mnmcnvn s Vo A Tiatiman mar, il
ALl LT il LULILULIIT 1 {7

H .’:‘_!'2 L/ IITIATm MIATIO AT arsaIiamo N1ia o3 la Fore otawmia L TIITII
Uiiivit 1@ DULULIVLEL, 11U UL 1T1LIai Y uuiis YUy, Oida LULidlalilie v lgus

rant dans (5.3) est suffisament petite, alors la solution est unique.

| Proposition 5.1. Si k" < 1, alors la solution du systeme (2.2)-(2.4) avec le systeme modifié

| (4.6) est unique.

Deémonstration. Nous supposons que le systeme (2.2)-(2.4) admet deux solutions (01, V1) et (02,V>)

pososns

Z=02—-01€lE=vy—V;

20
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en rappellant I'inégalité (5.3)

'l o

T = LT

I3, <
i~ WL (W=
On voit immédiatement que si k” < 1 alors

2=0.0uos=01

par conséquent, de (5.1) on aura

[1]
Il

0,ouvy,=v;

d’ot1 I'unicité.
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Chapitre 6

Existence d’'une solution de 'équation
(non modifiée)

Dans ce chapitre nous allons considérer le systéme d’équation (2.2)-(2.5) sans modifi-
cation. En outre sur les fonctions données, nous faisons des hypothéses plus proches de

la réalité physique. Plus précisement nous supposons qu'ily aun z*, zp < z* < Zj, tel que

Kis(T(z),m<oo pour Zy<z<Z*

[o.0]
leS(T(z),m)dmﬁoo pour z—7Z*
0

b(z) =0 Vze [20,21],

b(z)=0 Yze(zZ",Zi]

Comme nous I'avons vu dans le chapitre 1, z* devrait correspondre  la hauteur ayant la
température ~ —39°C.

En ce qui concerne le coefficient Z;4(T (z), m), pour le moment nous supposons seulement
Z15(T(z), m)continu, Z15(T(z),m)>0,

aleS(T(Z)) m) < O}
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0:2Z;5(T(2), m) = 0.

Ces conditions correspondent assez bien aux conditions physiques réelles.

Lemme 6.1. Quelque soitve [*(Q),v=0,o0na
o(z)>0 gonr Zpez<i,

0(z)=0 pour z=%".

Démonstration. On rappelle 'expressioon explicite (3.1) de o(z) obtenue dans la propo-

sition 3.1. En substituant dans cette expresssion les relations suivantes

VAR e o]
fles(T(z’),m)dmdz’ <co pour Zp<z<Zz,

Zp 0
z*

fles(T(z'), m)dmdz' = oo,

20 0

on obtient
0(z)>0 pour Zy<z<Zz,

—_—k

0(z)=0 pour z=7Z".

O

D’autre part, pour I'étude de v nous avons besoin d'une analyse approfondie au voisi-
nage de 7" ot U(m") = 0, pour cela on considere I'intervalle [77* — 8, 7" + 6] avec § > 0.
Nous nous intéressons dans le cas ot la masse 7* est suffisamment grande, donc il est

naturel de prendre

Kis(T;m)=0 pour me[m*—6,m" +6]
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Avec ces considérations, I'équation (4.3) se réduit 4
d
:z.-tV(m(t),Z(t)) ==v(m(0). 2() Mo (2)(0m Z1(T(2), m)) (6.1)

pour m e [m* - §,7" + 6] D’autre part, de I'équation (2.5) on déduit également que

1 dr 1
d_nta Cdm T mZ,(T(2): ma(z)

2

dt
Donc en multipliant I'équation (6.1) par T on obtient

d ales
—V=—y—— 6.2)
dm le
Remarguie 8.1, Fi tericiit commpie e i comidietmm 2 (M6 % 3y o n 7. IR I amZZS
ncuual.quc Oels LI IETIGFL LUIIL’{JLC Ue W CUNGLLIOn Lis\ L \K&), FTLj] 2 U, L yuurieee 7
A
est bien définie pourvu que o est strictement positive.

Pour I'étude de I'équation (6.1), on donne les lemmes suivants

Lemme 6.2. Soit (m(t),z(t)) la solution du systeme d'équations (2.5). Si o(z(t)) > 0 pour
toutt appartenant a l'intervalle qui définit la solution (m(t), z(£)), alors il existe une fonc-
- tion continue et strictement croissante t(m) définie sur [m" — 8, m"* + 6], qui est la fonction

inverse de m(t).

Dérnonsiraiion. Suppusuus yue i sysieie d'€éyuations (2.5) aduet une soluiion (mii), z(i)).
Pour o (z(1)) > 0, le second membre de la seconde équation du (2.5) est strictement posi-

R TR T T Vs PRy L R Strictomiont ovniggamtn mmzae et £ A~ alioo 3230 ) mod e ata o
Ll aiuld id 1ULICUIULL 77ei i) ST STTICITITICIIL Cigissainic puuL woul i, uv pius i) TSt COIIGIUC



car ¢’est une solution d’une €quation différentielle ordinaire. par conséquent, m(f) admet

m > iy et en particulier sur I'intervalle [77* — 5, 777* + o]. O

Lemme 6.3. Si (v(m( 1),z(t)) est la solution de léquation (6.2) et si 0(z(8)) > 0 pour tour
t, alors on a pour tout m dans (7" -6, m* + 6]

m

v(m)=v(ﬁ*—6)exp(— / am?'lzl—sdm’) (6.3)
S
it -6

ouv(.) est exprimée par la fonction t(m) construite dans le lemme 6.2,

avecv(m) = v(m, z(t(m)))

Démonsiraiton. Buveriudu femume 5.2 o peuiexpriter v par () ce yuitend 'éyuaiion
(6.2) une équation différentielle ordinaire facile a résoudre, sa solution est donnée par

{6.3). O

Corollaire 6.1. La solution de (6.2) donnée par (6.3) est uniformément bornée dans I'in-
tervalle (" — 6, " + 61, C'est 4 dire

lvﬁi*+6)—v(m*—6) I=C

0u C ne dépend pas des caractéristiques.

Démonsiruiion. De (6.2) ur1a

mE+6

0,
v(m*+6)—v(m*—5)=v%*—6)[ex_(— | —%Zﬁ 1]
i 4 **— s 7 1
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comme
Zis(m,T)>Cy >0 pourtout  me [m* -5, + Ol ettout T

etque

[0mZis(m, T) |< C2<00  pour tout me [m* -6, m* + 6] et tout T,

Alors le second membre de cette équation est bien borné parune constante qui ne dépend
pas des caractéristiques, O
Dans le cas ol
info(z(r) =0
ot infest pris pour tout ¢ pour pourlequel la caractéristique est définie, il y a deux cas
i) sgpm{ft) <m*;
i) (m(t),z(t)) tend vers (m*,z"), ouz* = Supiz € [2zo,z1] | 0(2) > 0}
Dans le cas i) la caractéristique est définie jusqu’au point (m(1), z(1)) avec z(r) = z) et

(etm(t) < m,).

(m*,z").
Dans tous les cas i) et i) on peut définir v(m(t), z(t)) sur les caractéristiques précisées

ci-dessus.

Corollaire 6.2, La solution de (6.2) donnée par (6.3) sur les caractéristiques précisées ci-

dessus est uniformément bornée dans l'intervalle [m* -6, supm(r)], Clest-a-dire
t
Sup|v(im)-v(m* ~-6)|1=C’  Vme (" -8, supm(s)]
7

ot C' ne dépend pas des caractéristiques et Sup est pris sur chaque caractéristique définie

(dans le sens précisé ci-dessus).
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Démonstration. Dansles caracteristiques o1 I'équation (6.2) est valide, on obtient le méme

résultat de la méme maniére que le corollaire 6.1 O

Pour montrer I'existence de solution du systéme d’équations (2.2)-(2.5) (sans modifi-
cation) on procéde de maniere analogue au chapitre 5 mais on devra préciser la définition

des caractéristiques sur lesquelles on obtiendra vim, z)

"
i
i

| Théoréme 6.1. Le systeme d’équations (2.2)-(2.5) admet une solution (0,v) dans la classe

it

i
| L(w) x L),

I

Démonstration. Onva suivre le méme schéma de Ia démonstration du théoréme 5.1. Sup-

posons d’abord que o € L® (1) egt donnée et vérifie les relations
0(2)>0 pour ZH<z<Z,

0(z2)=0 pour z>%*

Alors, on peut construire les caréctéristiques qui sont les solutions de I'équation (2.5) avec
les précisions données ci-dessus. On rappelle que sur ces caractéristiques le lemme 4.1
reste valable.

Or, en vertu des corollaires 6.1 et 6.2 on constate que la solution v(m, z) qui peut étre
constante comme dans le lemme 4.1 reste uniformement bornée et donc v e L®(Q) si on
pose v(m, z) = 0 pour (m, z) € Q par lequel aucune caractéristique passe. Et pour (m, 1) e Q
parlequel passe une caractéristique qui part de {z = Z1} (voir les précisions données au dé-
but du chapitre 4).

Constatés ces faits, on voit aisémenet que le théoremes.1 se démontre de Ia méme ma-

niére que le théoréme5.1. O
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Remarque 6.2. « Npys avons supposé l'existence dy, pointz*, zy < 7* < 21, au dessus

Arimrial f 0 Anriiams mrlla 77 88t oladvn 0 1 2ot Adrnantens 1, 211 Arnn #3011 14t ormgan

wiijiile U (€ A A Ao Piweiil, ii 251 Celei T yaul o C.”.‘, Flui WiCiieoivir OF W iiiCiiie ] Coiiiiiii DA
Supposer l'existence d’un te] PointZ* ; dans ce cas on aurao(z) > 0 pour tout z e [Z9,71]
et la démonstration sera plus simple.

* En ce qui conserne | ‘unicité, elle se fait de maniere analogue au chapitre brécédent.
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Conclusion et perspectives

Nous avons proposé une description d’un phénomene de gréle dans une approxima-
tion suffisement précise et nous avons démontré I'existence d’une solution qui représente
la densité des gouttelettes o et de gréle v ou cette derniére dépend non seulement de la
position z mais aussi de la masse m.

;- ———— e Y _ Lo = . ==To_ i _ _ ——t Zu__ 2 _ T A T - . | W = SR D
La YUOdLIUII UE 1 U eie uc DULULIULL €S €U UICC Uaild uil ad l.ld]. I.lLuU.Cl, 1 ©AaAlliCii g¢E Leue
question dans le cas générale peut étre étudié dans le future. En outre, méme si I'espace

700
As

tion devra étre étudiée.
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