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Introduction Cfrapitre 1

l.L Pr6sentation

En tant qu'objet math6matique, Ies 6quations differentielles stochastiques doiventleur essor au math€maticien japo'ais Kiyoshi It6 qui a pos6 ies jalons th6'riques def intcgrale stochastique et des r€gres de carcul y aff6rant. Leur ut'isati.n 6,n 1urr,qu'outil rnath6matique pour la m.d€lisation en finance s'est rargement r€;pandue cesderni€res d6cennies, notamment depuis le fameux moddle de Black & ticholes. Dans
ce demieq, ssus la probabilit. risq'e neutre, unique en 

'occurrence, 
le prb( (&)>o

'd'une action cot6e en bourse suit une EDS lineaire i coefficients constants :

dst_rS1d,tIoS7d,W6,

tt et r repr6sentant respectivement -ta volatilitd et le taux d,int6r6t sans rjisque et
(W)r>o d6signant un mouvement Birownien r6el.

S. Acr{ouq! et t{. n(a1sjs Mast er: tyo 6afii{it6s et app{ications Univ.Guelma (Jtuin 201g)



L.1 Pr6sentation

ouke ra compl.tude, un des avantages de ce mod.re, et ce qui expri,que en bonnepartie le succds qu'il a rencontrd, est le fait que l'on dispose d,une solution explicitepour ie prix sous la probabilit€ r:irsque neutre, d savoir 51 : gosowt+t,_$)t,permettant
de menc.r d bien piusieurs calcul.s irmpcrtants en pratique : calcul des pr:ix d,options
europeennes (ca[, put. . .), des;sensibili.t€s de ces prix par rapport aux param€tres
(les grecques), des prix de certai:res options exotiques (options barridres, option
lookbacl<, ' ' '), etc. Toutefois, re nnoddle de Black & schores n,est pas exe:npt de
critiques et il est av6r6 depuis rorrgtemps que res hypothdses sous_jacrentes d ce
dernier ne sont pas en ad6quatio.n avec les marchds financiers, surtout la constance
de la volatiiitd. D'oi l'6mergence de nouveaux modbres, beaucoup prus ;:6aristes,
comme les moddles i volatilitd stochastiques, o.i la volatilit€ est supp's6e suivre une
EDs autonome rSventuellement corrdl€e avec celle qui gouverne le cours cle l,action,
ou encortl les mod€les i voiatilitd locale, oi la volatilit€ est fonction drr ternps et du
cours de raction- Malheureusement, il est alors rare de tomber sur des, EDs qui
admettent des solutions expiicites'' ce qui justi.fie le besoin de recourir 

'ur: 
methodes

num6riques.

Plus g6n6rarement, il arrive souvent, en finance comme en d,autres do:maines
d'applicarions des mathematilruesi, que |on cherche d calculer des quarrtitds qui
s'dcrivent sous la forme

E f/(x,),.r0."r]
ori .f est une fonctionneue donn6e et le processus (X1)1.[0,"] est la soruti'n d,une EDS
que l'on ne sait pas r6soudre explicitement. Pour un probabiliste, qui di:t errp6rance
rlit m6thodes de Monte-carlo (le chapitre 1 est consacr6 i des g6n6ralitis $ur ces
rn6thodes).

ces methodes ndcessitent de savoir simuler I'EDS du sous-jacent. souvent, il faut
recourir i cles sch6mas numdriques, ce sera l'objet du chapitre 2. De plus, rn6me cette
cliscr.tisation effecfu.e, il peut s,avrSrer que la m.thode ne soit pas effica.ce, par
exen'rple lorsque la variance est tropr 61ev6e. Les m6thodes de r€duction rce variance
permeftent dtviter ce genre de diffiicult€ (voir chapitre 3).

S. ACi{ouE! et 1{. NArDl.fl Msster : t\o 6 a6i{itis et apptbatiow Univ.Guelma (,Iuin 2013)



1.2 Rap sur les mdthodes de Monte Carlo

Enfin,Ia

aujourd'h

chapitre

.'nce pose d'autres Frrobldmes nettement plus ardus et qui riont encore
i I'objet de d6veloppement constant:

- L'6val tion du prix n'est pas le prus important et m€me un prix ne rEert a rien si onne pas une skatdgie.

- U6val ion des grecques (Ies d6riv6es du prix par rapport au point initial ou a ravolatili

I.2 pels sur les mEthodes de Monte Carlo
Dans cette nous r6capifuIo:ns bri€vement les r6sultats fondamenterux reratifs

est un probrdme complexe du au fait qu,il s,agit d,une difftirentierle {voir
).

de Monte-Carlo. Cls techniques de simulation se basent
I sur deux grands r€sultats de probabilit. : ra roi forte dres grands
it le r6sultat de convergence; le thdordrne centrale limite, plus pr6cis,

uer la vitesse de convergence.

-2.1 (la loiforte des;grands nombres). Soit une suite d.e va;dn1les al1ataires
z;i > 1 suiaant toute Ia miwe roi que z.Arors si*(zn ( -Fo., on apour

I

"31*; @r(u) + Z2(w) +... + z*(u)) :ffi{z}.

aux

nombres

permet d'6v

lfnEonEMs

inddpendan

presque taut

II suffit alors considdrer des trajectoires ind6pendantes distribu6es sui'ant ra
m€me loi notre processus d'It6 X , (&)r>u>,, partont donc de r. Le pnincipe de
base des de monte-Carlo consiste arors i considdrer l'estimateur
convergeant de l'espdrance du prix sous la probabilitd risque neutr,e :

: 
* p (r-'lo'"("'x')* f (xu,r,, ftu,r,, .,., Nnr*))-* p(,,

ddsormais on

pour alldger

rtera dans ce paragr'phe, A(c) : s- ff ,(",x.)ds f (*u,r,, *,i,tz, ..., *u,r^)
notations.

S. ACt{ow\1 et
^&IDJA

Mas ter : e,ro 6 a6i"{ites ct app ficatioru Univ. Guelrr:La (Juin 2013)



lgl3fm6tod eld e Monte Carl o

TllronEuE'1..2.2 (W6orime de Ia Limite Centrale). Soit une suite de.aarinbles aldatoiresinddpendantes Z6;i, 2 1 suiaant toiute Ia mdme loi que Z. Alors siV(Zz)< +:o, et en notantLtar sfl oariance on a

Erreur:grr-I,.-
fi \zt + Zz * ... a 2,,) - M(Z)

T" t^;

I G+ -::) G
oi't G est une ,ariabr.e arttaire suiaant une roi gaussienne centr,e riduite.

Intervalle de conriance' A partir de ce r€sultat, on introduit Ia m6th.de c.lassique
d'evaiuation des erreurs basees s'ur d.es intervalles de confiance. L,intervalle /c(a)
que i'on souhaite expliciter est ce:ntr6e autour de notre estimateur Jn;1 ettel que reprix P(r) appartidnne a Ic(a) avec ra prbabilitd r _ a :

lP(f,(r) e rc{a)):1_a
D'apres le th€oreme centrale limite, on a lorsque le moment d,ordre 2 rle ,b(x) estfini:

t/i(J",r - p(")) ig.,t/(0, uar(h(x)))
Pour ru suffisamment grand, on assimile ra distribution de l,estimateur J,,,.i d ceile
d'une loi lv(P(r),uar(h(x)/n)).Cette approximation permet d,6crire lo(cu)sous la
.forme:

IC(a):1J,,, - rf 
uar{h(x)16-111 _ 0r r

I v n - \L-i)t'tn'f
L

oi o d€signe la fonction de rdparti.tion de ia loi normal standard. uapproximation
r6alis6e ici induit une premibre errerur: si les queues de Ia v6ritable distr:ibrrtion de
notre estimateur sont prus 6paisses que ce[es d,une loi normar, on suresitime
l"efficacitrS de notre mdthode et vice et versa dans le queues de distribution 1>lus fines.
De plus, i ce stade, ia variance A,(r) est i priori inconnue, mais on peut yesr;i.mer a
partir de l'6chanti1lon d6ja simuld d l'aide de I'estimateur suivant lri,y d*la variance :

1- /, 1z
Vn,r : ;Lnh(r;)z - { ; l"n1*,1 |r=j \." ;=r /

Ra1.2

s. ACr{OUK| et et n{s1sj14 Master: tt rohabiditis et aF{i+ations Univ.Gueima ("luin 2013)



1.3 Notations

7

on obtient finarement l'expression suivante de finterva[e de confiancer :

ir-Ic(a) : lr*t - ,lW*-,(r _ 3r. .r_ [E; - _, ..
L 

"'' Y n Y \L-l)trn'r* Vfo*'(t-
Ia'l

-t I,/l.J
En plus de l'approximation faiter de la variance, il faut noter que g€nr.ralement lesestimateurs Jn' et 7a,1 sont g6ntirarement corr6i6s ce qui peut encorerentrainer deserreurs d'estimations de l,interv,alle de confiance.
si les intervalles de confiance resitent des outils de contrdles imparfaits, rlls ont lem€rite de donner une id6e de ra prdcision de la m6thode, ce qui n,est pars re cas avec
des mdthodes d'arbres ou la r6soiution d'EDP. Notons dgalement que la vitesse deconvergence de la m6thode depend i la fois du nombre de simulation mais 6galement
de la variance de I'estimateur' En diminuant la variance de l,estimateur, rln acc6r6re laconvergence' cette idde est i I'origine de m6thode de rdduction de varianLce utilisdes
dans le cadre de simulation de Monte-Carlo. Les trois principales m6tlhodes sont celle
des variables de controle, des var.iables antith€tiques et des fonctions 6,irnportances.

1.3 Notations

Dans la suite on notera 51 la solution de l'6quation differentielle stochastirlue, x1 la
solution d'une r6quation diff.rentie'e stochastique g6n6rare.
on commence par introduire quelEues notations. on identifiera un 616:nenrt r de lRd
au vecteur colonne associ6 de coordonn6es rj, j : L,..., d. on notera /4 ra rnatrice
identitd de Md et e4 le vecteur unitr3 de lRd. La norme euclidienne sur lRor orr Md sera
nott6e 

f f 'f l' Pour un €lSment o, de Mc, on notera at' le vecteur rigne correspo.ndant d sa
z-Eme ligne et a'j le vecteur colonnt-'correspondant a sa;-dme colonne. lla transpos6e
de a € Md sera not6e o*. pour un ensembre de point (ru)Lr,on notera vectr(ri)!=rlre
vecteur coionne de composantes r;, pour r € rRd, on notera d,i.ag[r] la matrice
diagonale de MId dont les 6l6ments diagonaux sont les a,.
Pour une fonction -f : rRd r--* R^, on. notera v/ sa matrice ]acobienne, i.e.
(v f)'j : ofi /arj.

S. Ac!{ouq! et s{. Ats.tDJ.n Mas t er: I?ro 6a6dit6s et app [icotions Univ.Guelma (.Iuin 2018)



si/:
rapport i
On €crira

&

C& i croi

simplementV,rf -on notera ctr F*p.cf ) l,ensemble des fonctions

r--+ Ro, on notera vsf ,ramatrice ]acobienne obtenue en d€rrivant par

i:,:::::::"1,:*:1,"[e, 
i.e. (y t f (,,, ..., c *))ni : 0 f , (:r 1, ...,, u) / bdi.

cn(A), ci(A) et ct@).
la loi normale de moyenne rn et de matrice de

variance x' on notera souvent par c > 0 une constante g€n6rique qui
lr de valeur d'une ligne i l,autre.

ance polynomiare (resp. born€es) dont les ddriv€es sont dgalement i
polynomiale (resp. bornees). Lorsque la fonction est seulement d6finie sur,4, onno

N(rn,D)

peut

S.ACI{Oil\I et Wry.q fu{as tcr: tko 5 s6ifiti$ et app{bations Univ.Guelma (Jfuin 201i)



Cfr.apitre 2odes de discr6tisation d,HDS

Le but de chapitre est de d6crire res m6thodes utilis6es pour la simurafion

calculer

trai

dont le p peut s'6crire :

of / est la

Wtf (X,," < ?)1,

nctionnelle du processus X.

d'un processus donrr€. cette simulation est ndcessaire rorsqrre l,on veut
option d6pendant de la trajectoire (options asiatiques, ba'ridres, etc...)

2,1 si tion du rnouvement Brownien

d.finition et quelquers propri€t6s du mouvement Brownien.

2.1.1 Un processus stat:hastiqueW : [A,*m[xe __+ R esl un knauaement
Brownien (st

ft)Ws-9.
rd) si

(ii) Pour t
" 
. f, W, - W, suit une loi gaussienne N(A3 _ ,).

n 2 1 et tout fo : 0 { fr (...( tn,Ies accroissements

0 < ? < n - t) sont independants.

(iii) Pour

Rappelons

Dfnnrrlo

(W,*, - Wt,

S..flCt{o'Igl et WDJA *{x t zr: lho 6 a6i$tis et app thotions Univ.Guelma (.Iuin 2013)



2.1 Sim du mouvement Brownien

,AI(0, r) et

uit imm€diatement que pour tout instan ,, > 0,1{ suit une loi gaussienne
lue pour tout couple rC,instants s, f ) [,

On en

tandis q

Les trajec

existe un

confinue

aucun noi

trajectoires

2.L.1

o < lr <.'.<

trajectoire d

l'on cherche

W(W"W): Cou(W",W1): s 111,

pourtoutT>0:

n_l

,,Irul (ry-+)':r danstr2.
';:o\ 

n n)
du (Wr,t > 0) sons presque s'rement continues, c,est ii di.re qu,il
rble n6gligeable Ar tel que pour tout u e N)a fonction t _+ W1(u) est

is presque s&rement.les trajectoires f __+ Wr(r)ne sont aertuu.Uf*, .r,
(on en fait le r6sultat plus pr€cis suivant : presque strernent les
(Wr,t > 0) sont Hotd€riennes d,ordre a < |,mais ne so:rt'as

d'ordre |.)

16cursi.ye

On (W,0 < t < 1) un mouvement Brownien d€fini sur [0, 1]. Soi,t: 1 une subdivisio'de l'interva'e [0,1]. on cherche i simu.rer une
mouvement Brownien en res points de la subdivision, c,est-a-dire que
t loi du processus discret (Wt*i: 0...n).

Pnoposrrr 2.1.1 Soit (G)*t...n une suitei.i.d selontaloi N(O,L).On dtfrnit

pour i > A.

Les oecteurs ( Wt^) et (Xo, ..., )yn) sont €gaux en loi.

x

Xo :0. X, : '\-
.Q
J=1

S. ACI{0LLKI et wDtA fv{as t sr: ero 6 a6i{itis et app{icatiow Univ.Guelma, (Juin 2011)



vecteur ( t' " '' G") qui est un vecteur gaussien car ses compo$antes sont des
s ind6pendantes. De plus,les G; sont centrdes donc (Xt, ..., X,,") est unvecteur centr6. Calculons la covariance-

Cou(X6, X1) =

par ind€pendances des G6
iAl

$!r 

-

L,{ti - tsaCou (Gi,Gi)

t5 A,t1

Notons b que cette mdthode de simulation n,engendre pas d,erreur.de

d'autres p

sur Ie processus discret, contrairement i ce que lon obselrvrs sur

2.2 tion d'EDS

La base des thodes de Monte-carlo en finance est ra capacit6 i simuler l,.vorution
des p de prix' on commence donc par s'int.resser aux m6thodes rle
simulation une diffusion de la forme:

dxt : b(X)dt * o(X)dW1, Xo : r € lR.d. (2.r)

Ici, X l'.volution de d sous-jacents sur re march. (actions par exemples) et
W estunm brownien standard d-dimensionnel sur un espace de

que Cou(

gaussi

probabilit6

filtration na

En g6ndral,

isation d'EDS

'ion' rlsuffit de montrer que (xt, ...,xr) est un vecteur Gaussien centr6 ter* Xt) = ti At1. Le vecteur (Xl, ..., ,.r) est une transfomration lin6aire du

complet (n, F,F). ,On suppose que f : {n3 e [0, {} r:st la
relle compl6t6e de Iy.
supposera que d et 6 sont ripschitziennes, i.e. qu,il existe .I( > 0 te]

x) - o(v)l + lb(a) - a(g)l < ri ln - vl,, pour tout .r, sr € rRd.

a;E;c,,)
/i. t

cc,u l>)\rti -T..cj,L
\l=l ,=l

que

(2.2)

Cette h garantit l'existence d,une solution forte d {2.1).

S. ACt{o,Itfi et
^guD1A

Mas ter: Irro 6a6i"[itis et opp {irations Univ.Guelma ("tuin 2013)



2.2 Discrdtisation d,EDS

2.2.t Moddle de BlackiScholes

ffH::de 
de Black-scholes, ta dynamique du prix sous ra probabririt6 risque

d,X1: rXltdt * d.i,ag{X7lod,Wt, & e Rd, 
e.S)of r € Ra est ie taux sans risque et o € Md est Ia matrice de voratilit. (s'ppos6einversible pour assurer la complStude du marchr6). Ce syst.me se r6-(icrit sous laforme:

dX: : rXld,t l- X:oi dwt, Xfr e JR.d, i: r,...,d, (2.4)
dont la solution est

xt:xtexp{ (, - t r-;.rz\ , ,---l'l.\ 
'lo"'l )t+o''Wtj ' tl :1'"',d

Pour simurer xv, 
' 

suffit donc de rsimurer la vareur de wen f. Les w,j,,,; : r, .,., d,€tant inddpendants et de m€me loi,A/(0, i), il suffit donc de simuler d variables
aldatoires inddpendantes de loi,l\f(0, r).

2.2,2 Le schGma de discr,6tisation drEuler
La simulation du processus x dans le moddle de Black-scholes est ,,exacte,,dans 

lamesure or)' a I donn6' on peut simuler exactement dans la loi de x1. cela est possiblegrdce i Ia forme particulidrement s.imple de (2.a).
En g€ndral' la sorution de (2.1) n,a pas une forme aussi simpre et l,on est obrig. derecourir i une approximation de x qui correspond i une discr.tisation rsn rtemps del'6quation (2.1).

On se donne une subdivision de [0, ?j

r" : (t6,..,rtkr.,.,trr) avec tx : kT/n.

on notera a,lt : T/n et L"wn+r : \4/to*, - wr.L id6e de la discrdfisatio.n d,Eurer est
trEs simple. Pour tout ft : 1,..., n, on. a :

x,o : xrn-, i t['r ,(x") d" + {'r o (x") rtw"J,o_, J r*_,ru Xro_, * b (x*_,) A,,t + o (xrr_r\ AW*

12

S. ACNowKr et r{.WDJ.q Msster: t,o 6a6ditis et opp{icatiew Univ.Guelma (Juin 2013)



2.2 Discrdtisatiorr d,EDS

ce qui conduit i la construction du schdma

I4 : &
t El : X'^_, *, (x:__,)A,,r +, (x:r_,) a,,wk, k : t,...,n,

C'est l'6quivarent stochastique cilu sch6ma d.,Euler utilis6 pour les 6quations
diffdrentielles ordinaires.

La simulation de T,, se ramdne ir la simulation des accroissements der w, oi
A"Wx - If(0, A"tld)pour tout d : 1,..., n.
on introduit maintenant un sch.ma d,Euler ,,continu,, 

de ce sch.rna diiscret

4 :4- + h Fl) ft * t1,) + o (yr) W, _ Wu), pour I e ftp_1,tpl
ce que l'cln peut r66crire sous foune int6grale

4 : *o* 
[^' 

b Fi.) a, + {' o @; aw"..to Jo \- -r

on donne res r6sultats d.e conver€ience connus pour re sch€ma d,liurer
TsEoniinrEZ.Z.l (Conaergenceforte). Sous l,bypothise (2.2), pour tout p )y l

mfruo6* xJ,,] <g-LtSr'" "t l-rt
De plus, pour tous a < If 2, presque ;sfirement

lim n'sup?r-oo t<f

13

(2.5)

(2.6)

lr: *&l :0.
En pratique, ce qui int6resse surtout res praticiens c,est la convergence rru prix
"dis*6tis6" vers le vrai prix, i.e. la r:onvergence de mg(E) _ Eg(&.) ,u* tt. c,est Ia
convergence faible.

TnfonEvrZ.2.2 Sib,o e Cf et g e,C|,alors

lwlsAry)*g(xr)l l<c/n
Ce r6sultat est du a [20J.

Nous utilisons le Th6orEme de Feynman-Kac, pour la d6monstration de ce th.ordme
Le thdoreme prdcddent donne une vitesse de convergence faible en rf n..Evidemment,
l'hypothdse g e cl n'est pas trds satisfaisante car gdn6ralement non v6rifi6er en
finance' Le r€sultat pr6c6dent peut €itre am6lior€ de la manidre suivante.

S. ACr{ouXI et s{. WDLA Master: gTobahditi; et app{batiow Univ.Guelmra (.luin 201g)



d,EDS

Ainsi

Pour t €

W: (1

-r

An sait que

On peut

1s'6uit

Soluti Le schtma d'Euler Xtn du processus Xt s,€crit

x'(x+\n : Tiu e + ch) * o(wv+r)1, _ w*n)

4h : g + ch)kt+ 
" ifr + ch)k-,(w6a _ w6_qn).

(k + tlhl'raversian * r*;;t*ntinu du sch*ma d,Eurer s,€*it

+ 
"(: - kh))(l* ch)hr + o(w, _ w*n)

k

" ftr + c(r - kh))(t + ch)k-i gryrn _ wp_t1n).
z=l

xt: xed * o [" e"Q-u)dwu.
Jo

calculer la diff€ren"" lry _ Xl pour r e fhh, (k + L)hl.

vil
lrt

"lJrO + c(t -fth)Xl *cft)(r-;)qi<u<i*r<ft) _ 6c(t-u)*yyru

I4

d'otr en l'espdrance du carr6

El4-

(t+c(t-Lf
limit6 au p

4'
^1t

'"' Jo 
(Q + e(t - kh))(t * ch)&-tl1{r<er<i*1</c} - ,rc{t*u)}z du

Remarq gue (1 * c(t - kh))(L* ch)(r-;11{i<u<i*r<klpeur se r66crire
b)Xl + c'tryl.Deplus i?l : f + eor) e < t. Un d.vetoppement
nier ordre permet de trouve

+ c(t - fllnyO + ch)rft1 (1 + CI (h)) e"(T +o)(.h+o (h2))

"c(t-u)11+ 
0(h)).

On montre a que JE 14 - *rl' : O(hr).

S. flfNO(ULI et wDtA Masts: lPro5a.6iltt6s et appti,c.ations Univ.Guelma (Juin 2011)



lt Difsrisarion d,EDS
1.6

2.2,4 Le sch.ma de discr6tisation de Milshtein
Dans la pr6sentation du sch.ma d,Euler, on a utilis6l,approximationr

I'--,o(')d'w* -t(x,o-,) (w, - wrr-,)

mais on aurait p0 utiliser une approximation d'ordre sup€rieur. pour fir:er les id6es,on se place en dimension 1 et on suppose que b : 0. Alors, pour s e (te_1,tal
/,(x") : o (t,,,-,* [" a6)dwr\
\ Jtn-t " I

N o (Xr^*, * o(X1*-r) (W" -'Wn_r))
utiliso,ns une formule de Thyior i l,ordre 1

N 6(Xro,,) + o'1xru*r)o(xro*,) (w" - wr**r)

on utilise maintenant la formule *'It. appliqu6e d (w" - wr*)r,on obtien.t

(wrn - wrn-,)' -= , [' (w" - wto)dw, n ['u d,",Jt+_t Jh_, l

on en d6duit que

ftx

Lr*_,o(x")dw" - o(Xro-) (wrr - ruro_,) + |o,grn_)o(xr, ) ftwr_ 
_ ldltr_ ,), _ t^4

'Le 
terme de d6rive b ayant une conrtribution inf6rieure dans l,erreur d,approxirnation

par rapport au terme de diffusion, il n'est pas ndcessaire de le corriger. lpour d .= 1, on
obtient donc le schdma d,approxim.ation suivant :

(i"t/
| "0 '\o

1 xa : ur:, 
:b (frr. :),0'r. 

* o(frro_) (w,r - w,*_,) 
(2.8)[ + ]o,(rt;__',)o(xn_,) l1u,r 

_"i,,^_,)l'_ o,r]," tt : \,...,n,
L'e sch6ma defini par (2.s) est connu sous re nom de sch6ma de Milshtei'.
Exemple L. Dans le modEle de Black-scholes en dimension 1, d6finie pa:r

{ q{, : X.(rdt * odw,),
t x, : z€R

s. sct{oaKr et et l{s1s1s Master: fr?o 6a6i{itis et appticatiotu Univ.Guelma (J'uin :101g)



X;
rt;,-

Ler

{
En

d,EDS

de Milshtein s,r6crit

=Xs
: Xr,,-, {t+ (r - cr 12) Lnt + o (wrr - wro_,) * to, (wrr _ W*.-,)r} ,

d quelconque, le m6me raisonnement conduit i consid.er le sh,6masuivant:

(xt: xo

{ "+ : urr,*u (tf;-,) aot + o(rtn) (w,- - wo-,)

t i . 
? 

(vo'io t7 (tn-,) tli-,twt * fi-yaw!, k : L, ...,n. 
(2'e)

t i .? (voio) (xn-,) t::_,(wi *w)ffiv!, k: L, ..,n. {21

,

|l:r:r:tes 
hypotheses sur ra r6gularir6 des coefficients o et b, ont peut annoncer

des r6sultafs quant i la convergence forte du sch6ma.
I

I

THfontna jz.z.a (conoergence farte). suyposons que o et b sont deux foncttonscontinttmenlderiaabtes de ddria*es 1d," et 2nd. bom6es, alors

I ou _ ,, T,*E fle 
_o_l"l s ftj-

De plus, foultous a 1 L, presque sfrrement

I

I J*noffiMlxn**_l : o.

::::-:"8 i.z.s 
(canztergence 

faibre). si on suppose que s, o et b sont des fonctio,ns c4 i
aerrcees bornfs iusqu'h yordre 4 et si de prus g est d croissance porynorniale, arors

S. ACt{owff,! et
^t4rDlA

Mas t er: trro 6 nbi{itds et app[icatiotu Univ.Guelma (.Iuiu ZOfS)



R6d ction de la variance

vu que l'erreur due d une m.thode de Monte Carro pour Ie calcul de
li6e soit i la discr6tisation du processus s2 soit i'approximation de

r une moyenne trajectorieue. Nous avons 6galement observ6 que dans
payoff, il etait possible de r6duire consid6rablement l,erreur d.e
Dans ce chapitre nous allons nous int6resser au deuxidrne type

Cfr.aytitre 3

Nous a

Elg(sz)J

l'esp6rance

certains cas

discr€tisati

d'erreur.

3.1

3.1.1

Dans ce cha

monte-carlo

tions d,importance

t6s

tre, nous cherchons i estimer une int6grale l par m6thode, de
la faEon la plus pr6<ise possibre. on suppose dans toute ra suite que :

/: lD(s(X)),

avec a(X) de int6grable

La m6thode fonction d'importance consiste d changer la loi de simulation da:ns lebut de r6dui la variance et 6crire l,int6grale.I sous la forme

I: { s@)f(x)dr:m (g(Y)/(4)
JRv\/'\-'l-- -\ 7n )

s. ACt{o,ug,! et 5{uofi Masten :ho^abi{it6s et *pp[kations Univ.Guelm;, (J,rri" :l'D



tel que Y

On supose

alors plus

Si e(r) > 0

Var(Z).=

rePOSe sur

Pnoposrrr

Rappelons

REMARQUE

danc I :0.

Ddmonstrati,

D'aprBs l'i itd de ]ensen

Soit / autre densit. telle que f@) ,0 et S /1r1ar: 1. Alors on peut 6crireP(g(x))

t une variable al6atoire de densit6 /(r) on m.

m(g(x)) : Ary#fb)a*:, (*#f),
choisi /1v1 aesorte que z : s(ylf (y)/In e Lz(a)l,algorith;rne sera
ficace siVar(Z) < Var(s(X)).
un calcul simple monrre que si fb) : s(r)f (r)/Wts(X)) alors
! Bien sur ce r€sultat th60rique n'a pas d,applications pratiques car ir

connaissance de N(g(X)),qui est ce que l,on veut calculer.

T'1 Rappelons que si e(g(x)) : 0, 6lars : g(x) : 0 prisque sur sur {J et

Nous avons que

uar(Z): {nffid* - 12

f(r) > 0 si

rrrl 3'L'l Tel que y est une oariabre al€atoire de densit| ffu|, supposons que
n)*Aetque

I dqf'.@ 
d,r < m

sous ces hyrpothdses,', : irfr' ,(y)/ f (ff) est de carr6 intdgrnble. De plus, si
I

I Ig@) f (r)l da 4 a
J]R

f (r) minimisant la oariance de Z est d€finie par :

;, r lg(")f@)lIW): -7-T-r-+:-i---j- - €lRdlwls@)l@)ld*' * '

ffia,: s(.e'?EU1@l > fmfLrrg;rrL)]': ffu lg(")/( n)la,,n)2

quel que soit le choix ae l@)

s..fl.cJ{o,u\I et Mas ter: gro 6 sbilitcs et upp {ic atiott s Univ.Guelma (Juin 201g)



Alors,la

En effet I'i

connaisse la

variance de

choix qui

TsnontuE

La densite f(

RruanpuE

en finance (C

Pour rrne vari

constantes B

donn6 par la

.2 SiY * N(p,oz) alorsj F(g < p) : !,.

Avant d'avoi donner des exemples d'utilisation de cette m€thode, on clonne
l'application

var(z) > (/* lsk)f @ld'u)2 * 1z

de Z estminimale si l,on choisit la fonction /(r) ct€finie par

7b): #gfg;,u € Rd

var(z): (,G ls@)f (*)ld,r)2 _ 1z

e de penser utiliser la densit€ l1r7 aennftpar

|bl : . |nt").t!")!, z € IRdJvts@)l{z)ldat

grale "I : I sb) f (r)dr n'etantpas connue, il y a peu de charnces que l,on
aleur de I'int6gr ale .[ g (n) f (r)d,r ,en particulier, si g est irositive, Ia: g(r)lf @) est minimis6epar le choix

7@):li&f&a,r€rRd

de Ia quantit6 d estimer.f noter que dans ce cas, uar(Z) : ff
(Rubinstein)

qui minimise la aariance est :f@): f_fffiL

la m6thode de Monte carlo pour evaluer deux quantit€rs importantes
Put).

rle al6atoire G gaussienne,A/(0, 1), O(4 : [:*# op(_ *)a",er des
0 (de l'ordre de 1) et K ) 

',Ie 
cnll (prix d,une option d,achat) est

ule de Black et Sholes :

w ((eBG - 4*): "4o k -r"P) _ ro* (_y)

S.ACJ{or.t\! et Master: gro^a^ilitps et app[ications univ.Gue]mr (,l"io zo*)



Pour B : ( : 1' on a ra valeur <<exacte)) c: 0.ggz. De prus, var ((e,G- r)*) _ 4.16,
2.04.d'ot) o5r

Le put

De

Var ((r -

I'aPp

on a donc

le call C.

variance de

Var(s(U)

On remplace

d"i

l'6chanfi la demi-longueur de lintervale de confiance dgb%de c ou de p est

L:intervalle

d'une option de vente) est

P: rB (s< _ 
"s*)*) 

: KQ (Y) _ "*o(ry _ 4
pour 13 : K: 1, on a Ia valeur <<exacte>> p : 0.23g, tandlis que
)*) - 0'088s' d'ori op - 0.2gz.Ceci enkatne que, suivant ra ta're de

confiance du call est donc environ z fois plus grand que celui <ru put etnduput est donc bien meilleure. puisque

C-P:M("P* *K): 
"* 

_K,

A calculer leput p parla m.thode de Monte-carlo pour en d.duire

et d la densitd / d'une variable ar6atoire {/ de toi uniforme u$a,1}).La
/) est

: I' co*'(ff)a, - ([ *o*1ff)a,)': 
* - (;) - e.,4:x 10-z

loi de,/([0' li) par une fonction /tetle que re produit /g sorit proche

3.1.2

On cherche d'abord i calculer fi cos(ff)dr, ce qui correspond a la fonctiong(s): cos(f

1.8 x 10-

S.fuCI{OIJE! et fu{aster: gro 6 a.6i.fi.tes et app {icotions Univ.Guelma (Juin 201J)



Puisq'us / est constante et que I'on sait simuler une variable al6atoire de dsnsit€polynomiale, on prend pour densit6 /une fonction poryn.me paire de degr€ deux,positive sur f0, 1J et qui vaut 1 en 0 et 0 en 1; comme ftr, - rz)d,x: f on posefb) : irr - r2)Lp,r1@). si r a pour densit. f,tavafiabt"::::: ,::i:-",*,
pour espr6rance JE(g(x)) : 3 et: 

'crrDrre s' tavanable aldatoire zt : ft#B u

var(z\:? ['€t+l /z\2q' \u ) - i l, E-fia' - (;J - e. e1 x 1o-a

On voir queVar(Z) < Var(s(U)).

3.1.3 Exemple 2. Exemple en Finance
supposr:ns que le processus,s ob6it i l'€quation de Black et scholes i 1 dimension

di\-rfidt*oS1d,W1,
(3.1)

Supposc,ns que l,on veuille 6valuer unputavec If : 1. pour 
B designe quelconque,

P:E[(l -.,u*)*] : IF-"a,) **.JR '- {2tr
Clairement,I * 

"Fx 
) 0sietseulernentsir < 0pour 0 > a(resp.r >0sip < 0) etlechangement de variable u : x2 montre que pour tout B * 0 :

p : [** (t - "u-).j (t - e-ow1o I _nJo Tre-;dY'
l-a fonction 4fu) : *r-#1r0,**p(9) est la densit6 d,une variabie ar6atoire y de lo:i
elxponentielle de paramdtre ] et on a alors :

^ ( (, --"u*) ** (t - "-u*) \P:lE;t z+ \- - /+f-\w)
Le tableau des pr6cisions que l,on obtient pour le put avec B: L et la valeur exacte
0,23842 est :

n 1.s6je
u)2 1.05 x 10-T
10.J 4 x 10-3
L04 10-3

S.,ACr{auE ! et r{. fi(erDn Mas ttr: lPfo 6 ahi{itis ct app{i{etiols Univ.Guelm;r, (Juin j1013)



Fonctions d,i

on voit que pour 10000 tirages, r,e*eur rerative est environ divis6e par 6.on peut aussi directement calculer le call c : M (("8" *.K)1) en utijlisant la fonctiond'importance. On hxe m € lR. et on
c'une variabre ar.atoire y : Gr _Tj?,; f ;tl;#:j,j:l#;l:,
suit uner loi 

",V(0, 1), pour toute f,onction bor€lienae / : JR _.+ R positive ou born6e,

mld(c)l : n 
[O{c * nr)e-mc-+J : w,[Ofc * m)e-,n(G+*t-r4]

Il faut c[.nc pour chaque fonction / d6terminer une vareur de rn te[er que la variancede x* == d(G * m)e-m(c+d++ sroit minimale, en tout cas inferieure dL ce[e d,,e Q(G).Posons par exemple g(z) : (exp(pr)_ K)* avec $, K > Let notons crfl, la variance deX,,, dans ce cas; alorg:

or^ : m (pne*"i __ K)r*e-zn(G+n)+^,) *F, ((epc _ K.\*),

= G (eou - Jr)2 e-^uog fr* - E (kpc - K)*.,t, .

Orl en dtiduit que

o-(^rr- 1 1+-M \ok) : G Jr- kuo - K)' ('n - v) e-*v+{-* 6r,,,,

donc pouLr rn 1 mo: -P, * t"?,r < 0. on prend donc comme fonction / la iJensit6
de G * mo.

i3.1.4 Thdordme de Girsa.nov et fonctions d,importance pourles diffusions

ItHtiontnaE 3'1'2 suiaant la mlthode de Nez,ton [t4], nous allons montrer clue sor.s rles
hypathbses peu contraignantes,Ia aariance peut Etre annul,e.

FtnoposrtloN 3.1.2 soit z une aarinbre aldatoire telle que z : trr(w,,0 ( rr < r),
E:, (22) ( *cx et p(Z r ,) : I, pour um e > 0.

Il existe un unique prncessus (Hr,0 S it ( T) tel que

z:ru(z)* 
fo' 

,"0*".

S. ACt{}Uq,! et t{. NAIDLA Mas t er : Ilo i shilitis et app [i.cations Univ.GuelmLa (Juin :201g)



Onpose 14

,H,/;r : --j__" wqln)'

AlorsW(Lr) : I et

w(z) :ffi (r;tz)

lF (t;rz :M(z)) :1.

REvreneuE 9.1.3 Ceta signifie que sous fr, Ia variable al€ataire Lr, Z a un:e oarinnce nulle,
i.e. qu'elle est constante p.s.

Dhnonstration. Sait 6, = W. Cln a

Qt: r * l^' #hdw" : r - [' d"h"dw".Jo M\z) Jn ,o

Cela impiique que p.s. sous jF, et r;ous F

d1 : exp (- f^' H"dw-+ [' ih"l,ds) - Lr.\ "/o zJo ' e' 
/

Mais, comme Z est une variable a.l6atoire.Fr-mesurable, $r: ZIW(Z),
Bien entendu,le probldme reste difficile car il s'agit maintenant de calculer h.
supposons que le prix du sous-jacent peut €tre mod6lis6 par une diffusion x1. Le prix
d'une option europdenne est alors:

M[e*,r s(X7)].

ori g est une fonction continue et positive et (xr, , > 0) une diffusion so*ution de

dxt: b(X)dt + o{X)dW1, Xo: r. (3.2)

soit er la fonction d6finie par u(t, r) : M,(e-"e-t) g(xr-r)) (*est re point de d.pilrt de
Ia diffusion). Il est connu que u est riorution du probr€me EDp suivant:

{Y.F,*) : fk), pourr€rRo,t (# * Au - ru) : b,' po.r, A,OZlo, r; * R,,

trr : exp (- I' unw" - * f' w.f n) .

S. ACt{OUq,! et !{. n(a1g1s tu{a6ttr: 'ho6a6iIitis et eppfitatiow univ.Guerm" aJ"i" ,01t)



3.2 Yafiables antithdti

oi "4 est le g6n€rateur infinit6simal de la diffusion (Xr,, > 0).
Si on pose Z : s-rru(?, Xr) et

tvt : e*nff(t, x)o(x),

alors d'aprds la formule d,It6, o,n a

e-'ru(T.Xr) : i:r(o,r) + f' n,aW,:w,[Z]n 
fo' 

urorUr.

Le processus h sera alors d6fini par :

, H, ft(t, xr)o(xr),r: _.WW: _*.;G;",r;j

La connaissance d'une approximation de u (par des m6thodes ri6es aux EDF,par
exemple) permet de calculer fr (voir [12] pour des approximations de u par des
grandes d6viations).

3.2 Variables antitJh€tiques

Le principe de cette m6thode de contrdle est d'utiliser des propri*5t6s de sym,6trie de
la loi si:mul6e pour r6duire la variance. Dans le cas de la finance on doit souvent
calculer I'I :MldG)] ou G est une gaussienne centrr6e. or on sait que G 

IP 
-G.Donc,

un estirnateur de M : E[d(G)] est

M,,: fiwt*rl + d?G)+ ... + 1r(G,,) + 4,{-G,,)) .

oi G1, ...,(7,, sont n r6alisations d,e la loi de G. si on note M,,: * (d(c,,) + ... t- 6G,,))
l'estimateur Monte Cario classiqu.e, on obtient

Vu,r(M2,) : Lror(f a"l)\ 4,./ 
4n2 

\;=r /
G; ind6pendantes 1 *i _ -= W *var 

($(G;))

'G; demameroi 

fiv"r(d(cr)) .

S. ACt{ouKI et e{. N.fl.rDjA Mas t er.: 9ro 6 sbilitis et spp {irotions Univ.Guelma (Jui:n 2019)



3.3 Vrriables de contrdles 25

La variance de l'estimateur ff, est

var(vv2,") : fir*,(I,r,",) + d(-G,)))

G; ind€pendan,* 
*u fu", (d{G) + d?G,))+n" fi

Gl demameroi 
I yor14(Gr)) * var(d(-cr))) -r 2 x cou(d(cr), d?G))4n'

s'56' ! lvorrld(cr)) t cou {d(Gt) d(-c,)))2n' \r\-rl/'*

on conclut que vor(Mr,) svar(IuI2.) si et seulement si cou (g(G), d(-Gr,)) ( 0. or,
on dispose du thdorBme:

THEon,innE 3.2.1 Soit G une oar,iable al€atoire, T une transformatian dlcroissante deFt

telle que f G) 
14 

G, et g une fonction manotone alors

C' ou(Q(G),d("(c))) < 0,

aoec in1galiti si $ est strictement monotone sur un domaine de mesure non nulle.

3.2.1 tln exemple en finance

Considdrons le cas duput dans le moddle de Black et Scholes.

On cherche i calculer E[d(G)] otr /(r) : (K - "8") u et G est une variable ale:atoire

gaussienne centr6e rrSduite. fr est croissante si I < 0 et ddcroissante si. fr > a, .Ia

transforrnation ?(r) : -fi est d4croissante.

vu le thEordme 3.2.L, on en d6dr,rit que * Ltx - tlc)+ + (K - "-P*)*l.l 
a une variance

inf€rierrre d celle de (K - "fiG)*.

3.3 \Iariables de contrdles

Supposons que I'on cherche i calculer E[X] ou X est une variable al6atoire donn6e.

Les m€thr:des de variables de contrdles consistent i trouver une variable Y et une

constante C telle que E(X) : E(y) * C et

Var(Y) <Var(X).

S. ACr{OuW et t{, NAIDIA Mast:er: Probahi{itis et apptications Univ.Guelma (J'uin 2013)



3.3 Variables de contrdles 27

On cherche donc d dcrire E(/(X)) sous la forme:

E(/(x)): E(/(x) - h(x)) +E(b(x))

dans lre cas or) E (h(X)) peut 6tr,e calcul€ explicitement et Var (J$) - h(X)) est

inf€rieure dVar (/(X)).On calcule alors IB (/(X) - h(X)) par la mdthode de Monte

Carlo.

3.3.1 Exemple 1.

On chr:rche A calculer [] e'dn, comme e* - 1* r prds de 0, on 6crit

rl r1.- 3
I e"da: | (""-r-r)dr+-.

JoJfi2

Si U srrit une loi U{W,Ll),la variance de eu vaut f,(e2 - 1) - (r - 1)' ^' 0.242 tandis que

la variance de eu - 1 - [/ vaut le2 - 2e + * * {u - E)'- 0.0436; elle donc divisde par

5 environ.

TsEonBurn 3.3.L Sait b et o deux fonctions lipschitziennes. Soit (Xr,t ) 0) l'unique

solution de

dxt: b(x)dt + o(x)dwt, xo: r.

On note ,,lle grn€rateur infinit4simal de cette dffision

Ar (,) : i8 ",,@##,(') + f u,oT@),
2,1= t " t=t

n

\/\\-1/oit a4(:r) : Lop(n)o,*(r).
lrl

Supposons que u est unefonction (,-t'2 Aoec des derioEes born1es en n et qu'elle est solution de

I'EDP
{ (H * Au - rr) : f ("}, (r,c) e [0,?] x R',{ \ ?L,--* . */ ,^;:(,, :,:,; (3.3)
Itr.(T,r) : S@), r€1R.*,

Alors si z : g(xil - ,f rtx"ld,s,ety : ff #b,x")o(r, X,)dw,, an a

W)(Z): Z -Y'

Cela signifte que Ia variable al1atoireY est un contrdle parfait de Z.
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3.3 lhriables de contrdles

D4monstration. Gr6,ce i la formuie d,It6, on a

du(t, x,) : (* + .4r) e, x)dt + !{t, xy)o(s, x")dwt.\o, /" dr"-"
Maintenant, en int6grant entre 0 et ?, en prenant 1'esp6rance et en utilisant le fait que
a soit so.lution de (3.3), on obtient

u,(o,r)-Z-v:8,(Z).

3.3.2 Exemple 2. Un erxemple en finance

Parit|,CaIl/Put on suppose que (sr, t > 0) suit une diffusion log-non:nale

dst : S{rd,t * odWx}, So : r.
On note C le prix du CalI Europ6en

c:E{"-,r(sr_K)*) 
,

et P le prix du Puf Europden

p : lo ("-", (x _ sr)*) .

Il existe une relation qui lie le pr:ix du Callet du Puf et qui ne ddpend pas du moddle.
cette relation peut s'6tablir par cles strat6gies d'arbitrage :

C - P : fii (e*"r(6- Sr)) : r _ Ke-,r.

Cette fc,rmule peut dgalement 6fi:e utilisde pour r6duire la variance :

c : lE ("-"'(K- ^sr)*) * r - Ke-"r.

Le calcurl du Call est alors d€duit du calcul dt Put.Or la fonction de payoff du put
6tant bo'rnde, on peut s'attendre iL une variance plus faible.

28
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Cftapitre 4
Calcul des sensibilit6s

Les serrsibilit6s ou variations du portefeuille par rapport aux parami:tres sont
importantes en finance. En effet,, ce sont ces calculs qui vont permetfire au vendeur
d'une option de se couvrir. Par erilleurs, nous avons vu que la connairssance du delta
permettait de mettre en oeuvre des techniques de r6duction de variance.

4.1" R"appels sur les sensibilit6s

Soit X1' un actif sous jacent uni-climensionnel solution d,e d,Xt : rXtclt * o(t, Xt)dwt,
of o est une fonction. On suppo$e que l'on cherche i calculer les sensiibilit6s d,une
option de payoff g(Xt,0 < t < T',\ par Monte Carlo. Si X0 : lr, on noter

u(t,r).= lE[g(X,, 0 ( s < 
")]

Les sensibilitds que nous allons abord€es ici sont :

aA : ;f1& le-'la(X.,0 < s < ?)loat, ' J

A2f : 
aFMl"-", g(X",0 < s < 

")]
Le A est la couverfure- Il repr€sente la quantit6 d'actif risqu6 que l'on doit d6tenir
pour r6pliquer l'option. Le I est la d6riv6e du A et doit rester faible sinon cela

signifie que le nombre d'interventions sera trop 6lev6.
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4,2 Ap!.g$ggg_diff6rences finies 30

4.2 Approche par diffibrences finies

liapproche la plus simple pour calculer les Grecques (sensibilit€s) er;t de voir que, par
exemple, A : #(0, r). Donc, une m6thode simpre d'approximation sera :

A: 0u,^ I try_L.\_",rn*
A;(u, 

,) - U@{0,r * e) - u(0,r - e)) : I
| : #p,r) - +(A(o,r*e)-I(o,r-e)) :iior"' z('

Il exister deux possibilit6s de sirnulation de ces accroissements :

L' On utilise l/ simulations pou.r estimer une approximation fi.(O,r* e) de u(a, r * e)

et /V autres (ind6pendantes) prour estimer 0(0, n - €) approximation d,e u(0,r - e).

Dans ce cas, on a

,r^-(i(0,r*e)-A(0,2-€)\ L ._

"' \t ) : 
*(var(t(o,r* e) +var(o(o,r - €)))

t_ (var (q(xfi)) * Ya,r (g (xf,))\
4.'\ N N )

1: *AV",b6il)
2. On simule N trajectoires du Birownien et on construit X'+.e t Xr-, avec les m6mes

trajer:toires. Dans ce cas

,o, (i(0,r + e) -C(\ " -.)\ r ,r^_ ( s (xi,*,\ - s ('XS-.) \'-\ k 
-) 

:frvar\--*)
1N 
*Var (g'(X#)).

Si e est petit et g r6guli6re, la seconde m,6thode sera en g€n6ral pr6f6rable i la
premibre.

Cette mLdthode est trds simple i nnettre en oeuvre mais le choix du e n,'est pas 6vident.
Si e est lk'op petit, la variance de l'estimateur peut 6tre trds grande, c'est le cas si le

payoff est tr6s iru6gulier. Si e est trop grand,I'approximation des d6rirr6es est

mauvaise' Les vitesses de convergenc€ de ces m6thodes ont 6t6 €tudi(ies par [5],[6] et

1131.
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4.3 ltrm6lioration des techniques Monte Carlo

4.3 Am6lioration des techniques pour Monte carlo
4.3.1 Notion de procerssus tangent

Nous nous plagons dans un carlre g6n6ral. soit X1 une diffusion d-dlimensionnelle
solution de 1'6quation

dxt: b(x)dt + o(x)d,w1, xo: n,

oiW erst un Brownien r dimensionnel,6 : lRd r- Rd et o : IRd ..* IRd',. On 6tudie la
fonction qui i r -- Xt(r), d r,r flx6.

THEonfrnaE4.3.1 sibetosontateuxfonctionsCf,,alorspourtoutt€[l],Tlt,appticstion

r -* Ll{:v) est presque sarement (i* et l'1quation d'lt6 sntisfoite par W) s,obtient par
diff1rentiation sous les int1grales :

:lrle : * I' # 6") Wr" * *'E l,' ffi w"t Lxir"'l awi,
ft=,

que I'on peut Ecrire :

7t
\7,y1(r): I Vb(X"(r)) >r VX"(r)ds

JO

oit oI estt lfi I b"u colanne de o,

- 
E fo' 

oo't",(")) * vx"(r)d,w!,

RnuanQuE 4.3.1 an peut differentiu Ie processus X indlfniment par y6:pport i r, dis que

Ies fonc,tions b et o sont assez r6guli.ires.

DfrtultloN 4.3.1 Le processus tamgent (li)r>o est Ie processus (matriciel) d€riake prnniire
de (X/:t))1>o par rapport d r

Y : ox:(') 
.

An

En dime:nsion L, iI satffiit l'€quatio'n differentielle stochastique :

xr: r t- 
fo' 

utx,)a, * 
.[, 

o(x,)d,w,

y : L + 
fo'' 

tstx")dds + 
fo' 

o,(x-)y"dw" (4.1)
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*S ngdiorution d.r t".hniqrres pour Monte Carlo lz

Rnn'renQuB 4.3.2 En dimension L, l'€quation dont Ie pracessus tnngent est solution a une

forme,explicite :

x : exp ( [' (u'r*"r - #r""1) a" * [ o'(x")d,w"\ .\./o \ z '/ Jo "/
D 4monstration. On considdre tout d,abord

zt : rog (.*n ( 
[^" (rr*,i - $tx,l) o, * /'",tr"lrr"))

r'). 
t'o), 

u " ,r/ 
Jo //

J, (u'(t") - T6) ) o" * 
Jo 

o'(X")dw"

Donc clzr: (nfOl - +t rt) d,,t * o\(x,)d,w..Deplus, en apptiquant la formule d,It6
i log(Yj), on a

d(tog(y,)) : # - f,a(y,y),
f' -,. -- , ft ft ,.'2: 

J0 
b'e:")dr * 

Jo 
o,(x")ctw, _ 

J, Tf";d,s : d,z1

Comme Za: A: log(%) on conr:lut que y, : exp{27).

Exemple 1. on considBre le modBle de Black et scholes, i.e. b(r) : rr et o(r) : 6y.
Alors on sait que

xr: ,, exp ((r - o21z1t + "w) .

On voit alors clairement que

y. a __..i: ];xr1r) == exp ((r - o2lz)t + oWl) : t*") .

Exemple 2,onconsidbre le processus d'ornstein-ulhenbe.o, t.J b(r) : -cr et
o{r) : 6.

Alors on sait que

On voit alors clairement que

an: **r(r) : t-* dy: -cyd,t.

X1:, xs-c't + 
lot "-ar-|dw".
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4.3 Arrn.6lioration des techni ues pour Monte Carlo

REtvt,rnguE 4.3.3 Onpeut 1gnlement d€fnir Ie processus d6rivi, W,,du sch1ma d,Euler
Y@l de X1(r). II est obtenu par r|currence

ry:1
ry: -+9+6'({i-,(ili5;gat

* o' (Ti,-, @D':E@ (W, - W*,)
(4.2)

I/6quati'on (a'1) peut 6tre vue comme limite de (4.2) quand le pas de temps tend vers
0, %kl criincide avec le sch6ma d,Euler de fiXr(r).
Pour <il:s dcveloppements plus approfondis sur ces notions, nous renvoyons i flb].

4.3-2 Applications a'x calcurs de couverture

Les apprlications se font essentiellement grice i la proposition suivante :

PnoposlttoN 4.3.1' soit g unefonction c|, et x7 une difusion a1rifiant les hypothAses du
th€orime',4. 3.1. Alars,

*urr*,r1 : m pw,leUCl
La d6monstration utilise le thdor:Eme de Lebesgue.

Muni ile cet outil pour d6river sous l'esp6rance, on peut maintenant calculer les
sensibilitrls.

Dans lar suite, nous supposons que x7 suit le modile de B]ack et schores (i.e.

b(n) :'rr et o(n) - or).

L id6e gerr6rale est d'6crire les sensibilit6s sous la forme Mfe*"r g(xy):z7l on zy est
une variable al6atoire que l,on dtiterminera.

PnoposIrloN 4.3-2 Lorsque x7 suit le moddle de Black scholes, pour toute fonction g e c;
ona

A : Mle-,r s(x7)Y+1L rot l
A :: wl"-,rnr1xr1Xrl

L JJ
La premiEre' Equation s'obtient sans lrypothDses sur g.
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A,m6lioration des techni

Dtmonstration, La deuxiBme 6quation s,obtient imm6diatement i paLrtir de la
propcrsition 4.3,1 et du fait que dans Ie moddle de Black scholes, x1f r : yr.

La premidre 6quation va utiliser un calcul direct. Pour €viter de ddrilver la fonction
nous al.lons utiliser une int6gration par parties contre la loi du Brownien.
on no'te p,(z) la densit€ de la lc,i de X7. cette fonction est reguliore par rapport d r.
De plrrs, on a

N(e-"rs,(Xy (r))) : 
"-,, I se)p,(z)d,2,

J
on d6rive maintenant sous |int6grale (thdorbme de Lebesgue)

H - s-rr I nA41pd,z:M("-"nu'r1',, @#@:\
\ " P,(x, (*)) ) '

0u

H :W ( 
"-,ra(X*,'.r0lo8(P), o^, \
\ .\--"(uJff(xr@).

Dans le cas de Black scholes, ia rlensitd de la loi de X7 est donnr6e par

Ainsi;

!#,,) :, #('* (i) - (' - *u) l,
et doncr,

olog(p,) ,r. (r\\ : wr
0X \--r \*// fOT'

On conc.lut que

A = rE l"-,, g(Xr)y+l
L -'-'xo'l'l

On peut €galement trouver des r,6sultats pour le f.

PRoPorsITIoN 4.3.3 Lorsque X7 s'wit Ie modEle de Black Schales, pour toute fonction g € Ci
onfl

r:E 
lu., (twaryp -,6d#)l

f :roi,-*#(#-*,_:)l
L'4galitE (4.4) est valables sans hypothises de r1gularit€ sur g (bor,lienne bornEd.

(4.3)

(4.4)
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de Monte carlo permettent de r6soudre num6riquement Ie carcul
d'int6gra multiples suivant une approche probabiliste. Appriqu6es i Ia finance, ces
m6thodes de calculer les prix des produits d6riv6s complexes, qu,on ne
peut pas Iiciter de fagon analytique.

Con
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Cfi.apitre 5
Annexes

5.1 Annexe A : Mouvement Brownien, rrrt6grale
stochastique et diffusions

5.l.L Mouvement Brownien

Rappeloru la ddfinition et quelques propri€tds du mouvement Brow:nien.

DErrrurrroN 5.1.1 IJn processus stochnstiqueW : [0, +oo[x0 -+ R. esf u:n rnouuement

Brownien (standaril) si

(i) Wo .=' {).

Qi) Pour tout s ( t,W, - W, suit uneloi gaussienne,A/(0, t _ s).

(iii) Pour tout n ) 1 et tout ts - 0 < 11 (.-.( tn, res acgoissements

(Wr,*, -- W : 0 ( e < n - L) sant independants.

On en rl6duit imm6diatement qtte pour tout instant t > 0, W| suit une loi gaussienne

ttf (0,,t1et que pour tout couple dl,instants s, f ) 0,

Ft(W"lAt):Cou(W",W1): s At, (5.1)

tandis que pour tout 7 > 0 :

_I,r f,/g.y -ry\' :r dans.L2 (5.2)n-Toofr\ n n /
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5.1 A4|tgg 4l!4guvement Brownien,Intdgrale stochastique et diffusions 3T
%%

Les trajectoires de (wt,t ) 0) s,rns presque strement continues, c'est i dire qu,il
existe,un ensemble n6gligeable,y'f tel que pour tout u # N,la foncfi.on f *_+ w1(w) est
contirrue mais presque s0remerrt les trajectoires t -_* Wt(w) ne sont cldrivables en
aucun point. (On en fait le r€sultat plus prdcis suivant: presque sgnement les
traject'ires d" (W,, > 0) sont l{trrd6riennes d,ordre a < },mais ne sont pas
Holddrtennes d'ordre j.)

Le mc'uvement Brownien (W1,1 > 0) est un processus i accroisseme:nts ind6pendants,
(c'est,[a propri6t6 (iii) de ia D6fi.nition 4.1.L), stationnaires (c'est d di::e que pour tout
s' I ) rs, les variables al6atoires [4/"+r - w7 etw" - woont la m€me loi) et gaussien
(c'est ii dire que pour 0 ( f1 ( .., 1 tn,le vecteur (wrr, ,rr[,) est gausisien). Il existe de
tris nombreuses caractdrisations du mouvement Brownien; nous en. signalons deux :

PnopostuoN 5.1.1 (i) soit (xr.,t > 0) un processus continu, 'd &ccroisriements

indepadants stationnaires. Alors iI existe des constantes r et o telles que Ftour tout
f > 0, X, - Xo : rt * oW1, oit (lt4\,t > 0) est ufi mouaement Brownien.

(ii) Un processus gaussien centr{ continu (Xt,t } 0) tel que Cou(X",Xr) : s At est un

mouaanent Brownien.

RappeJlorrs la d6finition suivante de martingaie.

Dnrtwt'rloN 5.1.2 Soit (Fl,t > 0) une filtrntion, c'est d dire une suite croissante de tribus

et {ll{,, * i: 0) un processus stochastique h aaleurs dansRd. Le pracessus (/tI1) est une (ft)
martinSlaht si :

(i) Mt esf .Fl mesurable paur tout t > 0.

Ui)Wlll,Iil ( *oo pour tout, > 0.

(iii) Poun' tout 0( s ( f < *m, E {MlF") - M".

La proposition suivante montre que le Brownien est une martingale pour sa filtration
naturel.le.

Pnoposl:rloN 5-1.2 Soit (14/1,t > 0) un mouuernent Broznnien standard rdel et wur tout
t ) Q n6'!611s f1 : 6(W",0 < s < f).
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An.nexe A: Mouvement Brownierl ln e stochastique et,cliffusions

(i) (Wt,f > 0) est une (f) martingale.

(iil (W1? -- t,t ) 0) esf une (F1) martingale.

(iiil po''r, tout A > 0, (**n (^*, - *) ,t > 0) esr une (F) martingale.

DErlul'rtoN 5.1.3 Lln Brownien standaril r-dimensionnel est un processus

W : [O,*cn[xO -+ ]R" tel que siVIlt: (W],,W{),
les proc'zssus (IUf ,, > 0), | < i, < r sont des Browniens stand.artls r6els iindependants.

5.L.2 fnt6grales stochastiques et diffusions

Dans tcrute cette sous sectiorl nous noterons f1 : 6(W",0 ( s I t),lafiltration d,un
Brownien standard de dimension r.

DErrNrltoN s.L.4 (L) Fixons T >, 0 et notons L?, I'ensemble des processius

X : [0, ?'] x Q --+ R tels que :

{i) x: [0,t] x f,)--+IR estmesurablep,urBl0,r] &flpaurtoutt€ [0,"] ; Xlestdonc
f1-mesurable.

0i) llxllL== ff Elxtl2at ( *oo
L'ensemltle L2v muni de la norme lliril, est un espace de Banach.

(2) Natovt's Sl I'ercsemble des processus simples, c'est i dire des pracessus tels qu'iI existe iles

instsnts r|"- f6 ( lr ( ... ltr:T etrlesaariablesnlfuatoires(r6,L1i < io)tellesquera€st
fto-mesurahle et de can6 int€grable pour tout i, e {0, ..., p _ L} et :

)f, : f z;,71t,.t,*rl(t).
i.:a

Alors S] est un sous-ensemble dense de f,2-.

on d6tinit l'intdgrale stochastique d'un processus simple X1

rapport ii un mouvement Brownir:n standard de dimension

telte,f*+r],0<A< r-I:

: If:o $tL1ta,t;a11(t) Par

1 comme suit pour

7t k- lL

I x,aw": I, ri (wro*, - wr,) + nk (wt - wr*) .Jo -!?,:u
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5'1 A@rownien,Intdgrale stochastique et cliffusions 39

De plus on a l,isomr6trie suivanite pour tout X e Sfl:

lt r, 12\ rLr 
{ l/ x"dw4 I : l" E(x"2)ds. (b.r)\r'lo l/ Jo

on en d€duit que si une suite dle processus simple (x(n)r,n > 1) converge vers
x e lil; pour la norme llllr, alo.rs la suite 1fj x1n1"aw",n> 1) est d* Cauchy dans
L'(t|); on note de nouvea u fj:r"tw"sa limite et l'isomdtrie (5.3) sd:tend a x € L+.
Enfin, si on note rAfi l,ensemble des processus X : f0, T] x CI __+ lR tels que la condition
(l) de rla d€finition 5.1.4 est satisfaite mais ra condition (ii) estremplac.e par:
{iil {:' lXx(u)lrdt ( *oc p.s. pour tout I e 10, ?1.

liint6grale stochastiqu e fi x"alv" s'6tend de fagon unique a des pror:essus x e ,g, et
ddfinii {rn processus {fi x"aw", f e [0, r]) qui est d-adapt6 et presqute sorement
continu.

cependant,pour x e Ll,lepro'cessusqfix"aw", 0 ( t < ?)estune(Jt)martingale,
alors que cette propri6tr6 n'est plus ndcessairement vraie si X € A+.
soit enfirr (Wr: (W:,...,W{),t € [0, r]) un Brownien standard de dirnension r et
X: ()gt':i,1< a < d, 1< i 3r): i0,{ x f,l --+lR''d unprocessusdvaLleursdanslR.,'d

dont toutes les composantes (Xi'i , t € f0, 
"J) 

appartiennent i -4!.. Alors pour tout
t e l0,it:|,

fo' 
*,0*": (E fo' 

x:uaw!, L < i,s a) e m,

Si les conrposantes de X appartir:nnent it L?r,l'isam6trie s'6crit pour tout i e {1, , d} et
t € lA,7l::,

1l' n r'\ rt rr lll f^ xi:*aw!l I : /"f m(lx;,*1,)a" (b.4)\lE;"to I/ Jofr, \' "',/
Rappeklns enfin l'in6galitr6 suiva:nte de Burkholder-Davies-Gundy qui g6n6ralise
f isom6.trie i un espace I/ quelconque avec p e [2, +ml:

PnoposrtloN 5.L.3 pour toutp €_ [1, foo[z? existe une constante Co > 0 telle que pour
tout processus adap,td de carr| intdy'able x : [0, 

"] 
g ft ---+ rR' :

I I r'-r- l'o\ /l rr , rp\*l^9ys-l/ f x!'aw!l f sc,mf i/ f lxfl'a"i l
\o<'<"lro ;f I I \l/, fr,' 5r - 

| )
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5't dfElg4:!4guvement BrownierL Intdgrale stochastique et cliffusions 40

Le r6r;ultat suivant assure I'existence et l'unicitd de solutions fortes d,6quations
diffdrentieiles stochastiques (qui sont des processus de diffusion).

TnEcrntnaB 5.1.1 Soit W un Brownien stanilnrd de ilimension r pour Ia filtration
(fr), 'o : [0, fl x ]Rd --+ lR.'d ef b : [0, ?] x lRd -* Rd des fonctions mesurables pour les tribus
produi't debor€Iiens pour lesquelles il existe une constante C > a fuIIe qwe pour tout
, € [0, T], r,g € Rd {il kondition de Lipschitz)

lo{t,r) * 6it,y)l + lb(r, n) _ b(t,,y)l < Cl" _ al, (s.b)

(ii) (ret;triction sur Ia croissance)

lo{t,n)l+ ll,(r,r)l ( C(r + l"l). tb.6i

Alors p,11117 tout r e Rd l'equation dffirentielle stachastique

x,: , + [' o6,x,)(tw" + [' u1r,x")d,s (5.2)Jo Jo

a une unique solution trajectorielle (Xr, t e [0, r]) adapt1e h Ia fltration U1) h trajectoires

presque sflrement continues, et telh: que pour tout p e [t, +oo[ il existe une, constante C, telle
quepauirtouth>0:

/\E{::*q.,|&l"l=coy+lzle), (b.B)
\tc[0,"i /

,iil%sf trn *o - x,l'o 3 coe + lrl2\tun. (b.e)

Ce th6c'r'Ame est montrd par exernple en utilisant un sch6ma de picarri,l,in6galit6 de
Burkholder-Davies-Gundy, ainsi que le lemme de Gronwall :

Lnnanar; 5J.1 soit ), u : [o,*mf-) fo, +oof des fonctions telles que u est bor n{e et ) est

continutl et soit c > 0 une constante telle que p,ur tout t € 10, ?] :

u(t)<"* [')(s)z(s)ds.
JO

Alars poar tout t e 10, 4 
'

u(t) <cexp (/'^,",*)
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THEon

(5.6) du

A : Mouvement Brownierl ale stochasti ue et diffusions

E 5'L'2 (Formule d'Itil soit o et b desfonctions satisfaisant les conditions (5.5) et
5'1-'L et "f ' [0,fl x 1Rd -+Runefonction f (t,*) dbrioabreparrapportdt

,x,) : r@,u) * f' Hu, x"),s. * * I' fft",x")or(", x")ilN!

I' #u, x")v(s, x,)ds. ;,p, lr' #(s,X")(oo. )ii (s,x")d,s. (b.10)

et deux differentiable pnr rswort d s : {ar, ..., ra} et dont les d&udes partielres sont
cantinues alors

J

d

i=l
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5-2 Annexe B : Ii.rraruation des prix droptions
europ6ennes

Une option est un engagement entre un acheteur et un vendeur. Il existe beaucoup
d'options diff6rentes mais les plus anciennes et les plus simples sont les options
d'achat (call) et ies options de vente (put).fiexiste, par aileurs, deux:manidres
d'envisager les options par raPPort i leur date d'exercice : Ies options am€ricaines
pour lesquelles les droits peuvent 6tre exerc€s, au g16 de |acheteur, avant l,,ech6ance,
et les.ptions europ6ennes qui ne sont exergables qu,i l,,ech6ance.

5.2.1 Options europ6ennes

DErrrut'rroN 5'2'l' 1. L'option il'achat (cnll) eutopcenne donne le droit (et non
l'obligation) d'acheter i une date cofl?)enue T une certaine quantitE d'un acitif fnancier h un
prix dit:ermind K.

2. L'opttion de oente (put) europ1enne donne le droit (et non l,abligation) ile aendre d une
date canuenue T une certaine quant'itd il'un actif fnancier d un prix dttermin| K.
3 . La date .ftxte T s' appelle la maturit| ou la date d, exercice.

4. Le pnl"x ditermind K s,appelle le prix d,exereice (strike price).

Lactif sous-jacent, c'est'i-dire cejlui sur iequel porte l,option, peut 6tr*, par exemple,
une action, une devise ou une obligation.

une qur:stion centrale est le prix du contrat, prix sur lequelles deux parties (acheteur
et vendeur) doivent se mettre d,accord.

Dans toute la suite, si est le prix de l'actif sous-jacent i l,option a l,instant , e 10, ?].
Par ailleurs, ct (respectivement P!) est le prix i l'instant t d,un call (rerpectivement
d'un put). Les prix ct et pt d6pendent bien sflr de l,6volution du prix 6e l,actif
sous-jacr:nt, de la date d'exercice il et du prix d,exercice K.

Description d,un Call

Le probl,bme d'un call peut 6tre, p;ar exempre,le suivant: au temps t:0,i,achdte re
droit d'obtenir i l'instant ? une action au prix K : 100.
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Premjidre situation:Si, d la maturit6 T, Sr: 200 alors j,exerce mon rlroit et j,achdte
l'action au prix K: 100. Le gain imm6diat (payoff) est 200 - 100.

Deuxiilme situation :Si, d la maturitd, Sr : 50, aiors je n,exerce pas .mon droit et le
gain irnm6diat est nul.

De mani€re grSn6rale, ie payoff {iflux regu d l'instant I par le propridtaire de l,option)
est do:nc

max(,97 - K,0) : (Sr _ K)o.

Pour connaitre le gain global de I'acheteur (propri6taire de l'option), il faut bien sfir
retrancher le prix de l'option qui a 6t6 vers€ d i,instant t : a,c,est-a-clire ce. Comme
les sommes vers6es et pergues ne sont pas 6chang6es au m6me instant, il faut tenir
compte d'un facteur de renormalisation li6 au rendement d'un actif sans risque. ce
rendement est notr6 r. Ainsi le gain moyen global consid6r6 i l'instant f : 0 est 6gal i

ts'o (e-'"(^gr _ ni _ co.

si le marchd est 6quilibr6 et qu'il n'y a pas d'arbitrage, re prix exact de l,option est
donn6 par

Co == lEso (e*"r(Sr _ O*) .

Tout cer:i *uppose €videmment qu'il n'y a pas de frais suppr6mentaires ou de
dividendes et qu'il n'y a pas de limitation sur la gestion des actifs (pas de limitation
de ventr: ou d'achat). Notons que C0 est d6terministe d6s que Ia valeur initiale ,96 de
l'actif l?st.

De man:idre plus g6n6rale,le prix i l'instant t € [0, ?] d,un cail est donn6 par

C, : l0r,o (e-"(r-t)19, _ x)* | fr)

oi (4)r<.t0,:r; est la filtration engen.dr€e par le processus (sr)r.10,r1. si l,o,n suppose de
plus que le prix (Sr)r*i0,4 est un prrocessus de Markog le prix d l,instant t d,un cali est
alors

Cr: iEl (e-"(r*t't7<r_, _ 1{)+) ,

Remarqurons que C1 est une variatle al6atoire -fr-mesurable.
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Descriiiption dtun put

Le raisonnement 1i6 i la description d'une option de vente est dvidemment d l,oppos6
de celui de l'option d'achat. Ainsi, si au temps f : 0 on ach€te le dr6it de vendre un
actif au prix K i i'instant ? alor:s on rdagira i l,6ch6ance de la fagon suivante :

- si le prix de I'actif ,97 est supdrieur i If, alors on n'exerce pas son droit et le gain
instiantand est nul,

- si ie pr:ix de l'actif 
^g7 est inf6rieur i K, alors on exerce son droit et le gain

instantan6estK-^gr.

La fonction payoff d'un put est alors donn6e par

max,(K -,Sr, 0) : (K *,gr)+.

Le prix de l'option est d6terminri de la m€me faEon que dans le cas d,un call. Si le
marcht! est 6quilibr6 et sans opporfunit6 d'arbitrage,le prix d'un put i l,instant f est

4 : F,s. (e_"e_t)(X _ Sr)+ | Fr)

otr (Ji)telo,r1 est la filtration engendr€e par le processus (.gr)r.to,l et r est le rendement
de l'actif sans risque.

si I'on riuppose de plus que le prix (st)rep,4 est un processus de Marlcov,Ie prix i
l'instant J d'un put est alors

4 : IIDs, ("-re*t) 1rc _ Sr_,)+) .

5.2.2 Moddle de Black ,et Scholes
D6finitio.n du moddle

Pour pouvoir calculer ou estimer le prix des options, il faut'evidemmr:nt construire
un modBle pour le prix de l'actif (sr)r.e*. Les prix des divers actifs sur un march€
sont des processus al,6atoires d6fi:nis sur l,espace de probabilitd filtr6

/.
(n,t, (Ji),.o*, F)
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ot) (li),u** est la filtration naturelle d'un mouvement brownien (Br),.n* standard
(sous llD).

on perut dans un premier temps imaginer que le prix (Sr)te to,4 d'un actif satisfait une
6qualion du type

dst: pd,t * odB1.

Mais,la solution de cette 6quation diffdrentielle stochastique prend des valeurs
n6gatives, ce qui n'est pas cohdrent pour mod€liser un prix ! par ailleurs, o qui
reprdsente la variance des accroissements est constante alors qu'en pratique on
obsen'e que,lorsque le prix d'un actif augmente,la variabilit6 augrn,ente 6galement.
Le mod0le de Black et Scholes suppose que le logarithme de 

^g1 
satisfait I,E.D.S

,dlog(S1) : adt -t odBl.

En appliquant la formule d'It6 ar ra fonction exponentielle, on constate que

dst: St(ptdt * odB), (5.11)

of p * a + o2 f 2. Ainsi,le prix (Ii,),.n* est un brownien g6om6trique donn6 par

f/ o2\ I
5'r : exp 

L(,, - T ), 
+ oBt]: explat * oBl.

REMAITQUE 5.2.1 La fltration enigendfee pflr tst),ro* est en fait Ia fltration naturelle du

mouvente'nt wownien (Br),.o* , Pa'r' ailleurs, (sr),.n* est bien un processus ile Markov.

On not'e Sf la valeur en i d'un actif sans risque (capitalisation d la barrque) avec

renderrrent r. Alors,

d4 : rsfat'

Si o : 0, un raisonnement d'arbirlrage permet de montrer que F: T.l)ans le cas

gdn6ral (a priori o t' 0), il existe rme probabilit6 Q equivalente i la prr:babilit6
historique lF (probabilitd qui nous a permis de moddiiser le prix de l'actif risqu6) sous

d,Sr: S,(pd,t*odW)
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avec {wr)xrm+ est un mouvement brownien standard sous e. Ainsi, .pour tout
r e [0, ?],

-1 rr2\ Isr:expL("- T)r+owt)
La probabilitd Q est appel6e probabilitd risque-neutre ou mesure urartingale. Le

thdorEme de Girsanov permet sa construction ainsi que celle de (\4lr.)ren*.

PnoposrrroN 5.2.1 Pour tout, € [0, T],notons

L1:exp(-+8,-@#)
Alors, (trr)re to,rl est une matingale par rapport h ta filtration (fr)tep,rl, i.e que

(i) pou',, tout t, Ll est F;mesurable intdgrable,

(ii) et p,syy tout s < t, W(Ldf ) :, M",

Pat ailllcurs, sotts Ia probabilit€ Q de densit€ Ly par rnpport dP,Ie processus W defini par

Vtc10,71,W,:Bt*lt-rt
o

est un maursement brownien standaril.

Rnua:RguB 5.2.2 Les filtrations engendrEes par (87)1rp,rl, (Wt)rcLo,r1 0u (Sx)rrp,r1 slnt les

mtmes.

REMAIR9UE 5.2.3 Notons que

d'W1: dBt* +7dt
et donc que S afuifebien\'E,D.S. suiaante

d&: S{rdt * odW).

PRopostuoN 5.2.2 Sous la probabilit| risque-neutre Q d\Jinie par la praposition 5.2.L,le

prix actualise 3 defni par

Vt e [0, T], Er: Ste-'t

est une (Ft) rcp,rfmartingale.

Ruvelrguu5.2,4 W et Qsont tels que

dst: Stod,Wt.
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Relation de parit6 des options caJl-put pour les options europEennes

En utilisant le moddle de Black et Scholes pr6sent6 prdc6demment pour d6finir le prix
de l'actif, on obtient une formule qui relie les prix des options europ6ennes d,achat et

de vente.

PnoposrtloN 5.2.3 Pour tout t € IR*,

C, - Pt: ilr - Y"-r(T-t).

Dennnstration.

On considdre la diffr4rence Call-Put

ct - Pt : iCIq (e-"(r-')((s', - K)* - (K - sr)+) | rr)
: tpq (e-"(r-')((s?' _ K)+ _ (Sr _ K)_) | n)
: IEq (e*'(r*,)((S, - /i)) | n) : tsq (S,e-"(r-q I n) _ 1g"*r(r*t).

Puisque le prix actualis6 est une martingale sous e,

iEq (Sae-"('-, I n) : Ste-'t.

Ainsi, on en ddduit

Ct - Pt: 5L - 1{r-r(r-t).

Cette reiation est trds utile dans la pratique puisqu'elle permet de n'estimer qu,une

des deux valeurs et de retrouver l'autre sans difficult6.

Formule de Black-scholes et Merton

La formule qui est pr6sent6e dans ce paragraphe permet de calculer erxplicitement la

valeur d'une option d'achat europ6enne. Scholes et Merton ont requ le prix Nobel

pour cette d€couverte.

PnorosrrloN 5.2.4 Pour tout * e IR+,

Ct: St0(d,t) - Ke-"(1'-t)Q(d2),
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oil

et oit Q

A partir

formule

( s rog(st/K)*(r+62 /z)(T-t))*' ffir, . t=_1
( -z : @:.,1 oY7:'

la fonction de repartition d'une loi gaussienne cenbee rtduite, c'est-d-dire que

vz€rR, iD(r) : f__h,*({)^
cette formule et de la relation de parit6 Call-Put, on peut ddduire une

icite du prix d'un put.
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5.3 Annexe C : Table de la loi normale centrde
r6duite
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