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Chapitre 1
Introduction

1.1 Présentation

En tant qu’objet mathématique, les équations différentielles stochastiques doivent
leur essor au mathématicien japonais Kiyoshi Ito qui a posé les jalons théoriques de
I'intégrale stochastique et des regles de calcul y afférant. Leur utilisation en tant
qu’outil mathématique pour la modélisation en finance s’est largement répandue ces
derniéres décennies, notamment depuis le fameux modéle de Black & Scholes. Dans
ce dernier, sous la probabilité risque neutre, unique en I'occurrence, le PriX (Sy)s>0

d’une action cotée en bourse suit une EDS linéaire 3 coefficients constants :
ng = TStdt + O'Stdm,

o et r représentant respectivement la volatilité et le taux d’intérét sans risque et

(W)i>0 désignant un mouvement Brownien réel.
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1.1 Pr«é_sentation

Outre la complétude, un des avantages de ce modele, et ce qui explique en bonne
partie le succes qu’il a rencontré, est le fait que l'on dispose d’une solution explicite
pour le prix sous la probabilité risque neutre, a savoir S, = Soe"W‘“’"‘%z)t, permettant
de mener a bien plusieurs calculs importants en pratique : calcul des prix d’options
européennes (Call, Put,. . .), des sensibilités de ces prix par rapport aux paramétres
(les grecques), des prix de certaines options exotiques (options barriéres, option
lookback, . . ), etc. Toutefois, le modele de Black & Scholes n’est pas exempt de
critiques et il est avéré depuis longtemps que les hypotheses sous-jacentes 3 ce
dernier ne sont pas en adéquation avec les marchés financiers, surtout la constance
de la volatilité. D’on I'émergence de nouveaux modeles, beaucoup plus réalistes,
comme les modeles i volatilité stochastiques, ot la volatilité est Supposée suivre une
EDS autonome éventuellement corrélée avec celle qui gouverne le cours de I'action,
ou encore les modeles a volatilité locale, ot Ia volatilité est fonction du temps et du
cours de l'action. Malheureusemelnt, il est alors rare de tomber sur des EDS qui
admettent des solutions explicites, ce qui justifie le besoin de recourir aux méthodes
numériques.

Plus généralement, il arrive souvent, en finance comme en d’autres domaines
d’applications des mathématiques, que 1’on cherche 4 calculer des quantités qui

s’écrivent sous la forme

E [f(X2)sefo.n]

ol f est une fonctionnelle donnée et le processus (X;),. [o,7] est la solution d’une EDS
que I’on ne sait pas résoudre explicitement. Pour un probabiliste, qui dit espérance
dit méthodes de Monte-carlo (Ie Chapitre 1 est consacré a des généralités sur ces
méthodes).

Ces méthodes nécessitent de savoir simuler I'EDS du sous-jacent. Souvent, il faut
recourir a des schémas numériques, ce sera l'objet du chapitre 2. De plus, méme cette
discrétisation effectuée, il peut s’avérer que la méthode ne soit pas efficace, par
exemple lorsque la variance est trop élevée. Les méthodes de réduction de variance

permettent d’éviter ce genre de difficulté (voir chapitre 3).
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1.2 Rappels sur les méthodes de Monte Carlo 5
T ———=¢deMonteCarlo

Enfin, la finance pose d’autres problemes nettement plus ardus et qui sont encore

aujourd’hui I'objet de développement constant :

- L'évaluation du prix n’est pas le plus important et méme un prix ne sert a rien si on
ne donne pas une stratégie.

- L’évaluation des grecques (les dérivées du prix par rapport au point initial ou 3 la
volatilité) est un probleme complexe du au fait qu’il s’agit d"une différentielle (voir

chapitre 4).

1.2 Rappels sur les méthodes de Monte Carlo

Dans cette partie nous récapitulons brievement les résultats fondamentaux relatifs
aux méthodes de Monte-Carlo. Ces techniques de simulation se bagent
principalement sur deux grands résultats de probabilité : Ia lo forte des grands
nombres fournit le résultat de convergence; le théoréme centrale limite, plus précis,

permet d’évaluer la vitesse de convergence.

THEOREME 1.2.1 (la loi forte des grands nombres). Soit une suite de varigbles aléatoires
indépendantes Z;;i > 1 suivant toute Iy meme loi que Z.Alors si B(|Z ) < +oc, on a pour

presque tout w :

. 1
lim —
n—s+4ocon,

(Z1(w) + Zo(w) + ... + Zn(w)) =E(2).

Il suffit alors de considérer des trajectoires indépendantes distribuées suivant la
méme loi que notre processus d’Ité X 4y . partont donc de z. Le principe de
base des méthodes de monte-Carlo consiste alors & considérer |’estimateur

convergeant .J, ; de l'espérance du prix sous Ia probabilité risque neutre :

Pp.s

Jn’f B %zj; (G_IOTT(S’Xi)de (Xi,tlyXi,tga vovy Xi,tm)) f—— P(QD‘)

73 o ~ s ~
z . — 1 ,X, d k
désormais on notera dans ce paragraphe, h(z) = ¢~ Jo 7(s%:) °f ( it1y Xityyr eey Xz,zm)

pour alléger les notations.
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1.2 R 1 ) 3
appels sur les méthodes de Monte Carlo

THEOREME 1.2.2 (Théoréme de 1a Limite Centrale). Soit une suite de variables aléatoires
indépendantes Z;;i > 1 suivant toute la meme loi que Z. Alors si E(Z?) < +o0, et en notant

var sqa variance on a

1.
Erreur = ¢, = - (Zi+ 25+ ... + Zy) —E(Z)

ot G est une variable alétoire suivant une loi gaussienne centrée réduite.

Intervalle de confiance. A partir de ce résultat, on introduit la méthode classique
d’évaluation des erreurs basées sur des intervalles de confiance. L'intervalle I1C(a)
que l'on souhaite expliciter est centrée autour de notre estimateur .J,,; et tel que le

prix P(x) appartiénne 4 J C(a) avec la prbabilité 1 — « -
P(P(z) € IC(a))=1-q

D’apres le théoreme centrale limite, on a lorsque le moment d’ordre 2 de (X)) est
fini :

Vs = P(z)) <% N(0,var(h(X)))
Pour n suffisamment grand, on assimile la distribution de I'estimateur Jnr & celle
d’une loi V/(P(z), var(h(X)/n)).Cette approximation permet d’écrire J C(w) sous la

forme :

IC(e) - [Jn,f P - 2 g [ §>J

Ou P désigne la fonction de répartition de la loi normal standard. L'approximation
réalisée ici induit une premiére erreur : si les queues de la véritable distribution de
notre estimateur sont plus épaisses que celles d’une loi normal, on surestime
l'éfficacité de notre méthode et vice et versa dans le queues de distribution plus fines.
De plus, a ce stade, la variance h(z) est a priori inconnue, mais on peut l'estimer a

partir de I'échantillon déja simulé a I'aide de Iestimateur suivant Vo5 de la variance :

Yy = 7—1; Znh(a;i)z - (% Znh(:vi))
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1.3 Notations

On obtient finalement 'expression suivante de Iintervalle de confiance -

Vot o o Vif - o
1C(a) = [Jn,f— ._n:iq) 1(1—5),Jn,f+\/7’f¢ (1~ 5)}

En plus de I'approximation faite de la variance, il faut noter que généralement les
estimateurs .J, ; et V, s sont généralement corrélés ce qui peut encore entrainer des
erreurs d’estimations de l'intervalle de confiance.

Si les intervalles de confiance restent des outils de controles Imparfaits, ils ont le
mérite de donner une idée de Ia précision de la méthode, ce qui n’est pas le cas avec
des méthodes d’arbres ou Ia résolution d’EDP. Notons ¢galement que la vitesse de
convergence de la méthode dépend a la fois du nombre de simulation mais également
de la variance de l'estimateur. En diminuant la variance de I'estimateur, on accélere la
convergence. cette idée est a l'origine de méthode de réduction de variance utilisées
dans le cadre de simulation de Monte-Carlo. Les trois principales méthodes sont celle

des variables de contréle, des variables antithétiques et des fonctions d’importances.

1.3 Notations

Dans la suite on notera Sy la solution de I'équation différentielle stochastique, X, la
solution d"une équation différentielle stochastique générale.

On commence par introduire quelques notations. On identifiera un élément z de R?
au vecteur colonne associé de coordonnées 7/, j = 1,...,d. On notera I, la matrice
identité de M et ¢, le vecteur unité de R% La norme euclidienne sur R% ou M sera
notée ||-||. Pour un élément g de M, on notera a* le vecteur ligne correspondant a sa
i-éme ligne et a7 le vecteur colonne correspondant a sa j-éme colonne. La transposée
de a € M sera notée a*. Pour un ensemble de point (z*)Z_,, on notera Vect[(z*)L,] le
vecteur colonne de composantes z;. Pour 7 ¢ R? on notera diag|z] la matrice
diagonale de M? dont les éléments diagonaux sont les ',

Pour une fonction f:R*— R" on notera V [ sa matrice Jacobienne, i.e.

(V)Y = 0f )0ar.
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1.3 Notations

Sif: (Rd)k +— R", on notera V, f, la matrice Jacobienne obtenue en dérivant par
rapport a sa £-éme composante vectorielle, i.e. (V,f(zy, ..., Tk))? = Ofi(zy, ..., 1) /0.
On écrira parfois simplement V,, f. On notera CF (resp. C* ) 'ensemble des fonctions
C* & croissance polynémiale (resp. bornées) dont les dérivées sont également 3

croissance polyndmiale (resp. bornées). Lorsque la fonction est seulement définie sur
A, on notera C*(A), C;f (A) et CE(A).

N(m, ¥) désignera la loi normale de moyenne m et de matrice de
variance-covariance ¥. On notera souvent par C' > 0 une constante générique qui

peut changer de valeur d’une ligne a I'autre.

S ACHOURI et H. NAIDIA ~ Master: Frobabilités et applications  Univ.Guelma, (Juin 2013)



Chapitre 2
Méthodes de discrétisation d’EDS

Le but de ce chapitre est de décrire les méthodes utilisées pour la simulation
trajectorielle d’un processus donné. Cette simulation est nécessaire lorsque 'on veut
calculer une option dépendant de la trajectoire (options asiatiques, barrieres, etc...)
dont le prix peut s’écrire :

Elf(X.,s <T)],

ou f est la fonctionnelle du processus X.

2.1 Simulation du mouvement Brownien

Rappelons la définition et quelques propriétés du mouvement Brownien.

DEFINITION 2.1.1 Un processus stochastique W : [0, +00[x€) — R est un mouvement
Brownien (standard) si

(i) W o=0.

(i) Pour tout s < t, W, — W suit une loi gaussienne N (0, —s).

(iii) Pour tout n > 1 et tout to =0 <t << t,, les accroissements

Wiy — Wi, 10<i<n— 1) sont indépendants.
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2.1 Simulation dy mouvement Brownien 10
M~M_\\\

On en déduit immédiatement que pour tout instant ¢ > 0, W, suit une loj gaussienne

N(0,t) et que pour tout couple d'instants s, ¢ > 0,
E(W.W,) = Cov(W,, W,) = s A1,

tandis que pour tout 7' > ¢ -

n—+00 n

n—1 2
Wy, - ‘
lim (—M — &) =T dans 2
n
=0

Les trajectoires de (W, t > 0) sons presque slirement continues, c’est i dire qu’il
existe un ensemble négligeable N tel que pour toutw ¢ N, la fonction ¢ — Wi (w) est
continue mais presque stirement les trajectoires t — W (w) ne sont dérivables en
aucun point. (On en fait le résultat plus précis suivant : presque stirement les
trajectoires de (W, ¢ > 0) sont Holdériennes d’ordre o < 3, mais ne sont pas

Héldériennes d’ordre 3

2.1.1 Simulation récursive

On considere (W,,0 < ¢ < 1) un mouvement Brownien défini sur [0, 1]. Soit
0<t <<t,=1une subdivision de l'intervalle [0,1]. On cherche a simuler une
trajectoire du mouvement Brownien en les points de la subdivision, ¢’est-a-dire que

on cherche la loi du processus discret (W, i = 0..n).

PROPOSITION 2.1.1 Soit (Gi)iz1..n une suite i.id selon la loi N (0, 1). On définit

X(]:O, Xi=IZ\/tj_tj~lGj pourz > (.

F=1

Les vecteurs (Wigs oy Wi, ) et (Xo, ..., X,,) sont égaux en loi.
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2.2 Discrétisation d’EDS

—_— 11
\\h

Démonstration. 1l suffit de montrer que (X, ..., X,,) est un vecteur Gaussien centré te]
que Cov(X;, X)) =t; At Le vecteur (X7, ..., X,,) est une transformation linéaire du
vecteur (G, ..., G,,) qui est un vecteur gaussien car ses composantes sont des
gaussiennes indépendantes. De plus, les G; sont centrées donc (X, ..., X,) est un

vecteur gaussien centré. Calculons a covariance.

i 1
Cov(Xs, Xi) = Cou (Z Vi =41G; ) /5= tj«1G’j)
J=1 j=1

par indépendances des G
inl

= Z‘ \/Ifj == tj..]_OOl) (Gj, GJ)
J=1

= ti A tl

Notons bien que cette méthode de simulation n’engendre pas d’erreur de
discrétisation sur le processus discret, contrairement 3 ce que l'on observe sur

d’autres processus.

2.2 Discrétisation d’EDS

7

La base des méthodes de Monte-Carlo en finance est la capacité a simuler I'évolution
des processus de prix. On commence donc par s’intéresser aux méthodes de

simulation d’une diffusion de la forme :
dXy = b(X;)dt + o(X,)dW,, X, =12 ¢ R® (2.1)

Ici, X modélise I'évolution de 4 sous-jacents sur le marché (actions par exemples) et
W est un mouvement brownien standard d-dimensionnel sur un espace de
probabilité filtré complet (2, F,P). On suppose que F = {F,,t € [0,T]} est la
filtration naturelle complétée de V.

En général, on supposera que o et b sont lipschitziennes, i.e. qu’il existe K > 0 tel que
lo(z) — o (y)| + |b(z) — b)) < K|z —y, pour tout z,y € R4, (2.2)

Cette hypothase garantit I'existence d"une solution forte 3 (2.1).
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2.2 Diicrétisation d’EDS

2.2.1 Modéle de Black-Scholes

Dans le modale de Black-Scholes, 1a dynamique du prix sous la probabjlité risque

neutre s’écrit
dX; = 7 X,dt + diag[XylodW,, X, e RY, 2.3)
ou 7 € R, est le taux sans risque et o € M9 est [a matrice de volatilité (supposée
inversible pour assurer Ia complétude du marché). Ce systeme se ré-écrit sous la
forme :
dX} = rXidt + Xio"dw,, XseRd, ;= 1,...d (2.4)

dont la solution est
. . 1 . .
Xi =X} exp{(T —g laz‘,2) t+ UZ'W}} o t=1,..4d

Pour simuler X;, il suffit donc de simuler 1a valeur de IV en t. Les Wii=1, oy Bl
étant indépendants et de méme loi \/(0, t), il suffit donc de simuler d variables

aléatoires indépendantes de loj A/, (0,2).

2.2.2 Le schéma de discrétisation d’Euler

La simulation du processus X dans le modele de Black-Scholes est "exacte" dans I
mesure o, a ¢ donné, on peut simuler exactement dans la loi de X;,. Cela est possible
grace a la forme particulidrement simple de (2.4).

En général, la solution de (2.1) n'a pas une forme aussj simple et 1’on est obligé de
recourir a une approximation de X qui correspond & une discrétisation en temps de
l'équation (2.1).

On se donne une subdivision de [0,7]
T = (tg, ..., 1y, s ln) avec ty = kT /n.

On notera A"t = T/n et AWy = Wieor — W, . L'idée de la discrétisation d’Euler est

treés simple. Pour tout % — 1,...,n,ona:

X,

tx

¢ 1
= Xo, +j[ ’ b(X,)ds +/ o (X,)dW,
-1 te—1

> th—l —+ b ()(tk—l) Ant + o (‘th—l) A\an
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22 Digcréﬁsation d’EDS

13
_— _

ce qui conduit a la construction dy schéma

(X, = X,
X, = YZH+b(}?’t’;_l)mt+a(Yg_l)mwk, k=1,..n (2.5)

C’est I'équivalent stochastique du schéma d’Euler utilisé pour les équations

différentielles ordinaires.

>

La simulation de X n S€ ramene a la simulation des accroissements de IV, og
AW, ~ N0, A"™1;) pour tout § = 1. n.

On introduit maintenant un schéma d’Euler "continu" de ce schéma discret

Xe =0 +0(X0) (t— 1) + 0 (X2) (W — W, ). POUrt € [t 1, 4]

ce que l'on peut réécrire sous forme intégrale

t ; o
Xy =Xy + / b (X, )ds+ / o (X, ) dw,. (2.6)
Jo 0
On donne les résultats de convergence connus pour le schéma d’Euler
THEOREME 2.2.1 ( Convergence forte). Sous 1 "hypothése (2.2), pour tout p=>1
—n - 12p G
E|sup X, - X < —
-] < g

De plus, pour tous o < 1 /2, presque stirement

lim n®sup | X, — Xl =18,
nooo gop

En pratique, ce qui intéresse surtout les praticiens c’est la convergence du prix
" 3 o5 . . - >
discrétisé” vers le vrai rix, i.e. la convergence de Eg(X™") — Eg(X7) vers 0. C'est Ia
P A g

convergence faible.
THEOREME 2.2.2 Sib o Cy et g € C4, alors
B [9(X7) - 9(X1)]| < C/n.

Ce résultat est du a [20].

Nous utilisons le Théoréme de Feynman-Kac, pour la démonstration de ce théoreme
Le théoréme précédent donne une vitesse de convergence faible en 1 /n. Evidemment,
I'hypothese g e C, n'est pas trés satisfaisante car généralement non vérifiée en

finance. Le résultat précédent peut étre amélioré de la manisre suivante.
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22 Discrétisation d’EDS 15
\_»&\\\\ﬁ_\h\

Solution. Le schéma d’Eyler X du processus X, s'écrit

Y(L-d-l)h - X, (1+ch) + o (Wikriy, — Win)

Ainsi

A= 1+ ch)fx + JZ(I + ch)* (W, — Wi—n).

g==]

Pourt € [kh, (k + 1)R], Ia version en temps continu du schéma d'Eyley s'écrit

X = (4 c(t ~ ) + chrz + o(W, — W)

+ 02(1+c(t~kh))(l+ch)k‘ "Win = Wii_yyn).

=1
On sait que X, s’écrit

) 2
Xp = ze® 4 a/ ec(t'“)qu.
0

On peut donc calculer la différence |X; — X,| pourt e [kh, (k + 1)A).

X - X,| < a‘l(l—l—c(t—klz))(l-f—clz)"’ e +

+c(t — kh))(1 + ch)*-D 1{,<U<Z+I<k} — e“ug,

d’otli en prenant 'espérance du carré

EIX, -x,° < 23;2[(1+c(t—kh))(l+c’h —eCt, o

Remarquons que (1 + ¢(t — kh))(1 -+ ch) (k~i)I{z’<u<i+1<k} peut se réécrire
(I+ec~[2[n)1+ ch)I%*1. De plus [52] = Bt 4 eotie< 1. Un développement

limité au premier ordre permet de trouve

(1+c(t—[£m))<1+ch)“—%? = (14 O(h))e T2 +alchtop)

= el¥(14 O(h)).

On montre ainsi que E [X; — thz = O(h?).
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2.24 Le schéma de discrétisation de Milshtein

Dans la présentation dy schéma d’Euler, on a utilisé 'approximation

tr
L oo, ox, ) i, —wi )
tp—1
mais on aurait pa utiliser une approximation d’ordre supérieur. Pour fixer les idées,

on se place en dimension 1 et on Stppose que b = 0. Alors, pour s € (th—1, ta]

tr_1

o(X,) = o <)Qk_l = / a(X,;)th)
™ e (th~1 or G(th—l) (I/Vb - mk~1))
utilisons une formule de Taylor a I'ordre 1

e O-(thq) + J!<Xik—1)J(th—1) (VVS - VVilwl)

On utilise maintenant Ia formule d'It6 appliquée a (W, — Wi, )?, on obtient
2 Tk T
(Wtk- - VVtk—l) = 2/ (WS - I/Vtk)dWS +'/ ds;
le—1 tr—1
on en déduit que

O . 1, . .
/ O'(Xb)dW& o~ G(th__l) (VVtk = VVtk_l) + 50- (th_1)U(th—1) I:(I/Vtk - ]'/Vik-l)z w 7K t]
lpy

Le terme de dérive b ayant une contribution inférieure dans I'erreur d’approximation
par rapport au terme de diffusion, il n’est pas nécessaire de le corriger. Pour d = 1, on

obtient donc le schéma d’approximation suivant :

X = X,
Xp = Xp 4 (B amt+ (%) (w, - Wi 1) 2.8)
v T ; 2 _ Ang _
+1o'(Xp_Jo(Xp ) [(mk ~ Wy ) = A t_] , k=1,..n

Le schéma défini par (2.8) est connu sous le nom de schéma de Milshtein.

Exemple 1. Dans le modale de Black-Scholes en dimension 1, définje par

dXt = Xt (Tdt + O'dVV;g) 3
Xo = zeR
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Le schéma de Milshtein s’écrit

éng — ;X}
X = X {iv -0y ans, (Wae = W) + 102 (W, — Wat)'}.

En dimension d quelconque, le méme raisonnement conduit & consider le shéma
suivant :

=L

A = X,

)?gc - )N(g;_l +b ()?g;ﬂ) A 4 a()?g;_l) (W, — Wi, ,) -

tp1

d
+3" (Voigh) ()?tk) Jor (W =Wi)aw!, k=1, n.
L

Avec quelques hypotheses sur la régularité des coefficients o et b, ont peut annoncer

des résultats quant a la convergence forte du schéma.

THEOREME 2.2.4 (, Convergence forte). Supposons que o et b sont deux Sfonctions

continiiment dérivables de dérivées 1°7¢ ot Qnde bornées, alors

Y21, mak|[%n - x, [*] < C
P2l med % - < 5
De plus, pour tous . < 1, presque siirement
nl_lilolo’rb e Ay — Xy | =0

THEOREME 2.2.5 (Convergence faible). Si on Slppose que g, o et b sont des fonctions C* i

dérivées bornées jusqu’a l'ordre 4 ef si de plus g est a croissance polynomiale, alors
Fn Cr(9)
[B (s(%0) - B (o] < Z20)

oit Cp (g) est une constante dépendant de T et de g .
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Cﬁapitre 3
Réduction de I3 variance

Nous avons vu que l'erreur due a une méthode de Monte Carlo pour le calcul de
E[g(S7)] est liée soit 4 Ia discrétisation du processus Sz soit a I'approximation de
I’espérance par une moyenne trajectorielle. Nous avons €galement observé que dans
certains cas de payoff, il était possible de réduire considérablement ’erreur de

discrétisation. Dans ce chapitre nous allons nous intéresser au deuxiéme type

d’erreur.

3.1 Fonctions d’importance
3.1.1 Généralités

Dans ce chapitre, nous cherchons estimer une intégrale / par méthode de

monte-carlo de la fagon la plus précise possible. On suppose dans toute la suite que:

I'=E(g(X)),

avec g(X) de carré intégrable
La méthode de fonction d’importance consiste 3 changer la loi de simulation dans le

but de réduire la variance et écrire I’intégrale I sous la forme

I= z)f(z)dz = B mﬁg({)f@’))
/Rg( )f(z) ( 77)
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tel que ¥ est une variable aléatoire de densité f(z) onR.
Soit f une autre densité telle que f(:e) >0et [, f(a:) dz = 1. Alors on peut écrire
E(g(X)) comme

_ [9@)f(z)~ _m[9X)f(Y)
E(g(X)) = /R Tx)f(-’ﬂ)dﬂ’ =E ( \f(Y) ) ;

On supose choisi f( Y) de sorte que Z — a¥)f(y)/ f(Y) € L*(Q), l'algorithme sera
alors plus efficace si Var(Z) < Var(g(x 1k

Sig(x) > 0, un calcul simple montre que si f| (z) = g(z) f(z) /B(g(X)) alors

Var(Z) = 0! Bien sur ce résultat théorique n’a pas d’applications pratiques car il

repose sur la connaissance de E(g(X)), qui est ce que l'on veut calculer.

PROPOSITION 3.1.1 Tpl que 'Y est une variable aléatoire de densité fN (z), supposons que
f(w) = 0sig(z) # 0 et que

dr < 0o

/ 9'()f*(z)
R f(x)
Rappelons que sous ces hypothéses, 7 = IY)FY)/F( Y') est de carré intégrable. De plus, si

/J; l9(2)f(z)|da: # 0

Alors, Ia fonction f(z) minimisant Ig variance de Z est définie par -

o) = l@r@
&) = @ fes © <R

REMARQUE 3.1.1 Rappelons que si B(g(X )) =0, alors : g(X ) = 0 présque sur sur [V et
donc I = (.

Démonstration, Nous avons que
var(Z) = [, —u_gz(;(i; %) dy — 12
D’aprés 'inégalité de Jensen
@@ g, _ @) l9@r@)]? _ )2
b T e = BRI > B _ (1 1o0) )] )

Par conséquent, quel que soit le choix de f(x)
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Var(2) 2 (felg(@)f(z)| dz)? - 12
Alors, la variance de Z est minimale si 'on choisit Ia fonction f(w) définie par

flz) = _le@)f@)] p
fz) = Tle@iwia: % € R

En effet, pour ce choix,

Var(2) = (f, lge) f(2)| day? - P2
[l est utopique de penser utiliser la densité f(z) définit par

flz) = @U@l pa

Julo() f(z)]dz

En effet I'intégrale J = [ 9(z) f(z)dz n’etant pas connue, il y a peu de chances que I'on
connaisse la valeur de l'intégrale [ g(z)f (z)dz, en particulier, si g est positive, Ia

variance de Z = g(z)/ f(2) est minimisée par le choix

7N le@)f()] d
Flz) = Te@ @)@ T € R

choix qui dépend de la quantité a estimer ] noter que dans ce cas, var(Z) = (

THEOREME 3.1.1 (Rubinstein)

La densité f~(:c) qui minimise la variance est :f(a:) = m%

REMARQUE 3.1.2 §i Y ~» A/ (1, 0®) alors : Py < ) = L

Avant d’avoir donner des exemples d'utilisation de cette méthode, on donne
I'application de la méthode de Monte Carlo pour evaluer deux quantités importantes
en finance (Call/Put).

Pour une variable aléatoire gaussienne NV (0, 1), () = f_tm \/% exp(— %)dx, et des
constantes 3 > 0 (de l'ordre de 1) et K > 0, le call (prix d’une option d’achat) est
donné par la formule de Black et Sholes :

C=E((*°-K),) =50 (ﬁ— ln(‘TK)) - K% (_m(’%)) :
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Pour f = K = 1, on a la valeur “exacte» (' = 0.887. De plus, Var ((€€~1);) ~4.16,
dott o ~ 2.04.
Le put (prix d’une option de vente) est
P=E((X - ef),) = Kk (m;\m) — e o (méi) - [)’) .
De nouveau pour § = k = 1, on a la valeur «exacte» P — 0.238, tandis que

Var ((1 - e)+) ~ 0.0885, d’ott o P~ 0.297. Ceci entraine que, suivant I taille de

I"échantillon, la demi-longueur de I'intervalle de confiance a 95% de C ou de P est

Lintervalle de confiance du ¢gj] est donc environ 7 fois plus grand que celui du put et

I"'approximation du put est donc bien meilleure. Puisque

2

C—P=E(f—K)=¢% _ K

9

on a donc intérét a calculer le put P par la méthode de Monte-Carlo pour en déduire
le call C.

3.1.2 Exemple 1.

On cherche tout d’abord a calculer fol cos(%¢)dz, ce qui correspond a la fonction

gz} = cos(%F) et a la densité f d’une variable aléatoire 7 de loi uniforme 1(|0, 1]). La

variance de g(U) est
1 i 2 2
TNy = o _/ O Sinad _1_,2_ w0 0 1072
Var(g(U)) ~[J cos®( 3 Ydz '\‘/0 cos( 3 )d:r) =z (77) 9.47 x 1072,

On remplace la loi de ¢/ ([0, 1]) par une fonction f telle que le produit fg soit proche
de f
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2 on pose
1(x). SiY a pour densité /. 1a variable aléatoire 7
pour espérance E(g(X)) = 2 et

3.1 Fonctions d’importance

positive sur [0, 1]

polynéme paire de degré deux,
etquivautlenQOet0en ] ; comme fol(l — z%)dx
flz) = 21— %) 1,

_ 2cos(12X)
3=

)

3 a

1 2(7x
Var(z) = 2 [ ©5(%)

2\ 2 »
3 4 mdl‘—-(;) N9’.91X10
On voit que Var(2) < Var(g(U)).

3.1.3 Exemple 2. Exemple en Finance

Supposons que le processus 5 obéit a I'équation de Black et Scholes a 1 dimension

dx‘;t = TStdt + UStdW/t,
Supposons que I'on veuille évalue

(3.1)

= L. Pour /3 designe quelconque,

P=E[(1- eﬁG)+] _ / (1- eﬁm) e T

run Put avec K

R * \/537
Clairement, 1 — ef* > ( gj et seulement si z < (

pour 5> 0 (resp.x >0 i B <0)etle
changement de variable Y = z° montre que pour tout 3 £ ( :

o /+oo (L=™9), +(1-ebvi)
0

—e7% dy.
V2my 2 )
La fonction f(y) =1

e"‘§1]0,+oo[(y) est la densité d’une variable aléatoire Y de loj
exponentielle de paramétre 1 et on a alors -

Bem (1 — 66\/)7)+ o (1 - e"'@‘/?)

2rY

+.

Le tableau des précisions que l'on obtient pour le put avec 3 = 1 et la valeur exacte
0.23842 est :
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On voit que pour 10000 tirages, I'erreur relative est environ divisée par 6.
On peut aussi directement calculerle call C = (66 ~ K )+) en utilisant la fonction

d’importance. On fixe m € R et on pose f(z) = —5= exp(— ”“2’")2); £ est la densite

d’une variable aléatoire  — G +m de loi M (m, 1). Un calcul facile montre que si G

suit une loi A/(0, 1), pour toute fonction borélienne ¢ : R — R positive ou bornée,

El¢(G)] =E [ﬁb(G + m)e*mG‘mT'zJ =E [¢(G + m)e‘m(Ger)“’“%J .

II faut donc pour chaque fonction ¢ déterminer une valeur de m telle que la variance
m2 . s . - 7= A

de X = (7 4 m)e~™MCHmI+ I ooy minimale, en tout cas inférieure 3 celle de ¢(@).

Posons par exemple $(z) = (exp(Bz) — K )+ avec B, K > 0 et notons o}, la variance de

X dans ce cas; alors :

ol — | ( (ef(GHm) _ K)i 6—2m(G+m)+m2) ~E (56 - K‘)+)2

ofS,

dy — B ((e®9 — K)+:)2.

+m "’12 T
= / (e — K)ze“m“Te
In(ﬁK 2

ﬁ

o

On en déduit que

6 5 ]. R 8 2, —m +ﬂz-}£
p (0;’,1) == Word (ePv — K) (m— y) e ™t S gy
i

donc pour m < my = lig-q, % (02) <0.0n prend donc comme fonction f la densité

de G + m,.

3.1.4 Théoréme de Girsanov et fonctions d’importance pour
les diffusions

THEOREME 3.1.2 Suivant I méthode de Newton [14], nous allons montrer gue sous des

hypotheses peu contraignantes, la variance peut étre annulée.

PROPOSITION 3.1.2 Soit 7 une variable aléatoire telle que Z = p(W,,0< s < T),
E(Z%) < +o0et P(Z > €)=1,pourune> 0,

11 existe un unique processus (Hy,0 <t <T)tel que

T
Z=E(2)+ / H,dW,
0
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On pose h,
hp= -0
' E@EY
Soit

T 1 T
Ly = exp (-—/ H.dW, — 5/ fhs]zds) .
0 0

E(Z) =E(L;'z)

Alors B(Ly) = 1 et

o~

P(L;'Z =E(Z)) = 1.

REMARQUE 3.1.3 Celg signifie que sous P, la variable aléatoire L' Z a une varignce nulle,

Le. qu’elle est constante p.s.

Démonstration. Soit ¢ = Eﬁ%ﬂ. Ona

ot H 1
,=1+/ ——“"-dWszl-/ BadW,.
é o B(2) p

Cela implique que p.s. sous P, et sous P

(-T 1 i \
¢t = exp (— Hsdm — 5/ fhslilds) = LT-
0

0
Mais, comme Z est une variable aléatoire Fr-mesurable, or = Z/E(Z).

Bien entendu, le probleme reste difficile car il s’agit maintenant de calculer A.
Supposons que le prix du sous-jacent peut étre modélisé par une diffusion X;. Le prix

d’une option européenne est alors :
E[e—TTg(XT)].
ol g est une fonction continue et positive et (X;, ¢ > 0) une diffusion solution de
dXy = b(Xy)dt + o(X,)dW;, X, = 2. (3.2)

Soit u la fonction définie par u(t, z) =Ey(e " Tg(Xr_,)) (z est le point de départ de

la diffusion). Il est connu que u est solution du probléme EDP suivant -

g7 = f(z), pourzeR",
(% + Au— Tu) = 0, pour (t,z) € [0,T] x R,
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ou A est le générateur infinitésimal de la diffusion (X,,t > 0).

Sionpose Z = e=Ty(T, X7) et

)
H, = e—ﬂ-ag(t,xt)a(xt),

alors d’apres la formule d'It6, on a

£ 4
e‘TTu(T, Xr) = u(0,z) +/ H,dW, = E[Z] +/ H,dW,.
0 0

Le processus h sera alors défini par:

A Ht — g_—:(tﬂ Xt)U(Xt)

' E[Z|F) u(t, Xy)
La connaissance d’une approximation de u (par des méthodes liées aux EDF par
exemple) permet de calculer h (voir [17] pour des approximations de u par des

grandes déviations).

3.2 Variables antithétiques

Le principe de cette méthode de controle est d’utiliser des propriétés de symétrie de
la loi simulée pour réduire la variance. Dans le cas de la finance on doit souvent
calculer M = E[¢(G)] ou G est une gaussienne centrée. Or on sait que G 2 g Donc,

un estimateur de M = E[¢(G)] est

1

7 S 57 (B(C1) + $(=G1) + ... + $(G.) + $(-G.)) .

ou Gy, ..., G, sont n réalisations de la loi de G. Si on note M, =1(¢(G) +... + o(G))

I'estimateur Monte Carlo classique, on obtient

Var(M,,) = Z:I—L;VCLT‘ (id)(Gz))

2n
G; indépendantes 1|
TR Y Var (9(6))
=

G;demémeloi 1
TR —Var (4(G1)).
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La variance de l'estimateur },, est

Var(My,) = 21—711—5-‘/@7' (Z (6(Gs) + Cb(_Gi)))

i=1

G; indépendantes

1 il
= 3 2 Var (8(Gy) + 6(=Gy))
4=1
G; de rn:éme loi _1_

4n
612-6,

= % (Var (¢(G1)) + Cov (¢(Gy), 6(—G1)))

(Var (¢(G1)) + Var (¢(=G1))) + 2 * Cov (¢(G1), $(—G1))

On conclut que Var(M,,) < Var(Ms,,) si et seulement si Cov (¢(G}), ¢(—G1)) < 0. Or,

on dispose du théoreéme :

THEOREME 3.2.1 Soit G une variable aléatoire, T une transformation décroissante de R

telle que T(G) Y G, et ¢ une fonction monotone alors
Cov(¢(G), ¢(T(G))) <0,

avec inégalité si ¢ est strictement monotone sur un domaine de mesure non nulle.

3.2.1 Un exemple en finance

Considérons le cas du put dans le modéle de Black et Scholes.

On cherche a calculer E[¢(G)] ot ¢(z) = (K — €2) . et G est une variable aléatoire
gaussienne centrée réduite. ¢ est croissante si 3 < 0 et décroissante si 5 > 0, la
transformation T'(z) = —z est décroissante.

Vu le théoréme 3.2.1, On en déduit que 5 [(K — 7). + (K — e779), ] a une variance

inférieure a celle de (K — ¢%%),.

3.3 Variables de controéles

Supposons que 1'on cherche a calculer E[X] ot X est une variable aléatoire donnée.
Les méthodes de variables de contrdles consistent a trouver une variable Y et une

constante C telle que E(X) = E(Y) + C et

Var(Y) < Var(X).
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On cherche donc a écrire E(f(X)) sous la forme :
E(f(X)) = E(f(X) - i(X)) + E (h(X))

dans le cas olt E (h(X)) peut étre calculé explicitement et Var (f(X) — h(X)) est
inférieure a Var (f(X)). On calcule alors E (f(X) — k(X)) par la méthode de Monte
Carlo.

3.3.1 Exemple 1.

R 1 . R ..
On cherche a calculer fo e*dz, comme e” ~ 1+ z pres de 0, on écrit

1 1 3
/ e”’da:z/ (e —z—1)dz+ -.
0 0 2

Si U suit une loi ([0, 1]), la variance de eV vaut % (e* — 1) — (e — 1)? ~ 0.242 tandis que
la variance de eV — 1 — U vaut 1¢? — 2e + L — (e — 2)? ~ 0.0436; elle donc divisée par

5 environ.

THEOREME 3.3.1 Soit b et o deux fonctions lipschitziennes. Soit (X;,t > 0) l'unique
solution de

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th, XO =xT.

On note A le générateur infinitésimal de cette diffusion

AT =33 eglo)gad <z>+}jb<>

4,9=1,

ou CLU ZO’ZP O'Jp

Supposons que w est une fonction C*? avec des dérivées bornées en x et qu’elle est solution de

'EDP

(B +Au—1u) = [f(z), (t,z)€(0,T]xR", (3.3)
(T, T} = g{z), z€R" ’
Alorssi Z = g(Xr) — [} f(Xo)dsetY = [ 8(s, X,)o(s, Xs)dW,, ona
E(Z)=Z-Y.

Cela signifie que la variable aléatoire Y est un controle parfait de Z.
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Démonstration. Grace a la formule d’It6,on a

du(t, X;) = (% + Au> (t, X,)dt + %(t,Xt)o(s,Xs)dW}.

Maintenant, en intégrant entre 0 et 7', en prenant l'espérance et en utilisant le fait que

u soit solution de (3.3), on obtient
wW0,2) =7 —-Y =E(Z).
3.3.2 Exemple 2. Un exemple en finance
Parité Call/Put On suppose que (S;,¢ > 0) suit une diffusion log-normale
dSy = Si(tdt + adW;), Sy = .
On note ' le prix du Call Européen
C=E (e (Sr— K),),
et P le prix du Put Européen
P=E(e"T(K - Sp),).

Il existe une relation qui lie le prix du Call et du Put et quine dépend pas du modéle.

Cette relation peut s’établir par des stratégies d’arbitrage :
C—P=E(e™(K-Sp)=z—KeT.
Cette formule peut également étre utilisée pour réduire la variance :
C=E (e (K- Sr);)+z—Ke .

Le calcul du Call est alors déduit du calcul du Put. Or la fonction de Payoff du Put

étant bornée, on peut s’attendre a une variance plus faible.
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Chapitre 4
Calcul des sensibilités

Les sensibilités ou variations du portefeuille par rapport aux paramétres sont
importantes en finance. En effet, ce sont ces calculs qui vont permettre au vendeur
d’une option de se couvrir. Par ailleurs, nous avons vu que la connaissance du delta

permettait de mettre en oeuvre des techniques de réduction de variance.

4.1 Rappels sur les sensibilités

Soit X7 un actif sous jacent uni-dimensionnel solution de dXy = 7Xdt + o(t, X;)dW,,
ot o est une fonction. On suppose que 1'on cherche a calculer les sensibilités d’une
option de payoff g(X;,0 < ¢ < T') par Monte Carlo. Si X, = x, on note

u(t, z) = Blg(X,,0 < s < T)].

Les sensibilités que nous allons abordées ici sont :

-
= s g <s<T
A o [e7Tg(X,,0< s <T)]
[F = -?iE[e‘TTg(X 0<s<T)
Oz2 YU

Le A est la couverture. Il représente la quantité d’actif risqué que I'on doit détenir

pour répliquer I'option. Le T est la dérivée du A et doit rester faible sinon cela

signifie que le nombre d'interventions sera trop élevé.
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4.2 Approche par différences finies

L'approche la plus simple pour calculer les Grecques (sensibilités) est de voir que, par

exemple, A = 24(0, 7). Donc, une méthode simple d’approximation sera :

Ou 1 : ~
A = R N — 5 £] — -— =
3502 ~ - (w0, 2 +¢) —u(0,z— ) = A
u 1 ~ ~ =
I’ = '(:9?2-(0,,(})’\‘Q—G(A(O,.I"f‘ﬁ)—A(O,.’E—E)):I
Il existe deux possibilités de simulation de ces accroissements :
1. On utilise N simulations pour estimer une approximation (0, z + €) de u(0, z + ¢)
et N autres (indépendantes) pour estimer @(0, z — ¢) approximation de u(0, z — ¢).

Dans ce cas, on a

Vel (a(o, z+€) — a0,z ~ e))

= ?%(Var(ﬁ(o, z+€)+ Var (@(0,z — €)))

1 (Var(g(X$))  Var(g(X%))
i

2¢

4¢e?

~ 5 (Var (9 (X7))

2. On simule N trajectoires du Brownien et on construit X*+¢et Xz—¢ avec les mémes

trajectoires. Dans ce cas

~ o~ _ X:v:+e _ ’Xn:—e
Var (u(O,:E—{-e) u(0,z e)) _ —l—VaT (9( 77¢) — g (X3 ))
2¢ N 2¢

~ TVar (g (X5).

Si € est petit et g réguliére, la seconde méthode sera en général préférable a la
premiere.

Cette méthode est trés simple & mettre en oeuvre mais le choix du € n’est pas évident.
Si € est trop petit, la variance de l'estimateur peut étre tres grande, c’est le cas si le
payoff est trés irrégulier. Si ¢ est trop grand, I'approximation des dérivées est
mauvaise. Les vitesses de convergence de ces méthodes ont été étudiées par [5],[6] et

[13].
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4.3 Ameélioration des techniques pour Monte Carlo
4.3.1 Notion de processus tangent

Nous nous plagons dans un cadre général. Soit X; une diffusion d-dimensionnelle

solution de I"équation
dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dVVt, Xo =T,

ot W est un Brownien r dimensionnel, b : R% — R et ¢ : RY s R¥", On étudie la

fonction quia z — X,(z), a w fixé.

THEOREME 4.3.1 Si bet o sont deux fonctions Cy°, alors pour tout t € [0, T 'application
T — X(x) est presque stirement C™ et I, équation d'Ito satisfaite par 513 ’(“) s'obtient par

différentiation sous les intégmles :

que I'on peut écrire :
t
VXi(z) =/ Vb(X,(z)) x VX,(z) ds—i—Z/ Vo' (X,(z)) x VX, (z)dW!
0
oit ot est la 1 ¥ colonne de o.

REMARQUE 4.3.1 On peut différentier le processus X indéfiniment par rapport & x, dés que

les fonctions b et o sont assez régulidres.

DEFINITION 4.3.1 Le processus tangent (Yi)iso est le processus (matriciel) dérivée premiére

de (Xi())s>0 par rapport 4 x
8Xt(a:)
ox

En dimension 1, il satisfait I'équation différentielle stochastique :

Y, =

t 1
Xy =z+ / b(X,)ds + / o(X,)dW,
JO 0

rt 1
Y= +/ b'(X,)Y.ds +/ 0\(X,)Y,dW, (4.1)
0 0
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REMARQUE 4.3.2 En dimension 1, I'équation dont le processus tangent est solution a une

forme explicite :

vimes ([ (vex) - Tx))ds+ [ S X)W,

Démonstration. On consideére tout d’abord

B = Iy <exp ( /0 (b‘(Xs) - i;(xs)) o i /0 t a‘(Xs)dWs))

N /Ot (b‘(Xs) _ Z;(XS)> ds + /Ota‘(Xs)dWs

Donc d7; = (b‘(Xt) - ";(Xt)) dt + 0'(Xy)dW,. De plus, en appliquant la formule d’It6
alog(Y;), ona
dy; 1
Y, g2y
i 1 1 0_\2
/ B(X,)ds + / (X, )dW, — / - (X,)ds = dz,
0 0 0

d(log(¥3)) = a{YY),

I

Comme Z = 0 = log(Y;) on conclut que ¥; = exp(Z,).
Exemple 1. On considere le modele de Black et Scholes, i.e. b(z) =Tz eto(z) = oz.
Alors on sait que

Xy =zexp ((r—o?/2)t + oW;).

On voit alors clairement que

0 Xi(x
Y, = %,Xt(gy) = exp ((1 — 02/2)t + oW;) = th )
Exemple 2. On considere le processus d’Ornstein-Ulhenbeck, i.e. b(z) = —cx et

glz) = 7.
Alors on sait que
¢
X = ze™ + / e~ t=)aw,.
0

On voit alors clairement que

Y, = 2Xt(:ﬂ) = g dY; = —cYydt.
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REMARQUE 4.3.3 On peut également définir le processus dérivé, 2219 dy schéma d'Euler

X (z) de X,(z). Il est obteny par récurrence

()Ad(,(.z) - 1
%} (a) %7 (@) _ ()
= = ﬁt— + b‘()d&;é 1(( g) —i=l Tt (4.2)
)
+o'\(X,,_, (@) —=2Z (w, - Wi )

L'équation (4.1) peut étre vue comme limite de (4.2) quand le pas de temps tend vers
0, dia-(——) cdincide avec le schéma d'Euler de 2 X, (z).

Pour des développements plus approfondis sur ces notions, nous renvoyons a [15].

4.3.2 Applications aux calculs de couverture

Les applications se font essentiellement gréce a la proposition suivante :

PROPOSITION 4.3.1 Soit g une fonction C., et Xi une diffusion vérifiant les hypotheses du
théoreme 4.3.1. Alors,

5Bl () = B [g (e 220

La démonstration utilise le théoréme de Lebesgue.

Muni de cet outil pour dériver sous l'espérance, on peut maintenant calculer les
sensibilités.

Dans la suite, nous supposons que Xr suit le modele de Black et Scholes (i.e.

b(z) =tz et o(x) = ox).

L'idée générale est d’écrire les sensibilités sous la forme Ele™™g(X7)Zr] ot Zp est

une variable aléatoire que I'on déterminera.

PROPOSITION 4.3.2 Lorsque X, suit le modele de Black Scholes, pour toute fonction g € C
ona

Wr
x0T

A = E [e'TTg‘(XT)—&}

A = ]E[‘TT (Xr)—

Z

La premiere équation s’obtient sans hypothéses sur g.
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Démonstration. La deuxiéme équation s’obtient immédiatement a partir de la
proposition 4.3.1 et du fait que dans le modele de Black Scholes, X, /z = Y,.

La premiere équation va utiliser un calcul direct. Pour éviter de dériver la fonction
nous allons utiliser une intégration par parties contre la loi du Brownien.

On note p,(z) la densité de la loi de Xp. Cette fonction est réguliére par rapport a .

De plus, on a
B TgXr @) =7 [ gl
On dérive maintenant sous I'intégrale (théoreme de Lebesgue)
_ Op.(2) ; 2 ate)
H:eTT/ g)———dz=E | e g(Xp (z |,
M0 ( O e @)
ou

H=EG”%@M@@%QQMM@O-

z

Dans le cas de Black Scholes, la densité de la loi de X est donnée par

1 1 z 1 \ 2
pz(2) > 27TJ2T(XP 202T<0g (z) (T 20> J

Ainsi;
Olog(p:), . 1 2y (1, _
5e =z (28 (3) - (7-52°) 7))
et donc,
(91»Og (pz) - I/VT
5y Xr{z)) = —.
On conclut que
W.
A=E [e‘TTg(XT)a—:;;—,J :

On peut également trouver des résultats pour le T'.

PROPOSITION 4.3.3 Lorsque X, suit le modele de Black Scholes, pour toute fonction g € C}

ona
- WTXT WT
. o \ .
I'=E [e (g (X7) py s g(XT)IZOT)} (4.3)
_ —'-TTg(XT) WY% _ . 1‘_
F—EF E%T(E*LW > )

L'égalité (4.4) est valables sans hypotheses de régularité sur g (borélienne bornée).
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Conclusion

Les méthodes de Monte Carlo permettent de résoudre numériquement le calcul
d’intégrales multiples suivant une approche probabiliste. Appliquées a la finance, ces
méthodes permettent de calculer les prix des produits dérivés complexes, qu’on ne

peut pas expliciter de fagon analytique.
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Chapitre 5
Annexes

5.1 Annexe A : Mouvement Brownien, Intégrale
stochastique et diffusions

5.1.1 Mouvement Brownien
Rappelons la définition et quelques propriétés du mouvement Brownien.

DEFINITION 5.1.1 Un processus stochastique W : [0, +co[xQ — R est un mouvement
Brownien (standard) si

(i) Wy = 0,

(ii) Pour tout s < t, W, — W suit une loi gaussienne N' (0,t — s).

(ii}) Pour tout n > let tout to =0 < t; <---< t,, les accroissements

(Wi = Wi, 0< i <n—1)sont indépendants.

tit1

On en déduit immédiatement que pour tout instant ¢ > 0, W, suit une loi gaussienne

N(0,t) et que pour tout couple d'instants s, ¢ > 0,
E (W, W;) = Cov(W,, W,) = s A t, (5.1)

tandis que pour tout 7' > 0 :

n—1 2
W W,
m 3 (;L _ _z:) ~T dans I”. (5.2)
N=3400 0 n n
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Les trajectoires de (W, ¢ > 0) sons presque strement continues, c’est a dire qu’il
existe un ensemble négligeable N tel que pour toutw ¢ N, la fonction t — W,(w) est
continue mais presque stirement les trajectoires ¢ — W, (w) ne sont dérivables en
aucun point. (On en fait le résultat plus précis suivant : presque stirement les
trajectoires de (W;, ¢ > 0) sont Holdériennes d’ordre o < %, mais ne sont pas
Holdériennes d’ordre 1.)

Le mouvement Brownien (Wi, t > 0) estun processus a accroissements indépendants,
(c’est la propriété (iii) de la Définition 4.1.1), stationnaires (c’est a dire que pour tout
s,t > 0, les variables aléatoires Weps — Wi et W, — W, ont la méme loi) et gaussien
(c’est a dire que pour 0 < ¢; < ... < t,,, le vecteur (Why,, Wy,) est gaussien). 1l existe de

trés nombreuses caractérisations du mouvement Brownien ; nous en signalons deux :

PROPOSITION 5.1.1 (i) Soit (X;,¢ > 0) un processus continu, ‘a accroissements
indépendants stationnaires. Alors il existe des constantes T et o telles que pour tout
t20, Xy — Xo =7t + oW, 0t (W;, t > 0) est un mouvement Brownien.

(ii) Un processus gaussien centré continu (X, ¢ > 0) tel que Cov(X,, X;) = s At est un

mouvement Brownien.
Rappelons la définition suivante de martingale.

DEFINITION 5.1.2 Soit (F,,t > 0) une filtration, c’est & dire une suite croissante de tribus
et (My,t > 0) un processus stochastique i valeurs dans R, Le processus (M) est une (F;)
martingale si :

(i) M; est F, mesurable pour tout t > 0.

(i) B | M,| < +oo pour tout t > 0.

(iii) Pour tout 0 < s <t < +00, B (M| F,) = M,.

La proposition suivante montre que le Brownien est une martingale pour sa filtration

naturelle.

PROPOSITION 5.1.2 Soit (W;,t > 0) un mouvement Brownien standard réel et pour tout

t 2 0 notons Fy = o(W,,0 < 5 < 1),
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(i) (Wh,t > 0) est une (F,) martingale.
(i) (W —t,t > 0) est une (F,) martingale.
(ii1) Pour tout \ > 0, (exp ()\Wt — %Z‘t) L= O) est une (F;) martingale.

DEFINITION 5.1.3 Un Brownien standard r-dimensionnel est un processus
W 2 [0, +-00[x2 — R" tel que si W, = (W}, w7,

les processus (W},t > 0), 1 < i < r sont des Browniens standards réels indépendants.

5.1.2 Intégrales stochastiques et diffusions

Dans toute cette sous section, nous noterons Fi=a(W,, 0 < s<1),lafiltration d'un

Brownien standard de dimension 7.

DEFINITION 5.1.4 (1) Fixons T > 0 et notons L% Uensemble des processus

X :[0,T] x Q — R tels que :

() X :[0,4] x Q — R est mesurable pour B|0, t] ® F; pour tout t € [0, T]; X, est donc
Fi-mesurable.

(i) || X||, = [ BIXt2dt < +oo

L'ensemble L3. muni de la norme || X || ¢ est un espace de Banach.

(2) Notons S I'ensemble des processus simples, c’est & dire des processus tels qu'il existe des
instants 0 =1y < t; < ... < tp = T et des variables aléatoires (z;,1 < i < p) telles que x; est

Fi,-mesurable et de carré intégrable pour tout i € {0,...,p—1}et:

P
Ay = Z 'Til]t-i,tz'ﬂ] (t)
i=0
Alors S} est un sous-ensemble dense de L2.

On définit l'intégrale stochastique d"un processus simple X; = " ;1. ,...,(t) par
rapport a un mouvement Brownien standard de dimension 1 comme suit pour
t Eth,t]Hq], 0<k<r-—1:

k—1

1
/ XedWe = 3 @i (Way, — Wa) + a1 (Ws = W)
0

=0
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De plus on a l'isométrie suivante pour tout X € S2.:

]E( ) = / tE(Xf)ds. (5.3)

On en déduit que si une suite de processus simple (X (n);,n > 1) converge vers

1
[ xa.
/0

X € L% pour lanorme [||| , alors la suite (Jy X (n)edW,,n > 1) est de Cauchy dans
L?*(Q2) ; on note de nouveau fot XsdW; sa limite et I'isométrie (5.3) s’étend a X e Ve
Enfin, si on note A% I'ensemble des processus X : [0, 7] x 2 — R tels que la condition
(i) de la définition 5.1.4 est satisfaite mais la condition ( ii) est remplacée par :

(i) fOT | Xy(w)[*dt < 400 p.s. pour tout ¢ € [0, 7).

L'intégrale stochastique fot X,dW, s’étend de fagon unique a des processus X € A% et
définit un processus ( f; X,dW,,t € [0, T]) qui est Fy-adapté et presque sfirement
continu.

Cependant, pour X ¢ L2, le processus ( fot X dW,, 0<t < T) est une (F) martingale,
alors que cette propriété n’est plus nécessairement vraie si X € A2

Soit enfin (W; = (W, ..., W7),t € [o, T7) un Brownien standard de dimension r et
X=XW1<i<d1<i<r): [0, 7] x 2 — R™ un processus a valeurs dans R
dont toutes les composantes (X7, ¢ € [0, T]) appartiennent a 2. Alors pour tout

te[0,7],
pT

0

r t
X, dW, = ;(Z / Xikawk 1<i< d) € R%
k=1v0

Siles composantes de X appartiennent a £2, 'isométrie s’écrit pour touti € {1,,d} et

tel0,7]:
2

E

Z /O tX;f,kd{»Vf = /O ti E (| X;,klz) ds. (5.4)
k=] k=1

Rappelons enfin I'inégalité suivante de Burkholder-Davies-Gundy qui généralise

Visométrie a un espace L? quelconque avec p ¢ 2, +ool:

PROPOSITION 5.1.3 Pour tout p € [1, +oo| il existe une constante Cyp > 0 telle que pour
p)
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tout processus adapté de carré intégrable X : [0,T] @ Q — R :

t T 2p T T
/ Y XEaw sc,;a( / > X ds
0 0 =

E| sup

0<t<T "
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Le résultat suivant assure I'existence et 'unicité de solutions fortes d’équations

différentielles stochastiques (qui sont des processus de diffusion).

THEOREME 5.1.1 Soit W un Brownien standard de dimension r pour la filtration
(F2), 0:[0,T] x R* 5 R et b : [0,T] x R? — R des fonctions mesurables pour les tribus
produit de boréliens pour lesquelles il existe une constante C' > 0 telle que pour tout

t€ (0,7, z,y € R® :(i) (condition de Lipschitz)
lo(t,2) — o (t,y)| + [b(t, ) - b(t, )| < Claz -y, (5.5)
(i1) (restriction sur la croissance)
lo(t, 2)| + [b(t, 2)] < C(1 + a). (56)
Alors pour tout x € RY I'équation différentielle stochastique
A /0 (s, X)dW, + /0 “b(s, X.)ds (5.7)

@ une unique solution trajectorielle (X,,t € [0,T1) adaptée 2 Ia filtration (F;) a trajectoires
presque siirement continues, et telle que pour tout p € [1, +ool il existe une constante C, telle

que pour tout h > 0 :

E ( sup lthp) < Go(1+[z7), (5.8)
t€[0,77]
sup E(| Xepn — X < Cy(1 + |z]%)Re. (5.9)
t€[0,7)

Ce théoréme est montré par exemple en utilisant un schéma de Picard, I'inégalité de

Burkholder-Davies-Gundy, ainsi que le lemme de Gronwall :

LEMME 5.1.1 Soit A, v : [0, +oo[— [0, +o0| des fonctions telles que v est bornée et \ est

continue, et soit C' > 0 une constante telle que pour tout t ¢ [0,77:

v(t) < C+/O A(s)v(s)ds.

v(t) < Cexp ( /0 t)\(s)ds) .

Alors pour tout t € [0,T] :
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THEOREME 5.1.2 (Formule d’It5) Soit o et b des fonctions satisfaisant les conditions (5.5) et
(5.6) du Théoreme 5.1.1 et f - [0,T] x R? - R une fonction f(t,x) dérivable par rapport i t
et deux fois différentiable par rapport & = (x4, ..., 74) et dont les dérivées partielles sont

continues ; alors

Ly s, I B »
&, X)) = 70, 2) + /0 Ef(s,xs)dHZZ /0 éé(s,xs)a;(s,xs)dwf

i=1 k=1
d 1 d t 2
<« ['0f i 1 Ff Vi (o
+;§;/0 6_9?2'(87}(8)6 (s, X,)ds + 23:1/0 W(S,Xs)(dd) (s, X,)ds.  (5.10)
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5.2 Annexe B : Evaluation des prix d’options
européennes

Une option est un €ngagement entre un acheteur et un vendeur. Il existe beaucoup
d’options différentes mais les plus anciennes et les plus simples sont les options
d’achat (call) et les options de vente (put). Il existe, par ailleurs, deux maniéres
d’envisager les options par rapport a leur date d’exercice : les options américaines
pour lesquelles les droits peuvent étre exercés, au gré de l'acheteur, avant I"’echéance,

et les options européennes qui ne sont exercables qu’a I’ ’echéance.

5.2.1 Options européennes

DEFINITION 5.2.1 1. L'option d’achat ( call) européenne donne le droit (et non
I'obligation) d’acheter a une date convenue T une certaine quantité d'un actif financier i un
prix déterminé K.

2. L’option de vente (put) européenne donne le droit (et non 1 ‘obligation) de vendre i une
date convenue T une certaine quantité d"un actif financier & un prix déterminé K.

3. La date fixée T' s'appelle la maturité ou la date d'exercice.

4. Le prix déterminé K s’appelle le prix d’exercice (strike price).

L'actif sous-jacent, c’est-a-dire celui sur lequel porte I'option, peut étre, par exemple,
une action, une devise ou une obligation.

Une question centrale est le prix du contrat, prix sur lequelles deux parties (acheteur
et vendeur) doivent se mettre d’accord.

Dans toute la suite, S; est le prix de Iactif sous-jacent a I'option a I'instant ¢ € [0, 7).
Par ailleurs, C; (respectivement F,) est le prix a I'instant ¢ d"un call (respectivement
d’un put). Les prix C, et P, dépendent bien stir de I'évolution du prix de I'actif

sous-jacent, de la date d’exercice T et du prix d’exercice K.
Description d’un Call

Le probléme d’un call peut &tre, par exemple, le suivant : au temps ¢ = 0, j'achete le

droit d’obtenir & I'instant 7" une action au prix K = 100.
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Premiére situation :Si, a la maturité T, St = 200 alors j'exerce mon droit et jachete
I'action au prix K = 100. Le gain immeédiat (payoff) est 200 — 100.

Deuxiéme situation :Si, 2 la maturité, St = 50, alors je n’exerce pas mon droit et le
gain immédiat est nul.

De manigre générale, le payoff (flux requ a l'instant ¢ par le propriétaire de I'option)
est donc

max(Sr — K,0) = (Sp — K),.

Pour connattre le gain global de 'acheteur (propriétaire de 'option), il faut bien siir
retrancher le prix de I'option qui a été versé 3 l'instant ¢ — 0, c’est-a-dire C,. Comme
les sommes versées et percues ne sont pas échangées au méme instant, il faut tenir
compte d'un facteur de renormalisation lié au rendement d’un actif sans risque. Ce

rendement est noté 7. Ainsi le gain moyen global considéré a I'instant ¢ = 0 est égal a
Es, (e7(ST - K),) — Co.

Si le marché est équilibré et qu’il n'y a pas d’arbitrage, le prix exact de I'option est
donné par

Co=Eg, (77 (ST - K),).

Tout ceci suppose évidemment quiln’y a pas de frais supplémentaires ou de
dividendes et qu'il n'y a pas de limitation sur la gestion des actifs (pas de limitation
de vente ou d’achat). Notons que Cp est déterministe dés que la valeur initiale So de
lactif 1’est.

De maniére plus générale, le prix a I'instant ¢ € [0, T] d"un call est donné par
Gy =Eg, (" (Sp - K), | F)

ol (F4)sejo,r) est la filtration engendrée par le processus (.5;);c lo,7]- Sil’on suppose de
plus que le prix (St)tefo.r) est un processus de Markov, le prix a I'instant ¢ d’un call est
alors

G =Bs, (7T 9(Sr_, — K),),

Remarquons que C; est une variable aléatoire F,-mesurable.
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Description d’un put

Le raisonnement lié 4 la description d’une option de vente est évidemment & I'opposé

de celui de I'option d’achat. Ainsi, si au temps ¢ = 0 on achete le droit de vendre un

actif au prix K a l'instant T alors on réagira a l'échéance de la facon suivante -

- sile prix de l'actif Sy est supérieur a K, alors on n’exerce pas son droit et le gain
instantané est nul,

— sile prix de l'actif Sy est inférieur 3 K , alors on exerce son droit et le gain
instantané est K — Sr.

La fonction payoff d"un put est alors donnée par

IIl&X(K - ST,O) = (K . ST)+,
Le prix de I'option est déterminé de la méme fagon que dans le cas d’un call. Si le
marché est équilibré et sans opportunité d’arbitrage, le prix d’un put & 'instant ¢ est

By =Eg, (e T (K — 57, | F)

ot () seqo,y est la filtration engendrée par le processus (St)te[(]”j‘] et 7 est le rendement
de l'actif sans risque.
Sil'on suppose de plus que le prix (St)sejor1 est un processus de Markov, le prix a

I'instant ¢ d’un put est alors

Py =Es, (e NK — Sp_y),) .
5.2.2 Modéle de Black et Scholes
Définition du modéle

Pour pouvoir calculer ou estimer le prix des options, il faut’evidemment construire
un modele pour le prix de l'actif (S,);cr, . Les prix des divers actifs sur un marché

sont des processus aléatoires définis sur I'espace de probabilité filtré

(27, (F)vca, . B)
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oll (f;)tabr est la filtration naturelle d’un mouvement brownien (Bt)t%r standard
(sous P).

On peut dans un premier temps imaginer que le prix (Sy)sejor) d’un actif satisfait une
équation du type

dS; = pdt + odB,.

Mais, la solution de cette équation différentielle stochastique prend des valeurs
négatives, ce qui n’est pas cohérent pour modéliser un prix! Par ailleurs, o qui
représente la variance des accroissements est constante alors qu’en pratique on
observe que, lorsque le prix d"un actif augmente, la variabilité augmente également.

Le modéle de Black et Scholes suppose que le logarithme de S; satisfait ’'E.D.S
dlog(S;) = adt + odB,.

En appliquant la formule d’It6 2 la fonction exponentielle, on constate que
dS; = Sy(pdt + odB;), (5.11)

ou p1 = a+0?/2. Ainsi, le prix (S,:)Mbr est un brownien géométrique donné par

2
S; = exp [(u = %—) 4 cht] = explat + o By].

teR

REMARQUE 5.2.1 La filtration engendrée par (S,) , esten fait la filtration naturelle du

mouvement brownien (Bt)fgm . Par ailleurs, (S;) - est bien un processus de Markov.
i

115

On note 57 la valeur en t d’un actif sans risque (capitalisation a la banque) avec

rendement 7. Alors,

dSY = 78%4t.

Sio =0, un raisonnement d’arbitrage permet de montrer que u = 7. Dans le cas
genéral (a priori ¢ # 0), il existe une probabilité Q équivalente a la probabilité

historique P (probabilité qui nous a permis de modéliser le prix de I'actif risqué) sous
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avec (W, )ier, est un mouvement brownien standard sous Q. Ainsi, pour tout

te 0,7, ,
S; == exp KT — %) t+crI/Vt} "

La probabilité Q est appelée probabilité risque-neutre ou mesure martingale. Le

théoréme de Girsanov permet sa construction ainsi que celle de (Wi)ter, -

PROPOSITION 5.2.1 Pour tout t € [0, T), notons

_ - 2
[ (—%Bt—(ﬂ—j)—)

o2
Alors, (Ly)sepo,r) est une matingale par rapport i la filtration (F,)ueo.ry, i€ que
(1) pour tout t, L; est Fy-mesurable intégrable,
(it) et pour tout s < t, B(Ls|F,) = M,.
Par ailleurs, sous la probabilité Q de densité Ly par rapport a P, le processus W défini par

w—T

vVt € [0,T], Wy = B; + t

est un mouvement brownien standard.

REMARQUE 5.2.2 Les filtrations engendrées par (Bt)teto,), (Wh)tepo,r) ou (St)iefo,r) sont les

mémies.

REMARQUE 5.2.3 Notons que

BT

dW‘r = dBt +
et donc que S vérifie bien I'E.D.S. suivante
dSt = St(Tdt + 0'dm>

PROPOSITION 5.2.2 Sous la probabilité risque-neutre Q définie par la proposition 5.2.1, le
prix actualisé S défini par
Vi € [0,T], S, = Spe™

est une (Fy)seqo,r-martingale.
REMARQUE 5.2.4 W et Q sont tels que

dS; = S,ocdW,.
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Relation de parité des options Call-Put pour les options européennes

En utilisant le modeéle de Black et Scholes présenté précédemment pour définir le prix
de l'actif, on obtient une formule qui relie les prix des options européennes d’achat et

de vente.

PROPOSITION 5.2.3 Pour toutt € R,
Ci—P,=8,— Ke 7T,

Démonstration.

On consideére la différence Call-Put

Ci=F = Bo(e7 (S~ K)y — (K - 5r),) | )
= E@ (e—T(T_t)((ST — K)+ _ (ST _ K)_) I }—t)
= EQ (G*T(T“t)((S'T _ I&')) lj;;:) — EQ (STe—T(T—t) l}-;f) _ I(BWT(T*Q_

Puisque le prix actualisé est une martingale sous Q,
Bq (Sre ™™ | ) = Se™.

Ainsi, on en déduit

Ci— P, =5, — Ke™T-1,

Cette relation est trés utile dans la pratique puisqu’elle permet de n’estimer qu’une

des deux valeurs et de retrouver l'autre sans difficulté.

Formule de Black-Scholes et Merton

La formule qui est présentée dans ce paragraphe permet de calculer explicitement la
valeur d’une option d’achat européenne. Scholes et Merton ont recu le prix Nobel

pour cette découverte.

PROPOSITION 5.2.4 Pour toutt € R,,

Cy = 5,8(dy) — Ke "™ 9&(d,),
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F - log(S:/K)+(r+a2/2)(T—1)
= av/T—t )
dy e log(St/K)i;(r;:— 2T _ g o /T —1
et ot  est la fonction de répartition d'une loi gaussienne centrée réduite, c’est-a-dire que
Vz € R, ®(z) /Z = (“2)1
i , B{z) = —exp | —— | du.
—oo V27 2
A partir de cette formule et de la relation de parité Call-Put, on peut déduire une
P P p

formule explicite du prix d"un put.
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9.3 Annexe C : Table de la loi normale centrée

réduite

Fonction de répartition de la loi normale réduite :
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