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Résumeé

Dans ce mémoire nous proposons un modéle mathématique qui décrit la circulation de I'eau dans les ré-
gions désertiques. Lobjectif de notre étude est de chercher Iexistence et I'unicité de la solution pour le modéle
proposé et son comportement asymptotique. Le présent mémoire est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre nous présentons un bref rappel sur la transition de phase de I'eau et son cycle ainsi
que des concepts et définitions liés 4 notre travail. Dans le deuxiéme chapitre nous introduisons le systéme
d’équations que nous allons examiner et présentons l'interprétation physique de ce systeme et des variables
utilisées ; puis dans le troisieme et le quatrieme chapitre concernent I'essentiel de notre travail 4 savoir la dé-
monstration de I'existence et 'unicité de la solution locale et globale pour le systéme proposé. Dans le cin-
quieéme chapitre on étudie le comportement asymptotique de la solution de notre systéme pour une région
désertique et nous démontrons la convergence de la solution vers une solution périodique. A la fin , nous
considérons le cas d’une région semi-aride ot nous démontrons 'existence de la solution ; 'unicité est établie

seulement dans un cas particulier.
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Introduction

Sur la terre, I'eau est la seule substance qu’on trouve dans ses trois phases : solide, liquide et vapeur d’eau,
dans les conditions normales de notre environnement.
Malgré le fait que le pourcentage de vapeur d’eau dans I'atmosphére est faible (0 2 4% de la composition de
I'atmospheére), la quantité d'eau est assez grande et elle joue un réle prépondérant dans le transport d’énergie
autour de la planéte. L'eau s'évapore, se condense et se précipite continiment dans un cycle infini qui entraine
d’énormes échanges d’énergie. L'énergie thermique enlevée de I'atmospheére par I’évaporation sera restituée 2
I'atmosphére lors de la condensation de la vapeur d’eau.
La pluie (orage , gréle , ...) est une conséquence de la condensation de la vapeur d’eau dans I'atmosphére et
de la formation de gouttelettes qui chutent lorsqu’elles deviennent suffisamment grandes grace au processus
de coagulation. La condensation de H,O se produit quand la densité de la vapeur est supérieure a la densité

de la vapeur saturée, tandis que I’évaporation aura lieu dans le cas contraire. Dans cette transition de phase, la

variation de la température joue un réle essentiel pour la condensation-évaporation.

Lobjectif de ce travail est I'etude de la variation des quantités de I'eau liquide et de la vapeur dans une ré-
gion désertique qui seront déterminées par la condensation de la vapeur d’eau, la précipitation et]’évaporation
de la surface de la région considérée, tout en prenant en considération les échanges avec le milieu extérieur et
I'entrée et la sortie deI'eau par filtration et écoulement. Précisement, le but est de chercher I'existence et I'uni-
cité de la solution locale et globale et son comportement asymptotique pour I'entrée de la vapeur hy petite par
rapport au coéfficient de sortie de la vapeur F, et a la densité de la vapeur saturée q,,(T), de plus envoyant

notre attention d’étudier le systeme dans une région semi-aride.
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Chapitrel

Geneéralités

1.1 Lesphasesd’eau:

Dans la nature I'eau peut exister sous différentes formes : on parle de différents états ou de différentes

phases. Ces états sont :

(i) Etat solide (glace, neige) : Les solides sont caractérisés par un agencement des atomes trés or-
donnés et rapprochés. Il est donc tres difficile de les comprimer car il y a peu d’espaces entre les atomes.
De plus tous les atomes sont liés fortement les uns aux autres, ce qui confére aux solides une forme

propre bien déterminée (cristaux).

(ii) ktat llqulcle (plule, nuages) : Les liquides sont caractérisés quant 3 eux un agencement désor-
donnés des atomes mais toujours assez rapprochés. Ils sont donc également difficilement compres-
sibles. En revanche, les atomes sont peu liés les uns aux autres et les liquides ne possédent donc pas

de forme propre et peuvent se déformer trés facilement.

(i) Etat gazeux (vapeur d’eau) : Les gaz sont caractérisés par un agencement des atomes désor-
donnés et espacés et peuvent ainsi étre comprimés facilement. Les atomes ne sont pas liés les uns aux

autres et sont tres agités.Pour ces raisons, les gaz se répandent librement .

Vapour

La flquéfaction :
de Téter solide

a fésat liquide

Figurel. les états de 1'eau

Selmani Wissame MASTER de Mathématiques U GUELMA



12 Généralités

1.1.1 Lediagramme des phases de I'eau

Nous savons tous que la matiére peut exister sous trois états, solide, liquide ou gazeux. La température et
la pression sont les deux principaux facteurs qui réglent I'état sous lequel se trouve la matiére. Le diagramme
qui suit se nomme un diagramme de phases; c’est celui de I'eau. 1l illustre de fagon simple les relations entre

états de la matiére et température-pression.

Pression‘r : FLUIDE
{ SUPERCRITIQUE
218 bar - Solidification LiQuioe & Z__ "
h— o Point Critique
I e Liquéfaction
Fusion
SOL’DE. vaparization
thar - — —— %€ __ _
I
! GAZ
0.006 bar § |
Condensation |
I
Sublimation i
] i 3 »
001°C 100°C 374°C  Température

Figure2. Les phases de I'eau

Chacun des points de ce diagramme figure le couple (pression, température) unique (la pression en atmo-
sphére est en ordonnée, la température en abscisse). Le diagramme lui-méme, composé de 3 branches qui
séparent notre région en trois régions distinctes correspondant aux trois états : solide, liquide et vapeur.

¢+ Par exemple :

(i) A20°Cetun atmosphere de pression, I’eau se présente sous forme liquide.
Si le point représentant un couple (température, pression) se trouve sur une des branches de courbe,
I'eau se présente alors 2 la fois sous les deux états représentés par les régions situées de part et d’autre

de la courbe.

(i) A 100°C et sous un atmosphere de pression, (point marqué sur le graphique) I’eau se présente a la fois
sous la forme liquide et vapeur : c’est I'évaporation (I'eau passe de I'état liquide a I’état gazeux) ou la
condensation (I'eau passe de I'état gazeux aI'état liquide).

Sion se trouve dans la région de I'état solide en-dessous du point triple et qu’on remarque a droite c’est-
a-dire la température augmente sans changer la pression, on constate qu’on passe de I'état gazeux sans

passer par I'état liquide. Cette transfomation (représentée par le point situé sur la courbe) s'appelle la

sublimation.
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1.1 Les phases d'equ : 13

Il faut préciser que la pression de ce diagramme est la pression de H,0 et donc lorsqu'’il s’agit de la va-

peur contenue dans !'air on doit considérer la pression partielle correspondante 3 H,0 vapeur.

On remarque dans ce diagramme deux points singuliers :

1)Le point triple :Ala jonction des trois branches i la température et la pression représentées par

ce point, l'eau se présente sous les 3 états (solide, liquide et vapeur ).

2)Le point cr:itique ¢ Larégion située au dela a droite de la courbe qui se termine par un point ap-
pelé point critique correspondant lui-méme 3 une température et une pression bien précises, est aussi
singuliere : en effet, dans cette région, on peut passer de I’état liquide a I'état gazeux sans rencontrer de
— courbe, c’est-a-dire sans changement de phase : le liquide devient gaz (ou le contraire) sans transition.
Mais le point critique de H,0 qui correspond & 374°C et 218 bar ne se trouve pas dans notre environne-

ment.

Remarques.

¢ Lechangement de phase ne peut s’obtenir dans le sens solide — liquide ou dans liquide — gaz qu'en
fournissant 4 I'eau une grande quantité d’énergie. Cette énergie, qui se trouve ensuite accumulée dans
le liquide (pour la fusion) ou dans le gaz (pour I'évaporation) sous forme latente s'appelle précisément
la chaleur latente de fusion et la chaleur latente de vaporisation.
Si on fait repasser I'eau de I'état final a I'état initial, cette énergie est restituée par I'eau au millieu am-
biant.
* lachaleur latente de vaporisation (appelée aussi enthalpie de vaporisation) n’est pas constante. Lors-
qu’on suit la courbe séparant liquide et 4z, on constate que cette chaleur latente diminue jusqu’a deve-
nir nulle au point critique (ce qui est logique puisque au-dela de ce point critique, on passe d'un état &
'autre sans transition de phase).
e Sion trace une verticale sur le diagramme de phase a I'abscisse -10°C, on remarque d’abord que pour
que I'eau soit sous forme vapeur 2 cette temperature, il faut que sa pression soit tres faible. Or, c'est
— précisément ce qui se passe dans notre cas. En effet, comme on I'a remarqué précédemment dans le
cas d’'un mélange de gaz (nous sommes en présence d’air) les pressions de chacun des gaz constituant

— I'atmosphére s’additionnent pour que leur total soit égal a la pression atmosphérique. Mais chacun des

Selmani Wissame MASTER de Mathématiques lI GUELMA



Généralités

gaz n'est pas a la pression atmosphérique!. Le diagramme nous indique que la pression de Ia vapeur
reste trés faible a -10°, mais n’est pas nulle : I'air froid contient encore une certaine quantité d’humidité.
* Pour la neige : a la différence de la vapeur d’eau mélangée 2 I'air, sa pression est égale  la pression
atmosphérique. Reportons nous au diagramme : 4 -10°, celui-ci indique que I’eau est sous forme solide,

ce qui est conforme i ce gu'on observe pour la neige.,
p g

* Enfin, examinons le cas de I'eau du lac (sous la glace de surface). Son cas est simple : elle est 4 peu
prés soumise 4 la pression atmosphérique, (tout comme la neige) et, si elle n’est pas sous forme de glace,

c’est que sa température est tout simplement supérieure 2 0°.

1.2 Les étapes de 'eau

Le cycle de I'eau est la suite des déplacements de I'eau dans I'atmosphere, a la surface et dans le

sous-sol de la Terre. L'eau poursuit un périple perpétuel entre le ciel et la terre, en plusieurs étapes :

1.2.1 L'évaporation

L'évaporation est la transition de phase sous laquelle I'eau liquide se transforme en vapeur dans 'at-
mosphere. Les océans, les mers, les lacs et les rivieres fournissent approximativement 90 % de '’humidité
pp

P

dans notre atmosphére par I'évaporation.

Chauffé par le soleil 'eau de ces derniers va §'évaporer et monter dans I'atmosphére. En effet, les grandes
surfaces des océans (plus de 70% de la Terre estrecouverte par les océans) permet I'évaporation a grande
échelle, les 10% restants proviennent de la transpiration végétale.

La chaleur (énergie), fournie par le soleil, est nécessaire a I'évaporation. L'énergie est utilisée pour déta-
cher les molécules de H,0 de I'eau liquide, ce qui provoque I'évaporation, qui est rapide aux tempéra-
tures élevée plus lente aux températures moins élevées.

Cependant, quand I'humidité relative de I'air est de 100% (un état de saturation), I'évaporation ne peut
se réaliser. En outre, I'évaporation diminue la chaleur de 'environnement . Il est bon de préciser que sur
I'échelle globale, la quantitése d’eau qui s'évapore est identique 2 la quantité d’eau qui condense, bien

que cela varie géographiquement. Seul 10% d’eau évaporée des océans est transportée au-dessus des

terres et retombe comme précipitations.

Selmani Wissame MASTER de Mathématiques lI G[TELMA



1.2 Les étapes de l'eqy 15

Une fois évaporée, une molécule d’eau passe en moyenne environ 10 jours dans I’air.

1.2.2 Lacondensation

La condensation est la transition de phase de la vapeur en eau liquide. Elle est importante pour le

cycle de I'eau dans I'atmosphere et sur la terre,

Au contact des couches d’air froid de I'atmosphere, 1a vapeur d’eau se condense en minuscules goutte-
lettes, qui forment des nuages ,qui a leur tour, provoquent la précipitation.

Dans un ciel bleu dégagé, 'eau est présente sous forme de vapeur.Quand la densité de Ia vapeur atteint
(ou dépasse) la densité de la vapeur saturée, les molécules d’eau se lient avec de fines particules de
poussiére, de sel et de fumée pour former des gouttelettes de pluie, lesquelles forment les nuages. Etant
donné que les gouttelettes de pluie s’accumulent et grossissent par condensation de vapeur sur elles et
par coagulation (agrégation) entre elles, la précipitation peut se produire.

Les nuages se forment dans I'atmosphere parce que I'air qui contient la vapeur s'élevent et refroidissent.
Par exemple, lorsque le soleil réchauffe I'air dans le voisinage de la surface de la terre, I'air devient plus
léger et s’éleve vers le haut ot la température est plus froide ; comme les températures baissent et par
conséquent la densité de la vapeur saturée baisse, la condensation de la vapeur se produit et les nuages

peuvent se former.

1.2.3 Les précipitations

La précipitation est le déplacement vers la terre de I'eau des nuages sous forme de pluie, neige fon-

dante, neige ou gréle. C’est le principal chemin par lequel 'eau de I'atmosphere retourne 2 Ia terre,

Parmi les précipitations, celle sous forme de pluie constitue une partie dominante. Pour provoquer la
précipitation, il faut d’abord que de fines gouttelettes deviennent assez grosses et lourdes pour qu’elles
tombent du nuage comme précipitation. Pour produire une seule goutte de pluie, il faut des millions de

gouttelettes.

1.2.4 Lacaptation et infiltration

La plus grande partie de I’eau ruisselle sur le sol et retourne vers la mer.

Mais pendant ce ruissellement, une partie de I'’eau retourne a I'atmosphere par évaporation.
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Généralités

L'eau qui tombe sur la terre sous forme de neige et ne fond pas rapidement s’accumule sous forme de
glace sur le sol et alimente les glaciers en altitude et dans les Zones polaires.
D’autre part, une quantitée considérable d’eau de pluie "ou de neige fondue" s'infiltre ou pénétre dans

le sol.

Une partie de cette eau est captée par les racines des arbres et des plantes; le reste continue 3 s’écouler

plus profondément dans Ie sol.

1.3 Lacirculation de Peau

L'atmosphére

Sublimation

Desulil&maﬁon

Les océans

e

‘
Stockage dé'f'eaui souterrainie

Figure3. Le cycle de I'eau

Le cycle global de I'eau peut étre considéré comme un systéme fermé. Leau change d’état mais sa

quantité globale reste inchangée. Le cycle de I'eau peut étre décrit comme suit :

Le soleil réchauffe I'eau des océans ; celle-ci s'évapore dans 'air. Les courants d’air ascendants entrainent
lavapeur dans I'atmospheére supérieure, ol les températures plus basses provoquent la condensation de
la vapeur et donc la formation de nuages. Les courants d’air peuvent entraine les nuages autour de la
terre. Les gouttelettes de nuage se coagulent et se fragmentent, s'amoncellent et retombent en tant que
précipitation.

Généralement 'eau des précipitations retourne aux océans directement ou aprés avoir écoulé sur la sur-
face ot1 dans I'écoulement souterrain. Une partie qui s'infiltre dans le sol. peut retourner vers la surface

comme résurgence d’eau souterraine.

Selmani Wisssine MASTER de Mathématiques lI GUELMA



1.4 Les régions désertiques 17

Certaines nappes souterraines trouvent une ouverture dans le sol et émergent comme des sources d’eau
douce.

L'eau souterraine peu profonde peut étre absorbée par les racines des plantes et rejetée dans I'atmo-

spheére via la transpiration des feuilles,

1.4 Les régions désertiques

On estime que les "déserts" couvrent environ un septieme de la surface de la terre. Si on y inclut
les zones ayant une précipitation assez modeste et une végétation assez rarifiée, on peut estimer que
les régions désertiques couvrent 35% de la surface terrestre, par exemple les déserts en Algérie couvrent
environ 80% du térritoire nationale.

Dela carte du monde, on peut apprendre que une bonne partie de déserts, dits déserts subtropicaux, se
trouve entre lalatitude 15 et 30.

Les régions de désert recoivent une précipitation annuelle moyenne de moins de 250 millimétres. Le
climat des régions désertiques est caractérisé par I'humidité trés faible de Iair ainsi que du sol. Ce cli-
mat est, dans la majeure partie des cas, secs et trés chauds. Pour le contenu de ce chapitre, nous avons

consulté [15],[14]
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Chapitre2

Position du probléeme

Nous proposons un modele mathématique de la circulation de I'eau dans les régions désertiques.

2 2

Le systéme d’équations de ce mouvement relatif a notre modeéle est composé de I'équation de la varia-
tion de la quantité de vapeur, celle de la variation de la quantité de I'eau liquide et celle de la variation

de la température.

2.1 Domaine

Nous considérons une région D de la zone désertique ou d’une zone menacée parla désertification.
5.2 . 2 P 9
Pour la commodité du raisonnement mathématique nous Supposons que D  R” et que D est un en-

semble ouvert et borné de R?,

Nous considérons un domaine de dimension 3.

A={xe [RS/(xl,xz) €D,0< x3< H},
(2.1.1)

olt {x3 = 0} correspond 2 la surface de la terre (en négligeant la différence des niveaux de la surface du

terrain) et H devrait correspondre a la hauteur de 'atmosphere que nous voulons considérer.

Nous considérons également le domaine

B={xeR%/(x1,%,) € D,~¢ < x3 < 0}.
(2.1.2)

Pour que notre modélisation puisse représenter de maniere efficace les phénomene physique, la région

D doit &tre suffisamment large de sorte que I'air se trouvant dans le domaine A reste dans A pour une
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20

o Position du probleme

durée permettant Je Processus d’évaporation et de condensation de H, 0.

2.2 Quantités physiques a considérer

Dans ce model nous considérons la quantité de la vapeur (1) contenue dans I'air se trouvant dans
Aalinstanttetla quantité de I'eau liquide wu(z) se trouvant dans Au B a I'instant t, ainsi que la tempé-

rature de l'air T(t).

La plupart de I’eau liquide dans AU B, en général, se trouve dans B; I'eau liquide se trouve dans A est
dans la forme de gouttelettes de nuages ou en cours de la précipitation (pluie ou neige) dans le déplace-
ment, en général, vers la surface de la terre, 'eau liquide dans la forme de gouttelettes se trouvant dans
l'air peut s’évaporer tres rapidement dans le cas ot 'humidité del'air est inférieure a celle de saturation,
tandis que I'eau liquide se trouvant dans B s'évapore plus lentement.

Mais la description séparée de I'évaporation des deux cas rendra assez complexe le systéme d’'équations.

En outre en général la quantité de I'eau liquide dans A est beaucoup plus petite que celle dans B.

Pour cette raison dans notre modale nous considérons la quantité de I'eau liquide totale dans AU B, sans
distinguer celle se trouvant dans A et celle se trouvant dans B.
Quant a la vapeur d’eau, nous bouvons supposer que la quantité de I’eau se trouvant dans B est négli-

geable.

Le paramétre essentiel pour I'évaporation / condensation de I'eau est la température T.

Elle varie sensiblement bar rapport aux lieux x et au temps 7, donc en fonction de x et de 7, c’est a dire
T'=T(x,1)

Toutefois dans notre modeéle oi nous considérons la quantité totale q(t) de la vapeur dans A nous pré-
férons considérer la température représentative T'(z) qui dépend seulement de r.

En résumant les considérations faites ci-dessus, nous listons les quantités physiques que nous devons
considérer dans notre analyse mathématique :

q(1) : quantité de la vapeur dans A.

u(z) : quantité de’eau dans AU B.

T(:la température.
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2.3 Interprétation physique 21

Nous considérons que la variation de ces quantités est déterminée par les facteurs suivants :
hy : entrée de la vapeur des autres régions par le vent.

=h1q(1) : dispersion (vers les autres régions) de la vapeur par le vent (sortie de A).

=Yy u(z) : filtration vers le sous-terrain.

4,5(T) : quantité de la vapeur saturée,

Rs(1) : la radiation solaire.

TT:1a radiation de I'air (selon la loi de Stefan Boltzmann).

2.3 Interprétation physique

D’abord, on sait que la variation de la quantité de la vapeur dans I’air dépend de la condensation et
del'évaporation de H, 0.
En effet, lorsque la "densité" de la vapeur q(t) dépasse la densité de saturation q,s(T) ily ala conden-
sation. La quantité de H,0 qui se condense (en unité de temps) est, dans une bonne approximation,
proportionnelle a g -4, (7).
Donc, en désignant cette proportionnalité par §, cette quantité peut étre exprimée par Blg-q,,(T)".
Lorsque la densité de saturation ﬁus( T) dépasse la "densité" de la vapeur q(r) il y'a I'évaporation de
l'eau. La quantité de H,0 qui s’évapore (en unité de temps et en unité de I'eau liquide présente) est,
dans une bonne approximation, proportionnelle & [g - q,(D1".
Donc, en désignant cette proportionnalité par a, cette quantité peut étre exprimée paralg-q,,(D] u.
D’autre part, comme notre région exposée a des facteurs externes, la quantité de la vapeur et la quantité
de l'eau se changent.
Par exemple, le vent disperse une quantité de la vapeur aux autres régions, qui peut étre exprimée par
h1q(t), et raméne une autre quantité des autres régions noté hg.
De plus, la filtration vers le souterrain Yu(z) influe sur le changement de la quantité de l'eau sur la sur-

face.

De plus, comme les nuages sont I'obstacle au réchauffement par la radiation, donc la présence des

nuages diminue l'effet thermique de la radiation solaire Ry(7).
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Position du probleme

D’autre part, | Intensité de la radiation dy Corps noir" est définie selon la loj de Planck, par
2nc’h
Bt 1) = 23 % ey _ 1)

Cette fonction B est appelée la fonction de Plank, ou A est 1a longueur d’

Or, pour l'effet thermique sur I'air, ce qui intervient est Ia somme de B|

onde.

A, T] par rapport a A, c’est-a-dire

f B[A, TldA=0aT*,
0

qui est connue comme "laloi de Stefan Boltzmann";

avec o est dite la constante de Stefan Boltzmann.

Nous allons maintenant considérer le systéme d’équations pour la quantité de Ia vapeur g

(1), celle de
I'eau liquide u(

1) et celle de la température T (9.

[ dg(r)

du(t L — _ ;
J = B0 =T,y (DI* = alg(0)T, T (6 yuto, 231
r — =i = +i.
P Rq(t) exp(-e1[q(1) - Gys(T7) -G T" exp(~e2[q(s) - qys(TN7);
Ce systeme d’équations doit étre envisagé avec les conditions initiales
q(0) =g >0, u(0) = uy > 0, T0)=Ty>0. {2:3.2)
Dans (2.3.1),
[1" désigne la partie positive, c'est-a-dire : [x]* = max(x,0),
[.]” désigne la partie négative, c'est-a-dire : [x]™ = max(-x,0).
ik

Selmani Wissame

MASTER de Mathématiques u GUELMA



—

Lo



Chapitre3

Etude de Ia solution locale

Nous allons considérer le systeéme d’équations différentielles ordinaires que nous avons introduit

dans le chapitre précédent, c’est-a-dire le systéme :

1q(1) | — _

= = =Bl =G5 (T + alq(0) =G, (T ult) + ho - hy (1),
=F(q,u,T).

du(r) S P — _

o =plg(0)-q,,(T)] —alq() =G, (D)™ u(® -yu(s),

A - 3.0.1)

=G(q,u,T).

aT(t — _ —
=H(q,uT).

avec les conditions initiales

g0 =qo>0, u(0)=uy>0, T0)=Ty>0. (3.0.2)

7

Dans ce chapitre on va démontrer I'existence et 'unicité de la solution du systeme d’équations {(3.0.1)
avec les conditions (3.0.2).

Commencons par le lemme suivant :

Lemme 3.0.1. Les fonctions F » G et H définies dans (3.0.1) vérifient localement la condition de Lipschirz,
cest-a-dire :

Pour tout M > 0, il existe une constante Lys telle que :
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24 Etude de la solution locale

|F(l71, Uy, T]) - F(CIz; Uz, TZ)' + IG(qu uy, Tl) Gl G(QZ; Uz, TZ)I *+ IH(QI; i, Tl) _— HV(qZ; Uz, TZ)I
s Ly (191 = g2l + lug = ua| + [Ty = To)).
pourlqlivquIIluIIquZIVIT“:ITZI =< ln-

Preuve .
Remarquons que F, G et H sont continues et leurs dérivées localement bornées dans R® \A, ou

A={(qu,TeR® | g= q,5(T)}. On voit aisément que A est une surface réguliére dans R3. On a:

o |F(qu, u1, T1) — F(qa2, uz, T2)|
=|=Plgr =Gy " + alqr =Gy )" ur + ho(D = i (1) + Blgz = G, )+ - alqs =Gyl U2 = hyo(t) + h1q2(1)]

= sup
lgl=M, |u|<M |TIsM

0(]' ' I laT' (g1 = g2l +ur — uz| + 1171 — T»|)

= Crllqy = g2l + luy — g + 1 Th = Ta)).
(3.0.3)

. IG(Ch,ltl,T]_)'-G(qzjuz.Tz)l
ﬁ[ql qu a[ql_-q-vs]_ul_Yul(t)_ﬁ[qz-ﬁus]++a[q2—zivs]—u2+yu2(t)l

-
=

G
- — |+ ==+ == 1Ug1 = g2 + |1 — 2| + | Ty = T>)) 3.0.4
|q|sM,lu|s§[,lTlsM '04 u ,aT ) T e #oy

< Cg(lg1 = g2l +uy = ugl + |11 — T2|).

@ |H(f]1; Uy, TI][:l - H(q2y Us, TZ)I
=|exp(—e1lq1 — G) IRs(1) ~ T exp(—€2lq1 = G,,] ) T} — exp(—e1[q2 - G ;] I Rs (1)

+0 exp(~£2[G2 =G, ) T

S sup

(3.0.5)
o Baml ] ] 37

(Iéh =2l +ur — uz| + |11 = T))

2 Cplqr = gol +luy — ua| +1Th - T2)).

ou Cy, Cg, Cj, sont des constantes qui ne dépendent pas de ¢y , ¢z, U1 , Uz, 1, T> mais dépendent de

M.

Il en résulte que les fonctions sont localement lypchitziennes dans R®, y compris dans le voisinage de A
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En effet, F, G et H sont continues et leurs dérivées sont localement bornées; en outre A est une surface
réguliere.

Le lemme est démontré. [ ]

Pour obtenir I'existence et I'unicité de la solution locale pour notre probléme, nous citons le théoréme
de Cauchy-Lipschitz

Théoréme 3.0.1. (de Cauchy-Lipschitz)

Sif:(t,x) e IxQ— f(t,x) €R" est continue et est localement lipchitzienne en x uniformément en t, et si
(Yo, Xo) est un point intérieur a I x Q, alors il existe A > 0 et u > 0 tel que le probléme de Cauchy (3.0.1) ait

une solution maximale unique dans [ty — A, to + ] pour les conditions initiales (3.0.2)

Preuve. (voir[2]) [ ]

Proposition 3.0.1. Le systéme d'équations (3.0.1) avec les conditions initiales (3.0.2) admet une unique

solution locale.

Preuve.
On conclut du théoréme de Cauchy lipschitz et le lemme 3.0.1 qu'il existe une unique solution locale du

probleme (3.0.1) avec les conditions initiales (3.0.2). ]
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Reste a démantrer que g(t) et u(¢) sont positives.

On suppose maintenant qu’il existe un t; >0 tel que:

min (¢(f,), u(£)) < 0 (4.0.1)

Or, g(1) et u(f) sont par hypothése la solution des équations différentielles ordinaires et donc elles sont

continues.

Donc, pour que (4.0.1) soit réalisée, il faut qu'il y ait un des trois cas cités ci-dessous :

(a) Tlexiste f; > 0tel que: g(r) =0,

q(t)>0pour0<t<ty

u(t)>0pour0<r=sf
(b) Ilexiste #; > 0 tel que: u(f) =0,

u(f)>0pourd<r<p

q(t)>0pour0<t<n
(c) Nlexiste t; > 0tel que: (1) = u(t) =0,

u(t) >0pour0<t<n

q(t)>0pour0<t<n
On va montrer que chaque hypothese nous améne a une contradiction.
- Supposons d'abord la condition (a). Pour la continuitée de g(1), il existe un fy, 0 < £y < 1; , tel que

q(tg) = cp = ) %sz [EM(T(t)) et0<g(t)<cy, pour yst<t
Eltp, 1

Dans cet intervalle [7g, #1] 1a fonction g(t) vérifie la relation suivante :

dqg(t — -

—ZLI) = alq(®) - q,(TN" ul®) + ho - h1q(2).
=zho—Mh q(1).
=z-hiq(1).

Donc d’apres le théoreme de comparaison pour les équations différentielles ordinaires (4.0.2) ona:

q(t) 2 q(to) exp(~hy (£ - 19)) > 0 pour £ = #y;
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Etude de la solution globale
" ‘\\\__~

Proposition 4.0.2, Sous les mémes hypothéses du théoreme 4.030na

ho
B+h’

inf(c; Ry(1) | 1/4
T(#) = min (’ ) ,TO)|,ve=0.

q(t) zmin( q(O)),Vz‘z 0.

a
preuve.

1). Pourla borne inférieure de 4(1),ona

~Bla) -G, 2 - g (),

~hiq(®)=-hq().

En faisant la somme, on obtient I'inégalité Ssuivante

~Bla) =g, (D" - hyg() > =(B+m)q(1).

hd(l -
Sig(n) < -%(Tfl avec0<e <1, on aurait :
dq(t B .
Zi) =B+ h)q@+ ho+alq) -G, (T wo.

=~(=&)ho+ho+alq(n)~F,,(T) u(s).
=ehg+ alq(r) _EUS(T)]_M(”-

2£4h0>0

(I-¢g)hy
B+hy -
En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

Ce qui prouve que : q(1) =

ho
ﬁ+h1’

q(1) zmin( q(O)J.
2). Pour la borne inférieure de T'(1), en vertu de (4.0.3), on a:
h —
0 < exp(~¢&; max(Z(0), TOD sexp(-e1lq(t)-q,,(T*) < 1.
hg
On pose :¢; = €xp(—¢&; max(Z(0), _)L_))' Alors, on a:

O<asexp(-eilq(n)-7,(TNM <1

En utilisant cette inégalité, on déduit de (4.0.4) que:

dT (1)

p C1Rs(8) -G T2,
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avec la condition initiale
TO)=T()=T,

D’apres le théoreme de comparaison 4.0.2 on aura T(¢) > T(1.

D’autre part, on a
1/4

_ inf(c; Ry (1))
lirn inf 7(7) > ( : )
-0 o

On en déduit que

inf(cy Rs(£))\ /4
r ) <o
g

T(1) = T(1) = min (To,(

Laproposition est démontrée. |

Remarque.

Pour u(t) jusqu'a maintenant on ne peut pas trouver une borne inférieure pour la quantité d’eau parce

que notre probléme conserne le désert,on laisse ¢a pour le chapitre suivant.

Théoréme 4.0.4. Soient I un intervalle ouvertdeR, et f: I x KN — kN une application continue et loca-

lement Lipschitzienne parrapport a x. Pour (ty, xg) € J x KN » So0it y la solution maximale du probleme de

Cauchy suivant,

{ V4 =f(t,y),
y(to) =y,

Si'y est bornée, alors Y est une solution globale.

Preuve. (Voir [6)) ]
Maintenant nous sommes €n mesure d’affirmer ’existence et I'unicité de la solution (q(0), u(n, T(1) du
systeéme d'équation (3.0.1).

Théoréme 4.0.5. 1e systeme d'équation (3.0.1) avec la condition initiale q(0) > 0 »u(0)>0,T0) > 0 admer
une solution (q(1), u(y), T (1)) et une seulle sur Lintervalle [0, +o0] et on a :

qg()>0, wv)>0, T(H)>0 Vi=0.

q(t) < Cq <o, u(t)sCy<oo, Tt)y<Cy <oo, Vi=0.

(Cq,Cy,Cr Iconstantes ).
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— T oTidie

Preuve,
Le théoreme résulte les théorémes 4.0.3, 3.0.1, 4.0.2, 4.0.4 etlemme 3.0.1. [[]
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Chapitre5

le comportement asymptotique de Ia
solution

3.1 cas des régions arides,

Dans cette partie on va s'intéresser  la solution périodique et au comportement asymptotique de la
solution .
Etudions d’aberd le cas d’une désertification totale. Si Ay est relativement petit et u(z) = 0, alors il n’est

pas difficile de trouver la solution périodique (¢(1), T(1)). Commencons par le lemme suivant :

infRy (7)) 1/4
Lemme5.1.1. $ihg < hiq,, ( L J , alors lasolutiondusystémed’équation (3.0.1) avec les condi-
o

tions initiales :

hy
0)=—,
q(0) I

infR.(£)\ 174
T(mz( - ) ,
ag

u(0) =0,

vérifie les relations suivantes -

q(t)=q(0)=@, Vit=0,
hy

Tk (infRs(.))““
= E 2

u(r) =0, Yr=>0.
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—-—‘—~—-wneﬂf asymplotique de la solution
—— 7P @ lasolution

Preuve.

On remarque que, si q(1) =7q,,(T(1)) alors () -q,(T)* =o0.

Donc, si (1) < G,5(T(1)) et u(t) =0, alors I'équation de la vapeur d’eau ¢(1) devient :

dq(t) _
dt ¥

. = h
h1q(1), Alors, si 4 <q,,(T®) et ut) =0 ,alors g(1) = h—o (comme solution du probléme de Cauchy).

1
On rappelle que 4,5(.) est une fonction croissante. On a donc,

b _ [(infRs())\'4) _
o vs((m; ) < Ty (TO),

a2

ou la premiere Inégalité est due a I'hypothése du lemme, tandis que la deuxiéme est due 3 Ia Croissance
delafonction g, ().

On en déduit qu'il existe un Ip > 0 tel que

: 1/4
q(t)s:min(ﬁ,,s(mfgf(t)) ) Yiel0, ).

On remarque que dans I'intérvalle [0, ;] I'équation de la quantité d’eau u(?) seréduit a ;

du(t —
o ==alq(t) = G, (T u() - yu(s),
dt (5.1.1)

1(0) = 0.

Il en résulte que u(z) = 0 sera la solution de (5.1.1), dans [0, 15].

Par conséquent dans [0, fo] I'équation de la vapeur d’eau ¢(z) devient :

dq()
T ho=h1g(1),

ho.
0=

(5.1.2)

donc g(1) = —z—o sera la solution de (5.1.2), dans [0, zg].
1

. dT(r)
Comme [g(8) -G, (T())]* = 0 dans [0, %], 'équation de T(#) devient : (

=R(0-3T(1),
ce qui implique d'apres le théoréme de comparaison 4.0.2 que I'on aura

infRg(.)

1/4
) . Yre|o, fol.
g

T(t)z(

Cette derniere relation implique entre autres que % > 0 peut étre choisi indépendamment de la solution

(q(1), T(1). De ces considérations on obtient :

h infR,()\1/4
ql) = =2, u(ty) =0, T(to)z(n_s )) .
h1 g
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5.1 cas des régions arides. 37

En repartant de ¢ = f; , par le méme raisonnement on peut démontrer que :

ho

= ) Vie [ty,2%],
™ [£0,210]

q(1)

u(t) =0, VtE[t0’2t0]|

T()=

infR,())*
—==] . V1€ [Ty, 21).

et d’une maniére analogue on peut répéter la méme procédure de sorte que I'on peut avoir les résultats

précédents jusqu’a I'infini. ]

Lemme 5.1.2. Soit G l'opérateur défini par G(To) = T(2m) avec la solution T(1) du probleme de Cauchy
(3.0.1)-(3.0.2). Soient

inf(cy Rs (1))
® T

supRs(1)\ M4
j e

C20

I
avec ¢y = exp(—&1 max(Z(0), -;To)) et ¢y = exp(—&, max(Z(0), 7{-)-)).

- Si
TO* S TO S Tl*
alors
Ty <G(To) < T7.
preuve.

Comme nous avons déja vu dans le chapitre précédent pour la borne inférieure de I'quation de la tem-

pérature, ona:

dT(1)
dt

> o R(1)-TTH ) = igf(cle(r))—ET“(t)
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— —lecomportement asymptotique de l‘ff”lzii’f

Considérons e probléme de Cauchy :
at(p -
;. = aR0-5T,

T(0)=T(0) = Tp.

Compte tenu de Ia condition Ty = T;", on déduit que

) infle, Ry (1)) \ 14
T > ( il )
o
D’autre part, d’apres le théoreme de comparaison 402, 0naT@ = Ty,

De ces relations on obtient,

inf(e; R (1)) | 14

s (3)
ag

T=1f, vr=o.
En particulier,
T'2m) = T,
etdoncon a

G(Ty) = TO*'

On raisonne d’une manigre analogue pour la deuxiéme inégalité.
En effet, comme nous avong déjavu dans e chapitre précédent pour la borne supérieur de I'quation de

la température, on g :

dT (1)
dt

Considérons le probleme de Cauchy :

< Rs(1) = c20T*(1) < supR, (1) - 5 T4 (p)
t

dT(t .
% =R(1) - 5 T4 (1),

T(0)=T(0) = Ty.

1/4

. I I
Comme T; < ( —— » on en déduit que

sxng (1)
0 J

SUpR,(£)\1/4
T -2

(,‘25
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_\____“_._\\\5_\_'_

D’apres le théoreme de comparaison 4.0.2, on a T( nH<T(,

on a donc,

SUpR(z) 1/
?

T =< —
C2T

a7y, Vi=0.

En particulier,

T(2nm) <T7,

et par définition on aura

G(Tp) < T},

On conclut que,

Lelemme5.1.2 est démontré. [ ]

Théoreme 5.1.1. Si lopérateur G est continu sur[Tg, T1, alors il existe T** ¢ | Ty, )] tel que :

G(T**) = T**.

preuve,

C’est un théoréme classique d’analyse mathématique. |

Passons a I'existence et I'unicité de la solution périodique pour les deux €équations de la vapeur d’eau et

de la température,

Proposition 5.1.1. 1l existe une seule solution périodique (q(1), T(1) et une seule des deux équations -

dq(t)
=l ] 1.
a7 ho—hiq(r) (5.1.3)
dT(1) .
G , 1.4
7 Rs(t)-GT*(p) (5.1.4)
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S \\N___“

Pexistence de la solution périodique
J. 5y h
* On voit immédiatement que g(z) = h—o est une solution périodique de I'équation (5.1.3) .
1

_ho
En effet, q(¢) = e est une constante et donc est également périodique;
1

h . h
€n outre, hy - hy ;12 =0, ce qui prouve que la fonction g(z) = h—o estune solution de (5.1.3).
1 1

* Pour trauver une solution périodique de (5.1.4), on considere le probleme de Cauchy :

dT(n) o
W—Rsm oT*(r)

(5.1.5)
T(O] = T(]

On a d'aprés le lemme 5.1.2, qui est valable méme s; €1 = & = 0 et donc I'équation de T(7) se réduit
a (5.1.4), en utilisant la notation G() introduite dans le lemme 5.1.2, ona G(Ty, 17 < [T, Tl etla
continuitée de G est assuré. Donc d’apres le théoreme 5.1.1, il existe un élément T** ¢ [Ty, T}] tel que,
G(T**) = T**. Comme G(Ty) = T(2x) et donc T(0) = T'2m) =T*", la solution de 'équation (5.1.4) avec

la condition initiale T(0) = 7** nous donne une solution périodique.

Punicité de la solution périodique
dq(r)
d

* Pour!'équation de la vapeur; =hy-hiq(1).

Supposons qu'il existe deux solutions périodiques 41,42 C’est a dire

dq (1) dga (1)
=hyo=h1g2(2).

i v = 0= h1g2(1)

En faisant la soustraction des deux €quations précédentes, on aura

= hg— hy q1(1) et

d(q - q2) (¢
leﬂ“) = =hq () + g (1) = hy(ga(1) - ,(1)).
On pose :

q1 - g2 = Q(t);
On aura une équation differentielle ordinaire de la forme :

dQ(n
—_— = ).
a7 Q1

Apres avoir intégrer sur [0, 27] on aura Q(27) = Q(0)e~2"M1
1 Q(0) # 0, on a Q(0) # Q(2n), c’est-a-dire q; (27) — q227) # q1(0) - ¢»(0), ce qui implique qu’une des
deux solutions g, (1) oit 42(1) n'est pas périodique. Donc la solution périodique est unique et on a (1) =

Q)= qa(1) .

* Passons maintenant 3 I'équation de la température et par le méme raisonnement on va supposer
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52 J??l.‘ude de la convergence de Ig solution du probleme de Cauchy, 41
————— =7 de i solution du pr

— .

qu'il existe deux solutions périodiques différenteg Ti(2) et To(1) qui vérifient d?m = R(1) - ETI“ ()
t

de(l'l_

et = Rs(1) =T T}(n).

dt
Faisons la différence des deux équations, de sorte qu’on a,

AT - T)()

5 =0T +0T}

=0(Ty - T}
=TT~ TH(TE + T2

=0(Tz = T)) (T + T))(TZ + T2)

On suppose que Ty > T,
Alors on a

f}l(Tl—Tz)(lz N 5 o
(Tz"‘T]) "‘0'[(-r2+Tl)(T2 +T1 )](t)

Sionl'integre sur [0,27], le deuxiéme membre de cette €quation ne peut pas étre €galao, ce qui implique
qu'une des deux solutions ne doit pas étre solution périodique, d’oi1 on conclut que la solution pério-

dique T(1) est unique. [

3.2 Etudedela convergence de la solution du probléme de Cay-
chy.

Dans cette partie on va étudier la convergence de la solution de notre probléeme de Cauchy. Pour

cela nous considérons deux cas cas ol }im u(r) =0 et cas ol 1rlim u(t) #0.
g =00

5.2.1 premiercasu— 0:

Comme nous avons démontré précédemment, il existe une solution (g(1), u(t), T(1) et une seule du

probléme de Cauchy. En outre, on a démontré'existence et I'unicité de Ia solution périodique (g(1), T (1))
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5.2 Etude de la con vergence de la solution dy probleme de Cauchy,
e Uvillondn pn

* On considere I'équation de Ja température,

dT (1)
d

= EXP-alg() =G, (DI Ry -FT4 (1) + (exp(~¢ [
~exXp(=e2(q(1) =G, (TN )TT(s),

2 eXp(=e1[q() -G, (TN (Ry(8) - 5T (1),

tlir&infT(t) > (mfaﬁ)lm.
On en déduit qu’il existe t; >0tel que: [g(1) - Gus(M" <¢, pourVi> tE’.
Par le méme raisonnement on obtient

pour Vit = t;, ana

——=-Pe+hy- hig(p),
d’oti on aura,

ho . ,BE
lim inf, > — 1
iy nfg (> =
Comme ¢ > 0 est arbitraire ,on a
. hg
}Hﬂ,qum > 1’71

On conclut des deux inégalités précédentes (5.2.1) et (5.2.2) que

" ho
1 =9
im q(1) ;

t—o0 1

* Pour la température on a,

Ve > O,Ht;' >0, tel que

”
Vit

hg
qH) = E +€, 2

; 1/4
T(l’) - (Enfgs()) -, >

"
Doncpourz=+¢ ona

"

[q(t)—QJrs(T)].*-Sf(E), V= Iy

dr - expl=elg(0~7F,(TN")R,(1) - oexp(~ex[q(t) - g, (T)) ) T4,

40 —-q,(T)1")

(5:2.2)
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N le comportement asymprotique de la solution
—_—

ou f(€) est une fonction, telle que f(e) = 0 quand £ — ¢,

Rappellons I'équation de la température T( 1),

Ona:

aussion a

d’oir,

dT(1) - B = - -
dar - e¥p(=e1lq(0) -7, (D] )Rs(t)—anp(—sz[q(t)—q,,s(TJ] =g,

H < R(t) ~Texp(~e,f () T4(p),

. SUpRs() |74
1 Tt s e ie) 23
e P ) = (FeXp(—ezf (8))) 523
H 2 R(t) exp(~e1 f(e)) - 5T (2),
; _ 1/4
lim inf7(1) > ( Inf(Rs() exp(=e1 £ (e)) ) . (5.2.4)
—00 O

De ces deux inégalités (5.2.3) et (5.2.4), en faisant tendre ¢ vers 0, on peut déduire que:

1/4
lim sup () < (M) .
—o0 g

infR() )1’4

lim infT(f) > (
=00 a

Toutefois, dans cette démonstration de la proposition nous n'utiliserons pas cette estimations précises,

arT
Sachant que Ty vérifie I'équation : 7;—’ = Rg(1) - ET;.

d_(%# <T(T, - exp(~e,f(e)) T,
<0(l-exp(-e2f(e)) Th+ G exp(-e; FENT,-TY,
< 0(I=exp(=£2f(€)) Ty - 5 exp(~e, f () (T2 p+ Ty + TY(T = T)),
< A -B(T-T)).
avec
A =T(1-exp(~e, f () T},
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5.2 Frude de la cony,
— L acony

ergence de la solution dy, probleme de Cauchy, 45
_—
B=dexp(-2,f(e))(12, + T?)(Ty+T).
Il en résulte que
lim sup(T - T,) < e
1—00 Sl;p Py
D’autre part, lon voit que
Ae
lim — =g,
=l
Il en résulte que
lim sup(T - T,,) < 0. (5.2.5)
I—o0
De manigre analogue, on aura
a(T-T,)
5 2 Rl (exp(=e1 f(e)) — 1) (T4 T3,
2 InfR (1) (exp(~¢, £ () — 1) =G(T?p + T%)(T, + T)(T — Ty);
2 C;~D(T~T,).
avec
Cez= irtlfRs(t) (exp(-e1 f(e)) - 1),
D=5(T%,+T}(T, +T),
Il en résulte qué,
N Ce
tllglolnf(T— Ty) < o
On voit en outre
Ce
lim — =,
e0D O
On en déduit que
lim inf(T - T,) < 0. (5.2.6)
I—o0
des inégalités précédentes (5.2.5) et (5.2.6) on obtient :
lim (T~ T,) =,
t—o00
On adonc
lim max ,T(t+r) Tyt + r)l =0.
I—oo0=sT<27
|
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Remarqie

vers la solution périodique T,

3.2.1. Pour ce cas Particulier on conclut quelasolution du

»qGp €t uy = 0. (la convergence u(t) —

on peut espérer la démontrer,)

5.2.2 deuxiéme casu--»0:

tourn

tence et I'unicité de la solution périodique . On choisit le domaine d’

(g

D=
oucy = exp
Soit (g, u, T

par les relat
Glg,u,T)=

ol

(q(8), u(r), T

Proposition
Remarque 5.
alors la solut

Preuve.

¢ On suppo

ant manitenant notre attention vers une région semi-aride, on va s'intéresser 3 chercher !’

hg hg
U, T) €R3 tel ue: — <qg+us<
i max(y, hy) - ¢ min(y, ;)

inf(c) Ry (r)) 174 SUpR,(1)
Os( J ) <Tx< z

T CZ_O'_

h h
(&1 max(Z(0), —/1-0)) et ¢z = exp(—¢e, max(Z(0), —/1—0))_

) € D. On définit Popérateur :

G:D—R3
(u,T) - G(q,u,T)

lons :

(gl (‘qy u, T)r gZ(qr u, T)) gS(q; u, T))

5.2.2. Si(q(0), u(0), T(0)eD,alorsona G(q(0), u(0), T(0) € D.

ion aprés 27 reste dans le domaine D

d’eau et de la quantité d’eau, on al'équation (4.0.2).

On pose

ZO=qm+ul), Vizo

le comportement asymprotique de la solution,
\____\\\\

probléme de Cauchy (3.0.1) converge

= Up(1) est une hypothése, mais

exis-

étude D c R3 comme suit :

yq=0,u=0

1/4
J »C1,C2 des constantes

(5.2.7)

81(q,u,T)=q2n), &(q,u,T) = u2n), &lg,u,T)=T2x),

(7)) étant la solution du probléeme de Cauchy (3.0.1) avec q0)=q,u®)=u,TO)=T.

2.2. On veut dire par cette proposition que si la condition Initiale apartient au domaine D

s€ que (¢(0), u(0),T(0)) € D et en faisant Ia somme des deux équations, celle de la vapeur
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5.2 Etude de Ig cony
— e acony

Conformeém

On considere

On vérifie aisa

Donc, d’apres le th

ergence de la solution gy, probleme de Cauchy,
YN aupn

ent 4 I'hypothese (q(0), u(0),T0) e D, on suppose que

hg
min(y, hy)’

Z0) <

le probléme de Cauchy pour Z(z)

azw . i3
Et‘ - O_ZHIH(Y: I)Z(n;
0

Z) s

miﬂ()” hl) )
ment que la solution de ce probléme est

Zi=—T0

- min(y, k)"

€oréme de comparaison 4.0.2, on g

en particulier on a

D’autre part, I'hy

On consideére cert

On vérifie aisémer

Donc, d’apres le th

min(y, k)’

pothese (4(0), u(0), T0)eD implique aussi que

ho
max(y, hy)

Z(0) =

e fois le probleme de Cauchy pour Z(z)

dzZ(t 5
dr n

_ _ 0

200 - max(y, hy)’

1t que la solution de ce probléme est

hy
max(y, hy)’

Z( =

éoréme de comparaison 4.0.2, on a

Z) = 2= —_ o
s " max(y, hy)

»  pour tout r=0.

- hy
Z(N<Z(1) =
()< Z(x) Gy, )’ pour tout r>y.
% hy
Z2m) = Z2n) =

(5.2.8)
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i N le comportement asymprotique de la solution
- ‘\\\____

en particulier on g

ho

De (5.2.8)|et (5.2.9) on obtient

* Onsuppose que T(0) < (

Z@m=2Z@2m)=— 0
. (27) max(y, h)
h
— — <zZom<— M0
max(y, hy) min(y, hy)

SUpR, (1) /4
t

CgE

On considere le probléme de Cauchy pour T (1)

dT(t _
2 = SUpRy(1) - c,5 T4 (1),
dt r
SUpR, () 1/4
T(0) =( LS ) .
C20

On vérifie aisément que la solution de ce probléme est

SupR(£)\1/4
r

T =

Cza'—

Donc, d’apreés le théoréme de com araison 4.0.2, on a
p

en particulier on a

* On suppose|en outre que Ty > (

On considére le probléme de

T() < T(p) = ( L

SupR; (1)

1/4
= J » o pour tout r=,
Cr0

SupRs(t) 1/4
T(2n)sT(21r)=( L )
C0
iItlf(Cle(tD 14
—
Cauchy pour T(z)
ar() = inf(c; Ry(1)) - 7 T4(n),
dr 3
inf(c; Rg(2)) 174
7(0) =( S )
G

(5.2.9)

(5.2.10)

5.2.11)
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5.2 Etude de I convergence de la solurion du probleme de Cauchy,
— — taupr

. 49
On vérifie aisément que la solution de ce probléme est
_ inf(c; Rs(1))| /4
Tig)= ( ’\_\)
ag
Donc, d’apres e théoréme de Comparaison 4.0.2, on g
) infle, Ry(1))\ /4
Tr=z=Tw= (?) »pour tour >y,
En particulier/on aura
inf(c, Ry (1)) /4 SUp Ry (1) 1/4
— =T2nm) =< 4
( E ) (2m) P . (5.2.12)

Comme Z(27) & q2m) +u@mr), d’apres (5.2.10) on a

oL q2m) +uem s —M
max(y, hy) ~ " min(y, i)

D’autre part, d’apres le théoreme 4.0.3,514(0) > 0, u(0) > 0, T(0) >0, alors q@2n) >0, u@m) > o, T@2x)>o0.

Il West pas difficile de genéraliser ce théoreme de sorte que si
q0) 2 0 et u(0) 3 0,(outre T 0)>0), alorsg(27) = 0, u2n) =20, T2n) > 0.

Enfin, en rappelant (5.2.12), on peut conclure que, si (q(0), u(0), T(0)) € D, alors (q(2m), u2n), T (2m) e D,

c’est-a-dire
G(q(0), u(0), T(0) € D.

Laproposition est démontrée, [ ]

Maintenant on rappelle le théoréme de Brower.

Théoréme 5.2.1. (théoréme de Brower) Soir Q un ensemble convexe borné et fermé dans R" Alors tour

opérateur continu|A appliquant Q dans Iui-méme admet un point fixe dans Q.

Preuve. (voir[1 8] page 175) i

Maintenant nous s ommes en mesure de démontrer le résultat suivant.

Proposition 5.2.3. 1l existe une solution périodique ( q(0), u(1), T(1) du Systeme d’équations (3.0. 1).

)
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le com portement asymptotique de la solution

Preuve.

Comme]'opérateur G : D — R? est défini comme la valeur de lasolution (q(1), u(1), T(#)) alinstant t = 27

du probléme de Cauchy (3.0.1) avec les conditions initiales q(0) = g, u(0) = u, T(0)= T, compte tenu des

conditions de Lipschitz vérifiées dans D par les secondes membres des trois €quations du probléme

de Cauchy (3.0.1), d’aprés la théorie classique des équations différentielles ordinaires G : D — R est

continu.

D’autre part, d’aprés le lemme 5.1.2,ona G(D) c D.

Comme en outre D est convexe et compact dans R®, 2 'aide du théoréme de Brower 5.2.1 on déduit qu'il

existe un élément (g, u, T) de D tel que

Glq,u,T)=(q,u,T),

ce qui, joint a I'existence et 'unicité de la solution du probléme de Cauchy dans l'intérvalle [0,27], im-

plique qu/il existe une solution périodique du systéme d’équation (3.0.1). La proposition est démontrée.

—

Comme

a question de l'unicité de la solution périodique est assez complexe, pour nous approcher de

ce probléme, nous faisons des considérations sur un cas particuliérement simple.

Proposition 5.2.4. Sie; =¢ey=0eth; = Y > 0 alors il existe unique solution périodique (q(1), u(t), T(1))

du systeme d ‘équations (3.0.1)

Preuve.

On suppose que

~

Dans ce cas le systeme d’équations se réduit a

aq(e) _
dt

du(r)

dat

==Bla®) =q,(DN" + alg(®) = G, (DI ulr) + ho-y4(2), (5.2.13)

=ﬂ[q(!)—?im(T)]*—a[q(t)—ﬁ,,s(T)]‘u(t)—yu('t), (5.2.14)
dT(p) _

= - ’ 2.15

- R{O~FTHD (5.2.15)
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5.2 Etude de la cony ergence de la solution dy, probléme de Cauchy.
————— \.‘_—‘—-\ -

On remarqy

51

\—‘\_

€ que I'équation (5.2.15) ne contient nj q(2) ni u(z) . Donc de Ia méme maniere que dans

le cas o1 u(y) = o que nous avons examiné précédemment, on obtient I'unique solution périodique

Maintenant €xaminons q(r) et u(z). Supposons que (g1(8), uy (1)) et (g2(8), ux (1)) sont deux solutions pé-

riodiques du systeme d’équations (5.2. 13), (5.2.14). En faisant la somme des équations (5.2. 13) et (5.2.14),

avec q(1) = g (1), u(r) = u1 (1) etavec g(1) = q2(1), u(t) = uy(r) . On a:

A (1) + uy (1)
LCH\IJ = ho—hl(ql(t) + Uy (1)).

d(q2(1) + uy (1))

7 =ho=h1(q2(0) + uy (1)).

Considérons maintenant la différence :

Z(1) = q1(D) + uy (1) - (32(0) + up (1)).

En faisant la différence des €équations (5.2.16) et (5.2.1 7).0n a

dz(r)
——==h, Z(D).
T 1Z£(1)

az(t
Comme h; > 0, la relation ) =-h1 Z(t) implique que Z(1) = 0.

(5.2.16)

(6.2.17)

(5.2.18)

Cela étant, pour démontrer que q;(2) = q5(1), u1 () = u, (1), nous supposons par I’absurde

q1(8) # g2 (1) et U (1) # uy ().

Comme ¢ (1) + W1 (1) = q2(2) + up (1) (voir (5.2.18) et que Z(r) = 0),

si gy (0) > q2(0), alors u1(0) < u(0).

On va faire la comparaison entre I'équation (5.2.13) avec q(1) = q1(8) et u(?) = uy (1) et la méme équation

(5.2.13) avec ¢(1)|= q2(1) et u(t) = uy ().

Pour rendre clair potre raisonnement, nous écrivons explicitement les deux égalités

dq (1)

[ =-Blg (1) -7, (D))" + alqi(D =G ,(T)]" uy () + hy - Yq (1) = F(1) (5.2.19)
4420 Gos(D* +a 7 - - =F(¢ 5.2.20
“ar | Pla0) =G (TN + alga (0 -G, (DI up (1) + Iy Yq2(0) = F3(1) (5.2.20)
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_— le comportemeny asymptotique de la soluzion,
\\\\\_\__*

S’il existe un 1 €]0,27[ tel que: g;(f)

Fl(t),[=0 <F2(t),t=0-

= q2(t1), alors u(f) = Uz(11); on aurait en outre

() = q(n), pour tzn,

W (1) =uy (1), pour rzp.
Cette denIére situation contredit 3 'hypotheése de deux solutions périodiques différentes.
Donc, Ia possibilitge qui reste est

Dans ce cag

q1(2) > ga(p), Vre[o,2x).

€N examinant I'équation (5.2 1 6) et (5.2.17), on voit que

aqi()  dgy(p)
s e pe gl v 0,2
= < T re[0,27]

Il en résulterait que:

q1(0) — g1 (27) # q2(0) — g, (27).

ce qui contredit I'hypothese que g1(1) et ¢,(1) sont deux solutions périodiques avec q1(2) > g5 (1).

On conclut que dans ce Cas particulier (g = ¢, = 0 ¢t hi =y > 0) il existe une unique solution pério-

dique (1), u(t) et T (£) de notre systéme d’équations (3.0.1),
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L’Algérie pst

de proportion alarmante suite ay réchauffement global dela planéte. Une étude approfondie de ce phé-

nomeéne est plus

lation de I'eau ldans les régions désertiques, puisque la désertification est une conséquence de I'absence

ou dela rareté deg précipitations. Dans ce mémoire, nous avons modélisé ce phénomene de désertifica-

tion, nous avorlg démontré I'existence et Punicité de la solution locale et globale Puis nous avons étudié

le comportement asymptotique de la solution de probléeme de Cauchy considéré dans le cas d’une dé-

sertification totgl

infR(£))1/4 . T
——— On a trouvé I'existence et ] unicité
a

d'une solution périodique et dans le cas u(r) tend un zéro la convergence était vers une solution pé-

O

riodique. Ensuite on a étudié un cas d’une région semi-aride » 01 a trouvé I'existence d’une solution

périodique maijs Punicité de cette solution était établie bourun cas particulier (g, = €2=0eth =y>0),

Comme notre étude étajt limitée pour A, petit, reste de chercher I'existence et I'unicité de la solution

1/4
périodique dans |e cas ol hy > hy g, ( —-T) etle cas ot sy > h1gys

infR(1)

- 1/4
( ( 1nflfg(t_)) avec u(t) >0
G

€t son compaortement asymptotique. En plus, tenant compte de la température de 1a terre que nous

n'avons pas consi

déré dans notre étude.
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