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R6sum6

Dans ce nous proposons un mod6le math6rnatique qui ddcrit la circulation de l'eau dans les 16-

gions ddsertiques. L iectif de notre 6tude e$t de chercher I'existence et l'unicit6 de la solution pour le moddle
proposr6 et son com t asymptotique. Le prdsent m€moire est organis6 de la mani€re suivante :

Dans lerpremier nous pr6sentons un bref rappel sur la transition de phase de n'eau et son cycle ainsi
que des concepts et itions li€s i notre travail. Dans le deuxidme chapitre nous introcluisons le svstime
d'6quations que allons examiner et pr6sentons l'interpr6tation physique de ce systdme et des variables

troisiime et le quatridr,ne chapitre concernent l'essentiel de notre travail i savoir la d6-
utilisdes; puis dans

monstration de I' et I'unicit6 de la solution locale et globale pour le systEme propos€. Dans le cin-
quiBme chapitre on

ddsertique et nous

ie le comportement asymptotique de la solution de notr,e systdme pour une rdgion

trons Ia convergence de la solution vers une solution p6riodique. A la fin , nous

consid6rons le cas d' r6gion semi-aride of .nnus d6montrons I'sristence de la solution; l'unicit6 est 6tablie

seulement dans un particulier.

Selmani Wiissa,rne MAST'ER de Math6matiques [/ or-ffir,nn,q



Introduction

Sur la terre, l' est la seule substance qu'on trouve dans ses trois phases : soJlide, liquide et vapeur d,eau,

dans lers conditions es de notre environnement.

Malgrd le fait que pourcentage de vapeur d'eau dans I'atrnosphire est faible gt d 4c/o de la composition de

I'atmosphbre), la qu

autour de la planbte

d'eau est assez grande et elle joue un r6le pr6pondErant dans le transport d'6nergie

ieau s'6vapore, se condense et se pr6cipite continfiment dans un cycle infini qui entraine

d'6nortnes d'6nergie. IJ6nergie thermique enlevde de I'atmosphdre par l'6vaporation sera restitu6e i
l'atmosph0re lors condensation de lavapeur d'eau.

La pluie (orage , ' .'.) est une consdquence de la condensation de la vapeur d'eau dans I'atmosphgre et

de la formation de

de coagulation. La

qui chutent lorsqu'elles deviennent suffisamment grandes grice au processus

de H2o se produit quand la densit€ de la vapeur est siupdrieure i la densitd

de lavapeur satur6e, is que l'€vaporation aura lieu dans le cas contraire. Dans cette transition de phase, Ia

variatiarn de la t ure joue un rdle essentiel pour la condensation-€vaporation.

Liolojectif de ce

gion ddrsertique qui

est l'etude de la variation des quantitds de I'eau liquide et de la vapeur dans une r€-

de la surface de Ia

I'entr6e et la sortie

t d6termin6es par la condensation de la vapeur d'eau, la prdcipitation et l'6vaporation

consid6r6g tout en prenant en consid6ration les 6changes avec le milieu ext6rieur et

I'eau par filtration et 6coulement. Pr6cisement, le but est de chercherl'existence et I'uni-

cit€ de la solution et globale et son comportement asymptotique pour I'entr€re de Xa vapeur h6 petite par

rapport au de sortie de Ia vapeur h1 et i la densitd de Ia vapeur satur6e Arr{T), de plus envoyant

notre attention d'6tu le systbme dans une r6gion semi-aride.

Selmani Vy'issame MASTER de Math6ma,tiques [f ounr,nnn
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Gi6n6ralit6s

1.1 Les phases d'eau :

Darns la nature I'eau peut exister sous diffdrentes formes : on parle de diff6rents 6tats ou de diffdrentes

phases. Ces 6tats sont:

t;l l6tat solidrg (g$ace, neige) I Les solides sont caract6risrls par un agenrcement des aromes trds or-

donn6s et rapprochds. Il est donc trbs djifficile de les comprimer car il y a peuL d'eslpaces entre les atomes.

De plus tous les atomes sont li6s fortement les uns aux autres, ce qui corLfdre aux solides une forme

propre bien d dter:minde (cristaux).

t;;t lltat liquicle (pluie, nuages) ! r.es liquides sont caracteris6s quanr iL eux un agencement d6sor-

clonn6s des atomes mais toujours assez rapprochds. Ils sont donc dgalement clifficilement compres-

sibles. En revanclhe, Ies atomes sont peu li6s les uns aux autres et les liquides n.e possddent donc pas

cle forme propre et peuvent se ddformer: trds facilement.

(tit) iitat gazeu$( (vapeur d'eau) | Les gaz sont caract6ris€s par un agencem,ent des atomes d€sor-

dlonn6s et esprdc6s et peuvent ainsi 6tre comprim€s facilement. Les atomes ne sont pas li6s les uns aux

autres et sont trds agit6s.Pour ces raisons, les gaz se r6pandent librernent .

li! rtsr'
lnlnt"yggl=.'/l h l:;'{*:t'

$ *,. . I,i4,rli""Tg t
{'''}4 r..:;1,a5",,8,,;-o*

,d '" -' & j';;f* rq,h
,,jr" c* * '-' 6I'i::::P"' 

i;li'*1r':*" i 
n*'rru"jlttt'

Figurel. les 6tats de l'eau
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[.1.1 Le dilagramrne des phasres de l,eau

Nous savorL$ to'tts que la matidre peurt exister sous trois 6tats, solide, liquide ou. gazeux. La temperature rst
Ia pression sonl les deux principaux facteurs qui rdglent l'6tat sous lequel se trouve la matidre. Le diagrammLe
qui suit se nom me run diagramme de phases; c'est celui d.e l'eau. Il illustre de faEon simple les relations entrcr
6tats de la matiirre et temp6rature_pression.

Figure2. Les phases de l,eau

Chacun des points de ce diagramme figure le couple (pression, temp6rature) unique (la pression en atmo_
sphdre est en ordonnde, la temp6rature eni abscisse). Le diagramme lui-m6me, connpos€ de 3 branches q'i
s6parent notre r6!{ion ren trois rdgions distinctes correspondant aux trois 6tats : solide, liquide et vapeur.
. Pa.r exemple:

(i) A 20"c et urr atrnosphdre de pression, I'eau se pr6sente sous forme liquide.
Si le point r:epr6sentant un couple (tr:mp6rature, pression) se trouve sur une ries branches de courbe,
I'eau se prdsen{e alors i la fois sous les deux 6tats repr6sent6s par les r€gions s,ituees de part et d,autrre
de la courbe.

(tt) A 100"c et sous un atmosphdre de pression, (point marqud sur le graphique) I'eau se pr€sente d la foir;
sous la forrrLe li'quide et vapeur : c'est l'6vaporation (l'eau passe de l'6tat liquide i l,6tat gazeux) ou ler

condensation (l,enu passe d.e l,6tat gazeux h l,6tat liquide).

si on se trou've dans la rtigion de l'€tat siolide en-dessous du point triple et qu,on:remarque d droite c,est-
i-dire la tempdrature augmente sans changer la pression, on constate qu'on pasise de l,6tat gazeux sans
passer par l'r3tat liquide' cette transfotnation (repr6sent6e par le point situ6 sur la courbe) s,appelle la
sublimation.

!olidiiir,rt ir:r

Liquif ;ction

int Triple

100'c 374 "c

Selma.rri Wissarne N{.{.STER de Math6rnatioues Lf eununnE



1.1 Le.s; phases d'eau.

Il faut prdciser quLe la pression de ce diagramme est la pression de H2oet donc lorsqu,il s,agit de la va-
peur contenrte dans I'air on doit consict€rer la pression partielle correspondante d r/zo vapeur.

lOn remarquerdans ce diagramme deux points singuliers :

'1)Le pointl triPle : A la jonction ders trois branches h la temp6rature et la prerssion represent6es par
rce point, l'earr se pr6sente sous les 3 6tats ( solide, liquide et vapeur J.

i!)Le point cr:itique ! La r6gion situ6e au deli d droite de la courbe qui se termine par un point ap-
prel6 point cririquer correspondant lui-nr€me i une temp6rature et une pression bien precises, est aussi
singulidre : en effet, dans cette r6gion, on peut passer de l'6tat liquide a l'6tat gazeuxsans rencontrer de

courbe, c'est-ii-dire sans changement de phase : le liquide devient gaz (ou le contraire) sans transition.
I\{ais le point r:ritiqu e de lr2o qui correspond i 374"c et 218 bar ne se trouve pas rlans notre environne-
ment.

Riemarques.

' Le changernent de phase ne peut s'obtenir dans le sens solide - liquide ou dans liquide - gaz qu,en

fr:'urnissant h l'eauL une grande quantit6 d'6nergie. cette 6nergie, qui se trouve ensuite accumul6e dans
le liquide (pour la fusion) ou dans le gaz (pour l'dvaporation) sous forme latente siappelle pr6cis6ment
la chaleur latente tlr'fusion et la chaleur llatente de vaporisation.

Si on fait repas'ser l"eau de l'6tat final i l'6tat initial, cette 6nergie est restitu6e pa' l,eau au millieu am-
biant.

' la chaleur latente de vaPorisation (appel6e aussi enthalpie de vaporisation) n,es[ pas constante. Lors-
qu'on suit la courb'e sdparant liquide et girz, onconstate que cette chaleur latente diminue jusqu'i deve-

nir nulle au pojint u'itique (ce qui est logique puisque au-dela de ce point critique, on passe d,un 6tat i
l'autre sans transition de pJhase).

' si on trace ulte verticale sur le diagramme de phase i l'abscisse - IO"C, on remarque d,abord que pour
que I'eau soit sous tlbrme vapeur d cette tempdrature, il faut que sa pression soit tris faible. or, c,est

prdcisdment ce qui se passe dans notre t:as. En effet, comme on I'a remarqu6 prtic6demment dans le
ca$ d'un m6lanlge dt: gaz (nous sommes e,n pr6sence d'air) les pressions de chacun des gaz constituant
l'atmosphere s'addi.tionnent pour que leur total soit 6gai i la pression atmosph6rique. Mais chacun des

I3
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I4,

Gdndralt,nis

gaz n'est pasi i la pression atmosphdrique!. Le diagramme nous indique q'e la pression de la vapreur
reste tris faible d -10"' mais n est pats nulle : I'air froid contient encore une certaine quantite d,humictit€.

' Pour lia neige : h la diffdrence de la vapeur d'eau m6lang6e i l'air, sa pres,sion est dgale d Ia pressiorr
atmosphr5rique' Reportons nous au diagramme : i. -10', celui-ci indique que 1L,eau est sous forme sol1dre,
ce qui est conforme ir ce qu,on obserrve pour la neige.

' Enfin' examinons le cas de I'eau du lac (sous la glace de surface). son cas est simple : elle est i pre'
prEs sounrise ir la pression atmosphririque, (tout comme la neige) et, si elle n,est pas sous forme de glace,
c'est que sra ternperature est tout sinrplement superieure i 0,.

1.2 Les dtapes de I'eau

Le cycle derl'eau rest la suite desr deplacements de l'eau dans l'atmosphdre, d la surface et dans Ie
sous-sol de la lllerre' Leau poursuit u:a p€riple perp6tuel entre le ciel et la tere, en plusieurs 6tapes :

1.2.1 L'6vaporation

I- 6vap0ration est la transition de phase sous laquelle l'eau liquide se transforme en vapeur dans l,at-
mosphere ' Les oc6ans, les mers, les lacs et les rividres fournissent approximativement g0 % de l,humidit.
dans notre,atmosphBre par l'6vaporalion.

chauffd par le s'oleil I'eau de ces dernit:rs va s'6vaporer et monter dans l'atmosph6re. En effet, les grandes
surfaces desi ocdans {plus de 70po de la Terre est recouverte par les oc€ans) permr:t l,fvaporation h grande
6chelle, les rL'% restants proviennent de ra transpiration v6g6tale.

La chaleur ('Snerrgie), fournie par le soleil, est n6cessaire d l'evaporation. IJ6nergie est utilis.e pour d6ta-
cher les moldcuk:s de LI2O de l,eau li_quide, ce qui provoque l,dvaporation, eui ,est rapide aux temp6ra_
tures 6lev6e plus lente aux temp6ratures moins 6lev6es.

Cependant, quanrd l'hurnidit6 relative de l,air est de 100% (un 6tat de saturation), l,6vaporation ne peut
se r€aliser' En ouLlre, l'€vaporation dim,inue Ia chaleur de I'environnement . Il est bon de preciser que sur
l'6chelle glotrale'' la quantit6se d'eau q'ui s'dvapore est identique d ra quantiti d,eau qui condense, bien
que cela varje gtingraphiquement. seul t07o d'eau 6vapor6e des ocdans est tra'sport6e au-dessus des
terres et reto:mbe comme pr6cipitations.

Selmani \A'issame
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1.2 Les 4tapes de l,eau

l5;

une fois 6vaporrie, une mor6cure d'eau: passe en moyenne environ r0 jours dans l,air.

1,2,2 La comdensation

La condensation est Ia transition de phase de la vapeur en eau riquide.
trycle de I'eau dans I'atmosphdre et sur lla terre.

Elle est importante pour le

llu contact ders ccmches cl'air froid de I'atmosphire, la vapeur d'eau se condense en minuscures gouffe-
lrettes, qui fonnen.t des nuages ,qui i leur tour, provoquent la pr€cipitation.

Dans un ciel trleu ddgag6' I'eau est pr6sr:nte sous forme de vapeur.euand ra dens1t6 de la vapeur atteint
ftru d6passe) [a dernsit6 de la vapeur sarturde, les moldcules d'eau se lient avec de flnes particules de
poussiere' de l;el ert de fumde pour former des gouttelettes de pluie, resquenes forrnent Ies nuages. Etant
donn6 que les got'itttelettes de pluie s'act:umulent et grossissent par condensation de vapeur sur elles et
par coagulation (agr6gation) entre elles, la pr6cipitation peut se produire.
Les nuages se lbrment dans l'atmosphdrr: parce que I'air qui contient la vapeur s,6lbvent et refroidissent.
Par exemple' lorsque le soleil rechauffe l'air d.ans le voisinage d.e la surface de la te*e, l,air devient plus
l6ger et s'6ldve vers le haut oi la temp6rature est plus froide; comme les tempdratures baissent et par
co'ns6quent la rcenrsit6 de la vapeur saturtie baisse, la condensation de la vapeur se produit et les nuages
p€ruvent se forrner.

1"2.3 Lespr€cipitations

La prdcipitiltion est le d6placement vers la terre de l'eau des nuages sous forme de pluie, neige fon-
dante' neige ou grdJle' c'est le principal chemin par lequel l'eau de l'atmosphbre retourne i.la terre.

PaI'mi les pr6cillitalions, celle sous forme de pluie constitue une partie dominante. pour provoquer ra
prircipitation' il faut d'abord que de fines ;gouttelettes deviennent assez grosses et lourdes pour qu,elles
tombent du nuage comme pr6cipitation- Pour produire une seule goutte de pluie, il faut des millions de
gou:ttelettes.

1.2,.4 La cqptarrlion et l,infiItratjion

La plus grande pr*rtie de |eau ruissele sur re sor et retourne vers la mer.

Mais pendant ce ruisiellement, une partie de l'eau retourne ir l'atmosphdre par dvaporation.

fielmarri 'Wis$arne
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Leau qu[ tornbe sur la terre sous fiOrme de neige et ne fond pas rapidement s,accumule sous forme trre
glace sur le sol et arirnente res glaci*rs en altitude et dans les zones poraires.
D'autre Frart' une quantitde considrSrable d'eau de pluie "ou de neige fondue,,, s,infiltre ou pendtre dans
le sol.

une partie de cette eau est captde prar les racines des arbres et des plantes; ler reste continue i s,ecotrler
plus proftrndr3.ment dans Ie sol.

1.3 L,a circutration de l,eau

Le cycle gl'bal de I'eau peut 6tre consid6rd comme un systBme ferm6. Lezru change d,6tat mais sia
quantit6 globa}: reste i'chang6e. Le c.ycle de I'eau peut 6tre d6crit comme suit :

Le soleil rdcltaulfe I'eau des oc6ans; celle-ci s'dvapore dans l'air. Les courants d,ajir ascendants entrainent
la vapeur dans I'armosphbre sup€rieure, oir les tempdratures plus basses provoquent la condensation drr
la vapeur et donLc la forrnation de nuages. Les courants d'air peuvent entraine les nuages autour de la
terre' Les gouttelettes de nuage se coal;ulent et se fragmentent, s'amoncellent et retombent en tant que
prdcipitation.

G6n6ralemelrt I'tlieu des prdcipitations iretourne aux oc6ans directement ou aprbs; avoir €coul6 sur la sur_
lace oi dans l'6co'ulement souterrain. lJne partie qui s'infiltre dans le sol. peut retourner vers la surface
comme r6surgence d'eau souterraine.

Figure3. Le rycle de l,eau

Sehnani \4lissarne N{ASTER de Math€matiques [/ cunLnn.q



1.4 Les rdgions

Certaines

douce.

On

Leau sou peu profonde peut 6tre absorbde par les racines des plantes et rejetde dans l,atmo-
sphdre via la anspiration des feuilles.

1.4 Les rdgions d€sertiques

souterraines trouvent une ouverture dans le sol et dmergent comme d.es sources d,eau

d6sert reqoivent une prdcipitation annuelle moyenne de moins de 250 millimetres. Le

que les "ddserts" couv'ent environ un septidme de ra surface de la terre. Si on v incrut
les zones t une precipitation assez modeste et une v6gdtation assez rarifi6e, on peut estimer que
les r6gions ues couwent 35Zo de Ia surface terrestre, par exemple les d6serts en Alg6rie couwent
ernviron 80% tdrritoire nationale.

De la carte du onde' on peut apprendre que une bonne partie de d6serts, dits dtisens subtropicaux, se
trrouve entre

Les rdgions

atitude 15 et 30.

cllimat des ddsertiques est caractdrisd par I'humiditd tr6s faible de I'air ainsi que du sol. ce cli-
mat est, dans majeure partie des cas, secs et tr€s chauds. pour le contenu de cer chapitre, nous avons
consultd [15],I

Selmarri Wissame MASTER de Math6maticum l/ oum,nn.r
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Ebaprtre2

Position du probfdmer

Nous proposons un moddle mathdrnatique de la circulation de l'eau dans les r6gions ddsertiques.
I-'e systime d'6quations de ce mouvement relatif i notre modile est compos6 de l,6quation de la varia-
tjion de la quantit6 de vapeur, celle de la variation de la quantit6 d.e l,eau liquide et celle de la variation
de Ia temp€rarture.

2i,.1 Dornaine

Nous consid6rons une region D de Ia zone d6sertique ou d'une zone menac6e par la ddsertification.
Prour la commodit6 du raisonnement m;athdmatique nous supposons que D c R;z et que D est un en_
semble ouvert et born6 de R2.

Nclus consid6rons un domaine de dimenr;ion 3.

A= lxe R3l(xr,xz) e D,0 < xs < H],

{2.r.r)

or) {rs = 0} correspond i Ia surface de la terre (en negligeant la diff6rence des niveaux de la surface du
terrain) et H dernait correspondre d Ia hauteur de l'atmosphdre que nous voulons consid6rer.
No'us considdro,ns dgalement le domaine

(2.r.2)

Pour que notre nnoddlisation puisse repr6senter de manibre efficace les ph6nomdne physique, la r6gion
D d'oit €tre suffis'amment large de sorte quie rair se trouvant dans le domaine / resrte dans 4 pour une
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2tJ

Position du prolt ldn,te

dur6e permrgttant re processus d'6izaporation et de condensatio n de Hto.

2.2 Quantitds physirlues i consid6rer

Dansr ce model nous considdrons la quantitd de la vapeur 4{f) contenue dans l,air se trouvant dansA i I'inst:urt t et la quantitd de l'eau liquide u{il setrouvant dans ,4u,B i rinrstant t, ainsi que la temp(i-rature de I'air ll(t).

La plupart de i'eau Iiquide clans -4 Lr B, en g6n6ral, se trouve dans B; l,eau liquide se trouve dans A est
dans la for:me de gouttelettes de nuages ou en cours de Ia pr6cipitation (pluie ,ou neige) dans le d6plar:e,
ment' en 5;6n€iral' vers Ia surface de Jla terre, l'eau liquide dans ra forme de goutterettes se trouvant dans
I'air peut s'dvaporer trds rapidement dans le cas oi l'humidit6 de l'air est inferieure h celle de saturatiorn,,
tandis que 

'eaLu 
riquide se trouvant clans B s,6vapore plus rentement.

Mais la descriprtion s6par6e de l'6vap'oration des deux cas rendra assez complore re systdme d.,6quationLs.
En outre e. g€'n6ral la quantit. de l'e,au liquide dans ,,{ est beaucoup plus petitre que ce'e d.ans B.

Pour cette raiscln dans notre moddle nous consid6rons la quantite de l,eau liquide totale dans ,4.u8, sans
distinguer cellerse trouvant dans,,{ et celle se ftouvant dans B.

Quant i la'rapeur d'eau, nous pouvons supposer que la quantit6 de l,eau se trouvant dans B est n6glji-
geable.

Le parambtle esisentiel pour l'6vaporation I condensation de l,eau est la temp6rature r.
Elle varie sensihlement par rapport aux lieux r et au temps r, donc en fonction de x et de f, c,est i. dinl
T = T(x, t)

Toutefois dans nctre modBle oii nous considdrons la quantitd totale q(t)de la vapeur dans ,4 nous pr6_
f6rons consi,d6rer. Ia tempdrature repr€sentative f (rJ qui d6pend seulement de f.
En r6sumant les r:onsid'drations faites ci-dessus, nous listons les quantit€s physiques que nous devons
considdrer drans notre analyse mathdmatique :

{(/) : quantit6 de la vapeur dans .,{.

u{t) : quantit6 de I'eau dans ,4 u g.

T (t) : la temprf13tu1s.
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2. 3 Int lery r 6 fttio n p thy si t7 l.te

2],

Nous consid6ro:ns que Ia variation de ces quantitds est d6termin6e parres facteu.rs suivants :
he : entr6e dr: la vapeur des autres r6gions par le vent.

-ht4tt): dispersion (vels les autres r65$ons) de la vapeurpar le vent {sortie de ,4}.
-y u{t) : filtraLtion vers le sous_terrain.
',4 

rr?): quanrtitd de la vapeur satur6e.

rR5(/) : la radiil.tiorn solaire.
''llTa :laradiation de l'air (selon la loi der stefan Boltzmann).

121.3 Interprrdtation physique

D',abord' ttn siait que la variation de Jla quantit6 de la vapeur dans l,air d6pend de Ia condensation et
dre l'€vaporation de IJ2O.

En effet' lorsque lzt "densit6" de la vapeuLr 4(/) d6passe la densitd de saturatio ne r,r(T)il y a Ia conden-
sation' La qua.ntitr3 de H2o qui se condense (en unit6 de temps) est, dans une bonne approximation,
proportionnelle d q -er,r(T).

D'nc, en d6signant cette proportionnarit€ par p, cette quantit6 peut €tre exprim6e par Brq _4 u.(r)r*.

Lorsque la densite de saturationerr(T) d6passe ra ,,densit6,, 
de la vapeu r qe) ny,a l,6vaporation de

I'erau' La quantitd de Hzo qui s'evapore (en unit€ de temps et en unit6 de l,eau l.iquide presente) est,
da.;ns une bonne approximation, propofiionnelle it Iq _4 rr[)l- .

Donc'end6signantcetteproportionnalit(!para,cettequantit6peut6treexprim6e,para[q-Qrrir)]-u.

D',;autre part' commf) notre rdgion exposde i des facteurs externes, la quantit6 de la,,rapeur et ta quantit6
de l'eau se changent.,

Par exemple' le uent disperse une quantit6 de Ia vapeur aux autres r6gions, qui pe't 6tre exprim6e par
htQ{t), et ramdrre une autre quantit6 des autres r6gions not6 hs.

De plus, la filtrar:ion vers le souterrain ru(r) influe sur le changement de la quantitd de l,eau sur la sur_
fac,r:.

De plus' comln€) les nuages sont I'obstacle au rechauffernent par la radiation, donc la pr6sence des
nuatges diminue ['effet thermique de la rad..iation solaire Rr(/).
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D'autre

Cette

0r, Pourl

Nous

l'intensiti de Ia radiation du "corps noir' est d6finie seron Ia loi de planck, par :

B[L,r] =Ypo,A\,- r)-r.

B est appel6e la forfrction de plank, oir zt est la longueur d,onde.
thermique sur l,air1 ce qui intervient est la somme de B[zt, I] par rapport i zt, c,est_i-6ire

---- I

da(t')
-E- = -Ftqttl f4,,(T)l* + atqtA -8,,,(T)l- u(t) + tto_ ht4$),

du(t)
i = Ftq@ - F,,tDl* - atq $) -e r,{Dl- u(t) _ Tu(t),

dT
E = ftr{rJ exp {-Fil,q6 -q,,U)l+)_ a-Taexpl_ ez[qd) _4u,(T)]+);

Position du problbme

(23.]t)

t2.3.2,1

[o- 
t,^,T]d'h = oTa,

qui est ue comme "laloi de Sfefan Boltanann,,:
avec o est la constante de StefNn Boltzmann.

I'eau liq

imaintenant consid.ref le systbme d'6quations pour la quantit€ de la vapeu r q(t),ce'e rde
u(t) et celle dela temg6rature I(fJ.

Ce systOme 'Equations doit 6tre enrfisag€ avec les conditions initiales

4$1q 4o> o, u(o) - us> o, r{o) - ro > o.

Dans (2.3.1),

[.J* ddsigne

t.J- ddsigne

partie positivg c'est-i.fdire: [x]+ = max(f0),

partie n6gative, c'est-ifdire: [r]- = max{_x,$).

I
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EbqpftreS;

Etude de la solution focalel

consid6rer le systbme d'dquations diff6rentielles ordinaires que nous avons introduit
prdc6dent, c'est-i-dire le systdme :

dctU)

dt = - f[q(t) -4 rrff)]* + d[q(il -4,,U)]- u(t) + ho_ hrqftJ,

= F{q,u,T).

= F[q tt) - 4,,tr)l* - aIq {t) - d ^e)l- utt) _ T utt),

= G(q,u,T).

ry = & (r) exp(-en t4( r) -4,,e)l* )- ar4 orp{- e ztq u) - 4,,,(T)l- ),

= H(q,a,T).

s initiales

q(0) = 4o) 0, u(0) = tts ) 0, I(0) = ro > 0.
t3.0.21

Dans ce

avec Ies con (3.0.2).

Co;mmenqons le lemme suivant:

fonctions F , G et H ddfinies dans (3.0.1) uhrifient rocabment ra conditinn d,e Lipschitz,

PoutrtoutM>0, existe une constante L4a teUe que:

(3.0.1i

Nous

dansle chapi

du{t)
dt

on va demontrer l'eriqtence et l'unicit€ de ra sorution du systeme d,€quations (3.0.1)

Lennme3.0.l.

c'est-d-dire:
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241 Etude de la solution la'catle

lFtqt,ut,T1i.-F(4z,uz,Tiitl+lG(qt,W,Ti-G(qz,u2,T)l+lH(qr,ut,fi) -H,(qz,uz,Tz)l

s Lu(lqt- c,lzl+lut- uzl+ In - fzl).

pour I q 11, I qzl, lutl, luzl, lf1l, lTzl = 
lW .

Preuve.

Remarquons que F , G et H sont continues et leurs d€riv6es localement borndes darts R3\4, oir

A= 1(4,u,T) eR3 | 4 = 4 rrtT)l. On voit aisdment que A est une surface rdguliibre dans R3. On a:

. lFtqt,u,,1,T1) - F(qz,uz,Tz)l

= l- \tqt-Qurl* + d[qr-Q rr|- ,ur+ ho?) - h4{t) + fiIqz-4rr]* - alqz-.e r,1- uz- hott) + hhzt.t)l

= ,0,=,",,lilo' ,*,=*(lffil.lffil. l#;)t'n' - Qzt+tur- uzt+trr- rzt)

< c 7 (l4t'- 4zl + lut - uzl + l\ - T2l.
(3.0.3)

. lG(qr,ur,T1.) - Gtqz,uz,T)l

,= lfrlqr-4 rrl* - al4r-4 rrl- ut -TurU) - Ftqr-4 rrl* + alqz-| rrl- uz+ yuzg)l

'=,0,=*,,',,1or,r,=*(l#l-ffi1.1#l,r""- 4zt+tut-uzt+tr'\-rzt) (3'''4)

:= Cs(l4t- 4zl+ll,,il- uzl+lTr- T2D.

. lH(qt U, Tt) - H (clz, uz, T:"i.l

.= f exp(-ar [{1 -@rrJ+)R"(r) - oexp(- ez[qr-4 rrl*) rra - exp{-e rlqz--q v|\Rr{t)

-r E exp(-e2 [ qz -4 r rl\ Ttl

:; sup fl=l .lu+l*lart''" -uzr*rrr-lzt) {3'0's)

tqtsMl utsMlrt=m\ | 0 4 | | d u I ln l)tt 
a t - 4zl + lw - uzl + lrt -'Tzl)

# cy, (lq1 - Qzl + lur - uzl + lTt - TzD.

ou C7, Cg, Cn sont des constantes q,ui ne d6pendent pas de 4t , q2 , t)r , ttz ,',11 , T2 mais d6pendent dg

M.

Il en rdsulte qr.re les fonctions sont localement lypchitziennes dans R3, y compris dans le voisinage de A.
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En effet, F, G

rdguliBre.

Il sont continues et lpurs d6rivdes sont localement borndes; en outre r{ est une surface

Lelemme

Pour obtenir pxistence et I'unicit6 dp la solution locale pour notre problEme, nous citons le thdorbme

de

'fh€orbme . (de Cauchy-Iipschifz)

Si/: (f,x) € x O * f (t, x) e Ra esf cqn tinue et est lncalement lipchitzienne en x unifurmhment en t, et si

ntintdrieur A I x d), 4lors iI existe L> 0 et p> o tel qup ln problbme de Cauchy (3.0.1) air

unique dans fto - 7, ts * pl pour les condttions initiales (3.0.2)

lhuve.t I

Le systbme d'dqunfions (3.0.1) auec les conditions initiales (3.0.2) admet une uniquelProposition

:solution

IPreuve.

l]n conclut thdorbme de Cauchy liSschitz et le lemme 3.0.1 qu'il existe une unique solution locale du

problBme (3. [) avec les conditions i4itiales (3.0.2).

I

(fo,to) estun

une solution

I
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Reste ir

On suppose

ot qu) et

continues.

Donc, pour

q(t) >

u(t) >

que 4(r) et u(f) sdntpositives.

t qu'il existe urr tr > 0 tel que :

min(qttrl,utrllt s o

pour0<t<tt

pour0<t<tt

1 > 0 tel que: QU) = ultl) = 0,

pour0<t<tt

pour0<t<tt

que chaque hypothbse nous amBne h une contradiction.

(4.0.111

sont par hlpothbse la solution des 6quations diff6rentielles ordinaires et donc elles sonl:

(4.0.1) soit r6alis6e, il faut qu'il y ait un des trois cas cit6s ci-dessous :

/r > 0 tel eue: {(/1) = 0,

pottr0<t<tt

pour0lt<tt

(b) il fp > 0 tel que: u(trJ = 0,

u(t) >

q(t) >

(c) Il existe

u(t) >

q(t) >

QUil = c6

Dans cet

Supposons abord la condition (a)" Pour la continuit6e de q(t), il existe un f6, 0 < [o < fi , tel que

,rfrlrrr7 r'tr (t)l et 0 < q(t) ( ce, pour ts < t < tl

lro, trl la fonction 4{f) vdrifre la relation suivante :

dq(t)
== s[tlft) -4 rr(T)1- u(t) + ho - h 4G).

zz hs- h1Q$).

>=-h4U).

Donc d' le thdordme de compar:aison pour les 6quations diff6rentielles ordinaires (4.0.2) on a:

4$)> 4ft0) (-hft-to))>Opourr>to;

dt
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Etude de Ia solution g.lobate

4'0'2' so,s res mame,s hypothdses du thdordme 4.0.s on a

- F\qal -A,,(T)l+ > _ fr q (t),

-h4G) = -h4G).
somme, on obtient l,in€galit6 suivante

- FIqttl -4,,tr)l* _ h qU)> _(F + hi qG).

avec0(€(l,onaurait:

dsG)
-F . __(F + hiqG) + hs* atqT) _i,,,(T)l_ u(t).

> _,{t _eJho * hs* etq{t)_4rrt)l_u(t).

> ehs + a,tqft) _d rre)l- u(t).

>€ihs>0

que: q(t)= (t, t)ft,.
F+ ht

si q0) s

En faisant € vers 0, on obtient

2). Pourla

,On pose :c1 =

Iin utilisant

4(t) amin 
{h,+(o)J,vr= o.

r(r) > _* f1rTt 
"'a,n, 

)"n, ,,0, ), v, > o.tt 6 I ',-\v'),u.=v.

horne infdrieure de q(t), on a

preuve.

U. Pour

En faisant

Ce quiprou

+hr

aro =min(h,r,rr)
inf6rieure de T(fl, en vertu de (4.0.3), on a:

0 < exp(-er mil:':{zg),*, 
=exp(-ettqu)_?rr(r)ll . r.

t-ermaxtZ(Ol, f tt. tUors, on a:

o < cr . expt_eilqft)_4r,(T)l*) <t

in6galit6, on d6duit der {+.6.41 n r".

dT(t)
i >crRs(r) -oT4.
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D'aprCs le

D'autre part,

On en d6duit

Rornarque.

Pour u(t)

que nofte

une solution (q(t

Th6orBme soient I un interualle ouuert de*, et f : I xKN * n4N une application continue et roca-lement Li ne par rapport d x. paur (h, rd e r x [4tr, soit y ra sorution m,aximare du probldme deCauchy

Si y estborn6e,

Preuve. (Voirt6l

Maintenant t
$ommes en mesure d,afiirmerl,edstence et l,unicit6 de Ia solutio n (q(r),u(t),7(t)) dusystbme d'6quat

Thdorbme4.O.5.

(3.0.r).

le sysftme d'dquation (3.t].1) auec la condition initiale 4@) > O ,u(0) > 0 ,T(0) > 0 admet
uG), T 1911 et une seulle sur I'interualle [A, +q[ et on a :

q(t)>0, u(t)> , T(t)>0 vt>0.
4G)sCq<a,
(Cq ,Cu ,CT !

<Cu<8, T(t)<Cr<oo, Vf >0.

une borne inf6rieure de Z(tl i partir de cefte in6galit6, on considdre l,dquation pou r i (t) :

di(t)
T =cr&(t) -dr4.

i(o)=T(o)=ro.

de comparaison 4.0.2 on aura T(il > f {il.

lir:n inrirrr 
= (n{""*t''J"'

a maintenant on ne peut pas trouver une borne infdrieure pour ra quantit6 d,eau parce
dme conserne le d6sert,orn laisse Ea pour le chapitre suivant.

ue

r(t) > i(tt >*i" fn. lrfl'"l',r, )"0)\'/-rrrurt'o'(-- u- J ).*estd6montr6e.

I l' = f(t,y),
| !(td = !o-

y est une solution glO,bale.
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Etude de ta solution globaln

r€sulte les thdorEmes 4.0.3, 3.0.1 , 4.0.2,4.0.4 et lemme 3.0.1 .
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5.1 cas

Dans cett

s;olution.

llitudions d,

pas difficile

Lremme5.l.l.

tlons initiales:

trbapftreS;

comportement asymptotique de ra
solutiorr

r6gions arides.

palie on va s'int.resser h la solution p6riodique et au comportement asymptotique de la

le cas d'une d6sertification totale. Si h6 est relativement petit et utt)= 0, alors il n,est
la solution p€riodique (q(t),T(t)).commenqons par le remme suivant :

ho < htl,,((4tl;''o), o^o^sorutiondusysttmed,*quation(3.0.r) 
auecrescondi-

q$) =b,

?(o), (r*?,rJ"',
u(0) = 0,

q(t) = q1o1 = L9, Vr > 0,
h1

T(t) >finf{"(.))1/4, vt > o,tol
u(t) = g, Vt > 0.
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On rem

Donc,

h4ft),

oir Ia

de la fon

On en

Il en rdsult

Par consdq

donc 4{fl -

Comme [4(

Ie comportemeil asymptutique de Ia solution

que, si qtt) <V^,UUD ators [4(r) _4rrVGD]n _ o.

4fir1 '4rrTft)) et u(t) = 0, alors l,dquation de Ia vapeul d,eau q{r) devient , On(! 
= ho

"",_i,tl:1,.,rrrn.',etu.(t)=0,ators 

q(il=!!(commesotutionduprobldm"oStu,r"n,.
On que 4,,"(.) est une fonction croissante. On a donc,

# -u,,((ry1' t a) 

=4,,tr w,
Brr: in6galitd est due i I'hypothBse du lemme, tandis que Ia deuxiome est due i ra croissance
>nQ rr1).

rtru'il existe un /6 > 0 tel que

q(t) <*i"(a^ (*tf',r)"'), vre ro, ror.

que dans fintdrval.e [0, ro] l'€quation de Ia quantit€ d,eau u(t)se r.duit i :

I ry = -a[q(t) -4,,e{t))]- u{t) -yutt),
I

I tt(o)=o'

quet utt) = 0 sera la solution de (5.1. U, dans [0, to].

t dans [0, ro] l'dquation de la vapeur d.,eau 4{0 devient :

(5.r,r)

(s.1.r)

ce qui im

Cette

QU),7(t)).

rc-hs-ht4l),
l ^,,=fr,

: sera la solution de (5.1.2J, dans [0, fo].

-4,,9(t))l+ = 0 dans [0, /si,l,'quation de ?(f) devient , 
d\,\D 

=.Rs(/) -ET4G) ,dt
re cl'aprds le th6ordme de comparaison 4.0.2 que l,on aura

T(t) > f 
infn"(')'lIia

"'= l--T- ) , Vr€ [0, ro].

re'lation implique entre autres que /s > 0 peut Otre choisi ind6penrramment de Ia sorution
ces consid6rations on obtient:

hl4Uo)=;, uUil=s, T(to)>[infRs('))t/a.-fo)
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5.7 casdesrdgions

et d'une

precedents

Lemme 5.1

(3.0.I) -(3.0.

610rs

preuve.

Comme

pdrature,

r; = (if("'a'('D)"',

,i = (-",0*)"-

€t c2 -exp(-sz max (Z (U, 
+D.

de t = to, par le m€me raisonnement on peut d6montrer que :

V t € lto,Ztol,

u(t)=$, Vtelta,Ztol,

hn
4Q) = 6,

T(t)>1inf4'(')1l/a, vt€[t6,ztsl.
lidJ

analogue on peut r6p6ter la m€me procddure de sorte que I'on peut avoir les r6sultats

il

2. tloit G I'ophrateur d.efini par G(Td = T{2n) auec ln solution Tft) au probldme de Caucl\y

). Soient

--ilmax(Z(0),
ho..
T"

si

ffsT6sIi

rd=G(ro)sri.

s al/ons d6ja vu dans le chapitre pr6c6dent pour la borne infdrieure de I'quation de la tern-

ai

ry > crn,(r) -dr4(t) > inf(crns(t))-oT4$)
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Compte

D'autre

De ces

D'otr

et donc on

On raisonn

En effet,

la

Consid6rons

Comme fo <

I dfttt
I -*- =c1R,(r) -o-f4{t),

I i,o, = z(o)= %.

u de la condition fo > f;, on d6duit que

/i+f(clR"(r)) \ r/4T(t), | ' Itol

d.T(t)
-A; s &(t) - c2or4p1s supR"(rl _ c2oTa1t1

ploblBme de Cauchy:

lry=&(') 
-czdra(t),

I ffot = ?(o) = ro.

suJlR"lr;1r/a
tro) 

'onend6duitque

fft,4ryJ"'

T(t)>T;, vr>0.

T(2n)> ri;

G(To) > Io..

d'une maniBre analogue pour la deuxiime in6galit6.

e nous avons d6ja vu dans le chapitre pr€c.dent pour Ia borne sup.rieur de l,quation d,e
Orn a:

leprobldme de Cauchy:

le comporternent asJ/mpfutique de la sctlution

f(rr > l,lno"u-n't"n"-t -u--)
d'aprds le thdorBme de comparaison 4.0.2, on a T {t) > T ft1.

tions on obtient,
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5.1 c:asdesMgions

D'aprbs le

on a donc,

de comparaiso{r 4.0.2, on aTU) < f t0,

da(t)
-At- = ho- h4ft).

dT(il
; =R,(rJ -dT4(t).

r(,)lryJ"'

D'ot

T(,tlsTf, vr>0.
En parlticu

T(Zn) s Ti ,

et par ddfini on aura

G(rol < Ii

0n conclut qu

SsG(%lsrr-
Lelemrne5.l est ddmonfte.

ThdorDme 5.1 Si l'opdrateur G est colttinu sur lT[, Ti l, alors il existeT* * 
e I S, Ti ] tel que :

G(In*; = 1"**

classique d'analyse rgath6matique.

Passons i l' et l'unicitd de Ia sofution pdriodique pour les deux 6quations de Ia vapeur d,eau et
de.latempdra

Proposition S.t. II existe une seule solt^qtion pdriodique @(t),T(t)) et une seule des deux Eq*ations :

I

{5.1.3)

{s.r.4)
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Preuve.

I'

.0n

En effet,

en outre,

. Pour t

Onad'

a (5.1.4),

G(?**; =

la conditi

I'unicit6

. pour l'6q

Supposons

dqrft)
-=dt

on aura une

Aprds avoir

si Q(0) I 0,

deux soluti

4tU) = qz7) .

t Passons

de Ia solution p6riodique

imrn6diatementque( . h"

,, .\ hs 
vlt) = -': est une solution pdriodique de l'6quation t5.r.3) .

,, = 
d,est 

une constante et donc est dgalement pdriodique ;.hn- 2t 
E = 0, ce qui prouve que la fonction 4f 

_, ho
.r, = E est une solution de (5.1.3).

une solution p6riodique de (5.1.4), on consid.re le probldme de cauchv :

(s.r.s)

r le lemme 5'l'2' qui est valable m6me si e1 = €z = 
'et 

donc r'.quation de T(t)se r6cluit
utilisant la notation G(.) introduite dans le lemme 5.1.2, on a G([S, ?,*| . I$, ?il err la

de G est assur€' Donc d'aprEs re th€orbme 5.r.r, il existe un 6l6ment ?** € [rs*, ?ir tel que ,**' comme G(zo) = Ttzn) etdonc r(0) = T(zlt) = Tnn,ra sorution de r,dquation (s.r.4) arrec
initiale T(0J = T** nous donne une solution p6riodique.

Ia solutionpdriodique

ation delavap ew; Aft)
T; = no- ht4(t) '

existe deux solutions p6riodiques qr, q2 c,est a dve
^-r+\ ^+ dqr(t)- hh7) ", ff = ho- httzU).

En faisant souLstraction des deux dquations pr6c6d.entes, on aura

d(q'qz)u)
---Vt = -ht4t(t) + hQzo) = h{qzft) - 4ttt)).

4t- q, = Q(tJ,

differentielle ordinaire de Ia forme :

dO(t)
i=-htQ(t).

sur [0,22J on aura etZtl = e(o)e-znh.
a Q(0) * QQn)' c'esr-d'dire 4{2n1' 4zt2n) r q{o) - 4z$),ce qui imprique qu,une des
4r (t) oir q2g) n'estpas p6riodique. Donc la sorution pdriodique est unique et on a q{t) =

i l'€quation de ra temp6rature et par re m€me raisonnement on va supposer

Selmani Wissarne
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cl[ry.

Dans cette

Celia nous

s.:jl.l p 0aSU*0:

Commenou avo'nsd€montr6pr6c6demment,ilexisteunesolution (q(il,u(t),r(r)letuneseuledu
prohldmede lEn outre, on a d6montr6 l'oristence et |unicit6 de ra sorution periodiqu e tq G), T (t))

de la solution du probldme de Cauchy.

solutions p6riodiques diff6rentes Ttft) et TzG)qui vdrifient dTt(') 
-d,t =&(rl_orfft)

on va 6tudier la convergence de la sorution de notre problbme de cauchy. pour
deux cas cas oir lim u(r) = 0 et cas o! lim u(t) 10.t-oo f_oo

5.2 )l7,tude de ta

qu'il existe

^* dTztlet -' -.

dt

0n suppose q

lfors on a
cl{\ - Tz)U)

Rr{rtl -o-fl(r).
Faisons la d nce des deux dquations, de sorte qu,on a,

!g#g =-orf +Er[

=ast -rf)

=dtr:-rr2ltr!+rr2l

= o(Tz- rr)(rz +Tifft +rl)

Tt>Tz

dl(rz+ rng: +rilt@.

qu'une des d

r [A,Zn],le deuxidme membre de cette dquation ne peut pas 6tre 6gal i 0, ce qui implique
:solutions ne doit pas 6tre solution pdriodique, d,oil on conclut que Ia solution p6rio-

djique T(f) est rque.

5,,2 de Ia convergence de ra solution du probrBme de cau-

U) - rt)

Sionl'intEgre

I
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5.2 i,ltude de La con

Parlem6me

;:our V/ t /.,

c['oi on aura,

On conclut des in6galit6s pr6c6dentes (5.2.1) et (5.2.2) que

d'oir

0n en d6duit

Clommee> 0 arbitraire,on a

. Pourla

ve'> o,\ii > o,

Doncpourrt tl

l\ttn = !t-

-,,, , hs ,,q(t)< f+t, vt> tt
ll1

r{t)>1i"ra('))t'n-r, vt> +.

IqG)- 4r{J11+ = f (s), vt, i!,

de Ia solution du probldme de Caut:hy.

I'dquailon de Ia tempdrature,

dT(t)
dT = exp(-e1 

I q ft) _4,,Q)l *l& (r) _ Texp {_ez [ 4 ft) _q,,rrr]r. ) 74,
= exp{-er I q G) _ 

4 u,tr)] +) (& {r) _ d T4 oD+ (exp(_€r 
t q 0) * 4 u,g )l+ )

- eW {- e z[ q U) - 4 r, g )l* \ o- Ta 1 s1,

> ejrp(-el [q G) -4 v,Q)]*) (&(r) _aT4 GD.

,r$ inrr1r; 
= (i"rl't.l ;'"

u'il existe l, > 0 tel que : lq tt) - d u, e)l+ S 6, pour V t > tr.
on obtient

ry. -Fe + ho- htqtt),

lim infa(t) 
=ho- 

fet*a fu

)*i"tq(il># (s.2.2)

Selmani.Wisrame
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ofr 
"f 

(e)

On a:

d'ot,

aussi on a

d'otr ,

Toutefois,

Sachant que

lim inf7
t*F

!'(.)exp1-gt

Ie comporten efr_xyyptotique de Iasolun)on

une fonction, telle que / (e) _ gquand r _ 0.

l'6quation de la temp6rature f (0,

dr{t)-T = erp{-er Lq (t) -d,,ff)l *)& (r) _ dexp (_ez 
I q G) _ 

A v s(T)]* ) T4 = H.

/1s Rr(r) -a-exp(-rz f kDTa171,

,ri*'upr(r).(ffifuj".

FJ > &(rl srp{-erl(e)l _d T4 U),

lt4

(5.'r.3)

{5.2.4)

avec

.Ae =6(1-

in6galit6s (5'2'3) et (5.2-4),en faisant tendre e vers 0, on peut d.duire que :

Iim sup T(t) <f *uP&t'l)t'n
,-oo\dJ

,tirg 
inrr(r) 

= (i"rf' 
r t 

; 
"n

cette ddmonstration de laproposition nous n'utiliserons pas cette estimationspr.cises.

o v6rifie l'dquarion , # = Rr(t) - oTi.

+3 =6 rri- el.p(*€2l( e)) r4),

s d(t - exp(- €zf GD T$ + a expl- ezf @) (Ti _ T4l,

s d{t - e&{-ezl(e)Drf - o exp(-ezf @Dg2 o+ T211Tr+ T)(T - Te),

=4-Btr-Td.

Selmani Wissame
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5.2 lltude de ta con

3 = o-exp(-

Il en r€sulte

d.e la solution du probl\me de Cauchy.

'zl'@D1T2o+ T\(Tp+ T).

D'autre part, voit que

Il en r6sulte

De manidre

,Sr.'p17- rf *#.

lg#=o

/$r,rp1p- rr) s 0.
(s.2.s)

d(T - Tp)--7, 
= &(t)(exp(-er,f{ei) -\-de4 - Tl),

> infR, (rl (sxp (_er,f (e)) _ t) _ 6 (Tz p + T2) (Tp + T) (T _- TD),

> ce _ D(T _ Tb).

avec

c' =i?f&('lt {-ar/(e)) - r),
D,=d(Tzp+ tTp + T).

Il en r€sulte

On voit en

0n en d6duit

desiin6galit€s

On a donc

lim inf(r_ ro) =t.

,. C,
I'st=0,

f$inrrr_ rp) s o.

tes (5.2.5) et (5.2.6) on obtient:

llg(r- rp)=0,

FL'S$, lro +r) - rp(t +zlf = o.

{s.2.6)

I
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vers la

on peut

5.2.2

tou

tence et I

oir c1 =

Soit (4, u,

par les

G(q,u,T) =

otr

G:D-R3

(q,u,T) - G(q,u,T)

le componement zgymptuilque de Ia solution

5'2'I' Pourcecasparticulieronconcrutquerasorutionduprobr'medecauchy(3.0.rlconverge

ttion pdriodique Iu , Qp et up = L-{la convergen ce u(t) _ 0 = up(t)est une hypothdse, maisladdmonher.J

eCaS U-++0:

t manitenant notre attention vers une rdgion semi-aride, on va s,int6resser i. chercher l,exjs_icit6 de Ia solution p6riodique. On choisitle domaine d,6tude D c R3 comme suit:

,u,T)e$3,telqae: - hs hs
;*ryJ,il < q + us 

*ir,(rJ,r)

o 
= [i?f("'jl'ral ) 

"n 

=, = f 
'?o*"n', "'

\ o / - -[ ,rd-)

F e t maxtZ tol, fn et c2 =exp(-e2 max (Z (0), 
+)).

) e D. On ddfinit l,op6rarteur :

, 
",, ",' ) ",',,: ",=:, ",, ",1

(5.2.7)

(q (t), u(t) , T

Remarque

alors Ia

Preuve.

rOn

d'eau et de la

On pose

Proposition Si (4(0), u(0),I{0)) € D , alors on aG(q(O),u(0),7$)) e D.

on veut dire par cette proposition que si Ia condition initiale ipartient au domaine .Dr

aprds 2a reste dans le domaine D

que {q{OJ, u(0), ?{0)) s D et en faisant la somme des deux equations, celle de la vapeur

r(q, u, T), gz(.q, u, T), ge(q, u, T))

grtq,u,T) = q(Zn), gz(q,u,T) = u(Zn), gs(q,u,T) =

t)) 6tant la solution du problEme de Cauchy t3.0.1) avec q{A) = q ,

d'eau, on a l'dquation (4.0.2).

Z(t) = q{d + u(t), Vr > 0

T (2n),

u{A) = u, T(0) - 7.
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5.2 Etude de la

On consid

On v6rifie

[)onc, d'aprCs

de la solution du probldme de Cauchy.

t i I'hypothi se ( q (0), u(0), T (0))€ D, on suppose que

z(o) < ho

min(y,hfl

leprobldme de Cauchyp ow Zft)

f dzT)
I -A = fto -min(r,hr)ZG),

I zot = --&-t min("r,hi.
que la solution de ce probl0me est

Ztil = ho

min(T,hi.
th6ordme de compar4ison 4.0.2, on a

z(t)=2G)= ho
'-'- *i,t1t;1' Pour tout t> 0'

en particulier

D'autre part, I

On consid0re cet

On rr6rifie ais6me

Donc, d'aprBs le

Z(Zn)<Zzil= ho

min{y, hr)

@(0), u(0),2(0)) E D implique aussi que

(5.2.8)

zto) > ho

mffi(y,hi'
fois Ie probldme de Cauchypour Z{r)

I dzw
I -A, = hs-max(Y'hiZT),

lzol = ho

I macl'(T,ht)'

t que la solution de ce probldme est

ZU)= ho

max(y,hi'

rdme de comparaisom 4.0.2, on a

z(t)>2u)=- ho

maxfir'J' Pour tout t> o'

Selmani Wissarne
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et (li.z.gl on obtient

que Ia soluti

Zt2n)>Zeo)= tro

max(y,hi

hs

--mi <Zt2n)=*#D

Ie comportenrcil asymptutique de lasolution

(s.2.9)

(5.2.10)

t>0,

(5.2. r 1)

i(,)1ry]"'
Ie th6ordme de comparaison 4.0.2, on a

On consid6re probldrne de Cauchypour f [r)

1sup.R"1r;,11/aT(t).i(t)=lJ_l pour tout\"'a J

T(2n). f en) =1suP's0) 1t/a\,,a l
outreque ro 

= [i]f(otatttlrt".

( dr(t;

I 
-" = Tr(crR"(r)t-dfaG),

| ,,0, = /iTrt"tn'rt" )"n[ -'"' -t---E-/

Selrna,ni \,|/issa[ie
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5.2 .Etude de la

On v€rifie

Donc, d,

C,omme Z(2n)

D'autrepart, d,

Il n'est pas

q{to)>0etu(ol

Enfin, enrappel

c'est-i-dire

ophateur

dp la solution du probhme de Cauchlt

que Ia solution de ce probldme est

rG) =(Trt'f'ral;"'
le th6otdme de compatraison 4.0.2, on a

rtt)> r(t) =[,t{"'J,,r,)',r, pour tout ,= 0,

/}f(cr&trl1I/4 /supns(r) \ u4

[-- a-J ='"o,=t-*-J

4Qn) + u(2nJ , d,aprds (5.2.10) on a

h6

-*,m s q(zn) + ut2n)= **AD

isIeth6ordme4.0.3,siq(0)>0,2(0)>0,r(0)>0,alors 
4tzn1;,0,ut2n)>0,7(2n)>0.

de gdrndraliser ce th6or6me de sorte que si
0,(outre f (0) > A), aloreq(Zn) > 0,u(2n) > 0, T(2n) > 0.

(!i.2.12), onpeut conclure que, si tq$),u(0),?(0)) e D, alors (q(2*),u(Ztr),7(2n)) e D,

(5.2.r2)

G(qt|),ut}),7(0)) e D.

Laproposition d6montr6e.

Maintenant on le thdordme de Brower.

Th6orEme S.2.I. b'orhpe de Brower) $oir o un ensembb conuexe born6 et ferm6 dans w! .4'ars tuut
appliquante dans lui-mAme ad.met un point jixe dansL.

Preurve.(voir[lg] i75)

Mainrtenant nous en mesure de ddmontrer le rdsultat suivant,

Proposition 5.2.3. ensteunesolutinnp^riodiquetq7),u(t),7(t)) 
dusystbmed,dqtntions{3.0.1).

I
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Ie comportenxent asynxptotique de Ia solution

Preuve.

Comme op€rateurG:D-R3estddfinicommelavaleurdelasolution(4(r), u(t),7(t))dl,instant t=Zn
du de Cauchy (3.0.f) avec les conditions initiales 4$) = q,utl) = u,T(0)= I, compte tenu des

de Lipschitz v6rifi6es dans D par les secondes membres des trois equations du probldme
(3'0'l), d'aprds la th6orie classique des dquations diff6rentielles ordinaires G : D * RF est

con

de

continu.

D'autre

Comme outre D est convexe ert compact dans R3, il'aide du th6or0me de Brower 5.2.1 on d6duit qu,il
existe dl€rnent tq, u, T1 de D tel que

G(q,u,T) = (q,u,T),

ce qui, i l'existence et l'unicit6 de Ia solution du probl0me de cauchy dans l,int€rvall e 10,2nl, im_
plique q il existe une solution pdriodique du systbme d'6quation (3.0.1). Laproposition est d6montr6e.

Comme question de I'unicit6 de la solution pdriodique est assez complexe, pour nous approcher de

ce rrous faisons des consid6rations sur un cas particuliBrement simple.

5'2'4' si EL= e2=0 etht =T> 0 alorsilexisteunique solution p,riodique(q{t),u(t),7(t))
du d'dqrntions (3.0.f)

Preuve.

On que

€1=82=$,

h1 =!>O.

Dans ce le systdme d'dquations se r€duit i

d'aprds le lemme 5.1.2, on a GtD) c D.

ry = -frlqil-?,r{T)l* + alq(t) -g,,{r)f u$) + h0- yq(t),

ry = ft q U) - 4,, (T)l* - utq 0) - 2,,(T)l- u(t) - y ttti r),

I

(5.2.r 3)

(s.2.r4)

(s.2.r5)
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9

d6mont[er gue 4tG) = qztt),\(t) =

TtG) 4 ,trr, et

5.2 ,Etude de Ia

On remarq

Ie cas of rr

T(t) = Tp(t)

Maintenant

riodiques du

avec q(t) -

,Considdrons

[in faisant la

Comme ht>0,

Crrla 6tant, pou

Comme 4{t) +

si rlr (0) > 4z$),

dqrtt)
dt

dqzu)
dt

la solution du problime de Cauchy.

relati
dz(t)n-=
dt

(s.2.16)

(s.2.r7)

dz(t)
- dt = -htzttl'

-hZ(t) imptique que Z(t) - o.

(s.2.18)

(5.2.19)

(5.2.20)

uz {fJ, nous supposons par l,absurde

rq(t) I uz{t).

On va faire la entre l'equation (5.2.13) avec q(t) = th$) et u{t) = uttt)r}t la m6me equation
(5.r].r3) avec q(t = qz1) Qt u(t) = uz7).

Pour rendre clair raiponnement, nous dcrivons orplicitement les deux 6galit6s

rtt) = ntrr, + uzT) ( voir (5.2. t8) er que Z (t) = 0) ,

ur@l < uz$).

" BIqr[il -4 r,(T)]* + a[q{t) -4,,tT)]- urtt) + hs _ T 4rG)= Fr *,)

- frtqzVl -A ,,r(T)l+ + a[q2\] -i ,,(T)l- uza) + ho _ 
T hzG) = Fzo)

que I',{quation (5.2.151 ne conrienr ni q{t) ni *(t). Donc de ra rn6me manidre que danLs'- o qlre nous avons examin6 pr6c6demment, on obfient l,unique solution pdriodique

nolsq(t)etu(t)'supposons gue(4tu),utgDet(qzG),zz(rJJsontdeuxsolutionsp6-
nep'€quations (5'2'13J, $'2.r4).Enfaisantlasommedes.qua,tions 

t5.2.r3) et (5.2.14),,(t), u(t) F ut ft) et avec Q U) = Urrrr, u(t) = uz6). On a :

d(qtft) + q(D)
dt = ho- ht?tft) + \ftD.

d(qz1) + uzUD-----A;- - hs - h@zT) + uzuD.

apt la diffdrence :

Z (t) = 4{t) + uttt) _ (qzG) + uz{t)).

Fes dquations (5"2.16) et (5.2.17). On a
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Pour t

Cette

Dong la

Dans ce

On conclut

dique 4(r) ,

le cornportemefi a,symptudque de Ia solution
0' Ie secfnd mernbre Fr (rj de (5.2-I9l est prus petit que Fz(rl , c,est-d-dire

Fr[r;1t=o < Fz{t)l*o'

vn \ €ll'2n[ ter que : 4v'ttr) = *z$i,arors u' ftt) = uz,t); on aurait en outre

4tU)=qr1g'1, pour t2tt,

\(t)=4r(s1, pour t2t1.
situ{tion contredit I l'hypothise de deux sorutions p'riodiques diff.rentes.rilit6p qui reste esr

qrv) > rtrrr, Vt e[0,2n].

sn CIrarJinant l'€quatiofr (5.2.16) et {5.2.17), on voir que

W!2. dqr(')
dt dt'

4r to) - Qr{2tr) # qzto) _ 4z(2n1.

Vt e l0,2nl

t[t I hvntthese que 

^Gr 
et,z (r) sont deux solutions p.riodiques avec qt{t) > qz,).

re dans pe cas particurier {e1= st= 0 et ht = T> 0r il existe une unique sorution p6rio-t) et ?(rl) de notre syst6Fne d,6quations (3.0.t1.

I
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L'Alg6rie,

deproporti

nomdne estp

Iation de I'eaur

ou de Ia raretdi

tnon, nous avo

le comportem

sertification to

d'rune solution

riodique. Ensui

pdrriodique m

Commen

p€riodique dans;

et son

n'auons pas

conclusion et perspective

t r:nenac.e par I'accerer;ation du ph6nomdne de d.sertification qui commence a prend.re,,:T::::l_" 

":::::.jment 
grobar de raprandte. une 6tude approfondie de ce ph6_

;",;;;;;;;J",:
,:,.:"::::::a6serrieues, 

puisque la d.sertification est une con,s6quence de t,absence

,"*r""**;""-
s dldmonti l'existence et l,unicit6 de Ia solutinn lncato -_ ^,^l^_, _ 

-
tion locale et globale purs nous avons 6tudi6asymptotique de Ia solution de probrdme de cauchy consid6r6 dans re cas d,une d6_, iPourune condition sur hs < hteuslfgf,\,, )r/4.|

i'dique et dans,. .",,,;; #;l !r."1;.,#." il:];""*'" 
er'unicit€

r, a 5r,,,.rj; -__ 
__--rvr6e'!." Erart \ers une solution p6_3 .,' a 6tudid un cas d'uLne r.gion semi-aride; on a ftouv6 l,existence d,une solutionl'unricit6 de cette solution 6tait dtablie pour un cas particuli€r (r1 =, €z = 0 et h1 = y > 0).

ctuoe.elait t*n* 
l;:r 

ho petir, reste de chercher rexisrence et l,unicit6 de Ia sorution

lz 

s oir ho > ht Q v s( 
f T]"J: . .u, oo,ro,= r,;,,-i'("+;fj il;;T;

ent asymptotique. En prus, tenlt compte de la tempJ.ltrr.l o" la terre que nous
dans notre €tude.
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