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Résume

On considére I'équation décrivant le processus de coagulation des gout-

o
@,

ettes qui tombent dans ’air. L’équation est considérée dans un domaine
de dimensions trois et la densité des gouttelettes & 1’entrée du domaine est
supposée donnée . Dans I’hypothése que la vitesse de Iair est constante dans
la direction horizontale, nous prouvons l'existence et I'unicité de la solution
stationnaire : dans la premiére étape on construit la solution avec les données
dans L* et dans la deuxiéme étape on construit la solution dans une condition
plus générale avec les données dans L, en utilisant la propriété de cone de
dépendence. A la fin, nous allons parler des perspectives de la solution glo-
balg des gouttelettes en chute avec un vent horizontal, en donnant une idée
basge sur les thechniques développées dans le cas stationnaire avec le vent

horigontal et sur la construction de cone de dépendence pour la solution.




(Chapitre 1

Introduction

Comme il est bien connu, suite & I'évaporation des eaux des Océans et

des eaux des Mers et successivement & la condensation de la vapeur dans

17

atmosphére, se forment des nuages, quand les gouttelettes qui forment les

nuages deviennent suffisamment denses, se déclenche le phénomeéne de coa-

o

g

lation des gouttelettes d’eau . A la suite de quoi, les gouttelettes suffi-

samment grandes tombent sous forme de pluie. L’équation dite équation de

Smoluchowski, proposée par Smoluchowski (voir [16]) et Miiller (voir [12]),

d

o

v

rit le processus de coagulation ; cependant cette équation dans sa version

communément considérée ne tient pas compte de l'effet de la chute des gout-

telettes. Malgré que 1’équation de Smoluchowski ait été étudiee par plusieurs

audt
ma
cernl

pas

eurs (voir [17], [9], [4], [11], [6], etc...), & notre connaissance la description

thématique du processus de coagulation des gouttelettes dans leur dépla-

nent et en particulier le déplacement dt & la force gravitationnelle n’est

encore bien élucidée.

Dans ce présent travail nous allons considérer des gouttelettes qui, se

coagulant avec une certaine probabilité, tombent avec une vitesse qui sera
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déterminée par la force gravitationnelle, la friction entre ces gouttelettes et

Pajr ainsi que la vitesse de ce dernier. Les gouttelettes considérées doivent

A

étre distribuées selon la masse m de chacune d’elles, tandis que la friction
avec 'air, ainsi que la probabilité de coagulation, dépend de la masse m. Ici
nous nous limitons a considérer I'état stationnaire avec un vent horizontal
constant, en renvoyant 'analyse de cas plus généraux aux études futures.
(Voir le chapitre 7 : perspectives).

Du point de vue technique, nous allons considérer une équation intégro-
differentielle pour une fonction inconnue o = ¢ (m, T,y,z) représentant la
densité (par rapport au volume de l'air) de l’eau liquide contenue dans les
gouttelettes de masse m. Nous considérons ¢ comme une fonction dépen-
dante de la masse (de la gouttelette) m et de la position (z,y,2) € R®; nous
supposons que le mouvement de ’air en considération est un vent horizontal
dans la direction de I'axe x qui dépend de y, Dans ce qui suit, nous allons dé-
montrer l'existence et 'unicité de la solution de I'équation avec une condition
aux|limites dans les cas respectivement de 1’absence du vent (vitesse du vent
nulle) et de la présence du vent (vitesse du vent non nulle). La démonstra-
tion s’appuie sur les techniques développées dans le travail [10] qui démontre
lexistence et 1'unicité de la solution de I'équation stationnaire avec le vent
horigontal et le travail [2] qui démontre I'existence et I'unicité de la solution

globale de I’équation d’evolution.




Uhapitre 2

Position du probléme

Désignons par o(m, z,y, z, t) la densité de I'eau liquide contenue dans les

et}

goufttelettes de masse m au point (z,y,2) € Q(C R3) a l'instant ¢ € R, c’est-

a-dire, la masse de I’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m

ot

qui se trouvent dans 'unité de volume de I'air. Le nombre, au sens purement
statistique, des gouttelettes de masse m dans I'unité de volume sera alors
donné par

O-(mi x? y} Z7 t)

(m,z,y, 2,t) = —

I’équation de Smoluchowski est normalement formulée par rapport au
nombre i = 7i(m, t) de gouttelettes de masse m. Mais nous préférons utiliser
la densité o pour la commodité pour la modélisation générale des phénoménes

métgorologiques (voir [5], [1], [14]).

—

ous allons considérer la densité o dans le domaine
2=R*x]0, 1[= {(z,y,2) e R*0 < z < 1}. (2.1)

On va considérer également la vitesse des gouttelettes qui se déplacent a

causg de la force gravitationnelle et du mouvement de air dans lequel elles
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se frouvent. Comme Peffet de la friction entre les gouttelettes et 1'air dépend
seysiblement de la masse de chaque gouttelette, la vitesse des gouttelettes
doit étre en fonction de la masse m. Nous admettons que la vitesse y = u(m)

d’une gouttelette de masse m est donnée par

u=vim = (v(),0,-2 ) (22)

a(m)

ol P(y) est une fonction raesurable de y € R et g est constante ( g > 0),
tandis que a(m) est une fonction de la masse 1, (a(m) > 0). Si g, a(m) et
U(y) désignent respectivement Paccélération gravitationnelle, le coefficient de
friction entre les gouttelettes et I'air et Ia vitesse de l'air (dans la direction
de llaxe z), la relation (2.2) correspond, dans une bonne approximation, & la
vitesse réelle des gouttelettes dans 'atmosphére (voir par exemple [15], [1],
[14]). Si nous considérons la variation de o(m,z,y, z,t) due au déplacement
aveq la vitesse u(m) des gouttelettes et au processus de coagulation, nous
aurons

Oo(m,z,y, 2,t) + Viey,z - (0(m,z,y, 2, tlu(m)) = (2.3

m
= % / /‘3(77?, — m’, ﬁ’l,)U(m/, x,Y,z, t)U(?n - m,) z,y, z, t)dTnI—’_
0

—m/ooﬂ(m, n'l,')a(m,g;,y,z,t)a(m’, z,y, 2, t)dm’,

0

0l V(zy,2) = (8,0, 0,), tandis que [(mq,my) représente la probabilité de
rencgntre entre une gouttelette de masse My et une gouttelette de masse m,
(aved la valeur de la probabilité normalisée par rapport a la masse). Pour le
dédugtion de I’équation (2.3) on peut consulter [7], [16]. Si dans I'équation
(2.3) lon néglige la dépendance de (z,y,2) € Q, Péquation sera réduite &
I'équation de Smoluchowski (dans une version avec la densité

o(m,$) = ma(m,t)).
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En renvoyant I’étude de 1'équation d’évolution (2.3) au dernier chapitre,

dans la partie principale du présent travail nous allons nous occuper du cas

stalti

ave

Co

=

yil

onnaire, c’est-a-dire, nous allons considérer I’équation

Ve - (0(m, z,y, 2)u(m)) = (2.4)

m
= 3/ Blm —m' m)o(m, z,y, z)o(m —m',z,y, z)dm'+
0

o0

—m/ Blm,m)a(m,z,y, z)o(m’, x, y, 2)dm!’
0

la condition

o(m,z,y,1) = &(m, z,y). (2.5)

me les gouttelettes tombent de {7z = 1} vers {z = 0} avec la vitesse

u(m) (voir (2.2)), la condition (2.5) est une condition “initiale” (ou

condition d’entrée) pour les gouttelettes qui partent de la position (z,y,1).

(

la su

n rappelle que dans la Nature, & cause de la courbure trés élevée de

rface, les gouttelettes tres petites s’évaporent immédiatement (voir par

exemple [13], [7]) et que d’autre part les gouttelettes trés grandes se frag-

ment
intér

m, e

ent a cause de la friction avec I’air environnant. Pour cela, nous nous
essons & la fonction de densité o (m, z, y, z) avec m entre deux extrémités
b T4,

0 <y <m <7y < oco.

En cé qui concerne la fonction a(m), qui représenterait I’effet de la friction

entre

les gouttelettes et I’air, dans le présent travail nous supposons que a(m)

est une fonction strictement positive et suffisamment réguliére (par exemple

a(m)

€ C*(Ry)). Il est utile de rappeler que dans I'état normale de I’atmo-

sphére a(m) est une fonction décroissante et ses valeurs varient sensiblement
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S

~

lon les valeurs de m (pour les données expérimentales, voir par exemple

[13] ). Méme si I'effet de la friction (par l'unité de masse) croit rapidement

—

quand m s’approche de 0, compte tenu de I'absence de gouttelettes trés pe-

tites (m < m,), pour éviter le raisonnement inutilement compliqué, nous
supposons que

sup a(m) < oo.
meR 4

Pour la fonction 8(m;, M) NOUS SUPPOSONS que
B(,) € C(Ry xRy),  B(my,my) >0V (m1,mg) € Ry xRy, (2.6)

B(m1, ma) = B(mg, m;y) (2.7)

Blmu, ma) =0 pour my +my > 7y, (2.8)

Les| conditions (2.6) et (2.7) sont des conditions naturelles de la fonction
de probabilité de rencontre de gouttelettes. D’autre part, la condition (2.8)
est lune approximation motivée par le fait que, comme nous 1’avons déja
évoqué, dans I'atmosphére les grandes gouttelettes subissent également le

progessus de fragmentation, qui contrebalance la croissance de la population

(s}

de gouttelettes de masse élevée due & la coagulation (cette approximation a

été adoptée meéme dans [5], [1], [14] ).




Chapitre 3

(as de I’absence du mouvement
de Dair

Dans le cas ou 7 = 0, le probléme (2.4)=(2.5) se réduit a une famille de
proplémes dans le domaine 0 < z < 1, paramétrisée par (z,y) € R? . En

effet, si =0, u(m) se réduit a

I g
u(m) = (0,0, —a(m))’

ce qui nous permet d’envisager le probléme (2.4)~(2.5) séparément pour
chaIue (z,y) € R2 Donc, en posant 7(m) =@(m,z,y) pour chaque

(z,9) € R? et en écrivant o(m, z) au lieu de o(m,z,y, z), nous avons a consi-

a(m)) = ?Jﬁ Blm—m/,m)o(m/, 2)o(m—m/, 2)dm'+ (3.1)

-m/ B(m,m')a(m,z)o(n/, z)dm/,
0

o(m,1) = 5(m). (3.2)

10
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Comme a(m) ne dépend pas de z, I'équation (3.1) peut étre écrite dans la

forme
Do (m, z) = -#/1 Blm —m',m"o(m’, z)o(m — m, z)dm/+ (3.3)
0

+m(lT(Tn) /000 ﬁ(m’ m,/)a‘(m,7 z)a(m/, z)dm’.

Avant de nous occuper de la solution du probleme (3.1)—(3.2), rappelons une

propriété importante de l'opérateur intégral figurant au second membre de

(3.1).

dent.

LEMME 3.1. Soit 3(-,) la fonction introduite dans le paragraphe précé-

Alors, quelque soit o(-) € L(R,), on a
/ %/ B(m —m',m’)o(m/)o (m — m')dm! dm+ (3.4)
0 0

-/Ooo m/oooﬂ(m, m')o(m)o(m')dm/dm = 0.

DEMONSTRATION. On pose

/ /ﬁm m',m)o(m’)o(m — m’)dm’dm+

_/00 m /ooﬂ(m,m’)a(m)o‘(m')dm'dm.
0 Jo

En faisant le changement de variable dans la premiere intégrale

g=m-m', r=m

t| le déterminant Jacobien sera 1,ona

= / / */3 (q,r o(q)a(r)drdq—/ooo /000 mfB(m, m")o(m)o(m’)dm'dm

11
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Camme g, r sont des variables arbitraires, on a :

oo oc /
I = / m ; UL B(m, m')o(m)o(m')dm/ dm+
o Jo

I No(; m)dm'dm
—/0 | mBtm,m)o(m)o(m')dma

= /Ooo /Ooo iid 2— mﬁ(m, m')a(m)o(m')dm'dm, (3.5)

dorc on a

o poo I
T=_ / / T B, m Yo (m)o () dim.
0 0

De méme, comme m, m’ sont des variables arbitraire, on a

I= ——/000/003 ml;mﬁ(m’, m)o(m')o(m)dmdm’.

Grée a la symétrie de la fonction B et d’aprés le théoreme de Fubini

?

Il a

2

Ce qui, joint & (3.5), implique que

e o] o I __
I= _/ m mﬂ(m, m’)o(m)o(m)dm/dm,
o Jo

I=-] =1=0.

Le lémme est démontré. O

—

{égalité (3.4) n’est autre que la loi de la conservation de la masse pour

'ean| liquide contenue dans les gouttelettes.

PROPOSITION 3.1. Soit 5(-) € L'(R,) avec supp(a) C [, 4l
Alors le probleme (3.1)~(3.2) admet une unique solution o € ([0, 1]; L}(R,))
(c'est-a-dire, I’application z — (-, 2) est une fonction continue de [0, 1]

a valeurs dans L'(R,)).

12
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DEMONSTRATION. Pour résoudre le probléme (3.1)~(3.2), on consi-

o(-,z) comme élément de LYRy) , de sorte que I'équation (3.3) peut

étre écrite dans la forme

@
cF

ou

-

Pos

s

—— = F(0), (3.6)

(o) = P(o)(m) = mo‘“” / Blm — m!,m'Yo (Yo (m — Y+

4 malm / B(m, m)o (m)o (m’)dny'.
ns
ma(m) ma(m) ,
=max| sup —ﬁ(m m'), sup ; B(m,m')]. (3.7)
0<m/<m<oo m,m/€Ry

Alors, en rappelant expression de F(0), on a, pour oy, 05 € LYR,),

7o) = Folny = [ CIFe)m) - Flomldm < (38)

< Gy /oo /m o1 (m) oy (m — m') — oy(m/)oy(m — m’)|dm dm+

+C/3/ / (o1(m)or(m’) — o2(m)oa(m’)|dm’dm <

~ /OC> /O '0-1 (m') (Ul (m-‘m/)_o.2 (m—m'))+(al (,’nl)_o_2 (m,))0‘2 (m-_m/)’dm/dm+

/CC /°° [(o1(m) (a1 (m/) — o2(m’)) + (o1(m) — az(m))aa(m’)|dm/dm <
o Jo

< Cs(llov * (Jor — a2]) || + || (Jory — a]) * oa| 1)+
+Cs [ Qs mllor = oalls +os(m) — o)l )em <

< Cs(lloallprllor — o9) |2 + [|loy — a2l [|ollz )+

13
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—

o0

H%Mm—aﬂmAWWWMWm+H@M1£!m@w—@wmmﬂﬂ
< 2C4ll0r ~ alls(lonllzs + llollza)

bur la propriété de la convolution, voir par exemple [3]), ce qui montre que
) vérifie localement la condition de Lipchitz dans la topologie de L'(R,.).
ar conséquent, I’équation (3.5) avec la condition initiale (3.2) admet une
ution o(-, z) et une seule dans un intervalle 1 — § <z<lavecund >0
fisamment petit.

D’autre part, du lemme 3.1 et de I’équation (3.1) on déduit que

Oo g = OOO'm g m
| e [ComnLoim, @)

a(m)
Irvu que o (-, 2) existe. Or, la condition (2.8) et hypothése
p(¢) C [Ma, 4] impliquent que supp(c * z) C [y, M4). Donc,

a relation

g
(m)

> deux constantes c; et cp, on déduit que ||o(-, 2)| L1(R,) €St uniformément

0<c < < ¢ < 00 Vm € [T, Ty

Q

orpée en z (pourvu que o, z) existe), ce qui, joint & la condition de Lipschitz

locgle, nous donne la solution o (-, z) de 'équation (3.5) dans tout I'intervalle

[0,1] ; La proposition est démontrée. (]

14
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(Chapitre 4

réliminaires pour le cas général

Pour résoudre I’équation (2.4) avec la condition (2.5)

m,x,y,1) = &(m,z,y)), nous allons utiliser I’idée de transformer Péqua-

1 (2.4) en une équation différenticlle ordinaire, comme dans la démonstra-

1 de la proposition 3.1, ot on a transformé I'équation (3.1) en (3.5). Pour
1, 110us introduisons le changement de variables (m, ,y, z) — (%, &, §, %)

ni par

m=m,
E=a=TR)ER 1 ~a),
Y=y,

=z

et définissons

(7,€,5,2) = o(m, 2, , 2) = o(m, € + v@)@u )

[}

Dans la suite, toutefois, pour éviter la notation lourde, on va écrire sim-

plement m, y et 2 au lieu de 7, § et Z et encore o(m,¢,y, z) au lieu de

(. &, 7, %), ce qui ne cause pas d’équivoque dans le calcul. Comme on peut

onstater facilement, dans les coordonnées (m, €, y, z) ’équation (2.4) se

15
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transforme en
2 o(m,€1.) = (@1)
= _mc;\;m) /Om plm —m',m’)o(m!,n(m,m’, ¢,y, 2),y, 2) X
xa(m —m/,n(m,m —m', ¢, Y, 2),y, z)dm’+
+ mag(m) /Oooﬁ(m,m’)a(m,f, y, z)a(m/,n(m,m’ €y, z),y,z)dm/,
ou

a(m) — a(m’)
g

n(m,m',€,y, 2) = € +7(y)

(1-2).

REMARQUE.4.1 Dans I'équation (2.1) ni la dérivée ni Iintégrale par rapport
a y |ne sont présentés. cette circonstance implique que I’équation pour chaque
v € R fixé peut étre résolue indépendamment de la solution pour les autres
7,
In vertu de cette remarque, dans la suite nous considérons I'équations (2.1)
pour un y € R fixé . et, pour la simplicité de la présentation, nous écrivons 7
au lleu de 7(y). Pour réformuler I’équation (4.1) en une équation différentielle
ordinaire et établir des propriétés utiles de lopérateur intégral du deuxiéme
membre de cette équation, il nous convient, pour chaque z € [0, 1] fixé,
d’introduire la famille de courbes

a(m)
g

Yr={(m, ) ERy xRl =7—7 (1-2)} 7eR (4.2)

et de définir une mesure sur ces courbes.

Désignons par Py + la projection de v, sur R, c’est-a-dire, pour les sous-

ensembles A’ de 7,, on a

16
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P, A'={m eR43(€)  telque (m, &) e A'}.

La régularité de la fonction Elm) = o — 6@(1 — z) nous permet de

définir les ensembles mesurables de 7~ et la mesure p1., sur vy, par les relations

suivantes :

Lel

i) A" C v, est mesurable si et seulement si Pr, A" est mesurable selon
esgue sur R,
i) 1 (A') = g, (Pr, A'), o prk, () est la mesure de Lebesgue sur R;.

Comme les courbes ~,, 7 € R, sont paralléles (c’est-a-dire, définies par la

tramslation de g par 7 dans la direction de €, on voit immédiatement que la

pro

ection Pg, et la mesure u,(-) ne dépendent pas de 7 € R.

La mesure 1,(-) étant définie sur les courbes Yr, nous allons éclaircir les

relations entre p1,(-) et la mesure sur R+ x R. Pour ce faire, on pose

(c’e

a(m)

T(Mm,&) =&+ (1-2)

st-a-dire, 7(m, €) est 7 € R tel que (m, £) € 7-) et on considére la famille

2l des ensembles A ayant la forme

A={(m, €) e Ry xR|m € [my, my [ T(m, &) €lm, [} (4.3)

avec|0 < my <my < 0o, ~00 < 7y < Ty < 00. Si on définit la fonction o

2A — R, par la relation

f(A) = (mg — my)(1y — 71)

pourf A = {(m,£) € R, xR|m € [m1, ma[, 7(m, €) € [, 72[}, on constate

que, de la méme maniére que la construction de la mesure de Lebesgue sur

17
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R{ x R a partir de la famille des rectangles, le prolongement de 0 définit
les ensembles mesurables selon £ de Ry x R et la mesure sur eux, mesure
qup nous notons toujours fi, et que f coincide avec la mesure de Lebesgue

MLR, xg Sur Ry x R; on a en effet
A(A) = prr, xr(A)

pour A € .
Pour les mesures M~ €t [ ainsi définies et les mesures de Lebesgue u LRy MLR
et iz r, xr Tespectivement sur R,, Ret Ry xR, on a les relations suivantes.

LEMME 4.1. Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de R, x R.

On|pose

Ar={m eRy|[FE€R tel que (m,§) € v, N A},
Ap={T €R|FE €R tel que (m,&) €, N A}
Alots on a

peen(4) = 5(A) = [ (4 )ar = / (A (dm) = / " pg(Am)dm
! (4.4)

(ici gt dans la suite I’élément d’intégration par rapport & la mesure de Le-

besgue s’écrit directement dm, dr etc... sans utiliser les notations pr, g, (dm),
pre(dT), prr(dE) ete...).

LEMME 4.2. Soit 0(in, §) € L' (R4 xR). Alors, pour presque tout + € R
la restriction de o(m,€) a 7, appartient o L' (y,, u,).

18
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ou

1mo

LEMME 4.3 Soit o(m, ) € LY(Ry x R). Alors on q

/ o(m, &)dmdg =/ o(m, &)d
Ry xR RixR

-/ | otm, o famyar = / ([ ol gm, e (ae) =

= /Ooo(/: o(m, €)d¢)dm = /_:(/Ooo a(m, §)dm)de,

E(m, 7)) =1— 6@(1 = 4],

Pour la démonstration des lemmes 4.1, 4.2 et 4.3, il suffit d’effectuer les

difications formelles nécessaires aux démonstrations des théorémes clas-

siques sur le produit des mesures et de théoréme de Fubini (voir par exemple

[71)
i.

en tenant compte de la définition formulée ci-dessus des mesures Iy €t

Maintenant on est en mesure de transformer 1’équation (4.1) en une équa-

tion différentielle ordinaire. Pour cela on pose

o, &8 =g+ 7;@(1 —2), Y0m =~ [0,m] x R.
9

T

Celg étant, on peut écrire 1'équation (4.1) dans la forme

0
@‘7(2) = FZ(U(Z))’ U(Z) = U('> ) 2)7 (45)
avec
FZ(U(‘Z)) = FZ<U(Z))(ma fa y) =
= n#.:@ Blm—m/, m)a(m/ 7, y,2)o(m—m' "y, 2) fay (dm’) +
29 7-[r0(’7zl,]§ v.2)
+meim) Blm,m)o (o9, 2)a(m, €, y, 2)pu (dr),
V7(m.€,y.2)
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ou

L7

7' et 1) sont tels que
(ml’ 7],) = '77("1‘»5-,%2)7 (m - ml7 7]”) € 77(7"476,'%2)'

equation (4.5) doit étre envisagée avec la condition (2.5), c’est-a-dire

o(l) =o(m,§,y,1) = a(m, &, y). (4.6)
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‘hapitre 5

xistence et unicité de la solution
vec les données dans !

Pour démontrer Pexistence et 'unicité de la solution du probléme (4.5)-

(416), nous avons besoin de préciser des conditions sur @(m, &, y). Nous sup-
posons que
(-, ) € MRy x RH) N LP(Ry x R?, (5.1)
7(m,&,y) >0 p.p. dans Ry x R? (5.2)
supp(F) C [a, Ma) x R? (5.3)
1
T || < — 5.4
15| oo (4 xR2) AT AL (5.4)
0)1
M, = sup ma(m)ﬁ(m —m',m’). (5.5)

Ici

Wia SM<TTIA T </ <m—THa 2

7, et ma(0 < T, < M4 < 00) sont les deux nombres que on a introduits

dans le chapitre 2. On a alors le résultat suivant.

21
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PROPOSITION 5.1. Si 5(m, €) satisfait auz conditions (5.1)—(5.4),

a!

ors [équation (4.5) avec la condition (4.6) admet une solution o et une

seule dans la classe

o

0 € C([0,1]; L' (R4 x R)) x (R4 x R x [0, 1]). (5.6)

Pour démontrer la proposition 5.1, commengons par la propriété de la
convolution sur les courbes 7.

LEMME 5.1. Sotent f et g deuz fonctions appartenant a LY (v, ). On pose

(f * g)(m) = / F(m = ) g(om Y ()

Algrs on a f x g € L*(7,, u,) et

”f * g”Ll('Y‘r:N'Y) S ”f”Ll(’Y’rv.u’Y)Hg“Ll('}’T;N'Y)'

Comme la mesure  ne dépend pas de 7, le lemme 5.1 est vérifié de la
méme maniére pour tous 7.

DEMONSTRATION. La mesure My €tant bien définie sur -y, (voir
les lemmes 4.1, 4.2, 4.3), le lemme se démontre de la méme maniére (avec des

modlifications purement formelles) que dans le cas des fonctions sommables

—

par|rapport & la mesure de Lebesgue (voir par exemple [2]). O

A la différence du cas v = 0 (proposition 3.1) ot on a considéré la solution
o(-,|z) comme fonction de = a valeurs dans L1 (R4), pour la proposition 5.1
on 4 besoin de construire la solution o(-, -, z) comme fonction de z & valeurs
dans L'(R4 x R) N L®(Ry x R). Pour ce faire, il nous convient d’examiner

diregtement I'approximation successive avec laquelle on construit la solution

o(m &, z).
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Posons
o¥(m, ¢, z) =7 (m,§) (5.7)
et définissons o™, n =12, .. -, par les relations
Lokl — B0t Y),  otm,€,1) = 5(m, ) (5.:8)
0z ’ i

ou |F,(-) est 'opérateur défini dans (4.5).

LEMME 5.2 Quelque soit n € N, o™ est bien déffinie dans la classe

oM(., -, z) € LM(Ry x R)NL®Ry xR), 0< 2 < 1,

et an a

I

pour

bien
poul
imp
pour
[n

g

outr

supp (0™(-,+,2)) C [T, Ma] xR pour 0< z< 1, (5.9)
- ]| 2o ., xm)
o, 2)|| goo o e
(5 2)llzoo(ry xm) 1— (M + M) (mia — ) [l cmoniy (1 — 2)
(5.10)
(M1 +M2) (M A=) |7l oo m . xm)—1 N
(M) A e ol m, my . < 2 < 10U
M, = ma(m)l@(m, m'). (5_11)

m,m/€R 4 g

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que, si o/ (n >1)est
définie par les relations (5.8) et si supp(c*~1(-, -, 2)) C [m,, ma] x R
0 < z <1, alors o™ vérifie la condition (5.9). En effet, la condition (2.8)
ique que la premiere intégrale de I'opérateur F,(-) (voir (4.5)) s’annule

m > my. D’autre part, si m < m,, alors sous le signe d’intégration

“Him—n, -, 2) et o~U(m/, . 2) s’annule et donc I'intégrale s’annule. En

> par hypothése ol g’annule pour m < 7, et m > My, ce qui implique
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que méme la seconde intégrale de l'opérateur F,(-) s’annule pour m < 1, et

m B 7y. On en déduit (5.9) pour ol

Examinons maintenant I'opérateur F,(-) appliqué a g1, -, 2). En sup-
p piq p

pogant que le support de ¢~U(., . 2) est contenu dans [Ma, Ma] X R et en

rappelant (5.5) et (5.11), on a (avec la notation 7's 7" comme dans (4.5)

7(m,€,2)

< Ml(mA = ma)“U[n_l]('a % Z)”%“("/T(m_ng),u-y)’

sz m)

‘[:)'T(m.&,z) Bm, m")ot=U(m! pf | 2)oln=U(m, ¢, 2) iy (dm’)| <

S M2 (mA - ma) "U[n_l](7 K Z)”%OO('YT(nLE?z)HU"Y)’

‘ﬂégﬂ f'y[O,m] /B(m—m",m')a["—l](m', n, z)g[”‘ll(m—m’,n”, 2) py (dm’)|

5

ou M et M; sont les constantes définies dans (5.5) et (5.11) respectivement.

On n déduit que, pour o™ définie par

1
ol(m, €, 2) = 5(m, ) -/ Fy (o3, 2))(m, €)dz,

on a

1
NG roo ey xry + (My + My) (T4 — ’/_ﬁa)/ let=1¢, 3 2 ) o, )7

o, -, 2)| ey ) < (5.12)

En outre, en utilisant le lemme 5.1 et en tenant compte de la condition (2.8),

on &

' ma(m)

ma(m e i
P [ tm, e, 1,20 m, 7, 2l <
I Yr

S C”O[n_ll('ﬂ ) z)l'}’r”%l('yr,ﬂ.Yﬁ

24
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o C' est une constante indépendante de z (et 7,7’ et 7" sont tels que

(p

| A

av

rel

,1), (m',n'), (m—m/,n") € 4, comme dans (4.5)). Comme on a en outre
Ho-[n‘l](,’ 5 Z)|')’T ”Ll('y-r,ﬂ’)‘) S (m—A - ma)llo‘[n—]‘](.) E Z)I')'T HLOO('7T7#’)) S
< (TfﬁA - ma)Ho[n—l](') ) Z)||L°°(R+><R)

our presque tout 7 € R), a ’aide du lemme 4.3 on en déduit que

Lo D) n@exry < Cle (- 2) oy lo™ 0, 2) | ey xvy
(5.13)
oc une constante C’ indépendante de z.

Définissons une suite de fonctions yn(z), 0 < z < 1, n € N, par les

ations récursives

yg(z) = I|E|IL00(R+XR) pour 0 L < 1, (514)

1
Un(2) = [Tl Loy xr) + (M1 + Ma) (T4 — ma)/ Yn-1(2)?dz (5.15)

pour 0<2<1, n=1,2,---.

fo

di

'OI va démontrer par 'induction mathématique que, quelque soit n € N, la

ction o™ est bien définie et vérifie, outre la condition (5.9), les relations

llo.[n](’ '7Z)||L°°(R+XR) S yn(z)J (516)
sup ”0[n](7 ')Z)HLI(R+XR) < ©0. (517)
0<2<1

En effet, pour n = 0, les relations (5.9), (5.16) et (5.17) résultent immé-
wtement de la définition (5.7) et des hypothéses (5.1) et (5.3).
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Supposons maintenant que o"=1 vérifie les relations (5.9), (5.16) et (5.17)

(dans lesquelles on substitue naturellement n — 1 & la place de n). Nous

avo

ns déja remarqué que, dans ces hypothése, o™ vérifie la condition (5.9).

D’autre part, comme on le constate facilement, ’inégalité (5.16) résulte de

la définition de y, et de I'inégalité (5.12). Enfin, Pinégalité (5.13), jointe &

la Héfinition (5.8) de o™ et ’hypothése sur o™=1_ implique que ol vérifie

également (5.17).

et ¢

On remarque que la suite {yn(2) }nen, 0 < z < 1, est une suite croissante

st 'approximation successive de la solution Y () du probléme de Cauchy

(pqur z < 1)

Vi(z) = =(My+ My)(Tia =) Y (2), Y(1) = |[5]|pee s .

La fonction Y (z) a la forme explicite

pour

que

E

17| Lo, xR)
Y(z)= N
S B Vg 2 g 1 e s g

(M3 +M2)(M 4 ~Ma) 7| Loo a | xr)—1
(M +M2)(M 4 —a) 7] oo (r , xR

< z <1, ce qui nous permet de démontrer

(5.16) implique I'inégalité (5.10). Le lemme est démontré. [
laintenant nous allons démontrer la proposition 5.1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.1. Nous allons démontrer

avant tout l'existence et I'unicité de la solution dans un intervalle [1-9,1]

aved

diffs

0 > 0 suffisament petit.

Considérons deux fonctions oy et oy appartenant & LY(Ry x R) et la

rence Fy(o1) — Fy(o3). D’aprés le lemme 4.3 on a
1F(01) = Fa(02)llr @y xm) = / |F2(01) = Fa(02)|dmdé = (5.18)
R+XR
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— /_Z (/% |F,(01) - Fz(oz)[,uv(dm)) dr.

Or, on a
/ |Fy(01) — Fz(og)]uv(dm) =
'm ; (‘
A ‘77 Z(gm) sy LA ) _mag(m) /7 Qa(m, m') s (dm') |, (dm),

ou
Qi[m,m') = Blm—m/, m’)(al(m',n')al(m—m’, ") —oa(m’, 77’)02(771—771',77")),

@a(m, m') = B(m, n)(01(m, n)or(m', 1) — a3(m, )as(m, 7)),

v

(m.m), (m',n), (m—m',n") €y, (comme dans (4.5)).

Donc, en raisonnant de la méme maniére que dans (3.8) et en appliquant le

lemime 5.1, on obtient

/ |Fu(01) = Fi(o9)|n(dm) < (5.19)

T
< 2Cg|loy — 9221637 1) (01| 23 ) + o2l (17 1))
ou (s est la constante définie dans (3.7). Encore une fois a l'aide du lemme
4.3,|on déduit de (5.18) et (5.19) que

| Fx (1) — Fy(02) |21 my xv) < (5.20)

< 2C3 ess ﬂég (”Ull’l'fl(%;w) + lloall 1 (yr ) |01 — 02|l 1 (R, xR)-

Maintenant on substitue o; = ol et o9 = ol*1 dans (5.20). Alors en

verty de (5.10) (voir aussi (5.9)) on a

g (:U[n}) - Fz(a[n_l])llLl(R+xR) = Aa<z)lla[n] - a[nﬁl]“Ll(R-;.XR)a (5'21)
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a la

Li

Ag(z) = 4Cﬂ(‘m‘4 — _Tﬁa:'l — (

1] zo0 . )
My + Ma)(Ta — 7)) oo v xy (1 — 2)

C’est-a-dire, parmi les fonctions o n N, l'opérateur F,(-) satisfait

condition de Lipschitz dans I’espace LY (R4 x R) avec le coefficient de

pschitz A;(z). Donc, de la méme maniére que pour la démonstration de

Pexistence et de I'unicité de la solution locale d'une équation différentielle

ordi

naire, on peut démontrer qu'’il existe un § > 0 tel que ¢l converge,

quand n tend vers l'infini, vers une fonction o dans la topologie de

et d

EE

C([1 = 6,1 L' (R4 x R))

ue la limite o satisfait, dans l'intervalle [1 —4d,1], & 'équation (4.5) et

condition (4.6). On voit aisément que l'unicité de la solution o dans

I'intervalle [1 — J,1] se démontre d’une maniére analogue & la démonstration

du t

héoréme classique.

Une fois obtenue la solution locale ¢ dans Uintervalle [1—4,1], examinons

ses propriétés. Avant tout on remarque que (5.9) pour tout n € N, implique

que

I

la limite de la suite o™ jouit de la méme propriété, c’est-a-dire on a
supp (o) C [, 4] X R x [1 -4, 1]. (5.22)

‘autre part, pourvu que ¢ > 0, la premiére intégrale de I'opérateur F,(-)

(voir (4.5)) est négative (< 0), tandis que la seconde intégrale de F,(-) est de

la fo

Don
peut

rme

o(m, ¢, Z)Znozg(m) / B(m, m)o(m/, n(m,m’, €, 2), 2) ., (dm’).

de maniére analogue aux cas des équations différentielles ordinaires, on

démontrer que
¢20 pp.dans Ry xR x[1-41]. (5.23)
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(711, xr2) < (6.16)

My(ma — )’
M, étant la constante indiquée dans la proposition 5.1, alors ’équation (4.5)
avec la condition (4.6) admet une solution o et une seule appartenant & la
classe

o€ L®R;y x R? x [0,1])

et g vérifie les relations
a(m,&,&,2) >0 p.p. dans Ry x R? x [0, 1],

a(m, &, &, 2) = pour m € [0,M,] U [Mi4, ool-

DEMONSTRATION.
Pour démontrer I’existence de la solution stationnaire avec le vent horizontal
du probléme (4.5), (4.6), on considére une famille d’ensembles mesurable et

bornés w;, i € N, définis par

e { (m,&1,62) € Ry x R, <m <, —i < & <4,
=

Bl gty } (6.17)

nous permet de définir un nombre N tel que

D (1) <7n)§l)§2) = R'f' X R2lma <m< n_lA;_I[;— N < 51 SZ+N)
it = —i—1<&<it1
(6.18)
on considére une fonction v; € C> (R2) ; o; > 0 telle que
[ & <i+ N
1 si )
<i+1
ML= ; !&Fi'HN +1 (6.19)
[ O st el >ito

37



UNIVERSITE 08 MaAl 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

on a évidement

D, (1) € {(m, &, &) € Ry x R?|yy(1, &) = 1} (6.20)

pour i € N

Cela étant, on considére la famille d’équations
8,01 (m, &1, &, 2) = F(o(2))(m, &1, &), i €N (6.21)
(avec F'(-) définie dans (4.5)), complétées par les conditions
oll =¢7;  sur Ry x R% (6.22)

D’aprés la proposition 5.1 avec (7 = 1;57) le probléme (6.21)—(6.22) admet

une unique solution

o=l e C(0,1]; L*(Ry x R? x [0,1]) N L*®°(R4 x R? x [0,1]))

telle que

o >0  p.p. dans Ry x R* x[0,1],
ol(m, &,&,2) =0 pour m € [0,7,) U [, ool.

D’autre part, d’aprés la définition des ensembles w; (voir (6.17)), on a
Dlw;] C Dlwy]  pour i <4
Par conséquent, en vertu du lemme 6.1 et de (6.22), on a
ol = gl p.p- dans Dlw;] pour i <7’

Donc, en définissant ¢ par
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o= ol dans D [w]
] ot dans D [w;]\D [w;_y] ,i =2

1y Y

on a

o=0oll  pp. dans D,,(1) Vie N\{0}.

Par suite, en vertu de (6.21) on a
0:0(m, &1, &,2) = F(o(2))(m, £1,&) dans Dfw;] Vie N.
En outre, en vertu de (6.20) et (6.22), on a
c=oll=7, sur D, (1).

Donc, en rappelant les relations Ry x R? x [0,1] ¢ igND[wi] et

Ry xR? C ioLEJNDwi(l) qui résultent de la définition de w;, Dlw;], D,, (1), on
peut conclure qu’il existe une solution du probléme (4.5), (4.6).

Pour démontrer 'unicité de la solution, considérons deux éventuelles solu-
tions o et o3 du probléme (4.5), (4.6). Si 01 # o5 sur un ensemble de mesure
strictement positive, alors on peut choisir un ensemble mesurable w tel que
0 < mes(w) < oo et que mes ({(m, &1, &,2) € D [w]| o1 # 02}) > 0.

Or comme 0, et oy sont des solutions du probléme (4.5), (4.6), 01 = 09 sur
R4 xR? x {1}, en particulier o) = oy sur R, x R? x {1} N D[w]; cette condi-
tion entraine, d’aprés le lemme 6.1, que 0; = o, dans D[w], ce qui prouve
qu’il n’est pas possible d’avoir deux solutions 01 et 09 qui se différent sur un
ensemble de mesure strictement positive.

L’unicité de la solution est démontrée. [
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En retournant aux coordonnées (m, 21, %9, 2), on peut exprimer le résul-

tat dans la forme suivante.

THEOREME 6.2.

510 € L=(Ry. x R?) satisfait auz conditions

o(m,z1,22) >0 p.p sur Ry x R2,

G (m,z1,22) =0 pour m € [0,7,] U [fia, oo

b

E oo < O ——
7o xmey < s
M, étant la constante indiquée dans la proposition 9.1, alors ’équation (2.4)
avec la condition (2.5) admet unique solution o et une seule appartennant a

la classe
o€ L®Rs xR* x [0,1))

et vérifie les relations
o(m,z1,29,2) >0 p.psur Ry xR? x[0,1],

o (m,z1,22,2) =0 pour m € [0, ] U [4, 00|

DEMONSTRATION. Rappellons qu’avec le changement de variables
(m, 21,29, 2) = (M, &, &, 2) introduit par (3.1), on a transformé 1’équation
(2.4) et la condition (2.5) dans (4.5). Donc, si & (m, &1,&2, 2) est la solution

du probléme (4.5), (4.6) dont I'existence et 1'unicité ont été démontrées dans
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le théoréme 6.1, alors, en faisant retourner les fonctions dans les coordonnées

(m, &1, &, 2), on voit que la fonction

a(m)
g

g (m’xhx% Z) =0 <’ITL,§1 + 6(y)

<1—z>,§2,z)

satisfait & 'equation (2.4) et a la condition (2.5). L'unicité de la solution ¢

découle de celle de & démontrée dans le théoréme 6.1.00
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Chapitre 7

Perspective : solution globale de
I'equation de coagulation en chute
avec le vent horizontal

7.1 Position du probléme

Considérons le domaine R2 x [0,1], qui représente une région "horizontale"
dans laquelle les gouttelettes se déplacent & cause de la force gravitationnelle
et avec le vent.

De maniére analogue aux cas précédents désignons par o(m,t,z,y,2) la
densité de I'eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m ay point
(z,5,2) € R? x [0,1] et & instant ¢ € R. Toujours de maniére analogue
aux cas stationnaires que nous avons étudiés précédemment, nous supposons
que les gouttelettes subissent le processus de coagulation et en méme temps
se déplacent dans Dair par la force gravitationnelle en subissant également
leffet de frottement avec air environnant.

De maniére analogue a ce qui précéde, nous sommes amenés 3 'equation

8t0(m, tz,y, Z) + V(Ill,y,z) ’ (47(771, tz,y, z)u(m)) = (:71)
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m [™

= i (m—m, m')o(m/,t,z,y, z)a(m —m/,t,z,y, z)dm'+

o
—m/ 5(m‘,m')a(m,t,x,y,z)o(m’,t,az,y,z)dm',
0
O Viggs = (B, 0y, 0;), tandis que B(m1, my) représente la probabilité de
rencontre entre une gouttelette de masse ™y et une gouttelette de masse m,

et que u(m) désigne la vitesse des gouttelettes de masse m. Comme aux cas

stationnaires on suppose que
B(-,-) € C(R, x Ry),  B(mi,mg) >0V (m1,ms) € Ry x Ry,

ﬁ'(ml, mz) = [))(777,2) 7’77,1).

D’autre part, pour la fonction u(m) nous donnons aussi I'expression
U=U(m)= (5 ()0, ~L) 7 (7.2)
a(m)
ol 7(y) est une fonction de y € R et g est constante ( g > 0), tandis que a(m)
est une fonction de la masse m (a(m) > 0). Si g, a(m) et 5(y) désignent res-
pectivement ’accélération gravitationnelle, le coefficient de friction entre les
gouttelettes et I'air et la vitesse de I’air.]a relation (7.2) correspond, dans une
bonne approximation, & la vitesse réelle des gouttelettes dans Iatmosphére
(voir par exemple [15], [2], [14]).

De maniére analogue aux cas précédents on suppose
0<m, <m <My < co.

sup a(m) < oo.
m€R+

B(my, ma) =0 pour my + Mo > Tig.
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Pour la commodité de la notation, nous posons
ao = sup a(m).
meR L

Dans la suite, nous allons envisager le probléme de trouver une fonction

o(m,t,z,y,z), qui vérifie I'équation (7.1) pour
(m,t,z,y,2) € Ry xRy x R? x 0, 1],
avec la condition aux limites
o(m,t,z,y,1) = a1(m,t,z,y), (7.3)
et la condition initiale
o(m,0,,9,2) = Go(m, 2,4y, 2). (7.4)

On suppose que

ai(m,t,z,y) = ao(m, z,y, 2)

pour m € [0,7,) U [fi4, 0.

7.2 Préliminaires

Pour résoudre I’équation (7.1) avec la condition aux limites et la condition
initiale, nous allons la, transformer en une équation différentielle ordinaire,

en introduisant les variables (m,t,z,y,2) — (m, ¢, €, 7, Z) par les relations

m=m,
§=x—awﬁgﬁu—a,
§=y,

g=z,

AP ol

— u(m)’
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ol u(m) est une composante "verticale" donc u(m) = —

a(m)’
nous définissons

a(m)

G(1m,t,€,,3) = o(m,t,z,y,2) = o(m, f+—?(1—z),§+6(y)&(:l)(l —), I.20).
§

Pour éviter Ia notation lourde, on va, écrire simplement m, z, y et z au liey
de 7, &, § et 3 et encore o(m,i,¢y, 2 2) au lieu de &(m,t,¢, 7, Z), ce qui ne
cause pas d’équivoque dans Je calcul.

On constate que dans les coordonnées (m, i€, y, z) léquation (7.1) se

transforme en

301 (mt&y, al = (7.5)

= — m/ﬂ(m m',m') o (mt(mmt§,y,)7}(mm§7 2)y,z) x

xa( =m', t* (m,m — m’, ey, z),n(m,m—m’' §,Y,2)y, 2) dm/+

———-/ B (m, m') o(m, 6,9, 2)0 (m £ (m m', 1, €, v, z) 1 (m,m/, €, Y,2)y, z) d

771

t* (m, m/; t-/ 5; Y,z ) =i- u(m) + ul(mf)’
n(m,m', €y, z) = §+7(y) a(m) (1-2).

De maniére analogue aux cas précédents nous allons réformuler 'équa-
tion (7.5) en une équation différentielle ordinaire & valeur dans un espace de

Banach, nous introduisons pour chaque z € [0,1] fix¢, la famille de courbes

{ (7ntn)€R+XR2/t_T+u(m),}

Ve = Yreye = 1 = §+U(9)@(1—2)’TER
on pose
, - - [0,m] i % 2
7 (m, i,z ) t— u(m); Té(mbz) T VT,S(m,t,z) N[0,m] x R
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§(m,t~,y,z) :77‘6(3/‘)@(1 — ).

Cela étant, on peut écrire I’équation (7.5) dans la forme

0
EJ(Z) = FZ(U(Z)), U(Z) = U('? EREIE) Z): (76)
avec
Fo(0(2)) = F(0(2))(m, f €, y) = (7.7)
m v . N
= m o Blm—m/, m")o(m/, t'm,y, z)o(m—m’, i y" Y, 2) iy (dm’)+
Tr.g(m,E.6,9,2)
m e ! 37 ng /
_'Lt(ﬂ’l) / ﬂ(Tn'? m )U(m ) 4 1Y, Z)U(7n’ t §7 Y, Z)/'L’y(dnl )7

7T:§(m,t",§;y,2)

oun'etn”ett et sont définis par les relations

-~ ~, 0, ]
(m',i',n) e Treomigyz), (m—m' 1" ") e 77[',§T(nm,t.,§,y,z)'

Analoguement, les conditions aux limites et leg conditions initiales se trang-

forment en

o (m,1,6,9,1) =57 (m, 1, ¢, Y), (7.8)
" <m 1—(‘—)5 . ) =53 (m,,9,2), (7.9)

ol oy et @ sont les fonctions obtenues de 7 et 7, par le changement de

variables introduit ci-dessus

7.3 La solution avec la condition d’entrée de
classe !

Pour démontrer I’existence et 'unicité de la solution globale du probléme

(7.6)-(7.8), nous précissons d’abord que le domaine dans lequel nous allons
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considérer 1’équation (7.6) est

() 3 == t 3 g 1-2
& T>0,56R,7%R,0<z<1%'§’y’2 { (m’ L&y, 2) € Ry xR x ]0’ 1[/ L > u(m)? } )

(7.10)
on pose
Lo { (m060,) € R xRS x [0,1] /7= 222, I
Pb = {Z = 1} n Q_
les conditions (7.7)~(7.8) peuvent étre écrite dans la forme
0=0]  sur I, 0=0y sur T, (7.11)

Avant d’étudier le cas général du probléme (7.6)~(7.9), nous allons examiner
le cas ot la donnée 01 appartient & LY(T). Donc ce cas on a la proposition
suivante.

PRrorosITION 7.1.

Sotent Gy € LY(T,) N L=(T,) et 7@y € LY(T,) N L*(Ty) telles que

T@w(m, &, y, 2)>0 p.p. sur T,

a-(b) (771, 57 E) >0 D.p. sur Pb,
@M 66,9,2) = 0,50 (m 5 =0 pour m e [0,m,) U (4, 00|,

Si
1

MaX([[(a) | z=(r,), [T | zory)) < Mol =)’

ma(m)ﬂ(m —m',m’),

M, = sup

WMy SM<TL M </ <m—m, 2
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alors il eviste une solution o et une seyle de I’équation, (7.6) satisfaisant auz

conditions
g = E(b) sur Fb, g = E(a) sur Fa, (712)

solution appartenant a la classe

o € C([0,1]; L}(,) n L>(Q)), (7.13)
ou
% ={(m.7.6,y) R, x /7 » i(;n)} (7.14)

DEMONSTRA’][‘ION. On considére le domaine
Qoo =R, x R3x]0, 1],

avec la condition d’entrée sur Ry x R3 x { 1}. Done, pour démontrer la pro-
position, il nous suffit de transformer le probleme (7.6)=(7.12) Pour ce faire,
introduisons d’abord, pour chaque point (m,f,f,y) € R,y x R le nombre

G1(m, £) € [0,1] défini par la relation

(7.15)

- max(0,1+ -t} i<
t) = ! a(m) .
G(m,?) { 1 sif>0,

On remarque que
1= {(771, t~7§> Y Z) & ‘QOO,O <z< Cl(mvf)}a

(m, f, £, Cl(m:i)) er,ur, V(m, t~,§, y) € R, x R3, t> —Lg?ﬁ.

Prolongeons par 0 sur 2.\ la fonction F(o(2))(m,,¢,y) définie dans

(7.7); plus précisément on pose

Blomi ey = { PeEmiey « s 8B (1)
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On pose en outre

5—(0)(m>£7£;y Cl(m) E)) si — 2‘@ g ES 0‘;

~ . g
E(a,b) (777'; t, f; y) = a(b,) ("7’7 t) 6: y) sit> 07 (717>
0 sif < —2m)
g

Cela étant, on considere I’équation

0 . s " =

520(2) = F,(5(2)), G(z) =5(, -,-, - 2) dans Q. (7.18)
avec la condition

G(m,t,¢&,y, LY == Tap)(m, ¢, &, y) dans R x R3, (7.19)

ou, en forme intégrale,

1
G(m,t,&y ) = T(ap)(m, 1, €, Y) —/ E, (6(z")(m, 1, & y)dz. (7.20)

En vertu de (7.16) et (7.17), il résulte de (7.20) que

e - & ~ i atm ~
5-(7”) t) 67 Y, gl ('f?'l, t)) = E(a) (TTl, ta f: Y, Cl (7711 t)) st — % S t S O»
&(7TL> 5) 57 Y, Cl("?’; g)) == 5’(7”,1?, 5) Y, 1) = a(b)(’n%fa f, y) si £> 0,

c’est-a~dire

Q

= E(b) sur Pb, o= 5(0) sur Fa. (7.21)

De la sorte, si &(m, €y, z) vérifie (7.20), alors a(

m,t, &y, z) vérifie éga-
lement

¢ (m,t~) ~

Fz’(ﬁ(zl))(ma t~a 67 y)dzl
(7.22)

3(m,4,&,y, 2) =54 (m, i€, Y, ¢1(m, 7)) ‘/
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pour —-T £1% 0, 0<2<G(m,i),

F(m,i,&y, z) = o) (m, i, &, y) — /l Fu(5(2))(m, t,€,y)dz pour 7> 0.
’ (7.23)
On déduit de (7.21), (7.22) et (7.23) que , si 5(m,1,¢,y, 2) vérifie alors Ia res-
triction ¢ = 5|, de & sur 0 vérifie (7.6)~(7.12). pour appliquer la proposition
9.1 du cas stationnaire au probléme (7.20) nous rappellons que I'opérateur
E, (6(2)) ne différe pas de Popérateur F, (0(2)) que par la proposition 5.1 du

cas stationnaire par la relation

FL(6(2))(m, L€, ¥)=0 dans Q,\0,

ils sont du méme type que dans Q. Nous Temarquons aussi que chaque courbe
Tr.&y,2 appartient entiérement & O oy entierement 3 20\ ou bien entisre-
ment & l'interface QN T\Q, que on a utilisées dans la démonstration du la
proposition 5.1 au cas stationnaire.
Rappelons les conditions SUr ¢'(4,5), et la définition (7.17), qui implique entre
autres

1% @)l 200 xmy = maX(|7 (@ |zoo(ray, 1Tl zo(ryy),

nous pouvons transformer les conditions pour a(,) et 7 de la proposition

7.1 qui devient pour o, sur Ry x R
E(a,b)(') ER) ) & LI(R-F X RS) N LOO(R‘F X R3)7 (724)

T (m,t,&,y) >0 p.p. dans R, x R®,

SUPD(T (a,)) C [Ma, 4] x RS,
1

: 7.25
M, (mA — ma) ( )

15 a,) [l Lo (ry xm3) <
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Comme les conditions (7.24) et (7.25) comme les conditions que celles dy g
proposition 5.1 de cas stationnaire, alors il existe une solution § et une seule

du probleéme ( 7.20) vérifiant
o eC([0,1]; LY(R, x R*))NIL®R, x R x [0,1]).

Comme nous Pavons remarc ué en haut, 1 restriction o = & Vérifie (7.6) et
| ) Q

(7.9) . La proposition est démontrée. [

7.4 L’idée de Pexistence et Punicité de 15 So-
lution globale dans le temps avec le vent
horizontal

De maniére analogue aux cag Précedent, et pour arriver 3 lexistence et
I'unicité de la solution globale avec le vent horizontal dans le cas général, on
peut utiliser la propriétes de "cone de dépendence" et le théoréme d’existence
du chapitre précedent.

On renvoit ce probléme & des études futures.

ol
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