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L'id6e de l'existe.nce et l'unicit6 de la solution globale dansr le

tempsavecleventhorizontal. ..... b1
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on considdre l'6quatio.n d6crivant le processus de coagulatio' des gout-
tes qui tombent dans I'air. L'6quation est consid6r6e dans un <lomaine
imensions trois et la clensit6 des gouttelettes d, I'entr6e du domaine est

donn6e . Dans I'hypothdse que la vitesse de I'air est cons;tante dans
irection horizontale, nclus prouvons I'existence et I'unicit6 de Ia solution

: dans la premidre 6tape on construit la solution avec les donn6es

,Ll et dans la deuxidmr: 6tape on construit ra solution dans une c.nditrion
g6n6rale avec les donn6es dans .L-, en utilisant la propri6t6 de rogns 4.
dence. A la fin, nous allons pa'ler des pe'spectives cle la soluti.on glo-

des gouttelettes en chute avec un vent horizontal, en donnant une id6e

sur les thechniques cl6velopp6es dans le cas stationnaire avec le vent
tal et sur la constru,ction de c6ne de d6pendence pour la solution.



hapitre 1

troduction

comme il est bien connu, suite d, l'6vaporation des eaux des oc6ans et

eaux des Mers et successivement d la condensation de la vapeur dans

mosphdre, se forment des nuages, quand les gouttelettes qui forment les

deviennent suffisamment denses, se d6clenche le ph6nom.dne d.e coa-

ation des gouttelettes d'eau . A la suite de quoi, les gouttelettes suffi-

nt grandes tombeub sous forme de pluie. L'6quation dite 6qu.ation de

oluchowski, propos6e par smoluchowski (voir [16]) et Miiller (voir [12]),

it le processus de coapplation; cependant cette 6quation dans sa version

rmun6ment consid6r6e ne tient pas compte de l'effet de la chute cles gout-

tes. Malgr6 que l'6quation de Smoluchowski ait 6t6 6tudi6e par plusieurs

(voir [17], [9], [4], 1111, [6], etc...), d notre connaissance la desrcription

h6matique du processus de coagulation des gouttelettes dans leuLr d6pla-

et en particulier kr d6placement dfi d la force gravitationnelle n'est

encore bien 6lucid6e.

Dans ce pr6sent travajLl nous allons consid6rer des gouttelet;tes qui, se

probabilit6, tombent avec une vitesse qui serat avec une certaine
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par la force glavitationnelle, la friction entre ces go'tterlettes et
r ainsi que la vitesse cle ce dernier. Les gouttelettes consid6r,6es doivent

distribu6es selon la naasse rn de chacune d,elles, tandis qu<l la, friction
l'air, ainsi que la proibabilit6 de coaguration, d6pend de la nrasse m. rci
nous limitons d consiid6rer l'6tat stationnaire avec un vent, horizontal

) en renvoyant l'analyse de cas plus g6n6raux aux 6tudes fu.bures.

(Voir le chapitre 7 : perspectives).

Du point de vue technrique, nous allons consid6rer une 6quation int6gro-

tielle pour une fbnction inconnue o : o(m,r,A,z) repr,Ssentant la

ii6 (par rapport au volume de l'air) de |eau liquide contenue rlans les

ttelettes de masse nr. Irlous consid6rons o comme une fonction d6pen-

de la masse (de la g.uttelette) m et de la positi on (r, y, z) € lR:s ; nous

que le mouvement de I'air en consid6ration est un vent horizontal

la direction de I'axe z qui d6pend de y, Dans ce qui suit, nous allons d6-

trer l'existence et I'unicit6 de la solution de l,6quation avec une conditi,cn

limites dans les cas res;pectivement de I'absence du vent (vitesrse ,cu vent

) et de la pr6sence du vent (vitesse du vent non nulle). La cl6monstra-

tio s'appuie sur les techniques d6velopp6es dans le travail [10] qui d6montre

l' et l'unicit6 de la solution de l'6quation stationnaire a\/ec le ve:nt

ho tal et le travail [2] qui d6montre I'existence et I'unicit6 de La solution

de l'6quation d'evolution.glo



e-d

qui

hapitre 2

sition du probldme

par o(rn,r,g',2,t) la densit6 de I'eau liquide contenue rlans les
telettes de masse rn au point (",y, r) e o(c rRs) a l'instant f € rR, c,est-

, la masse de l'eau lirluide contenue dans les gouttelettes de masse rn
trouvent dans I'unit6 de volume de I'air. Le nombre, au sens pu.rement

ique, des gouttelettes de masse rn dans l'unit6 de vorume se'a alors
par

lad

fr(m,r,u, z,t) - 
o(m,r,a, z,t) 

.

7n

'6quation de smoluch.wski est normarement formul6e par rapprelfi s,1

fi,: fi,(m,l) de gouttelettes de masse m. Mais nous pr6f6rons ,utiliser

t6 o pour la commodit6 pour ra mod6risation g6n6rale des ph6nomdnes

ologiques (voir [5], [1], [14]).

us allons consid6rer lar densit6 o dans le domaine

0 : lR2x]0, 1[: {(r, a, z) eRtl0 < z < L}. (2.r)

On consid6rer 6galement; la vitesse des gouttelettes qui se d6plar:ent d
de la force gravitationnelle et du mouvement de I'air dans lequerl elles
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se

rouvent. comme l'effet; de ra friction entre res gouttelettes et |air: d6pend
iblement de la masse de chaque gouttelette, la vitesse des gouttelettes
6tre en fonction de la masse rn. Nous admettons que ra vitesse u: u(m)

gouttelette de masser m est donn6e par

LL: L'(^) : (r r, ,r,-ffi) , (2.2)

(gt) est une fonction rnesurable de y e iR et g est constanter ( g > 0),
is que a(m) est une fonction de la masse m (a(rn) > 0). Si g,u(m) et
d6signent respectivemr:nt Iacc6r6r.ation gravitationnelle, le co,effir:ient cre

entre les gouttelettes et |air et la vitesse de |air (dans la d;irection
axe r),la relation (2'2) correspond, dans une bonne approximati'n, d,la

r6elle des gouttelettes dans l,atmosphdre (voir par exemple [1b], [1],
' si nous consid6rons lil variation de oQn,rtu,zJ) due au d6placement
la vitesse u(m) des g.utterettes et au processus de coagulation, nous

u\91

fri

de

a

au S

d6d

[r4]

(2.3)

l'6qu

o(m,

dp(m,r,a, Z,t) +Yp,y,"1 . @(*,r,a, z,t)u(rn)) : e.B)mf^: 
T Jn 0(m - m',nz')o(m',r,a, z,t)o(m - m,,r,y, z,t)dn,ttq

r*
-^ J o 

p(m, m,') o (ffi , r, a, z, t) o (mt, T, u, z, t) d,mt,

(u,a,") : (0,,Aa,O,), ta'dis qtrc B(m1,m2) repr6sente la probrebil.it6 de
tre entre une gouttelette de masse m1 et une gouttelette de rrr&ris€ Trlr

(a Ia valeur de la probabilit6 normalis6e par rapport d, ra masse). pour le
ion de l'6quation (2.3) on peut consulier [7], [16]. si dans l,6q'atio'

on n6glige la d6pendance de (r,A,r) € 0, l'6quation sera r6d'ite d,

tion de smoluchowski ('dans une version avec la densit6

) : mfi,(m,t)).
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En renvoyant l'6tude cle l'6quation d,6volution (2.3) au dernier <.hapitre.
la partie principale dlu pr6sent travail nous allons nous occuper du cas

ion.naire, c'est-d-dire, nous allons consid6rer l,6quation

:T l,*

Y (r,a,4 - 
@ (rn, r, y, z)uQn)) :

0(rn - nt' ,nt')o(mt , r,a, z)o(rn - rn, ,r,y, z)d,mt+

int

mo

En

entr

est u

a(rn',|

sphdr:

qui concerne la foncti,rn a(m), qui repr6senterait l'effet de la fiiction
les gouttelettes et I'air, dans le pr6sent travair nous supposons que r_v(rn)

e fbnction st.ictement positive et suffisamment r.6guli€re (par exr:mple
€ c1(R+)). Il est utile de rappeler que dans l'6tat normale dr; l,'tmo_

-^ /o* B (rn, rn') o (ffi , n, u, z) o (m,, r, y, z) d,m,

la condition

oll,,m, r, u, I) : o(m, r, y), (2.5)

les gouttelettes to:nbent de {z = 1} vers {, : O} avec la vitesse
u(nr) (voir (2'2)),la conditio' (2.5) est une condition ,,injtiare,, 

(ou
ition d'entr6e) pour les goutterettes qui partent de la position. (r,y,r).
n rappelle que dans l* Nature, d. cause de la courbure trds 6lev6e de

las face, les gouttelettes trds petites s'6vaporent imm6diatement (vrir par

[13], [7i) et que d',autre part les gouttelettes trds grandes s,e frag-
a cause de la friction avec |air environnant. pour cera, rrouis nous

d,la fonction de densit6 o(m,r,y, z) avec m entredeux extrr3mit6s

0 .1.Tto l nt /-ni1 1@.

(2.4)

a(m) est une fonction d6croissante et ses valeurs varient sensiblerment
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on les valeurs de rn (pour les donn6es exp6rimentales, voir par exemple

[1 ] ). Mcme si l'effet de la friction (par l'unit6 de masse) croit rapidement
rn s'approche de 0, compte tenu de |absence de goutterettes tres pe-

(rn < ffio), pour 6viter le raisonnement inutilement compriqu6, nous
posons que

sup a(m) < oo.

la fonction p(*r, rru2) nous supposons que

') e c(lR* xlR+), 0(^r,*r)>0 v (m1,mz) etRl xnRa,

,B(^r,mz): p(-z,m)

p(mr, nx2) :0 pour rn1* m2 ) ffi,a.

(2.6)

(2.7)

(2.8)

de

est

conditions (2.6) et (2.2) sont des conditions naturelles de Ia lbnction
robabilit6 de rencontrer de gouttelettes. D'autre part, la conclition (2.g)

approximation m.tiv6e par le fait que, comme nous I'avons d6id
u6, dans I'atmosphdre les grandes gouttelettes subissent 6galernent le

de fragmentation, qui contrebalance la croissance de la population
ttelettes de masse 6l:v6e due i la coagulation (cette approximation a

3e m6me dans [5], [1j, [14] ).

e

p

de

6t6



as de l'absence du mouvement
l'air

le cas or) d : 0, Ie probldme (2.4)-(2.5) se r6duit d, une farnille de

L, param6tris6e par (r,g) e IR2 . Endansledomaine0<z<

si D: 0, u(m) se r6duit d

'u(m) : (0, O, --f-),a\nl)

ui nous permet d'envisager le probl€me (2.a)-e.b) s6par6menr pour
ue (z,y) € R'. Donc, e,n pos&nt d(m):6(m,r,g) pour chaque

) e lR' et en 6crivant oli,m, z) au lieu de o(m,r,U,, z),nous avons ii consi_

(o(*, Ahl : 
T Ir^ u(*-*',m')o(m', z)o(m-m', z)d,m'+ (8.1)

f@
-^ Jo P(m,m')o(m, z)o(m.', z)dm,,

o(m,I):a(m). (3.2)

10
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a(m) ne d6pend pas de z, l'6quation (3.1) peut 6tre 6critt; dans la

ma(m\ f@+ ' ' I B(m.m,)o(m,z)o(m,,2)d,m,.g Jo

de nous occuper de la solution du probldme (3.1)-(3.2), rapperons une
i6t6 irnportante de l'op6rateur int6grar figurant au second. me.mbre de

).

LEMME 3.L. Soit 0(.,.) lo foncti,on,introd,u,ite d,ans le paragraphe prdc6_

. Alors, quelque soit o(.) e .[1(lR4), on a

f*m f*
J, ; J" A(* - m' ,m')o(m')o(* - m')dm'dm+

-[**r@Jo J, B(m,m')o(m)o(m,)d,m,dm: o.

EvrorustRettox. On pose

t: [* + [* 0@-nt,,m,)o(m,)o(*-m,)d,m,d,m*Jo 2Jo

f* f*
- J" * Jo B(m,m')o(m)o(m')dm,dm.

le changement de variable dans la premidre int6grale

DEPAmEMENT DE A4ATHEMATIQUES

(3.4)

q:rn-rnt, r:ml

le d6terminant Jacobien sera 1-, on a

/r* T U (q, r) o ((i o (f a, ao - | 
* 

I* * U r^, m, ) o (rn) o (m, ) d,rn, d,m.

o(m, z) : -*Zl*' fo^ Ut* - m',m')o(m,, z)o(m - m,, z)dm,+ (B.B)

11
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q, r sont des variables arbitraires, on a :

' 
: 

Io* I- ryYP(m,rn')o(m)o(m')dm'd,m+

f* ,f*
- J, J, m0(m,m,)o(m)o(m,)dm,dm

: 
Io* lr- ryB(m,m')o(m)o(m')dm'|dm,

t

I - - lr* lr* u*u'*'m')o(rn)o(m')dm'd,m.

, comme rn, Tn'gont des variables arbitraire, on a

I - - l,* I"* #ur^',m)o(m')o(m)d,mdmt.

I - - 
lo* lo*' # uw, nr')o(m)o(m,)dm, dm,

, joint d (3.5), implique que

D6PAmEMENT DE MsHtMATteuEs

(3.5)

d' la sym6trie de la fonction B et d'aprds le th6ordme de F\rbinrL .

a

le problime (3. 1 )-(3.2) ad,met une unique s oluti,on o e C ([0, 1] ; Z1 (Ra))
(c' dire, l'appli,cati,on z r+ o(., z) est une fonction continue d,e 10,1,1

A

I:-I +1:0.

est d6montr6. n
6galit6 (3.4) n'est autre que la loi de la conservation de la massre pour
liquide contenue dans l.es gouttelettes.

RoposrrroN 8.1. Soi,t o(.) € ,1(lR+) auec supp(o) c W", mel.

a urs dans rt(R+)).

t2
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dt

ct

DEM.NSTRATT'N. pour r6soudre le p'obldme (3.1)-(g.2), o'consi-
o(.,2) comme 6l6me't de rl(lR+) , de sorte que l,6quation (3.3) peut

6crite dans la forme

do, : F(o).
d,z

(o) : tr(o)(*) : -rns(m\ 
fm

-i- J" 0@ - m',m')o(m')o(* - n{)dm,+

mct(m\ f**;. J" B(m, rn )o(m)o(m,)dm,.

, en rappelant l'expression de F(o), on a, pour o1,o2 €trr(R*),

llll(",) - F(o2)117,(rR+) : 
lr* Ft ){m) - F(o2)(m)ldm < (J.8)

roo rm

= 
ca lo J, lo{m'),o1(m - n/) - o2(m,)o2(m - n{)!d,m,drn+

r@ /oo
*cu 

Jo J, l@1(m)o{m,) - o2Qn)o2Qn)ld,m,d,n <

f* f@.
'o Jo l@1(m)(o1(m'',t - or(^')) + (o1(m) - o2(nt))o2(m,)ld,m,trm <

a cB(lot * (lo, - ozl)llr, + ll(", - orl) x o2!17,)*
f@

*"0 
Jo 

(l"r(*)lllo1 -- o2116 + lo1(m) - or(*)lllo2ll1')dm L

< cB(|"'ll"'llor - oz)|ft,, + llo, - ozllt llorll",)+

D6PAmEMENT DE MATHEMATIQuEs

(3.6)

cn

A

13
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< 2cpllol - ozlb,,(ll"rllr, + llozlb,)

la propri6t6 de la convolution, voir par exemple [B]), ce qui montre que

) v6rifie localement la condition de Lipchitz dans la topologie de l1(m.*).
cons6quent, l'6quation (3.5) avec la condition initiale (8.2) ad:met une

ion o(',2) et une seule dans un intervalle 1- 6Z-2 ( l avec un d.> 0
ment petit.

D'autre part, du lemme 8.1 et de l'6quation (3.1) on d6duit que

lo* 
@t*,4 ^-L)a*: lo* 

{o{*,Dl )am, (3.e)

SU

po que o(., z) existe. Or, la condition (2.8) et l,hypothdse
\ _f_ _ tr

) C \fr", rnal impliquent que supp(o * z) C fu",me).Donc,
de relation

o<cr 
=h<c2<xvm€@,,mel

deux constantes c1 et c2, on d6duit que llo(., z)117,,1n*1 est uniform6ment

en z (pourvu que o(', z) existe), ce qui, joint i la condition de Lipschitz

nous donne la soluti,rn o(., z) de l'6quation (3.5) dans tout I'intervalle

; La proposition est dtlmontr6e. n

L4
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r6liminaires pour le cas g6n6nal

Pour r6soudre l'6quatictn (2.4) avec la condition (2.b)

t,r,'g,7): o(rn,r,U)',t, nous allons utiliser I'id6e de transfor.mer l,6qua_

(2.4) en une 6quation diff6rentielle oldinair.e, comme d.ans la d6nnonstra-

de la proposition 3.1, oi on a transform6l'6quation (3.1) en (8.15). pour

nous introduisons le r:hangement de variables (nt,,r,g,z) + (fit:,,{,fi,2)

ni par

m: rn)

F - r -ii(r,\o(*)(1 - '\"\Y/ g \. oJt

il: a,
2: z.

nissons

6(frr, €,il, 2) : o(m, r,a, z) : o(m, € + Ofu)9(I - z),y, z),
I

la suite, toutefois, pour 6viter la notation lourde, on va 6crire sim-

nt m, y et z au lieu de fi2, fi et Z et encore o(m,€,y,2) au lieu de

,€,il,2), ce qui ne caus,3 pas d'6quivoque dans le calcul. Comme on peut

facilement, dans les coordonn6es (m,t,y,z) l,lquation ('2.4) se

15
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a
oio(*,€,a,z): eJ)

ma(m\ f^: --; J, l|(m - m' ,m')o(m' ,rl(m,ffi' ,€,u, z),y, z)x

xo(m - rn,,r1(m,rn _ m,,t,a, z),y, z)d,m,+
malm\ f@*--;- J, B(m,nz')o(ffi,€,a, z)o(m,,q(m,m, ,€,y, "),y, 

z)d,mt,

,l(m,m' ,€,u, z): 6 + o1r7"Q")-:(^)$ - ,).g

nque.4.1 Dans 1'6quation (2.1) ni la d6riv6e ni l'int6grale par rapport
it" y sont pr6sent6s. cette circonstance implique que l'6quation pour chaque

v

a.

IR fix6 peut 6tre rEsolrue ind6pendamment de la solution pour les autres

En de cette remarq*e, dans la suite nous consid6rons l'6quatio's (2.1)
un y € lR fix6 . et, pour la simplicit6 de la pr6sentation, nous €c'ivons u

au

ord

deo(y)- Pour r6formuler l'6quation (4.1) en une equation diff6rentielle
ire et 6tablir des prqpri6t6s utiles de l'op6rateur int6grar du deuxidme

de cette 6quation, il nous convient, pour chaque z e [0,1] fixe,
roduire.la famille de courbes

t, : {(m, {) e lR+ x Rl{ : r -62@-g - z)}, r € lR

d6finir une mesure sur ces courbes.

ignons par Pp* la projection de 7" sur rR,., c'est-d-dire, pour les sous-

At de 1r, on a

(4.2)

16



ERsITri 08 MA! 1945-GUELMA
DEPAmEMENT DE IV[ATH6MATIQUEs

Po*1' : {mL € R.+ll({) telque (m,€) e A,}.

La r6gularit6 de la fo'ction €(*) : , - o*(1 - ,) nous pe,rmet de
tir les e'sembles mesurables cle 1, etramesure !7 sur 1r par les r:elations

1) A' c 7' est mesurable si et seurement si po*A,est mesurah,re seron

gue sur IR.,.,

i) p1(A') : HL,R+(P**,4'), ot pr,n+(.) est la mesure de Lebesg;ue sur lRa.

me les courbes 7,, T € JR, sont paralldles (c'est_d_dire, d6finies par Ia
lation de 76 par r dan.s la direction de (, on voit imm6diatemenb que la

ection Pp* et la mesur,e p^,(.) ne d6pendent pas de r e IR.

mesure pt\ ctant cl6finie sur les courbes 7") nous allons 6claircir les

ions entre p.r(.) et la nresure sur IR._" x lR. pour ce faire, on pose

r(nz,{):€+og9lg-r)
g

(.' dire, r(m,() est r C lR tel que (*,€) e 7) et on considdre la famille
ud ensembles A ayant la forme

A: {(^, €) e R+ x nRlm € lmt, m2l, r(m, {) € [r1, 12 [] (4 3)

{ nb l oo) --oo ( 1 ( 12 1. 6. Si on d6finit la fo:nct.ion i :

la relation

p(tl):(*r-m)(r2-r)

A : {(^,€) e R* x JR.lrn e [*r,m2l,r(m,€) e [rr, r2l], on consrate

e la mome manidre qure la construction de la mesure de Lebesgue sur

0{rn1
lR* par

17
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x lR a partir de la fa:mille des rectangles, le prolongement rre r ddfinit
ensembles mesurables selon p de rRr. x rR. et la mesure sur eux, mesure
nous notons toujours p, et que p coincide avec la mesure dre Lebesgue

axJR sur JR.a x IR; on a en effet

t"(A) : &r,n*'m(.4)

Pour les mesures p,., et f"iainsi d6finies et les lnesures de Lebesgu e Fr,w*, Fr,w
axR resp€ctivement sur JR.1, lR, et IRa x JR, on a les relationr; suivantes.

vrp 4'1' soi't A un ensembre mesurabre (seron Lebesgue) de IR.r- x rR.

A, : {rn e R*ll( e R tul que (,n,€) e 7, O A},

A^: {r e nll-{ e lR. lel que (m,€) e y a A}.

'o(,4) 
: [,(A) : 

I_**1u.,(A,)d,r: I.,or",u1A^)1t.,(d,m) 
: 

Io*

dans la suite l'6l6ment d'int6gration par rapport d la mesure de Le-
s'6crit directement d,,m, dr etc... sans utiliser les notation s Lrr,,wr(drn),

dr), pa,e(d{) eic...).

EMME 4.2. Soit o(rn,{) € ,r(lR+ xlR). ,4/ors, pour presque tout r € lR.

appartient d Lt (^y,, tt.,).
i,cti,on de o(m,{) d, y

l-tt:,,w(A*)dm

(4.4)

18



LEMME 4.8 Soi,t o(rn,() € r1(lR+ xF.). Alors on a

t _oti,nr,gdmd{: I o(nt,{)d,[r,:
,./R_p xR ' /.re* r.m.

f@f: 
l__f l o(m, {)p,.,rt.dm))d,r: I t [* o@,{(rn,r))d,r)tt1(d,rn):.t-x 11, Jfl'J_*

f@ /oo: l^ ( | 
- 

"1*,{)ct{)ctm,: [* ( [* o6,edm)ct{,J0 J-ca J_*'JO , Jl / >

{(nz,r):r-orye-z).

DEPAmEMENT DE l\dATHEMATteuEs

(4.5)

stq

vl

11,.

Pour la d6monstration des lemmes 4.r, 4.2 et 4.3, il suffit d'effectuer les
ificatio's formelles n6(lessaires aux d.Emonstrations des th6o:rdnLes cras-

sur le produit des mesures et de th6ordme de Fubini (voir par exemple
en renant compte de ia d6finition formul6e ci-dessus des mesures p1 et

arntenant on est er mi3sure de transformer l'6quation (a.1) en un.e 6qua-
diff'6rentielle ordinaire. pour cela on pose

r(rn,(, z) : € *r,*(?)-g - ,), io,^l : .y,) 
[0, m] x lR.I

6tant, on peut 6crire l'6quation (4.1) dans la forme

*"U, == F"(o(z)), o(z) : o(.,.,., z),

F"(o(,2)) : F,(o(z))(m,t,a) :

0(* - m',m')o(rn' ,T' ,U, z)o(m- n-1, ,77,, ,E, z)prr(d,m,)+

-UP I B(m,m,)o(n|,4,,y,2)o(m,{,y,2)p,.,(d,m,),g J.y,(^,€,v,")

19
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q' et q" sont tels que

(*',rl') € lrfut,(,y,2)t (^ - ^,,T,,) e 1r@r,e,y,").

uation (a'5) doit otre envisag6e avec la condition (2.5), c,est-d,-dire

o(1) : o(m, €,A,1) : d(rn, €, y).

DEpAmEMENT DE lvlATsEMATrauEs

(4.6)



hapitre 5

xistence elb unicit6 de la solul;ion
ec les dorrn6es dans fl

Pour d6montrel I'existence et I'unicit6 de la solution du probldme (4.5)-

), nous avons besoin d.e pr6ciser des conditions sur o(m,€,gr). Nous sup-

que

a(.,.,.) e trl(n* x R2) n.L-(JRa x 1R2,

o(^,€,E) ) 0 p.p. dans IRa x IR2,

ttupp(a) c@o,zna] x JR2,

llall z,* 1n*,n ", . ffi _^^7,

Mr: sup Y9-p@t, - m',nr,').
2fr.a1m3ffi,n,fr,olrntlm-fr,o zg

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

lo.ol

Tfio et me(0 < rno <fi',t 1oo) sont les deux nombres que on a introduits

le chapitre 2. On a a,lors le r6sultat suivant.

27
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08 MAr 1945-GUELMA
DEPAmEMENT DE \{ATcEMATreuEs

PROPOSITION I'.1. Si, o(m,{) sati,sfai,t aur cond,i,ti,ons (5.1)-(5.a),

condi,ti,on (4.6) admet une solution ,o et unel'6quati,on (4.5) auec la

dans la classe

o € c([o,t]; r,l(n* x JR)) x L-(R* x jR x [0,1]). (5.6)

Pour d6montrer la proposition 5.1, commengons par la propri€rt6 de la
lution sur les courbes ,y-.

E 5 . 1 . So'ient f et g, deur foncti,ons appartenant d, LI (1", 1.tr) . r)n pose

f (m - m')g(^')tt.,(d^').

llf * gll",rr,,r; 3 llf llr(t,,t t)llglln'(t,,r,t.

rnme la mesure F1 ne d6pend pas de r, le lemme 5.1 est v6ri1i6 cle la

manidre pour tous z,

DEMONSTRATION. La mesure 1t., 6tant bien d6finie sur,7" (voir

-mes 4'r,4.2,4.3), le lemme se d6montre de la m6me manidre (avec des

ifications purement formelles) que dans le cas des fonctions sommables

rapport d, la mesure de Lebesgue (voir par exemple [Z]). I
la diff6rence du cas u ,= 0 (proposition 3.1) on on a consid6r6la srolution

) comme fonction de:z it" valeurs dans trl(lR.*), pour la proposit;ion b.1

besoin de construire la solution o(-,.,2) comme fonction de:: d valeurs

zt(lR* x IR) n tr-(R* x JR). Pour ce faire, il nous convient d'examiner

ment l'approximatio:r successive avec laquelle on construit l.a solution

par'

o(.,

on

d

di

o( (,2)'

22
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Posons

DEPAMEMENT I)E MATqEMATIQUEs

(5.7)

or)

LE

olo) (m, €, z) : o(*, €)

nissons ol"l, n : I,',1,..., par les relations

a

fi;ol"t 
: F"(6ln-rl;, old(rn,6,1) : o(*,€), (5.8)

,(.) est l'op6r'ateur d6fini dans (4.b).

rrp 5.2 Quelque soi,t n € N, 6['J estbi,en d,€.ffini,e d,ans l,a cl,asse

ot"t(-,.,2) etrt(lR* x ]R) ntr*(R* x IR), 0 I z 1 !,

supp (ot'r1. ,., z)) C [m,, nz4] x R z 1I, (5.9)

olnl (., .,2)ll;*1re* 
"n; 

<

pour 0 (
il-tl
llollz,-(n+ xm)

1 - (Mt + M2) (rna - m")llall r- ro* "uiG
'- L)

(5.10)
( x h+ Mz)(ma-"n")llallr,- rn, xrR) - 1

ffitffi<z(l,oir

M2 == sup ?9p@,*,).
rn,rnl€lR4 I

DEMONSTRATTC)N. Remarquons d'abord que, si otd@, )' 1) est

d6finie par les relations (5.8) et si supp(oh-tl(.,., z)) C [nZo, m:n] x lR.

0 { z <- 1, alors o["] vdrifielacondition (5.g). Eneffet,laconditio,n (2.g)

iclue que la premidre in.t6grale de l'op6ratew F"(.) (voir (a.b)) s'annule

rr, ) ry1o. D'autre pa:rt, si m 4 mo, alors sous le signe d,int6gration
)@t, * nt',., z) et ofu-tl(,m',., z) s'annule et donc I'int6grale s'annule. En

par hypoth5.. oln'-1J s'annule pour ?t. <ffio el m, ) ma,ce quiimplique

(5. 1 1)

rmpr

pou

t-_-o('

23
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ql

m

mome la seconde int6grale de l'op6rateur F"(.) s'annule pour rn { mo et
ma. On en d6duit (5.g) pour ol"J.

Examinons maintenant I'op6rateur F,(.) apptiqu6 n oh-!( .,.,2). En sup_

t que le support de,th-tl(., .,2) est contenu dans [mo, mdl x]R et en

iant (5.5) et (5.11), c,n a (avec la notation T,, \,, comme dans (4.b)
t# 

Irf,:I)r,"r 0(^-^',nl)o["-t)1y2', T,, z)6b,-11(m-mt,r7,,, z)p,-r(d,m,)l <

3 M t(m e - m 
") ll 

ob'-tl (., ., r) llT* (1 
" 
(^, e,,), p-,) t

0 (m, m' ) ob,'- 1l (m,, n,, z) ol"- t) 
7m, (, z) 1r., (cl^, ) | <

a M z(m e -- m 
") ll ot"-rl (., ., 4 ll|* (1, 1*, 1, 

"1, 
t"t),

[1et IlI2 sont les constantes d6finies dans (b.b) et (5.11) respectivement.

d6duit que, pour o["] d6finie ]rar

obl(*,€, 
") 

: o(tm,{) - I"' ,,,ro[,,-li(., ., r,))(m, €)d",,

ll,otul (.,., z) ll;-1n*,.n; ( (5.12)

llall',*6*,n ) + (Mr + ,wz)(mA - n'1") l,' ilor,-r{.,., z,)1121*1w+xwld,zt .

rt'e, en utilisant le lem:me 5.1 et en tenant compte de la conditiorr (2.g),

ffi [.ry,^t 0(--^',m,t)ofu-tl(m',n' , z)6[n-t)(m-mt,r7,', z)p,.,(d,n,r,,)ll1rg,,,r,1*

,(rn\ f

; J " 
0(m, ry1'1t"-tl (*', r7, )otu-rJ1m, 11, z) p,.,(d,m,)11",(_,,,r^,) S

or)

On

En

on

< c ll ot"-rl 1., ., z)lr,llr", (-,,,r-,),

NA
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C est une constante ind6pendante de z (et \,q' et 4// sont tels que

,\), (m' ,q'), (m - m',T") € 7" comme dans (4.5)). Comme on a en outre

llot"-tt1., ., z)lr,ll"rp,.,,r.,, S (me -m")llov'-tl(.,., z)lr.llr-(2",p,') S

< (m1 - m,r)llot"-tl (., ., r) ll r-(R., xrR)

presque tout r € IR), e I'aide du lemme 4.3 on en d6duit que

',(ol"'t)1',., z))ll;'1n**ny < C/llo["-t](.,., z)111,-1n**nyllol"-rJ1.,., z)llz,1m**ny

(5.13)

une constante C/ inrd6pendante de z.

Ddfinissons une suite de fonctions An(z),0 I z 1 L, n € N, par les

lons recurslves

Uo(z) : lloll;-1n*"ny pour 0( 2(L, (5.14)

u,,(z) : llall;*1n*'m ) + (Mt + Mz)(me - m") f ,' u^-r(r')'d'r' (5.15)

pour 0 I z (L, n--I,2,.'. .

va d6montrer par I'irrduction math6matique que, quelque soit n € N, la

tion o['J est bien d6firrie et v6rifie, outre la condition (5.9), Ies relations

llot"l1',., z)llr,*1qx w1 1y,(z),

sup llot'l(.,.,z)ll;,1m*"m; < oo.
O<z'<I

En effet, pour rz : 0, les relations (5.9), (5.16) et (5.17) r6sultent imm&

(5.16)

(5.17)

ent de la d6finition (5.7) et des hypothdses (5.t) et (5.3).
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a

D'

lL̂6

la

Supposons maintenant que o[??-1] v6rifie res r.elations (b.g), (b.16) et (5.12)

( lesquelles on substitue naturellement n - 1 a la place de n). Nous

d6jd. remarqu6 que, dans ces hypothdse, o['] v6rifie la concliti,cn (5.9).

t'e part, comme on le constate facilement, I'in6galit6 (b.16) rdsulte de

inition de yn et de l,in6galit6 (b.12). Enfin, l,in6galit6 (b.13), jointe d,

firrition (5.8) de ot"l et l'hypothdse su1 6['-1J, implique que oln] v6rifie

rnent (5.17).

On remarque que la suite {yr(r)}r.^, 0'-2'-1, est une suite croissante

et I'approximation successive de la solution y(z) Mprobldme de cauchy
( urz{1)

\''(z): -(Mt* uz)(mo- m")y(z)2, y(1) : lloll;-1m*xm;.

ction Y (z) a la forme explicite

v(.\ - lloll;*1n* xnl
1 - (1,t1 + M2)(mA - *")llall"-ru*ul(t 

-)
( A t t + Mz) (m e -m-o ) llFll r- (s._ xR) - 1

(nnMTOn^-zr',-_rr,.; ** < t
(5.16) implique l'in6gallit6 (5.10).

aintenant nous allons d6montrer la proposition 5.1.

plroNsrRATroN DE LA pRoposlTroN b.1. Nous allons d6rnontrer

t tout l'existence et I'unicit6 de la solution dans un intervall: [1 - d, 1]

ri>0suffisamentpetil;.

sid6rons deux fonctions o1 et o2 appartenant e r1(lR+ >< lR) et la
'<'.nce F"(o1) - F"(or).D'aprds le lemme 4.3 on a

D6pAmEMENT DE lvlATgEMATreuEs

( 1, ce qui nous permet de d6montrer

Le lemme est d6montr6. n

ll1"(or) - F"(or)ll1,1n*"n, : 1 V,@t) - F"(o2)ldmct( : (5.18)
JIR+ xlR

26
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Or, on a

I,,t'"ru - F,(oz)ltr-,(d,m) :
f tmo(m\ fl,.l:ff 

1.,r",^,rrr*,m')p,-,(d*'r-**;*' l,_er{*,m')p,.,(tun'|)1u.,(d,*),

n t,, rn' )' 0 (m - *', m' ) (o 1 (m,, r) o 1(m _ m,, rl,, ) 
_ oz(*,, n) or(^ _ m,, rl,, )),

Q z (m, *' ) : B (m, n t' ) (o t (m, r) o {m,, r/ ) - oz(rn, rl) o 2 (m,, T),),

(*,rt), (m',rl'), (tn - m,,rl,,) €.y, (comme dans ( .b)).

, en raisonnant de la m6me manidre que dans (3.g) et en appriquant le

5.1, on obtient

: 
|-**(,f,,lr"tor) - F"(or)lt -,(d@)dr.

f
I lF"(o) - F,(or)|t .,(d*) SJ1'

! 2cBllol - ozll",(r,,r,l (llorllr,,.," ,ps + llozlb,h,,t,)),

DEPAmEMENT DE MATflEMATIQUEs

(5.1e)

or)

().

otr

4.3, on d6duit de (5.18) et (5.19) que

B est la constante d6f ie dans (3.2). Encore une fois d,l,aide du lemme

llF,("t) - F"("r)11",(RaxrR) ( (5.20)

S 2 c B t* 
?:R 

(ll o tll t'' (r,, r; + ll o 2ll 6 (,,, r)) ll o 1 - o 2ll 6(tu x R) .

aintenant on substitu€ o1 : ob,l et o2 : 6fu-L) dans (5.20). Alors en

de (5.10) (voir aussi (5.9)) on a

tr"@1"11 - F,(6k-tl)11611n*xn) < It,(z)llo4 _ ot"-Ltllrl(R4xrR)r (b.21)
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a

Li

c'est-d-dire, parmi les fonction. o['], n € N, I'op6rateur .Er(.) satisfait
condition de Lipschit:z dans I'espace trt(lR* x JR.) avec re coefficient de

itz 4t"(z). Donc, de la m6me manidre que pour la d6monstration de

istence et de I'unicite rle Ia solution locale d'une equation clifferentieile

'naire, on peut d6mon1;rer qu'il existe un d > 0 tel que o['l converge,

n tend vers I'infini) vers une fonction a dans la topologie cle

C!(J - d, 1l; 11(lR+ x iR))

ue la limite o satisfait, dans l'intervalle [1 - d, 1], d, l,6quation (a.5) et

condition (a.6). on voit ais6ment que l,unicit6 de la solution o dans

valle [1 - d, 1] se d6m,ontre d'une manidre analogue d, ra d6monsrtration
du h6ordme classique.

ne fois obtenue la solul;ion locale o dans I'intervalle [1 - d, 1], exa:minons

pri6t6s. Avant tout o,n remarque que (5.9) pour tout n € N, implique

limite de la suite ot'l louit de la m6me propri6t6, c'est-d-dile c,n a

supp (olr C fuo,mal r tR x [1 - d,1J. (5.22)

(voi

'autre part, pourvu que o ) 0, la premidre int6grale de I'op6ra,teu.r F"(.)
(4.5)) est n6gative (< 0), tandis que ra seconde int6grare de 4,(.) est de

LA

I'

et

a

I'i

Don

peul;

, - ,ma(m) fo(m, €, z)- | p(*,m,)o(m,,n(m,m,, {, z), z)p,.,(d,m,).I Jr
de manidre analogue aux cas des 6quations diff6rentielles ordinai:res, on

d6montrer que

o ) 0 p.p. dans Ra x JR x [1 - d,1].

28
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llorllr-rn*r*r) < . ;i-_.Mt(me -mo)'

p.p. dans JR4 x lR2 x [0,1],

pour rn e I},m"lUfue,x[.

DEPAmEMENT DE MATHEMATIQUES

(6.16)

(6.1e)

Po

du

dtant la constante i'ndi,qude d,ans ra proposi,ti,on i.1, arors t,€quation (4.5)
la condi'ti'on (4.6) admet une sorution o et une seure appartenant d, ra

ael-(JR*xJR2x[0,1])

udri,f,e Les rel,ati,ons

o\nt., {1, tz, z) > 0

o(m, €t, €2, z) == g

6vroNstRATroN.

d6montrer I'existence de la solution stationnaire avec le vent .horizontal

(4.5), (4.6), on. considdre une famille d'ensembles mesurable et
wi, i € N, d6finis par

: { {*,€r,€z) € iRs x IR'lm, I m <fre,-i< €, . i, } (6.17)t -i{€'<t J
permet de d6finir.un nombre l/ tel que

iddre une fonction /r € C€(lRr); rlro ) 0 telle que

,!r(&, €z) :

1) c { (*,€,.,€z) €R+."R'lm, {m1nrt,-i-tf <€r <;+lf, 'l' t -i-L<€2<i+I l
(6.18)

(, si l€'l s,+.n'r
) l€21 < i+l
) o si lf'l >2+N+1( lfzl> i+2



6videment

D,,(I) c {(*,€r, {z) € lRa x IR'|,r/,({t,€z) : 1} (6.20)

6tant, on considdre la famille d'6quations

0,obl(m,il,€2, z) : F@lilQ))(m,6,€r), ? € N

F(.) definie dans (a.5)), compl6t6es par les conditions

(6.21)

l;1 frt
O''t : Q;OL SUI JK-r X JK-. (6.22)

ds la proposition 5.1 avec (6 : 1bi6L) le probldrne (6.2I)-(6.22) adrnet

unique solution

6 : 6ti'1€ c([0, r];r1(lR* x IR2 x [0,1]) n tr-(R+ x IR2 x [0,1]))

ot'\ > o p.p. dans JR4 x IR2 x [0,1],

olt)(m,€t,€2, z) : 0 pour 7n e ll,rn,l U [rna, oo['

tre part, d'aprds Ia d6finition des ensembles ur; (voir (6'17)), on a

DlwlcDlr""l Pour e(z/.

cons6quent, en vertu d.u lemme 6.1 et de (6.22), on a

obl : oli''l p.p. dans D[ar;] pour i, 1i,t.

. en d6finissant o par
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Dl")
D [c,.'a] \D [r;l ,i : 2,.,.,.,

o - o[i] p.p. dans D,,(r) Vz e N\{0}.

uite, en vertu de (6.21) on a

A,o(m, €r, €2, z) : F (o (z)) (*, &, tz) dans D[a4] Vi e N.

re, en vertu de (6.20) et (6.22), on a

o-o[tl _u, sur D,u(1).

, en rappelant les relations R+ x IR2 x [0,1] c .u D[r^.,;] et

IR.2 C .U D,,(1) qui r6sultertt de la ddfinition de wi, D[w1], D,u(l), on

conclure qu'il existe une solution du probldme ( .b), ( .6).

d6montrer I'unicit6 de la solution, consid6rons deux 6ventuelles solu_

ol et 02 du probldme (4.b), (4.6). si or * oz sur un ensemble de mesure

positive, alors on peuf choisir un ensemble mesurable c,; tel que

(r) < oo et que mes ({(r4,&,€2, z) e D [w]l o, # o2]) > 0.

01et, 02 sont des solutions du probldme (4.b), (4.6), o1: d2 sur

IR2 x {1}, en particulier o1 : o2 sur IRa x IR2 x {1} n D[r]; cette condi-

raine, d'aprds le lemme 6.1, que or : 02 dans D[a,,j, ce qui prouve

'est pas possible d'avoir deu6 solutiofls o1 et o2 qui se diffdrent sur un

ble de mesure strictement positive.

t6 de la solution est d6montr6e. D

( 111

o:{ o';: 
.crans

L o'' dans

IR+

pel

Por

stri

0<

Or

lR.+

tion

qu'il
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retournant aux coordonndes (m,rt,rz, z), on peut exprimer le r6sul-
tat la forme suivante.

ME 6.2.

'a 
€ tr-(lR+ x R2) satisfait aur cond,iti,ons

6(m,x1,rz) > 0 p.p sur lRa x JR2,

6(nz,11,rz) :0 pour rn e l},m"lUWd,crl,

llolll,*1n**mr) < ^r7-1 ..
wt11fr,4 - n")

M1 ant Ia constante i.ndi,qude dans la proposition i.1, alors t'dquation (2.4)

la cond,i,tion (2.5) admet unique sorution o et une seule appar-tennant d,

oel-(RaxR2x[0,1])

Ies relati,ons

o (m,r1rerz) ) 0

6 (m,11,12, z) : Q

p.p sur lR.a x lR2 x [0,1] ,

D

(^,
(2.4)

dup

pour nx € [0,m"] U [rn-a,oo[.

ONSTRATIoN. Rappellons qu'avec le changement de variables

,rz,z) + (m,$,€z,z) introfluit par (3.1), on a transform6 l'6quation

la condition (2.5) dans (4.5). Donc , si 6 (m, &, €2, z) est la solution

(4.5), (4.6) dont I'exisltence et I'unicit6 ont 6t6 d6montr6es dans
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6.L, alors, en faisant tretourner les fonctions dans les coordonn6es
le1

(m €t,€2, z), on voit que la fonction

o (m, 11, t2, z) == u (^,€r * u @ + e - 4, €r, r)

it d I'equation (2.4) et a la condition (2.b). L'unicit6 de la solution o
ule de celle de 6 d6montr6e dans le th6or6me 6.1.n
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Chapitre T

Perspective : solution gl.bale de
I'equation de coagurationr en chute
avec Ie vent horizontal

7.L Position du probldme

consid6rons le domaine rRr2 x [0, 1J, qui repr6sente une r6gion 'horizo.ntalell
dans laquelle les goutterettes se d6pracent d, cause de la force gravita,tionnelle
et avec le vent.

De manidre analogue aux cas pr6c6dents d6signons par o(m,t,t:,y,,2) la
densit6 de l'eau liquide conternue dans les gouttelettes de masse rn au point
(',y,') e R2 x [0'1j et d l'instant * e, ]R.. Toujours dr: manidre anarogue
aux cas stationnaires que nous avons 6tudi6s pr6c6demmt:nt, nous supposons
que les gouttelettes subissent re processus de coagulation et en m€me temps
se d6placent dans |air par la force gravitationnelle en subissant 6gale:ment
I'effet de frottement avec l,air environnant.

De manidre analogue d, ce qui pr6cdde, nous sommes a,men6s d, r,equation

01o(m,t,r,a, z) f- y p,y,"l . @(^,t, E, a, z)u(rn)) : (7.1)
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P(m - m' , m')o(m, ,t, t,U, z)o(m - ffi, ,t, r,y.z)drnt +

- ^ l* B (m, rn') o (rnj t, tr, y, z) o (m,, t, r, a, z) d,m,,

(r,a,") : (Ar,1a,dr), tandis que B(m1,rn2) repr6sente la probabilit6 de
ntre entre une gouttelette de masse ml et une gouttelette de m&ss€ rrz2

ue u(m) d6signe la vitesse dqs gouttelettes de masse rn. comme aux cas
on suppose que

') e C(lR* xlR+), F(mr,mz)>0 y (mt,mz) €JR.. xJR*,

p(mt,rtuz) : p(rnz,m).

re part, pour la fonction u(rrrz) nous donnons aussi I'expression

u :(r (*) = (rrrr,r,-ffi) , (7.2)

) est une fonction de 3r € R gr, est constante ( g >0), tandis que a(rn)

:T l,*

or)

est

pect

fonction de la masse m (a\m) > 0). Si g,a(m) et6(y) d6signent res_

ment I'acc6l6ration gravitafionnelle, le coefficient de friction entre les
go et I'air et la vitesse de |air.la relation (2.2) correspond, dans une

approximation, d la vitesse r6elle des goutterettes dans l'atmosphdre
(voir par exemple [15], [2), ['14]).

manidre analogue aux cas fr6c6dents on suppose

01moJm<frta{6.

sup a(zn) < oo.
rn€JR.'

0(*r, *r) :0 pour m1-l m2 ) ffia.
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la commodit6 de la notatiotrr, nous posons

0-6 F sup a (rn) .
rz€R+

la suite, nous allons envisager re probldme de trouver une fonction
,t,r,A,z), qui verifie l,6quatipn (2.1) pour

(m,t,r,y,z) qlR.. x 1R..,. x lR.2 x [0,1j,

la condition aux limites

o (m, t, r, U, L) : dt(m, t, r, A),

condition initiale

D6PAmEMENT DE MATHdMATIQUEs

(7.4)

(7.3)

o(m,0,r,a, z) : o-o(m,r,A, z).

que

or(m, t, r, A) : os(rn, r, U, z)

pour

7.2

e [0,m"]uWe,x[.

Pr6liminaires

r.soudre l'6quation (2.1) avec la condition aux rimites et ra condition
nous allons ra transformer en une 6quation difi6rentielle ordinaire,
luisant les variables (m,t,r,A, z) + (fr,,i,€,g,2) parles relations

fi1, == rn,

t -,,a(m\.( : u _ a\U)__:_-_ ! (I _ z),
- '-' I
9: U,
2: zt
- 1-zt:t*+.

uVVt)
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ol)

no

m) est une composante rfvefticaler 
donc u(m\ : _ g

d6finissons a(m)'

i,€,9,2) : o(m,t,r,a, z) : o(m,i+_aP (t_z),€+o(u\!fu) ,-g n-(L-z),a, z).

6viter la notation lourde, oq va 6crire simplement Tk, rt Aet z au lieu
€, il et Z et encore o(m,I,$,u,") au heu de 6(fr,,i,€,g,2), cequi nepas d'6quivoque dans le caloul.

constate que dans les coofidonnles (m,i,€,A,2) l,6quation (2.1) seme en

7r { v z : {'T':;l;[j #,f '_i,',i ft, ],

,i, z) : i - #t, ,!!,{)-;,") = 1,,e(*,i,,)n [0, rnj x R2

o(

Po

de

tion (

I i. (*,m,,i,€,a,2) : i - +1+ L,-",

I ry(-, ffi',€,U,2) - €*rd)W"t'!' 4
manidre anarogue aux cas p{6c6dents nous alrons r6formuler l,6qua_
5) en une 6quation diff6rentiElle ordinaire d, valeur dans un espace de
, nous introduisons pour chaque z e [0,1J fix6, la famille de courbes
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(rn,i,s, r) : q -o (il f O _ 
") 

.

6tant, on peut 6crire l'6quation (Z.b) dans la forme

a
Uol") : F"(a(z)), o(z) : o(.,.,.,., z),

n'L f- @ J r,,rr^,r, r,n, n 
B (rn, nt' ) F (ffi', 7, q, g, z) o (m, i, €, a, z) pt, (dmt ),

et q't et V et 7,sont d6finis par les relations

(*',V,n) € 7r,e@,i,{,y,2)t (^ - ^,,1,,T,,) e t,{^,4r,o,a.

les conditions a'x timites et les conditions initiales se trans-

o (m,i,€,u,1) : oi (rn,i,€,y) 
,

/ r-z \o 
\,-' "(r")'€'a'' ) 

:d6(rn'€'a,"),

DEPAmEMENT t)E MATqEMATteuEg

(7.6)

(7.8)

(7.s)
ooori

vari

7.3

et oi sont les fonctions obt$nues de o6 et o.1 par le changement de
introduit ci-dessus

(7.6)-(

La solution avec la condition d,entr6e de
classe .L1

d6montrer I'existence et .u$icit6 de la solution grobare du probldme
'8)' nous pr6cissons d'abord que le domaine dans requel nous allons
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l'6quation (7.6) est

">0,6€R,HR,6 .".r1r,€,0,, 
: 

{

DEPAmEMENT DE MATaEMATIQuEs

(7.rr)

(*,1,€,a,2) elRa x JRB xl0,l[/r, ffi,],
(7.10)

on

fo

Av

le

sui

{ @,i,€,y,2) e ]R+ x lRs x [o,r] / i: ffi,] ,

16: {z: 1} n O

tions (7.7)-(7.8) peuvent 0tre 6crite dans la forme

o - di sur 14, o : r.-6 sur fo,

d'6tudier le cas g6n6ral du ppobleme (7.6)-(7.9), nous allons examiner.
of la donn6e ai appartient d tr(rb). Donc ce cas on a ra proposition

RoPosrTroN 2.1.

o1o1 € L'(t") n r-(1,) Qt opl e r1(t6) n z-(fa) telles que

d61(m,i,€,y, z) > 0 p.p. sur fo,

d61(m,i {) > a p.p. sur f6,

rn,I)€1a,2) : 0,o161(nr,i{) : 0 pour m e[0,m"]uWe,x[.

max(lfa1,, llr-(""), ffo-16y llz,-qrrl I . rvffi ,

Mt : sup Y*4 pW - rh,,ffi,),2d,.s.rn<fr.a,fi.iSmt1m_do 29
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:^::" 
une soluti,on o et xme seule d,e t,dquati,on (7.6) sati,sfai,sant aur

DEPAmEMENT DE MATTEMATIQUES

(7.12)

(7.i3)

o -d61 suf, f:6,0:d(o) s,ur lo,
appartenant d, la classe

o € c([0,\; 111n;n r*(CI)),

Q": {(^,i,€,al € lRa x Rr/i > 5il.u\m)'

EVIOXSTRATION. 04 considdre le domaine

0*:R1 xJR3xJ0,1[,

condition d'entr6e sur lR4 x R.s x {1}. Donc, pour d6montrer la pro_
L' il nous suffit de transfornler re probldrne (7.6)-(7.12)pour ce faire,

uisons d'abord, pour chaque point (m,i,€,.y) € lR+ x IRB le nombre
) e [0,lj d6fini par la relatioh

(
h(m,i) : I T*(o' 

r+ ffir.) si f < o,

(, sit>O.
le

0: {(nz, i,€,a, z) € CI*lo < z < e,r(m,i)},

t,€,a, e{m,I)) € la LJ l"V(m,i,€,a) € jRa x tR3, ; >
par 0 sur fl_\(^) la fogrction F,(o(z))(m,i,€,U)

us pr6cis6ment on pose

(7.14)

Q(m,

F,b

(7.15)

_@
I

d6finie dans(7.7) ;

"))(*,i,€,u) - { r"fr@)(*,i,€,a) si 0 f z ! (1(m,i),( u si (1(m, D ;; < i'. Q.r6)
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pose en outre

DEPAmEMENT pE MlrsEuerreues

'i_-9<f<0,sif>O, (Z.LT)
sif < _*

Cel 6tant, on considdre l'dquatiqn

*ru, : r"6p71, 6(,):6(.,
la condition

.,., ., z) dans d)*, (7.18)

(7.1e)

(7.21)

z) v6rifie 6ga-

F", (6(z'))(m,i, 
E, g)dz,

(7.22)

6(m,i,t,u, l):dq,67(m.,i,€,y) dans JRa x lR3.

forme int6grale,

En

oUt

tu de (7.16) et (7.1.2), it r6sqlte de (7.20) que

m,i,€,y z) :66,u,1(n,,,i,€,a) - /"' U",rr(2,))(nt,,i,q,g)d2,. (7.20)

\m,t,€,u, Q(m,i)) : 6(,r,1,€,g, L) : o1t1(m,i,€,a) si i > 0,

ctest- lre

6:d67 sur lp, 5,:d{o) sur lo.
si 6(m,1,€,a, z) v6rifie (7.20), alors 6(m,i,t,a,

6(^, z):d67(m,i,€,A, Ct(m,i)) - I"n'*''
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5.1

I',IO

cas

ils

7r,{,y,2

ment

nous

7.1 qui

a(m)_; <r<0, 0<zf e{m,i1,

,i,€,a, z): o61(m,i,€,y) * 
/"t 

u",ru(",))(^,i,E,g)d,2, pour i> 0.

(7.23)uit de (7.2I), (7.22) et (2.2$) que , si 6(m,i,t,a, r)v6rifie alors la res_o : 6ln de 6 sur O verifie (7.6)_(7.12). pour appliquer la proposition
cas stationnaire au probl.rpe (7.20) nous rappetons que l,op6rateur

)) ne diffdre pas de l,op6ratgur F"(o(z))que par la proposition 5.1 du
par la relation

/ t-, ,..Fz\o\z))(m,t,€,u) : 0 dans,0_\f,),

du mdme type que da's e. rrtrous remarquons aussi que chaque courbe
appartient entidrement d, f2 Qu entidrement e CI."\Q ou bien entidre_
I'interface on t*\n=, que or a ut'is6es dans la d6monstration du la
tion 5.1 au cas stationnaire.

les conditions sur d6,os, e,a d6finition (7.17),qui implique enrre

f la1",6; lf z* 1n+ xR) == max(llar,l llr- 1"";, llo-p; f f z* 6u; ),
uvons transformer res condilions pour o61 et dp1 d.e ra proposition

Pour o-(@,b) sur iRa x ft.

d@,u)(., ',.,.) € It(lR+ 
" Rt) n r-(lR.+ x RB), G.24)

d6,07(m,1,€,a) , o p.p. dans JR..,. x IRs,

supp(dr",ol) C Wo, DaJ x JRs,

llo6,u1 llr*qu*,o.; < Wd _eJ
50
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bldme (7.20) v6rifiant

6 e C([0,1J;1,1(R* x Rr)) n r-(R+ x ]RB x [0, 1J).

(7.s

e nous l'avons remarqu6 en haut, la restrictio n o :6fe v6rifie (2.6) etLa proposition est d6montr€e. !

7.4

r les conditions (7.24) et (7.25) comme Ies conditions que ceres du lation 5'1 de cas stationnairle, arors il existe une solutio n 6 etune seure

L'id6e de l'existpnce et l,unicit6 de la so_Iution globale dans le temps avec le venthorizontal

peut

manidre analogue a'x cas pg6cedent, et pour arriver d l,existence et
3 de la solution grobale avec re vent horizontal dans re cas g6rr6ral, on
iliser la propri6tes de 'c6ne de d6pendencer et re th.ordme d,existence
ritre pr6cedent.

voit ce probldme d des 6tude6 futures.

5i
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