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Dans travail de m6moire, :nous nous int6ressons a une technique qui dite m6thode
de pert ion qui permet de d6terminer une solution approximative d,rure 6quation

ordinaire non liln6aire, nous nous limitons A des 6quations difi6rentielles
du t5'pe :

I t @,a,i) : €l @,ii)

I o.e<<1
iciterons des m6thqctes de perturbation r6gulidre ainsi que la m6thode de la

qui est l'une des m6fhodes de perturbation singulidre .
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Abstract

of memory we ipvestigate a technique can be used to find an approximate
of a system of difierqntial equation.

We will in methods of rEgular and singular perturbations.

In this we focus on a tephnique called perturbation method which allows to deter_

In this

nune an

wb

one of

approximate solutio4 of a ordinary non linear difierential equation, we restrict
to differential equations of order 2 of the type :

) t'(a,i,!)) : €f @,i))

I o.e<<1

t regular perturbation method and method of en moyenne as wen as that is
singular singular mel;hods.



0.1 fnftroduction

Newbon , les 6qtrations diff6rentielles jouent un r6le ,:ssentiel pour la mo_

de systdmes physiques, m6caniques, chimiques, biologiqu,es ou 6conomiques et

une pr6pond6rante des ph6nomdnes mod6lis6s par les math6matiques le sont par des

6quati

Les 6q

di.ff6rentielies.

tiorrs difl6rentielles sorLt apparues dds le d6but du caJcul diff(rrentiel 116eme - 17dme

siecle), diverse motivations, g6om6trique ou m6caniques. Elles sont particulidrement

tes pour la descriptiorr des mouvements, ou des systdmes clynamiques.

Le

I'6tude

et celle,

Dynami

la

ier objectif de ce r:ours est l'6tudes des systdmes dynerniques, c,est d, dire
itative des 6quations diff6rentielles ordinaires. Le terme << systdme dl,namique

paru au d6but du )CKdme sidcle entre la pubJication du trait6 fondateur de

( -L€s m6thodes nouvelles de la m6canique c6leste u ("f. [.Poincar6])B en 1gg2,

1927, de la monographie de Birkhoff (cf. pirkhoff]) justement intitul6e <<

systems >>. On cesse alors de mettre I'accent sur les m€,thodes exp]icites de

La

r6soluti , dont Poincar6 ar,ait montr6 qu'elles ne permettaient pars de comprendre les

Ies plus int6ressants.

ders perturbation a 6t6 utilis6e dds le d6but du XVIIe sidcl,e par ies astronomes

pour les ins de la m6caniquLe c€ieste.

La m6t a par ailleurs 6t6 abondamment utilis6e au XXe sidcle pour les besoins de

cluantique, d'abord en m6canique quantique non reiativ.iste, puis en th6orie
quantiq des champs pertr.rbabive.

Notre ire est l'6tude des m6thode des perturbations des 6quations diff6rentielles,

elle trois chapitre :

Ltou corrlmence par des rap,pels sur les notions g6n6raies concerrumt les outiis de base

de la ie des systdmes diff6rentiels qui comporte plusieurs notions:importantes (points

critiques, lindarisation, ensembles limites, cycles limites.,.), et systdmes dynamiques.

Dans le chapitre Nous introduisons ia th6orie des perturbatiorurr6gulidres, qui per-

met, ies solutions d'une 6quation, de comprendre les solutions des 6quations



i'appliquer sw l,6quation :

L (v,it,!i) : ef (i,il .

Nous i dursons aussi les m6lbhodes singulidres, et pa,rmit ces m*thodes, nous esquissons
mdthode de la moygrrne.

Enfin l' jet de chapitre trois est d'6xpliquer 6videment la m6thode de ra moyenne pour
l'€tude cycles limites d,un c,entre lin6aire perturb6.
Nous par le th6qrdme de cas g6n6rar et nous 6tud.ions un exemple pax sa

l'6tude

7



pitre 1

No ions prdliminaires

tre' nous rappelons des notions g6n6rales. Nous commengons par d6finir le
'6quation difi6rentielle, les systdmes dynamiques, les points d,6quilibres et le

et la notion d'un cycle rimite et l,ampritude d'un cycle rimite d,un systdme
nous introduisons les diff6rentes notions de ra stabilitd; des sorutions d,un

is6 d'un systdme 
'on 

lin6aire au voisinage d,un point d,6quilibre. Ensuite
nous les t;4>es des points singuliers. Ensuite nous introduisons le portrait

Dans ce

systdme

systdme

de phase

planaire.

tel e diff6rentiel et en passe d r'6tude de la stabilitd des cycies rimites.



1.1

1_.1.1_ Notion fondarnentales et d6ftnitions

Uns d'6quations diff6rentielles ordinaires

r6solu

rr (t,ur,itt'" ayi,uz,!/2,." ,gf,r'),' ' . ,un,.{/n,'. . ,uf")) :6 (1.1)

rapport aux d6riv6es k : f,E d'ordre le plus 6Iev6 yfkr),Atrz,. , . ,AX^, s,appelle

systdme ique, on l'6crit sous la forme :

..(kr) n f , (rc-l) fkc-r\Ai '' : It lt,yr,Ul ,...,Ui'- -''U2,...,U)'"" "
a*') : f, (t, yr,'ir, ..., aln-t), u2, ..., a*'-tl

Systdme d'r6quation diff6rentielle

,o*"-t')
,o*"-")

,'a*"-'))

kn

(1.2)

ordre du systdme (1.2) le nombre p : kr * kz *... *
t.1.

d'6quations du prernier ordre

dyt
dt

: fn(t,ut,Uz,'" ,u,"), k:S', (1.3)

ori t la bie ind6pendante et ur, u2, ' . . , un sont les fonctions inconrrues de f , s,appelle

systdme , I'ordre du systr)me (1.3) est frn'r.

1/ On di que deux systdmes so.nt dquivalents s'ils possddent les m6me solutions.

2l Tovt canonique (1.2) peut ie ramdne au systdme normale (1.3) (6quivalent)

et l'ordre ses deux systdmes sera le m0me.

L.2.



--l

--l au systdme normale J.e systdme diff€rentielle suivant :

I t-u:o
t ttg -2r:o

1:3.

Bysteme canonique

fi, U2 : i, As : g; le s;ystdme normal d'ordre 3 6quivalent est :

It':*
l1;,:;

diff6rentielle et tout systdme canonique se transforme

6quivalent (o4t les mdmes solutions).

I n:,
I u:?*

d'ordre

Soit gr1

[ouJours en un

L.1,2 Fiorme d'un syEt€me lin6aire

Tout lin6aire s'6crit sous la forrne :

lli1n

ivalent d

i:A(t)y+B(t) (1.4)

ot A (t)

(1.4) s' systdme difi6re4rtielle lin6aire d coefficient non constante et avec second

membre.

.t\
ito: Lau (t) ui * bi(t) ,

j'=L

10



homogdne associe ii (1.4) est

it:A(t)y, B(t):O

(
I Ut: Uz

) !z-u,
l:
I

I ri" = f(t) - o"(t)un - ... - at(t)yt

forrne matricielle comme suit

it:A(t)y+B(t)

[j]
,:(': et B(t):

010
001
:0
ioo
00

-or (t) -az(t)

A(t):

solutio4 d'un syst€me lin6aire homogdne

114 : (M1M2. , ' M") ayant les colonnes Mt, Mz,. . . , Mn.

1.1_.3

Soit la

11



queM-A(t)Malors

Mr: A(t) Mr

Mr: A(t) M2

M s'appelle matripr: solution du systdme y: A(t)g

matrice sollrtion {::} sss colonne est une solution

'{',:'-,+;r =AY

': ( ',),o: (n,) ,,: (-', ;)
Matrice

L'6quati diffdrentielle 6quivallente est : !i : 2: -y :+ il + y : g,

ilfn: A(t) M*

(;:[i )

sa

M1v€nfre systdme it: AA caf :

A : y(*): A1 cos(r) * c2sin(r) , cL,&2 constarrtes

Mr:

M,: ( :.f1, )
12



AMr:( :, ;)(::1;): (::,ft,) - M,:AA.,

pow M2: ( :":,?,, ) 
o*, ce cas M : (M1M2)

( sin(r):l
\ cos(r)

pour le systdme i : Ay

cos(r) 
)

- sin(r) f
est une

1.L.4

Notion

des solut:ions dtun systdme lin6aire homolgBne

matrice fondame:ntale.

Si @(f) es une matrice carr6 ayarrt po,r tout t € 1un d6terminant n'n nul et si iD(t) est
solution I de g : Ay c"=st, -d- dire

o(0 : A(t)6(t)

appel6e matrice fo:ndamentale du systdme il : Ay

Les n de la matrice fondamentare aft) @ x n) sont lin6airement irLd6pendant
et forme un systdme fondanlental de solution pour le systdme

A: Aa

Si A(t) es nne matrice fondame:ntale du systdme diff6rentiell e i : Ag et si k est une
matrice non singulidre (det k + 0) alors i[ (t) : O (f) ft est iaussi mratrice fon_

13



du mOme systdme.

1.1.5 Systdme diff6rpntielle lin6aire d coefficient non constants.

et unicit6 des sqlutions.

le probldme de c&rrchy

f
) ir: A(t)a + B (t)

I u(to): uo

B (f) sont continues $ur un intenialle .I de IR, ts e I, go € R".

(1.5)

or A (r)

Soit A:
B:I--+

t.2.

'- M(n x n;lR)

continue pour torlt f6 € I, Ao € R', le probldme de cauchy (1.5) admet une

unique iolr y(t) dans .I.

Soit a(t)

g6n6rale dtun systi)me homogdne

une matrice fondarnqntale du svstdme

A: AY

la soluti g6n6rale de (*) est

s(t): o(t)c

Ot, c est vecteur constante.

Si on la condition initi.ate

v(to) : yo

(*)

14



ue solution d" (*) vdrifiant cette condition initiare est

y(t):o(t)o-1(rs)y6

diff6rentielle lin6aire non homogCne

it:A(t)a+B(t) (**)

, B (t) continues sur un intervalle I de R.

cas scalaire on peut 6crire ra sorution g6n6rale d" (**) comme ra somme d,rure
idre de (**) ut lla solution g6n6rare du systdme homogdne associe

tt : A(t) y

de la variation de lil constarrte s'applique aussi les systdmes lin6aires.

La soluti g6n6rale de (**) est

alors I

avec ,4 (

Comme

solution

O,i so (t)

y(t) : acu (t) + yp (t)

un solution partiqrtridre d" (*), acn (t) est ra sorution g6n6rale de

y: A(t)y

tt:A(t)y+B(t) (**)

g6n6rale de (**) est :

15



ori o (4 t une matrice fondamentale du

a' : A(t)a

la condition irritiale

a(h) : so

solution d" (**) v6rifiant cette condition initiate est :

1.2 ystdmes dynamiques, points critiques

dynamique sur IR" est ure application : u: lR+ x iR'----+ IR" d*finie sur tout
JR+ x lR",

1./ U (',r)
2/ U (t,.)

3/ U (o,r

4l u(t+ n) : U (t,U (s,r)) poru f, s € IR+, r € IR"

Soit le lin6aire :

t € lR+, rs € IRn (1.6)

: lR+ --+ lR'est contlnue.

lR' ---+ lR" est continue.

t

y(t) :cO (r) + uO): o (r) [ *-'(s) B (s) ds
J
ts

v(t) : o (t) o-t (to) yo+ o (r) [ ,-r(s) B (s) ds
J
ts

tr==o'
I r(o):so ')

16



wre matrice constant(:. La solution de f1.6) est :

r (t) : e'Ara

(1.6) engendre un syst6me dlma.mique, car I'application :

[/ : ]R+ x IR' ----+ IR'

t € IR.+, r € IRa associe :

U (t,r): etAt

quatre propri6t6s pr6c6dentes.

(1.7)

Eun de IR', f : E --+ ]lR' est un champ de vecteurs su .E et soit rs un point

critique

non lin6aire

i:f(n),neE (1.8)

(1.8)

tion 1.4.

h: Ar

o* (#r*)) : Df (ro)
\drj' '/t,i:r,

lin€arisation du systdme (1.8) en /s, ou le systdme lin6aire du systdme (1.g).

Le systdme lin6aris6 clu systdme (1.8) s'6crit :

f ', ) __ ( #o"t #r^i \
\0, I \ ffi(".) #t'"t J

Le sys

est appel

Si n:2

(;;)

17



1.5.

Un ooi critique rs de (1.8) est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de ,4 :
Df (*o) 'a de partie r6elle rurlle

1.4.

L,2.1

Cas

Soit

Le poi

d'6quilibre hyperbollirlue est soit asyrnptotiquement stable soit instable.

Classiftcation des points dtGquilibre

systdmes lin6aires

le svstdme diff6rentiel lin6aire A coeffi.cients constantes dans IR2 :

t t:a11r*a12!

| ,; : a21r ! a22!

/\
+x:["t atz 

]x
\o" o" /

<+*:AX, ori detAl0

(0,0) est le point critique.

Pour 6t ier le type du point c:ritique (0,0), iI faut 6tablir l'6quation ca,ract6ristique :

Pa (,)) : orr - ,\ atz

azt azz- )

Ies racines .\ro lz.

Les cas varrtes peuvent se trprfsenter :

1-v propres de a sont r6elles.

Si: )1 )2, dans ce cas la m&1;rice A diagonalisable.

-0

18



Aprds changement de base, on peut supposer :

,: (l' :,

se r6duit d

i: )fi
U:\zy

(0,0) est un noeud propre asyrnptotiquement stable.
(0,0) est un noeud propre instable.

f
) ,(t):cLe)tt

t v(t):c2s\zt
g6n6rale de ce systgrne est :

sont les courbes: y + cbl* , c € lR et la droite r :0

La

Les

)1 ) 0, ,\2

)r(0,)z
b) .\1, 

^2
instable

Nous deux sous casr :

a) .\1,.\2 m6me signe :

> 0 : (0,0) est rm nopud impropre instable.

< 0 : (0,0) est un noe:ud impropre asyrnptotiquement stable.

Si )t:1,
a) a est

srgne oppos6s : on dit que (0,0) est 'n point selle (col) qui est

deux cas sont possibl.es :

alors .4 est en fait diagonale, la Eolution g6n6rale :

r (t) : c1s|fi

y (t) : qe^'t

Les orbites les courbes: y : cn) c € jR et r : 0

dit que (0,

)r:)z<
)r:)z>

est ul noeud propre.

toujours

19



non diagonalisable.

une base dans laquelle, la matrice A et le systdme s,6crive :

/\r
e*.{^'o ).J i::)n

\r ^,)lt:r*)tu
g6n6rale de systdm.e est :

( *(t\:cte\Lt('
I u(t):(cz+c1t)e^n

et (0,0) appel6 noeud excqptionnel :

uement stable si

.lr:)z(0

)r:iz>0

propres de e sont complexes.
A2: p - i,q

, q * A -> (0,0) est ur foyer instable.

,q t' 0:+ (0,0) est tur foyer asyrnptotiquement stable.
q * 0:+ (0,0) est tm centre qui est toujours stable.

non lin6aflres

maintenant le Eystdme non-lin6aire :

* : f (*),, : (rt,...,rn), f : (fr,..,, f,)

2- Les

lr:p*
1)sip>
2)sip<
3) si p:

Cas des

(1.e)

critique zs de (1.9) est apper6 puits si toutes res vareurs propres de la matrice

20



A_D (zs) ont des parties r:6el1es n6gatives; Il est appel6 solrce si toul;es les valerus

propres la matrice A: Df (rs) ont des parties r6elles positives; Il est appel6 selle s,il
est bolique et si ,4 - D f (ro) r au moins une valeur propre avec une partie r6elle

positi

Der:x

et au moins une valeur propre avec une partie r6elle n6gative.

r: f (r)

*:s@)

(1.e)

(1.10)

d6finis

existe

Si rs

point

est topo

L,2.2

On

champ

deux ouverts U et V respectivement, sont topologiquement 6quivalents s,il

hom6omorphisme

h:U -+V

transforme les orbitesr de (1.9) en celles de (1.10) et pr6serve le sens du mouve

I".5. (Hartma:n-Grobman).

un point d'6quilibre hlperbolique de (1.9), alors iI existe un voi.sinage de ce

le quelle systdme

*: f (r)

uement 6quivalent d son lin6aris6

i:Ar

Portrait de pharse et cycles limites

de phase

tion 1.8.

sur un portrait de p.hase quelques orbites remarquables, et l,orientation du

vecteurs dans quelques zones.

21



On tracer le portrait de phase sans r6soudre expJicitement l'6qrration, et ceci permet

d'avoir informatiors impo::tarrtes sur le comportement qualitatif des sc,lutions.

On le systdme planaire (plan) :

l,*:P(*,a)
\ o: e@,a)

Q sont des polynOmes en r et y.

(")

otP
Les de (o) sont repr6sent6es dans le plan r, y par des cou::bes appel6es orbites,

les poi critiques de ce systdme sont des solutions constantes.

La compldte des orbitesr du systdme (a) ainsi que les points critiques repr6sent6s

dans Ie r, y s'appelle portrait de phase, et le plan r, g est appel6 pla"rr de phase.

tion 1.9.

Une tion pdriodique du syrstdme (a) est une solution telle que :

(r (t + T) ,u (t + 
")) 

-- (* (t) ,u (t)), pow T > 0

solution p6riodique correspond une orbite ferm6e dans l'espace des phases.

Nous n consid6rons que des s'ystdmes diff6rentielles autonomes

d*_,
dt-r

Cycles

* (t)) , ori / est une frrnction de classe C1 d'un ouvert U de lR' dans 1R', ,, e X.l

ition 1.11.

Unc Iimite du systdme (a) est une trajectoire ferm6e isol6e, c'est; d dire r1u'on ne peut

pas une autre orbite ferrm6e dans son voisinage.

Une tra ire ferm6e est une orbite (i.e. les solutions t --+ r (t)) non r6duite d, un point

22



est

par les

Soit

Un point

et

d 

'a 
condition initiare aprds un certain temps. Isol*e signife que res trajectoires

sont pas ferm6es elres spirales autour du cycre limite en s,en 6roiggrant ou s,en

trajectoires voisines s'approchent du cycle iimite le cycle est clit stable ouattractif, sinon' il est dit instabre ou dans des rares cas, semi-stable.
Les c limites sont des ph6nomdnes non rin6aires. Ils ne peuvent apparaitre dans des

qui revi

voisines

approch

Si toute

systdmes

Bien sfir

iso16e.

L'ampli

Dans un

1.L2.

1.13

n systdme lin6aire r == Ar peut avoir rme orbite ferm6e rrrais elre ne sera pas
effet si a(f) est une solution p6riod,ique non constarrte, ar(t) aussi, donc r(t)
d'orbites ferm6es norr rdduites d un point.

d'un cycle limite est ra valeur maximare de ra variable r sur re cycle rimite.
systdme, I'amplitudie d'une oscillation lin6aire est entidrement d6terrnin6e

Soit 7 (rs I'orbite qui corresponrl d,la solution T (ro,0) : ,0, c'est d ,lire que, :

I \,.rs) : {r (ro,t) : f e R}

f(ro):{n(ro,t):r>0}

1-'(ro) : {tr (ro,t) : t < 0}

€ R' est appel6 poirrt limite positif de l,orbite 7 @o) correspondant d la
solution z'(' f) s'il existe une suite tn --+ *&, tel que les points

T (no,tn) - y quand ?? --+ *oo
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Un poi

solution

et L'

1 (u0),

A_

I € R' est aPPel6 P'oint limite

("0, t) s'il existe une suite f,, -r

n6gatif de I'orbite T (r0) correspondant e h

-oo, tel que les Points

n t(fro,tn) - y quand n'-+ *oo

L.1'1.

L' des points limites positifs d'un orbite 'y (frd s'appelle ensemblt; limite tu de

t (ril, le note aussi

A* (ro) : {y : - r(t,) "+ acr.f t (ro,t,) ---+ g quand n -+ *oo}

ble des points limites n6gatif d'un orbite ? (r0) s'appelle ensemble limite a de

le note aussi

) : {y :1(t,) -+ -oof n (ro,tn) --+ g quand n * *oo}

des cycles limites des systdmes planaires

1.6. (Poincar'€-Bendixon)

Soit A r6gion ferm6e bornL6e du plan (*,A), on suppose que 1+ (rs) du systdme

I t: p(r,a)

\ o: q@,a)

d,l'int6rieure de A, rilors 7+ (rs) est :

(1.1i)

(1.12)

se trou

soit

vers

Soit le

orbite p6riodique, soitb qu'elle tende vers une orbite p$riodique, soib qu'elle tende

point d'6quilibre.

de Bendixon.

planaire

*:f(r), avec f :(P,q)r,etX:(r,g)"e R2
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dans E, le systdme (1.12) n'a aucune orbite ferm6e entidrement conte:ru dans 'E'

Soit le

b: u: f (r,Y) 
, avec p(r) >o,Vr e R.

it : -q(r) - p(r)a : e(r, y)

Y (f ,d == 0 * (-p(r)): -p(r)<0,VreR

Soit /
champ

donc,

L.2.3

Ct (E) ori E est 1ne r6gion simplement connexe d.ans IR'2' si la divergence du

vecteur / (not6e VJ') est non identiquement zbro et ne cha'nge pas de signe

systdme n'admet aucune orbite ferm6e.

th6orie de la stabilit6

f (r): Ar

d'6quilibres sont le,s r tels que Ar : 0 (et 0 est dorrc toujours un point

1_.15.

On point d'€quilibre, ou point fi.xe, ou point stationnaire l;out point r* tel que

f (*-)
Dans ler

les poi

d'6quili

ion 1.16.

Soit le diff6rentiel nc,n lin6aire et non autonome : la variable independarrte f,

explicitement dans l'expression de / :

* =.yt : f (t,n), t eJR+, r € IR" (1.12)

que "f satisfait les ,conditions du th6ordme d.'existence et d'unicirbO du solution'
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${t) dusystc&e (1.12) v6rifianr

d (to) : Qo

> 0, tel que pour toute solution r (t) de (L.I2) v6rifiant

Il*Uil * d(tilll < d -) Il*ft) _,b(t)lt 1e,vt) to.

,tjg ll" (t) - 6(r)ll : o

I (r) est dite asyrnptotiquement stable.

$ (t) est dite instatile si pour a > 0 aussi petit que l'on veut, r,in6galit6 :

llr(t)_o(t)ll<€

pour au moi4s une solution r (l) .

L'6tude la stabilit6 de la solu.tion : /(r) de (1.12) v6rifiarrt

d(til:4o

d celle de la s'orution nute d'wr systdme analogue au systdme (L.rz).

Qst

n (to)

stable si Ve > 0,lo
06,OO&i

la

La sol

n'eFt pas

peut €tre

En effet :

.Soit / (f) de (1.12) :

4: f (t,4i: #.

v(t):r(t)-g(t)
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l\

UQ) t une nouvelle fonction incorurue.

: f (t,y (t) +,h (t)) * f (t,,1)

(*)

On que g: 0 est soluticrn de (x) :

pollr :0,*:0: f (t,il- f (t,d):0
1.17.

La

sol

ion r! (t) :0 de (1t.12) (Q(ti:0) est stable si : Vs > 0,:1o > 0, pour toute

r (t) de (1".L2) tel que :

n(h): no

llr(t')ll <o+ ll"(t)ll 1e,vt,ts.

1.5.

que la solution dr.l. probldme :

{; - r --;' 
; '(o): v(o): o

est

Solut

Ona de connaitrc Q{t) qui v6rifie :

d (o) : (;)

x (t):

d,y , dr dd)

dt"dtdt
: g (t,g)

: (;[ll)

(;8)

27



;' ) 
(;)

x(o):(;lll) :(;)

<+ (;) :(l
<+ X:AX

Ir*-,
I o="

propres de A sont : ): * i

g6n6rale de X: llX est :

les

pour.\ :2

(A- )41)q : o

+ (;' l)(;) : (;)
=+ f:_;;:, +n:iu

,': (l) : (l) .,(;)

": (; :):'

x(,):(;[]) -Pexp|'(: ;)] "'€)

28
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I

On va

Ve>0,

ona:

cw: (;; :;')a
+ 

tr[:) : (;;Ji;;i:: :)' "''cz rcns'ban'ic?s

(;3) :(3)-{;31:;:;

+ d (t): (l) "',u"

ffl') : a) * {;l;1: ;=;:
=+ x (a) : (' ti]) : (rocosr - 316 sin\ ' \u @) \16sin t * Uo""rr.

que la sotution nule /,U : (;) esr stabte d(0) :
o > a, tel que pour tc,ute solution 

CW qui v6rifie:

(;3):(;:),

ll(il)ll ." -ilCt),)ll . e,v,,,s

ll 
(;31) 

ll 
: 

ll 
(;r;;ff;il 

il

ll(;)ll :,',, +r.,t,

(;)
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r-

rr

ll(;8)ll 
: l'(r)l + ls(t)l - 116cos t- vosintl * 116sinr*s6costl

de prendre o : Zdl'or) r/ (t) : (:) est stable.
\u./

cette stabilit6 est asyrnptotique

ca,r :

,!g ["' 1t) + a'z(t)1

,tg i("0 cos t - 96 sin t)2 + (rs sin t + y6 cos t)2]

r3+d+0.

des cycles limites

Soit un cycle limite

I est

trajec

f est

si A+ (ro) : f, pour tout r dans un voisinage de f ceci signifie que les

voisines sont atfiir6es par le cycle limite.

si A- (ro) : Jf, pour tout r dans un voisinage de f ceci signifi.e que les

traj voisines sont refoul6es pax le cycle limite.

f est stable si les trajec*oires sont attir6es d'un cdt6 et refoul6es de I'autre c6t6.

.. ll ("(t)\ ll'ItlTl il| |il F:,; ll\s(r)/ ll
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2,t

lorsque

tement.

sous la

tion ap

Dans ce

of e est un

bien com

pitre 2

M6 hode de perturbation

roduction iau m6thode de perturbatio:n
de perturbation est u:ne m6thode math6matique g6n6rare q,i prermr,:t de trouvern approch6e d'une dquation math6matiq,r" (E ) d6pendante rl,un.paramdtre esoiution de 1'6quation (.Es), correspondant d la valeur , _ 0, est corurue exac_

:^-t1':': Tirnl*rrtnae 
(8,) peut 6tre'ne 6quarion arg6brique, une 6quation

une solu

diff6renti

exacte, m

tielles. On

tielles non

'"'La m6thode cons:iste d chercher la solution approch6e de l,6q'ati on (E")e d'un d.veroppement en s6rie des puissances du paranidtre 6, cette soru_ch6e 6tant suppos6e 61;re une approximation d,auta.'t me'reur.e de ra soiution

__-c^o]u]^, 
*" 

ll.*,eur 
absolue du paramdtre e est plus ,,petite,, 

(u << 1).apit;re on va consid6rer'res dquations (.E") comme 6tarrt des oq.,*tio',rt"ai;;"j-
va appliquer la th6orie de perturbation pour r6soudre des iiquations diff6ren_
in€aires du second orclre sous la forme

((8"))

It paramdtre et / er;t une fonction analytique non lin6air,e dre g et; ff. pour
re le principe de ce1;te m6thode, on considdre cet

#,Y.a*er(0,#):o

31



problCme d valeur inlt,iale

#*ue:€, v"(o)-1.

y"(t):e+(1 _e)exp(_4.

du probldme non perturb6

#r*n:0, v(o):1

u (t) : exp (-r)

entre la solutio* du probrdme non perturb6 et probldm* perturb. est :

lu"(t) - y(t)l: ls- e exp(-r)l : s11 - exp(_Al < e, Vr ) 0.

que la solution approch6e tends vers la solution exacte.
2.2

On a une tre situation pour [e probldme

#-ue:€t s"(o):1

non perturb6 :

ye (t) : -e + (1 + e) exp (r)

ti\r-':o'Y(o):1
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a (t) : exp (t)

lu" 1t1 - y (t)l: e 11 - exp (r)l

Sur l'i lle 0 ( t < 1, r'erreur est de l'ordre de e. ce n,est pa-s le cas pour fcrolt sans 6tre bo,rn6e.
la di

On dit

y(e), e >

Jr

alors on di

Soit l'6q

p6riodique.

y (t) est rure soluti<in p6riodique pour l,6quation

>1ori

(2.1)

&u/
ffi+a*ef(r,#r):o

un constarrte positif :f > 0 qui v6rifie :

y (T) : y(0)

le p6riode le plus pel;it ? v6rifiant (2.1)

de la p6riodicit6 est aussi une p6riode.

2.2 6thode de perturbation r6guli6re
2.!

que on a le probldme (8") avec un petit paramdtre 0 < r << 1 et .ta solution

Jgr (e) : s/ (0)

que le probldme (E ) est r6gulier.

on diff.rentielle du second. ordre, non lin6aire, perturb6e, contenan un petit
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0<e((Isuivante:

(2.2)

: qu'rrne solution die I'6quati on (2.2) peut-€tre 6crite so*s Ia forme d,rur d6ve_en s6rie des puissances du paramdtre e comme suit :

v : yo(t) -r ea{t) * uryr(l) + . ..* unan(t) + .. .

#.a*er Q,#,7 =o

On su

O.r j
si une

une fonc:

sont t

de l'
en r6sol

Ceci est

diff6renti

Nous int

suivant :

Ce systdm

(2.3)

des puissances du pararndtre e sont des fonctions dr: ra ,irariabre ind6

l'6quation (2.8) par le premier r6sultat trouv6 par poincar. ,et quLi montre que
bion diff6rentie'e contienne des termes avec un paramdtre, arors lie solution estanalytique de ce paramdtre. Ainsi, si e est suffisamment p,etit, Jles s6ries quipar 1'6quation (2.J) converge. Les fonctions y,, sont trouv6es par substitution

(2'3) dans l'.quation diff.rentielre (2.2) et qu,on d6termi:ne r€:cursivement
nt un ensembre infini d'6quations diff.rentie'es rin6aire non homop;dne.
'avantage majeur de cette m6thode car elle permet de remplacerr l,6quation

non lin6aire (2.2) Far'n systdme d,6quations diff6rentieles rin€iaires.
risons I'id6e de bas,e de ra th6orie de perturbation r6guridr:e pa* r,exempre

Soit un qui est model6 i.nitialement par l,6quation :

A+29:9, g(0):1

aprds perturbation est devenu :

a +29, + evz - 0, g(0) : coshe (2.4)
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or} e le pararndtre de pefl;urbation 0 < e << ].
On la solution :

Y(t,t;): uo(t) + ey1(t) * eryr(r) +...

tituant (2.b) dans (2,4), on obtient :

fuo+zyo1+e (ri,, *2yt+yo) * u, (ar*2yr+2yoyt)*...= 
0

y(0) -r eyr (0) + e2az(o)+ . . . _ coshe

-1-€2 , e4-rr ZnU+...
les termes de rpilme puissance de e, on a le systdme suivant :

(2.5)

En

AI'

Uo*2Ys:9, Vo(0):1

fu*2ra=-rt, rr(o):6

Uz * 292: -2AoAt, yz$) :
rdsolva^nt une d u{re ces dernidres 6quations :

I
,

vo(t) : exP (-2t),

at (t) == | f*o ?4t)- exp (-2t)) ,

vz(t) : f fto* (-zt)* exp (-64 - 2"xp (-4t))
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a$): 
"(-zt) 

*|t"r-nO - ee2t\ *f tt"r-") 1.(-ar) -r"c-ail).+,..

On voi que le coefficient de clhaque s' est born6 et comme 0 < e <( lL la contribution du
(n*1, terme est petite co:npar6e antnd*. En vu de cela, nous pourr'ons tronquer le d6-

velo aprds le second l;erme et considdrer ceci comme une solution approximative

de I' ion (2.4).

ue 2.2

Si

ar(t) : "' : An-t (t) : 0;

ao(t) : €"y"(t) .

Notons que le d6veloppement de perturbation remplace 1'6quation (21,.a) <trui est non li-

soluti

n6aire

majer:r

2.3

En la

obtenons At(t) :0 dans le d6veloppement on utilise ys(t',| + €2A2ft) comme

approximative, plus g6n6ralement si :

M6thode de lperturbation singulidre

ie de la pertrubation urr probldme de perturbation singulidr:e esl; un probldme

u:r petit paramdtre qui ne peut pas 6tre approximatif par mettrer le paramdtre

un systdme d'6qua,tion lin6aire non homogdnes. Ceci est .['un des avantages

cet approche car il n'y a pas de m6thode g6n6rale pour r'6soudre les 6quations

ielles non lin6aire.

Cette ique faite polrr rure 6quation peut-Otre utilisde pour che:rcher une soiution

ive d'un systdme d'6quations.
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La tl
ciens.

nul' c'est en contraste d un probldme de perturbation r.guridre pour raquelle

.:"T::::::j:*:* 
oT simpiement mettre re petit paramdrre d, z6ro.ie de la perturbatio* singuli.re est un ","n";; ffififfi:::|o;rr,_ms cette partie nous allons introduit : la m6thode de la moyenne"

2.3.L M6thode de Ia moyenne

od .4 et

y(t) :.4sin (alt * O)

sont des constantes. La m6thode de la moyenne consiste A po,ser :

{ uft) : A(t)sin (aur + o (r))
( t (A : A(t) w cos (wt+ o (A)

O (t) varient lentemenLt avec le temps et
ori ,4 (t)

fr:y

d'or)

: de la moyenne dorme n'importe quelle sorution et non seulemen{: res solutions. Cette m6thode s,:rpplique aux 6quations d.e la forme :

# .'2'u +'f (v,#) : o, o < s << 1.

0, ia solution g6n6raler est :

La

(2.6)

Pour e

(2.7)

(2.8)

;i::-azY-ef(Y,t)

une solution sous l.a forme :

(
) u(t) : A(t)sin (c,.,/ + O (r))
1

t "(r) 
: A (t) u eos (wt+ o (4)

37
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f:A

)ocos (wt+ o(4) : ',(t)sin (a''f + o(4) + A(t) (, + opr) cos(wt+ o(r))

,,i 1r) sin (ut * o (d) + A(t)tii1r) 
"o* 

(ut +@ (r)) == s

(2.10) dans (2.9), on aura :

A (t) w cos (c,rf + {l (d) _ A (t\ , (, *,i ,.. \

-uzA(r) sin (*t +i'ir:',';;|;+ 
att) 

)sin (c"'r + o (r)) :

l'dquation pr6c6dente et l,6quatio n (2.11),on obtient :

(2.11)
substit

En

{

A(t
,irf0

moyenne

A(t)

connu

: f cos (ut+ o(/)) f (A(t)sin(r,.rf + o(r)) ,A(t)waos(wt+ o(r))):Tfusin(r,.,f +O(r)) f (A(t)sin(c,rf +O(r)) ,A(t)r,rcos(arr{ *r'rr, (2.1,2)

de la moyenne consiste d remplace r A (t)et ri(r) dans (2.12) rcar rertus valeurs
une p6riode ff.

O (t) sont consid6r6s c.mme des constantes en prenant la m<tye:nne. Ce proc6d6
ne m6thode de la mo;renne conduit d :

2T
u

:,, fA(t): # I ""r(ut*q f (Asin(c,.rr+ O), Awcos(wt*@).,ldt
0

2n
@

iz,r - Iq1(t/ - z*z I sin(at 1- O) / (Asin (wt * 6) , Awcos (c..,r + q) dt
0
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0 = wt * 0, on obtierrt :

(,f
I o == # J *"ef @sino, Aw cosg) do

7 or*

I O - ffi.[ ,iref (Asino, Au coso) d,o(d
Les

(2.13).

*ons exactes de (2'11) sont remplac6es pa,r les 6quations erpproximatives de

::i:: ;.::::y: l:""1*, 
on aura d, resoudre des 6quations din6rentieres du;;;;ffi;";

2rr

f,n,n : I sin*(g) 
"or, 

(il daJ "'
o

r rn-7-rrn,n: 
fi7;l^_z,n

, TL-7t*,n: 
ffiI*,n-z

(2.14) et (2.1b) spnt utilis6es jusqu,a ce qu,on arrive d :

(2.13)

(2.14)

(2.15)

lare

pa,r

Les 6quat

seulement

Exemple

Aonlirrrr.ttt

ra,o:2t

I*,n * 0

m et n pairs.

la mdthode de la moyenne d l,6quation de Van der pol :

li +u -u(1 -u2)i-o

f (u,y): - (1 - sr) y
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--1

(2.13) devient :

Cr,l: I

* - (1 - A2 sin2 0) Aaos|

- 42 sin2 0) cos2 gd,g

- A2 sinz d) cos 0 sinftd,0

/ (,4sin g, Aeasl)

(2r

I o= # I A(1

I Ztr

[*=TFAIA(1

A(t) :=

A(t) :=

A(t) ==

=)

E>

# @,r- A2Iz,z)

# (*," - o'i*,")

Eou- A')

#:"ou-e')
lwfuE:;lo,

^[#] :u,

(0) : ,4o ce irpplique que : c : &

+' A2(t): ffi,",

'.@;
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A(t\ : -----l-
((fr-t)e-'t+r

que,4(0 -+ 2 quand I --+ oo est ind6pendamment de.4o

ib(O : fi trr,, - A2rs,1) : s

O(4:Oo:O(0):corTst

y(t) :.4 sin (r + o)

on a la solution :

tt(t\ : 
-2tit 

(t + oo)
-----

\/(fr - 7)eet *,

a(t) :2 sin (f 1 @o)

ution p6riodique de p6riode T :2r.

2.4

2.4.1

Le princi

tenir des

'arrtages et inconv6nients de chaque m6thode.

de pert;urbation r6guli6re.

I avantage de I'applicration de ra m6thode de perturbation r6gulidre pour ob
lutions approch6e de .[,6quation

#Y.yler(0,#):o
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L

et

est la technique est simple d appliquer.
Eno , la m6thode nous permet d,obtenir des expansion uniform6ment valables pourles sol p6riodique.

Le des approximations d,ordre sup6rieur peut 6tre compliqu6.

M6thode de perturbation singulidre (M6thode de la moyenne).|
Ce de la moyenne prr3sente trois avantages majeurs :

2.4.2

La

Le

pour

existent

les

de ces c

t en premidre approxirnation se reduit d l,int6gration de deux integrares d€finiesd6riv6s de l,amplitude, et la phase.
L'ampli et la phase peuvent 6tre obtenu, en g6n6ral, en utilisarnt des techniques

6l6mentaires du calcul.
d'i

Si les les limites (cycle limite est une solution p.riodique isor6e) et points rimitesrur une €quation diffrirentielle non rin6aire donn6, la m6thode nou.s perrnet de

En outre nous pouvons obtenir Ie comportement du systdme d mesure qu,ele s,approche
les limites et les points.

majeur de cette m.thode est que les calcurs d,ordre suprrrieu:: sont longs
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pitre B

M6 hode de Ia moyenne.

Nous uisons l'6tude des c;rcles rimites de querques systdmes difi6rentiels en utilisa.nt
de la moyenne

l*:-a*eP(r;y)
f ti:r+ee(r;il ' o<lul <<t

la

(3.1)

ori P et

limites

I sont des polyndmes. Nous avons carcur6 l,amplitude et ra p(riode des cyclesquelques classes d,6quations diff6rentiels dans les cas of (e __+ 0).

3.1 h6ordme B.l.

les deux 6quations s.nivantes :

{ 
t : eF (t, r) + e2G (t, r, e)

I r(0): ro

{ lt : efo(a)

I u(o) : 
"o

(3.2)



oli ff,

de p6

ce qui

' 
r0 € D tnintervaJle ouvert de lR, , € [0, m), € € (0, esJ, F, et Gscnt p6riodiquesrde 7 par rapport d la variable f , et ,fo(g) est la fonction

;ongelne f c-d-d : 
{v\d' vpv rq rulruururl Hlo/effie de F(t,y) en

T
tot t 1 fI-\a):; I F(t,u\dttJ

n

)xDete€(0,.0J.
une consta,nte ind6pendante de e.

appartient d D sur ie temps lchelle 7f e.
propri6t6s suivantes sont v6rifi6es.

temps 6chelle lf e on ,a

r(t) - y(t) : O (r), quand e -_+ o

un point d'6quilibre du systdme moyerure (8.2),tel que

on

(i) r, a

Jtie :

'f 0r'02Ff 0r2,G 
"t aGlax sont d6finies, continues et bornees par une constantelante de s dans

[0,

|il.) 7' e$

(iii) s(*)

Alors

(a) sur

(b) si p

(c) si (J,B)

(3,2) dans

est positif,

laf'1
L uo l,:,+ o

(3.3)

une sorution 7 p6r'iodique iD (r, e) ae l,6quation (3,1) procrre de p ter que

O ('1, e) -+ p, quand e __+ 0.

st n6gatif, a'lors la solu.tion p6riodique corresponda.nte de @ (t, c) de.[,6quation
espace (t, r) est asyrnptotiquement stable pour s sufisarnr:
J.ors c,est instable. 

---*-4v vwqvrv vuur e suInsammenb petjit' si (3,3)
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t

3,2

Soi

I o:,
f O: -n-ef (r)a

vi lr): lf (s)ds
J
0

et

donc

i:-####ffi
:F(0,r)

Forme g6n6r,ale.

i+ef(*)tt+z:0
qlu valente d le systdme

aussi d Ie syst€me

i:u-eF(n)
y: -r

ori / est fonction pair et

X;: f tnS9, y: f Sind

i : cos gi * sinlit
: cos 0r sind _ sin 0 (r cos 0 * er sin0f (r cos 0)): -€rsin2 AJ, ( cos 0)

. -:-9: areran (3) = f (cos Ay * sinlh)
: * (- cos0 (rcos d + ersin gf (r cosd)) _ sin d (rsin d))
- -1 * €cos 0sinlf (rc.osg)
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et

Donc

3,1.

I'6quation sujvante :

t:-u*er(ra-12+1)
u: r * ey (u4 + ffiu, - +tr)

: cos 0* + sin0,i

cosd (-rsin0 + er cos 0 (ra cosa g_ 12 cos2 d + 1))
sind (r cosl * ersin a (ra sirf 0 * ffir2 sin2 0 _ ffie (r5 (cos6 d + sin6 e) + F (- "*n, * ,ffi sha e) +

r (ra (cos6 d + sin6 e) + r2 (_ ,,"r., * # ri'n a)

))
r (cos2 0 -

r-

a-

* (cos2 d -

i# *i

139

144

,0"

:-^2

i sinz t

39.
-- Slfl

))

' r))
44

. .....-\
d : aretan (y) _= | (cos 0y _ sinl*)
: f cos 0 frcos6t+ ersin| (rasina d + #", sin2 0_ +r?)-l-f sin g [-rsin 0 * er cos 0 (racosa d _ rz cos| 0 + L)]

T* ecos g sinl 
(rasin't 0 - racosap * #tsin2d * r2 cos2, _ 

# _ r)

f d,r

0dg

:F(0,r)

er (ra (cos6 g + sin6d) + 12 (- cosad + # sina d) + (cos2d __ ffi sin2e))l+,".'a'i"qFt 
=fT
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--1

D'or)

Donc il

Ona

Donc le

hr

fo(,):*/r@,r)do
0

2r

fo (r): *rf [r^(cos6p+sin6 0) *r2(-cosad+ # sin4e)lae
2ro

.f+*, J (cos2 o - lffsin2 e) aa
0

:r(ra-#r"+#)

deux cycles limiters d,arnplitude j et $.

lafol 5 f_lo,L:F l5'o-*"'*ll,",tr:i oL t2 'S0J,=+

limite d'arnplitude f est instable.

lafol b I
L#].:r: i ['* -!,'. *J , 

:
r=g

limite d,arnplitude 
$ est stable.

25

576
(positif)

1296
(n6gatif)
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Conclusion

de notre 6tude sun la m6thode de perturbation on trouve que re bute de cette
'est d'6tudier le cor4portement d,un systdme non rin6aire en l,approchant pa,r 

'nlindaire.

de perturbation peut €tre divis. en de'x cat6gories. Ir sont :

de perturbatioq r6gulidre ;

de la moyenne gui est l,une des m6thodes singulidres.
:ant ces methodes, on apergoit que ra m6thode de perturbation r6gulidre nous
solution diff6rente (f*ne solution tr6s rointaines de la r6alit6).

t que les m6thodes singulidres sont beaucoup meilreures cornpar6es a, ce'e de

La m6t de la moyenne neus donne toutes les solutions possibles.

Un

-la
-la
En

donne

Ce qui
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