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Résumé

Dans ce travail de meémoire, nous nous intéressons a une technique qui dite méthode
de perturbation qui permet de déterminer une solution approximative d’une équation
différentielle ordinaire non linéaire, nous nous limitons & des équations différentielles
d’ordre 2 du type :

L(y,9,9) =ef (9, 9)

D<ex<1

Nous expliciterons des méthodes de perturbation réguliére ainsi que la méthode de la

moyenng qui est I'une des méthodes de perturbation singuliére .




Abstract

In this work of memory we investigate a technique can be used to find an approximate
solution|of a system of differential equation.

We will fexplain methods of regular and singular perturbations.

In this work we focus on a technique called perturbation method which allows to deter-
mine an|approximate solution of a ordinary non linear differential equation, we restrict

ourselves to differential equations of order 2 of the type :

L(y,9,9) =ef (v, 9)
O<e<x«l

We explirit regular perturbation method and method of en moyenne as well as that is

one of the singular singular methods.




0.1 |Introduction

Depuis [saac Newton , les équations différentielles Jouent un réle essentiel pour la mo-

délisatiqn de systémes physiques, mécaniques, chimiques, biologiques ou économiques et

une parf prépondérante des phénomeénes modélisés par les mathématiques le sont par des

équations différentielles.

Les équations différentielles sont apparues dés le début du calcul différentiel (16°me — 17éme

siecle), gvec diverse motivations, géométrique ou mécaniques. Elles sont particulierement

importantes pour la description des mouvements, ou des systémes dynamiques.

Le premier objectif de ce cours est I’études des systémes dynamiques, c’est & dire

I'étude qualitative des équations différentielles ordinaires. Le terme « systéme dynamique

» est apparu au début du XXeéme siécle entre la publication du traité fondateur de

Poincaré

« Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste » (cf. [Poincaré])3 en 1892,

et celle, len 1927, de la monographie de Birkhoff (cf. [Birkhoff]) justement intitulée «

Dynamidal systems ». On cesse alors de mettre I’accent sur les méthodes explicites de

résolution, dont Poincaré avait montré qu’elles ne permettaient pas de comprendre les

systémes

les plus intéressants.

La théorie des perturbation a été utilisée dés le début du XVIle siécle par les astronomes

pour les pesoins de la mécanique céleste.

La méth«l»lde a par ailleurs été abondamment utilisée au XXe siécle pour les besoins de

la physiq]
quantiqu
Notre mé

elle comp

e quantique, d’abord en mécanique quantique non relativiste, puis en théorie

> des champs perturbative.
moire est 'étude des méthode des perturbations des équations différentielles,

orte trois chapitre :

L’ouvrage commence par des rappels sur les notions générales concernant les outils de base

de la théo

critiques,

Dans le sé

met, conn

rie des systémes différentiels qui comporte plusieurs notions importantes (points

linéarisation, ensembles limites, cycles limites...), et systémes dynamiques.
cond chapitre Nous introduisons la théorie des perturbations réguliéres, qui per-

aissant les solutions d’une équation, de comprendre les solutions des équations
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voisines (et l'appliquer sur I’équation :

Ly, 9,5) =¢f (4,9).

Nous introduisons aussi les méthodes singuliéres, et parmit ces méthodes, nous esquissons

I'é¢tude de méthode de la moyenne.

2.

Enfin lobjet de chapitre trois est d’éxpliquer évidement la méthode de la moyenne pour
'étude des cycles limites d’un centre linéaire perturbé.

Nous commencons par le théoréme de cas général et nous étudions un exemple par sa

méthode.




Chapitre 1

Notions préliminaires

Résumé

Dans ce ¢hapitre, nous rappelons des notions générales. Nous comimencons par définir le

systéme {’équation différentielle, les systémes dynamiques, les points d’équilibres et le

systéme linéarisé d'un systéme non linéajre au voisinage d*un point d’équilibre. Ensuite

nous représentons les types des points singuliers. Ensuite nous introduisons le portrait

de phase |et la notion d’un cycle limite et 'amplitude d’un cycle limite d’un systéme

planaire. Enfin nous introduisons les différentes notions de la stabilité des solutions d’'un

tel systéme

différentiel et en passe & I’étude de la stabilité des cycles limites.



1.1

) 48 i |

Systéeme d’équation différentielle

Notion fondamentales et définitions

Un systdme d’équations différentielles ordinaires

résolu pz

Fk‘ (t7 Y1, yl e ygﬂ)v Y2, ?;127 e ayékg)a s Yn, yTH T Sz,kn)) =0 (11)
r rapport aux dérivées k = 1,n d’ordre le plus élevé y{’“), ys2, - ykn | Sappelle

systéme canonique, on 1’écrit sous la forme :
o b

On appel

( ygkl) = fl (t’ Y1, 391, foey yyc_l)a Y2, ---7y§k2—1)7 vy Yny o 7yﬂgzkn—1))

ygk’i) = f2 (t7 hn, y.ly veey ygk_l)a Y2, ..., yékQ—l), vy Yny yﬁglk‘n—l))

4 (1.2)

\ yT(Lkn) = fn (tv Y1, Z}la ey Z/yc_l);yz, ---9y§k2—1)a vy Yny ot 7y§lkn—l))

le ordre du systéme (1.2) le nombre p = ky + ko + - - + ky,

Exemple 1.1.

Un systéme d’équations du premier ordre

dyy —
'zly?':fk(t’ylayza"' ,yn)7 kzlana (13)
ou t la variable indépendante et i, ys, - - - , ¥, sont les fonctions inconnues de t, s’appelle

systéme normal, 'ordre du systéme (1.3) est "n".

Remarq

ne 1.1.

1/ On diff que deux systémes sont équivalents s’ils possedent les méme solutions.

2/ Tout systéme canonique (1.2) peut le rameéne au systéme normale (1.3) (équivalent)

et 'ordre

de ses deux systémes sera le méme.

Exemple 1.2.




Ramener au systéme normale le systéme différentielle suivant :

T-y=0 systéme canonique I=y
—
3y —-2z=0 i = %_g:

d’ordre 2+1=3.

Soit Y1 = z, Yo = &, y3 = y; le systéme normal d’ordre 3 équivalent est :

U1 = Yo
Yo = U3
.2
213:%l

Remarque 1.2.
Toute équation différentielle et tout systéme canonique se transforme toujours en un

systéme normal équivalent (ont les mémes solutions).

1.1.2 |Forme d’un systéme linéaire

Tout systéme linéaire s’écrit sous la forme :

= ay({t)y+bi(t), 1<i<n
=]
ceci est éguivalent 3
J=AWMy+B() (L4)
b1(?)
ot A(t) F(a;(t)),1<i<netB(t)=

(1.4) s’appelle systéme différentielle linéaire & coefficient non constante et avec second

membre.

10




Le systéme homogene associe & (1.4) est

Exempt 1.3.
me

Le syste

y=A(t)y, B()=0

(.
Y1 = Y
) U2 = Y3
g yn:f(t)—an(t)yn_"'—a‘l(t)yl

s’écrit solis forme matricielle comme suit

avec
n
Yo
Y= .
Yn

) A (t) =

y=A@)y+B(?)

( 0 10 0
0 0 1 0 o0
0
0 0 0
\ ~a(®) —a() - - . —a, (t))

& Bl =

1.1.3 Matrice solution d’un systéme linéaire homogéne

Soit la maltrice M = (MiMs, - - M,) ayant les colonnes My, My, - | M,.

11




Supposons que M = A (t) M alors

J My = A(t) M,

M, = A(t) M,

\

dans ce das M s’appelle matrice solution du systéme § = A(t) y

matrice solution <= ses colonne est une solution

Exemple 1.4.

Soit le systéme planaire

Matrice

solution.

L’équatioI différentielle équivalente est : j=i=—-y=jit+y= 0,

sa solutio

Soit

M, vérifie

général est :

Y =y(z) = ¢; cos(x) + cp8in(z), ¢1,cy constantes

sin(z
v [ 0@
cos(x)
le systéme y = Ay car :
. cos(x
i [ @
— sin(x)

12




0 1 sin(z) cos(z) .
AM, = = = ]Wl == A]Wl
-1 0 cos(z) — sin(z)

cos(x)

de mémdq pour M, = dans ce cas M = (M M,)

— sin(z)

sin(z) cos(x)

cos(z) — sin(z)

est une solution pour le systéme y=Ay

1.1.4 |Forme des solutions d’un systéme linéaire homogéne
Notion de matrice fondamentale.

Définjtion 1.1.
Si ®(¢) est une matrice carré ayant pour tout ¢ € I un déterminant non nul et si ®(£) est

solution homogéne de § = Ay c’est -a- dire
O(t) = A(t) B(¢)

alors ®(t) |est appelée matrice fondamentale du systéme § = Ay
Remarque 1.3.
Les n colonnes de la matrice fondamentale ®(t) (n x n) sont linéairement indépendant

et forme alors un systéme fondamental de solution pour le systéme
y=Ay

théoréme|1.1.
Si ®(t) est|une matrice fondamentale du systéme différentielle § = Ay et si k est une

matrice copstante non singuliére (det k& 0) alors U () = ® (t) k est aussi matrice fon-

13




damentale du méme systéme.

1.1.5

existence et unicité des solutions.

Considérons le probléme de cauchy

Ou A(t)

Théd
Soit A : |
B:I—

unique sg

Solution

Soit ®(t)

lution y(t) dans I.

générale d’un systéme homogéne

une matrice fondamentale du systéme

Y= Ay

la solution générale de (*) est

On, c est

y(t) =2 (t)c

un vecteur constante.

Si on congidére la condition initiale

y(to) = vo

14

Jy=A{t)y+ B(t)

y(to) = %o
, B (t) sont continues sur un intervalle I de R, to € I, yp € R™.
réme 1.2.
[ — M(n x n;R)

Systéme différentielle linéaire & coefficient non constants.

(1.5)

R™ continue pour tout ty € I, yo € R”, le probléme de cauchy (1.5) admet une



alors 'unique solution de (*) vérifiant cette condition initiale est

y(t) = @ () 2 (to)yo

Systéme différentielle linéaire non homogéne

Considérons le systeme :
y=A{)y+B() (**)

avec A(t), B (t) continues sur un intervalle I de R.
Comme Ie cas scalaire on peut écrire la solution générale de (**) comme la somme d’une

solution particuliere de (**) et la solution générale du systéme homogene associe

y=A(t)y

La méthode de la variation de la constante s’applique aussi les systémes linéaires.

Théoréme 1.3.

La solution générale de (**) est
y(t) = yau (t) + yp (¢)
Ot y, (t) ¢st un solution particuliere de (*), Yem (t) est la solution générale de

y=A(t)y

Soit le systéme
y=A(t)y+B(t) (**)

La solutior] générale de (**) est :

15




Théoréme 1.4.
Mﬂzc@@%+ﬂﬂ=@@{/@*@ﬂﬂﬁds

Ou @ (t)|est une matrice fondamentale du

v =A@y

Si on confsidérent la condition initiale

y(to) = vo

alors 'unjque solution de (**) vérifiant cette condition initiale est :
t

MU:MﬂWWMm+®@/®HQB@@
to

1.2 Systémes dynamiques, points critiques

Définition 1.2.
Un systérde dynamique sur R” est une application : U: R x R — R™ définie sur tout
R x R™, telle que :
1/ U (-, z)|: Rt — R" est continue.
2/ U(t,-) | R* — R" est continue.
3/ U(0,z)|=z.
4/ U (t+s,z) = U(t,U(s,z)) pour t, s € R*, 1 € R™.
Soit le systéme linéaire :
T= Az

, t€RT, o € R” (1.6)
z/(0) =z

16




ou A esfi une matrice constante. La solution de (1.6) est :

T (t) = etzg

Le systéme (1.6) engendre un systéme dynamique, car I'application :

qui & tout

U:R"xR* — R"
t € RT, z € R™ associe :

U(t,z) = ez (1.7)

vérifie les quatre propriétés précédentes.

Définition 1.3.

Soit le systéme non linéaire

$=F({z),2cE (1.8)

E un ouyert de R", f: E — R"™ est un champ de vecteurs sur E et soit 7, un point

critique de (1.8)

Défini

tion 1.4.

Le systéme

ou
est appelé
Sime=21{

T = Az

A= (Wi ($0)> __=Df ()

afL’j ,j=1n
linéarisation du systéme (1.8) en zg, ou le systéme linéaire du systéme (1.8).

Le systéme linéarisé du systéme (1.8) s’écrit :

. 8

T _ S—Q (%) Wf; (550) z1
; ) 3

L2 55 (560) 5;% (3?0) L2

17



Définition 1.5.

Un poing critique zo de (1.8) est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de A =
Df (zp) n’a de partie réelle nulle
Remarque 1.4,

Un point d’équilibre hyperbolique est soit asymptotiquement stable soit instable.

1.2.1 | Classification des points d’équilibre
Cas des systémes linéaires

Soit donné le systéme différentiel linéaire & coefficients constantes dans R? :

== anx + a2y

U = Q1T + Ay

- aij; a2
s X = X

ag21 Q22

& X = AX, ou det A#£0
Le point| (0,0) est le point critique.
Pour étudier le type du point critique (0, 0), il faut établir I’équation caractéristique :

ai; — A a
PA(/\)= 11 12 =

a1 Qg — A

et cherchons les racines Aj, Aa.

Les cas suivantes peuvent se présenter :
1- Valeurs propres de 4 sont réelles.

Si: A #4 g, dans ce cas la matrice A diagonalisable.

18




Aprés un changement de base, on peut supposer :

et le systfme se réduit a

A0
0 X

A=

i’:/\l.T

Y=y

z (t) = ¢ eMt

Y (t) = cpeet

La solution générale de ce systéme est :

A
Les orbites sont les courbes: y=c lx]f » € € R et la droite z = 0

Nous dist]l:gunons deux sous cas :

a) A1, Ay de méme signe :

AL >0, Xl> 0 (0,0) est un noeud impropre instable.
A <0, <0 (0,0) est un noeud Impropre asymptotiquement stable.
b) A1, Ay de signe opposés : on dit que (0,0) est un point selle (col) qui es

instable
Si A1 = Xy | deux cas sont possibles :

a) A est diagonalisable.

alors A est|en fait diagonale, la solution générale :

Les orbites sont les courbes: y=czr,ceRetz=0

dit que (0, ) est un noeud propre.

AL=X2<0 (0,0) est un noeud propre asymptotiquement stable.

() =nget

y(t) = cpettt

A1 =2 > 0] (0,0) est un noeud propre instable.

19
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b) 4 est non diagonalisable.

alors il pxiste une base dans laquelle, la matrice A et le systéme s’écrive :
/\1 0 T== )\11‘

1 & J =2+ Ay

La solution générale de systéme est :

T (t) = ¢ et

y(t) = (e + cyt)et

et (0,0) st appelé noeud exceptionnel :

asymptotiquement stable si

)\1'———)\2<O

et instable si

/\12)\2>0

2- Les [valeurs propres de 4 sont complexes.

At =p+g, Ao=p—ig

1)sip>D, g#0=(0,0) est un foyer instable.
2)sip<0,qg#0= (0,0) est un foyer asymptotiquement stable.
3)sip=0,g#£0= (0,0) est un centre qui est toujours stable.

Cas des systémes non linéaires

Considérons maintenant le systéme non-linéaire :

a'c:f(x),x:(xl,...,:t:n),fz(fl,...,fn) (1.9)

Définition 1.7.

Un point critique zq de (1.9) est appelé puits si toutes les valeurs propres de la matrice

20




A= Df

(7o) ont des parties réelles négatives; Il est appelé source si toutes les valeurs

propres|de la matrice A = Df (zy) ont des parties réelles positives; Il est appelé selle s’il

est hypérbolique et si A = D (z4) a au moins une valeur propre avec une partie réelle

positive

et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

Deux systémes planaires :

et

d= f{x) (1.9)

=gz (1.10)

définis sur deux ouverts U et V respectivement, sont topologiquement équivalents s’il

existe un homéomorphisme

tel que A

ment.

h:U—=V

transforme les orbites de (1.9) en celles de (1.10) et préserve le sens du mouve-

Theoréme 1.5. (Hartman-Grobman).

Si To est

point da;

est topol

1.2.2

un point d’équilibre hyperbolique de (1.9), alors il existe un voisinage de ce

ns le quelle systéme

&= f(z)

ogiquement équivalent & son linéarisé

= Az

Portrait de phase et cycles limites

Portrait| de phase

Définition 1.8.

On trace

sur un portrait de phase quelques orbites remarquables, et 'orientation du

champ de¢ vecteurs dans quelques zones.

21




On peut tracer le portrait de phase sans résoudre explicitement 1’équation, et ceci permet
d’avoir des informations importantes sur le comportement qualitatif des solutions.

On congidére le systéme planaire (plan) :

&= P(z,y)
Q:Q(-'L',y)

ou P et|() sont des polyndémes en z et y.

Les solutions de (a) sont représentées dans le plan z, y par des courbes appelées orbites,

les poings critiques de ce systéme sont des solutions constantes.

La figure compléte des orbites du systéme (a) ainsi que les points critiques représentés

dans le plan z, y s’appelle portrait de phase, et le plan z, y est appelé plan de phase.
Définition 1.9.

Une solution périodique du systéme (a) est une solution telle que :
(z(t+T),y(E+T) = (z(t),y(t)), pour T >0

A toute|solution périodique correspond une orbite fermée dans I’espace des phases.
Définition 1.10.

Nous nd considérons que des systémes différentielles autonomes

d:r_

—= = f(z(t)), ou f est une fonction de classe C' d'un ouvert U de R™ dans R", n € N*I

Cycles [limites.

Définition 1.11.
Un cyclé limite du systéme (a) est une trajectoire fermée isolée, c’est & dire qu’on ne peut
pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.

Une trajectoire fermée est une orbite (i.e. les solutions ¢ — z ()) non réduite a un point

22




qui revient & la condition initiale apres un certain temps.

Isolée signifie que les trajectoires

voisines he sont pas fermées elles spirales autour du cycle limite en s’en éloignant ou s’en

approchant.

Si toute [les trajectoires voisines s’approchent du cycle limite le cycle est dit stable ou

attractif,|sinon, il est dit instable oy dans des rares cas, semi-stable.

Les cycles limites sont des phénomeénes non linéaires. IIs ne peuvent apparaitre dans des

systémes [linéaires.

Bien stir {in systéme linéaire &=

Az peut avoir une orbite fermée mais elle ne sera pas

isolée. En| effet si z(t) est une solution périodique non constante, ax(t) aussi, donc x(t)

est entouré d’orbites fermées non réduites & un point.

Définition 1.12.

L’amplitufle d’un cycle limite es

Dans un fel

t la valeur maximale de la variable Z sur le cycle limite.

systéme, I'amplitude d’une oscillation linéaire est entiérement déterminée

par les conditions initiales.

Définition 1.13

Soit y (xg)

Soit

et

Un point

solution 7 (

Porbite qui correspond 4 la solution 7 (20,0)

Y(zo) = {7 (zo,t) : t € R}

7" (20) = {7 (20,1) : £ > 0}

Y~ (o) = {7 (z0,t) : t < 0}

= o, c’est & dire que :

€ R"™ est appelé point limite positif de I'orbite v (z) correspondant & la

7 (To,t,) — ¥ quand n — +oo

23
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Un point y € R™ est appelé point limite négatif de lorbite 7 (zo) correspondant a la

solution [t (o, t) s'il existe une suite t, — —00, tel que les points

7 (2o, t,) — Y quand n — +00

Définition 1.14.

L’ensen

\ble des points limites positifs d'un orbite vy (z0) s’appelle ensemble limite w de

7 (xo), on le note aussi

A* (:EO) = {y = (tn) = +OO/’/T ($0,tn) — Y quand n — _Jr_oo}

et L’ensemble des points limites négatif d’un orbite (z0) s’appelle ensemble limite a de

¥ (Io), on le note aussi

A~

o) = {3 : 3 (t) — —00/7 (T, ta) = y quand n — +o0}

Existence des cycles limites des systémes planaires

Théoréme 1.6. (Poincaré-Bendixon)

Soit A e région fermée bornée du plan (z, y), on suppose que 7" (7o) du systéme

#=p(z9) (1.11)
i =glw.z)

se trouve & l'intérieure de A, alors ¥ (2o) est :

Soit une
vers un
Critér

Soit le

. orbite périodique, soit qu’elle tende vers une orbite périodique, soit qu’elle tende
point d’équilibre.
e de Bendixon.

systéme planaire

i= f(x), avec f = (p, g)F, et X = (z, y)T € R? (1.12)
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Soit f €
champ ¢
dans F,

Soit le s

{C*(E) ot E est une région simplement connexe dans R?, si la divergence du
{e vecteur f (notée V) est non identiquement zéro et ne change pas de signe
alors le systéme (1.12) n’a aucune orbite fermée entierement contenu dans E.

ystéme :

t=y=f(z,y)

g = —q(z) — p(x)y = 9(z,y)

, avec p(z) > 0,Vz € R

V(f,9)=0+(-p(z))=-p) <0,V R

donc, ce|systéme n’admet aucune orbite fermée.

1.2.3

théorie de la stabilité

Définition 1.15.

On appelle point d’équilibre, ou point fixe, ou point stationnaire tout point z* tel que
f(z*) 0.
Dans le|cas linéaire
flz)= Az

les points d’équilibres sont les = tels que Az = 0 (et 0 est donc toujours un point
d’équilibre).

Définition 1.16.
Soit le systéme différentiel non linéaire et non autonome : la variable indépendante ¢,

apparail

b explicitement dans 1’expression de f :

d
i:ﬁng&thERﬂxeR" (1.12)

On suppose que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d'unicité du solution.
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Une solution ¢ (¢) du systeme (1.12) vérifiant

¢ (tO) = o

est dite stable si Ve > 0,30 > 0, tel que pour toute solution z (t) de (1.12) veérifiant

z (o) =% o, on a :

|z (%) — ¢(to)ll <o = ||z ()~ ¢ ()] <e, vt > t.

Si de plys on g :
Jim [l2 (&) ~ 6 (8)] = 0

la solutipn ¢ (¢) est dite asymptotiquement stable,

La solution ¢ (t) est dite instable s; pour o > 0 aussi petit que 1’on veut, 'inégalité -

lz(®) - ¢ @) <&

n’est pas|vérifiee pour au moins une solution z (t) .
Remquue 1.5.

L’étude de la stabilité de Ia, solution : ¢ (¢) de (1.12) vérifiant

Qb (tO) == Qbo

peut étre ramenée 3 celle de 1a solution nulle d’un systéme analogue au systéme (1.12).
En effet :
Soit ¢ () solution de (1.12) .

Posons

26




y (t) est une nouvelle fonction inconnue.

dy _ . _dr _do _ —f(
B =B By o) - (te)

= g(ty) *)

On volt que y = 0 est solution de (%) :
pour 3 =0 : ‘;—?: =0=f(t,¢)— f(t.6)=0
Définition 1.17.
La solution ¢ (t) = 0 de (1.12) (¢ (to) = 0) est stable si : Ve > 0,30 > 0, pour toute

solutign z (t) de (1.12) tel que :
X (to) = Zg

on a

|z (to)|| < o= ||z ()] <&,V to.

Exemple 1.5.

Montrpns que la solution du probléme :

L dy
Yy=—p=3a

{5”:‘7?:'” 2 (0)=y(0)=0

est Stz]ble.

Solution :

On a besoin de connaitre ¢ (t) qui vérifie :

*0=(5) = Gio)

et
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tel que :

On résoudre le systéme :

(7= 0-(0

& X =AX

les valqurs propres de A sont : A\ = & 4

pour A

La solut

e f

(A—)\ll)wl = 0

z—iy =20
(DY~ (O) (2
=1y T b 0
10
P= =7
0 1

ion générale de X = AX est :

xo=(;0)-ree o1 0 )] ()
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On vam

Ve >0, 3

) = ()

sint

z (t) C1eo8t — cysint
= = 2 y C1,Cy const:
y(t) C18Int 4+ ¢y cost

Go) = ()= oz
= gif) = (8) nulle
(y§83)=(§3)=>{5§8§:°‘:;”

- x0= (1) - (st
ptrer que la solution nulle ¢ (¢) = (g) est stable ¢ (0) — (0)

0
o> Othupurtt lutn((t) qui vérifie -
y(t)

<eg, Vt, t().

(vio)

29
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d’otll

z(t . . ‘
l(y 8) “ = |z (t)| + |y (t)] = |zocost — yosint| + |zosint + yo cost|

AN

|zo| + |50 + |@o| + [%ol
()
Yo

0
il suffit de prendre o = £ d’ou ¢ )= ( 0) est stable.

2

N

<

Est-ce|que cette stabilité est asymptotique

3 z (t) ? | 2
m ()] - mmEesco

= lim [(xo cost — Yo sin t)2 + (zgsint + yo cos t)z]

t—o0

= xg—kyg#o.

Stabilité des cycles limites

Soit I'|un cycle limite

I est stable si AT (z9) = T, pour tout z dans un voisinage de I' ceci signifie que les
trajectoires voisines sont attirées par le cycle limite.

' est jnstable si A~ (x) = I, pour tout = dans un voisinage de I' ceci signifie que les
trajectoires voisines sont refoulées par le cycle limite.

[ est semi stable si les trajectoires sont attirées d'un coté et refoulées de l'autre cote.
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Chapitre 2

Meéthode de perturbation

2.1 [Introduction au méthode de perturbation

La théorie de perturbation est une méthode mathématique générale qui permet de trouver
une solutjon approchée d’une équation mathématique (E.) dépendante d’un parameétre ¢
lorsque 14 solution de I’équation (Eyp), correspondant & la valeur ¢ — 0, est connue exac-
tement. IJ'équation mathématique (E.) peut étre une équation algébrique, une équation
différentidlle,...La méthode consiste 3 chercher la solution approchée de I’équation (E.)
sous la forme d’un développement en série des puissances du baramétre ¢, cette solu-
tion apprqgchée étant Supposée éire une approximation d’autant meilleure de la solution
exacte, mais inconnue, que la valeur absolue du paramétre ¢ est plus "petite" (¢ << 5 4
Dans ce chapitre on va considérer les équations (E.) comme étant des équations différen-
tielles. On |va appliquer la théorie de perturbation pour résoudre des équations différen-

tielles non [linéaires du second ordre sous la forme

&2y

. dyy
ap Tytef (y, _cﬁ) =0 ((E2))

ou € est un petit parameétre et f est une fonction analytique non linéaire de Y et %’. Pour

bien comprendre le principe de cette meéthode, on considére cet
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Exeniple 2.1

Soit le| probléme 2 valeur initiale

dy.
dt

+y5':8, yg(o):l

Sa solution est :

Ye(t) =e4+(1- €) exp (—t).
La solution du probléme non perturbé

dy
7 TV=0 y(0)=1

est :

y(t) = exp (—t)

et la difference entre 1a solution du probléme non perturbé et probléme perturbé est :
e (t) — y (t)| = le —eexp(—t)| =¢ |1 —exp(—t)| < ¢, Vt > 0.

On remarque que la solution approchée tends vers la solution exacte,
Exemple 2.2

On a une|autre situation pour le probléme

dye

ST e = & 0) =1
o~ Ye=¢ 4(0)

La solution est :
W (L) = —F - (1+¢)exp (t)

Le problénme non perturbé :
dy

~ = 0) =1
2 ~Y=0y(0)
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a la sg

lution :

y(t) =exp(2)

We(t) -y () =c1 - exp (t)|

Sur Iintervalle 0 St < 1, Perreur est de lordre de €. Ce n’est pas le cas pour ¢ > 1 of
la différence croit sang étre bornée.
Solutign périodique.
On dit que y () est une solution périodique pour I’équation

d’y dy

—_— 6 —_— =

P s f(:y, dt) 0
s’il exist¢ un constante positif T > 0 qui vérifie :

y(T) = y(0) (2.1)

on qualifie le période le plus petit T vérifiant (2.1)

Remarque 2.1

Les multiples de la périodicité est aussi une période.

2.2

Méthode de perturbation réguliére

Définition 2.1

Supposons| que on a le probléme (E,) avec un petit paramétre 0 < ¢ << 1 et la solution

y(e), e > 0

Si

limy (¢) = y (0)

e—0

alors on dit| que le probléme (E.) est régulier.

Soit I’équatjon différentielle du second ordre, non linéaire, perturbée, contenant un petit
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Parametre 0 < ¢ << ] Suivante :

On suppose qu’une solution de I’équation (2.2) peut-etre écrite sous la forme d’un déve-

loppemient en série des puissances du paramétre ¢ comme suit :

Y= 130 (0) +en(t) + e (t) + - 4 eny, )+

(2.3)

ou les coefficients des puissances du paramétre € sont des fonctions de Ig variable indé-

pendante ¢,

On justifie I’équation (2.3) par le premier résultat trouvé par Poincaré et qui montre que

sl une équation différentielle contienne des termes avec un parameétre, alors la solution est

une fonction analytique de ce paramétre. Ainsi, si ¢ est suffisamment petit, les séries qui

sont trouvées par Péquation (2.3) converge. Les fonctions Yn sont trouvées par substitution

de I’équaltion (2.3) dans I’équation différentielle (2.2) et quon détermine récursivement

en résolvant un ensemble infinj d’équations différentielles linéaire non homogéne.

Ceci est ‘avantage majeur de cette méthode car elle permet de remplacer I’équation

différentielle non linéaire (2.2) par un systéme d’équations différentielles linéaires.

Nous intrpduisons ’idée de base de la théorie de perturbation réguliere
suivant :
Exemple| 2.3

Soit un systéme qui est modelé initialement par I’équation :
y+2y=0, y(0)=1
Ce systémé apres perturbation est deveny -

U+2y+ey’ =0, y(0) = coshe
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ol € et e

baramétre de perturbation O<e<<l.

On cheérche 15 solution :

y(t7 g) =% (t) = €y1(t) + 62y2 (t) 4+ e

En substituant (2.5) dans (2.4), on obtient -

En regroupant les termes de méme puissance de €, on a le systéme suivant
P )

(90 +200) + & (31 + 241 +32) + ¢2 (g 4 292+ 250p) + - =

Y(0) + ey (0) + €2y2(0) +: - =coshe
4

—1+¥+6+
- 2 24

a lordre £ -

Yo + 2yo = 0, %(0) = 1

a l'ordrd ¢! -

Ut2y=—18, 5(0)=0

a ’ordre|c2 -

Y2 + 2y = — 201, ¥2(0) =

e

On trouve|en résolvant une & une ces derniéres équations :

Yo (1) = exp (-2¢),

i () = % (exp (—4t) — exp (—2t)),

2 (t) = i (3exp (—2t) + exp (—6t) — 2exp (—4t))
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La solution est :

On voi
(n+1
velopp¢
de I’éqs
Remai

Si nous

2
y(t) = -2 4 %(e(_m — ) 4 3_ (3602 4 o080 _ 26(-40)) 1 ..

0 que le coefficient de chaque ™ est borné et comme 0 < ¢ << 1 la contribution du
M terme est petite comparée au n®™. En vu de cela, nous pouvons tronquer le dé-
sment apres le second terme et considérer ceci comme une solution approximative
lation (2.4).

rque 2.2

obtenons y; (t) = 0 dans le développement on utilise yq (t) + €2y, (£) comme

solution approximative, plus généralement si :

y(t) = =yo1(t) =0;

alors lal solution approximative est :

Notons

Yo (t) = €"yn (1).

que le développement de perturbation remplace 1’équation (2.4) qui est non li-

néaire par un systéme d’équation linéaire non homogénes. Ceci est l'un des avantages

majeur

de cet approche car il n’y a pas de méthode générale pour résoudre les équations

différentielles non linéaire.

Cette t

echnique faite pour une équation peut-étre utilisée pour chercher une solution

approximative d’un systéme d’équations.
P

2.3

Méthode de perturbation singuliére

En la théorie de la perturbation un probléme de perturbation singuliére est un probléme

contenant un petit parametre qui ne peut pas étre approximatif par mettre le paramétre
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a valelr nul, (Vest €N contraste & un probleme de perturbation réguliére pour laquelle

approximation peut-étre obtenue par simplement mettre e petit paramétre 3 zéro.

La théprie de 15 Perturbation singuliére est un riche des domaines pour les mathémat;-

ciens. Dans cette partie nous allons introduit : la méthode de la moyenne,

2.3.1 | Méthode de la moyenne

La méthode de 15 moyenne dormne n’importe quelle solution et nop seulement les solutions

périodiques. Cette méthode s’applique aux équations de la forme :

d*y dy
e 2 o I 1.
7 +w y—l—ef(y,dt) 0, 0<e<c

Pour ¢ = 0, la solution générale est -

y(t) = Asin (wt + D)

ou A et @ sont des constantes. La méthode de la moyenne consiste & poser :

y(t) = A (t) sin (Wt + & (1))
¥(t) = A(t)wcos (wt+ @ (1))

ol A(t) et| ® (t) varient lentement avec le temps et
T=y
d’ou
, B
T=-wyY—ef(yz)

nous cherchons une solution sous la forme :

y(t) = A(t)sin (Wt + @ (1))
z(t) = A (t) w cos (wt+ & ()
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or

d’ou
A(F)weos (wt + & (t)) = A(t)sin (Wt+d(t)+ 4 (t) (w + @(t)) cos (wt + & (t))
ainsi
A(t)sin (Wt+ @ (1) + A (t) B(t) cos (Wt+ @ (2)) =0 (2.11)
substitupns (2.10) dans (2.9), on aura :
A(t)wcos (Wt+®(¢) - 4 (t)w (w 4 <I>(t)) sin (wt + @ (t) =
. P A(O)sin (@ + B (1)) - of (5, 2)
En résolvant 'équation précédente et I’équation (2.11), on obtient :
A(t)= 5 cos (Wt + (1)) f (A (t)sin (wt + & (), A(t)wcos (Wt + & (1)) 2.12)
; d(t)|= A5 Sin (Wt + @ (1)) f (A(t) sin (wt + & (®)), A(t)w cos (wt + & (1)) '
h La méthodle de 1a Inoyenne consiste a4 remplacer A (t) et B(t) dans (2.12) par leurs valeurs
moyenne sur une période 2.
A(2) eff ® (t) sont considérés comme des constantes en prenant la moyenne. Ce procédé
connu cons

me méthode de 1a moyenne conduit § :

2

ey

i

—~

&
l

l

S

= 2z | cos(wt+ @) f (Asin (Wt + @), Aw cos (wt + D)) dt

0
27
w

d(t) = 54 | sin (wt+ @) f (Asin (wt + &), Aw cos (wt+ ®)) dt
0
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Posong

Les équations exactes de (2
(2.13). Une fois les intégrales
1¥¢ ordre pour A (t) et @ (2).
bar partje

Les équations (2.14) et (2.15)
seulement pour m et 7, pairs.
Exemple 2.4

Appliquons
ol

=

0=wt+@, on obtient :

27

cosOf (Asinb, Aw cos ) ds

—€
27w

0

(2.13)

=

21 Aw

27
/sin 0f (Asinb, Aw cos 6) db
0

.11) sont remplacées par les équations approximatives de
trouvées, on aura 3 résoudre des équations différentielles du
On a les formules qui peuvent étre trouvées par intégration
27
= [ sin™ () cos” (3
0
m—1
Jon = —~— nlm_gm (2.14)
n—1
Y, 2,15
m,n m+n m,n—2 ( )

sont utilisées jusqu’a ce qu’on arrive 3 :

.[0,0 =27

—

la méthode de la Inoyenne & ’équation de Van der pol :

i+y—e(l-yH)y=0

Fly)=-(1-4)y
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et

Le systéme (2.13) devient :

alors

f(Asing, Acosf) = — (1- Azsin29) Acosd

. 27
A=zt b[ A(1 — A?%5in?40) cos? Adp

. 27
¢ == ‘0[ A(1 — A?sin%6) cos 8 sin 649

. A
Aft) = ZTT (lo2 — AL, 2)
) = (L pll
Al = o (2277 A 4227r)
A) = cA(4- a2
. 44 ¢ 42
= (4— 4%

r /A(Q—Zf(erA) zg/dt'

Apres les|calculs, on obtient

A2

Supposons que A (0) = Ag ce implique que : ¢ = 4—_—}13

4-Ag et
=43¢

i A2(t) = A2
Lk (ﬁ) =

0
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d’on

At) = 2
( ) ;(fg—l)e‘ft-{-l

Notons| que A(t) — 2 quand t — oo est indépendamment de Ao
B(t) = — (I, - 4%L;,) = 0
4 e Gl 3,1

Ce implique que :
D(t) = @ = ®(0) = const

La solution approximative est :
y(t) = Asin (t + @)

c.a.d
2 sin (t -+ (I)())

\/(«?43 —1)et 4 1

y(t) =

Si A= 2|on a la solution

y(t) = 2sin (t + &)

c’est une solution périodique de période T = 27

2.4 Avantages et inconvénients de chaque méthode.

2.4.1 Méthode de perturbation réguliére.
Le principal avantage de ’application de Ig meéthode de perturbation réguliére pour ob-
tenir des splutions approchée de 1’équation

d2

y ayy
zi_tz‘+y+5f(ya dt) =1l
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est que Ia technique est simple & appliquer.
En outre, 1a méthode nous bermet d’obtenir des expansion uniformément valables pour
les soluytions périodique.

Le calcul des approximations d’ordre supérieur peut étre compliqué.

2.4.2 | Méthode de perturbation singuliére (Méthode de la moyenne

La méthode de 1a moyenne présente trois avantages majeurs :

Le calcul en premiére approximation se réduit & lintégration de deux intégrales définies
pour les|dérivés de Pamplitude et 1a phase.

L’ampliffude et 1a Phase peuvent étre obtenus, en général, en utilisant des techniques
d’intégrdtion €élémentaires du calcul.

Si les cycles limites (cycle limite est une solution périodique isolée) et points limites
existent pour une équation différentielle nop linéaire donné, la méthode nous permet de
les déterminer.

En outre) nous pouvons obtenir le comportement du systéme & mesure qu’elle s’approche
de ces cy¢les limites et les points.

L’inconvépient majeur de cette méthode est que les calculs d’ordre supérieur sont longs

et compliqués.
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Chapitre 3

Méthode de 15 moyenne.

Résumaé.

Nous inttoduisons I'étude des cycles limites de quelques systémes différentiels en utilisant

la méthode de 1a moyenne

ou P et (

T = —y+eP(z;y)

v 0< el << 1 (3.1)
y=1z+eQ(z;y)

sont des polynémes. Nous avons calculé 'amplitude et 15 période des cycles

limites de|quelques classes d’équations différentiels dans les cas ou (¢ — 0).

3.1 Théoréme 3. 1.

Considéror

et

1s les deux équations suivantes :

T=¢eF(t,z)+ G (¢, , €)

0 (3.2)
y=cfy)
y(0) = zo
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U, Y 29 €Dun intervalle ouvert de R, t€[0,00), ¢ ¢ (0,€0], F et G sont périodiques

de période T par rapport & la variable # » €t fo(y) est la fonction moyenne de F(¢,y) en

Ce qui concerne ¢ c-a-d

on suppose :

1 T
Fy) == [ F(t, y)ar
T/

(i) F,0F 0z, 82 F /022, G et 0G /0X sont définies, continues et bornses par une constante

indépendante de ¢ dans

[0,09) x D et ¢ e (0, €] .

(ii) T est une constante indépendante de ¢.

(ili) y(¢)|appartient & D sur le temps échelle 1 /€.

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées.

(2) sur ld temps échelle 1 /€ on a

(b) si p est un

Alors il existe

z(t) - y(t) = O (¢), quand ¢ — ¢

point d’équilibre dy systéme moyenne (3.2),tel que

0
[%iy] £0 (3.3)
y=p

une solution T périodique & (t,€) de I’équation (3,1) proche de P tel que

®(t,e) — p, quand ¢ — 0,

(c) si (3,3) est neégatif, alors la solution périodique correspondante de & (t,e) de ’équation

(3,2) dans Fespace (¢, z) est asymptotiquement stable pour ¢ suffisamment petit, g (3,3)

est positif, alors c’est instable.
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3.2 | Forme générale.

Soit I'équation -

T+ef(r)i+z=0

qui équivalente 3 Je systéme

=i

J=-z—¢f(z)y

qui équivalente aussj a le systéme

ou f est me fonction pair et

En posant

on obtient

et

donc

F($)=jf(8)d8

T=7rcosl, y=rsing

T = cos % + sin By
= €o86rsiné — sin f (r cos  + ersin 0f (rcos 6))

= —ersin® 01 (r cos 6)

. ——

f = arctan (2) = L (cos 6y — sin 1)

= > (= cos b (rcosd + Ersinff (rcos b)) — sin g (7sin 8))
=—1—cecosfsingf (rcos f)

ersin?gf (rcosg)
—1-ecos@sinbf(rcos )

;
& — ersin? bf (rcosb) + 2@ (6,r,¢)

=F(6,r)
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Exemple 3.1,

Soit I'équation suivante :

j:=—y+5:c(a:4—x2+1)

Iy (v 7 - g

= cos 0% + sin by
F 088 (~rsind + ercog g (r*cost 6 — 12 cos2 g 1))
drsinf (rcos 6 + ersin g (r*sintg + 2 r?sin?g — 23)

=:E( (cos f + sin® (9)-#—7‘ ( costh 4 43 43 Tog Sin 6)-{—7‘(@05 H— .51[1 6))

P

43 139
P =k 4 ),60 o 69 2 _‘3‘49 ,-46 ,‘29_ a3
F=fkr (\r (cos® 6 + sin )+ cos* @ + 708 518 | + (cos®, Tz o 6)

et
——
= arctan (¥) = 1 (cos 0y — sin 61)
= %cosﬁ[r9056’+8r51n<9(r451n 0+ 2r2sin?g — 2]
—Lsing[— rsiné + er cos § (14 cos? 9—7"2005 o+ 1)]
. 43 139
=1+ 5@05951119(1" sin*f — 74 cogt g+ mfr%m 0+ r?cos?p — m—l)
Donc
7 dr|_er (r* (cos® 6 + sin® 8) + r2 (= cos® + 48 sin® 6) + (cos? ¢ — 139 4in? 2))
6 a8 1+5<,oe,¢9mn¢9(r4a1n (9-—7"4<,0540+ Tos728in% 0 + 12 cos2 g _ iii )
43 139
- 0 L - 4 smalig 298 o g 2 ,
= 5r<r (cos® 6 + sin 8) + 12 (—cos €+ﬁbm 9)4—(@05 6 a2 5o 6})+6 G(e,0,7)
?F(re!r)
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Do
2
o)=L / F(6,7)ds

0
27

fo(r) = %r/ [7*(cos® 8 + sin® 0) + 12 (- cost 4 + = sin* 6)] do

27
g / (cos? § — 139 gip2 0) do
0
=r{rt-2r2+ L)
Alors :
3 13 1
0 4 2
r) = Qs onrdpbe 2 | =
Fr) 8( 36r+36) 0
= r = 1 Pippemee !
I 1T 2; 2= 3
Donc il existe deux cycles limites d’amplitude % et %
On a ;
afo 5.4 13, 1 25 .
[WL:I =3 [or =~ Er +% 1 = (posmf)
r=3
Donc le cycle limite d’amplitude % est instable.
af° 51 4 13, 1 25 )
— = - — — = ——— (négatif
[B'r L; 8 [ST 12" T35 Togg (négatif)
=g

Donc le cy¢le limite d’amplitude % est stable.
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Au cours

méthoc
systém
Un pro

- la mé

Conclusion

de notre étude sur la méthode de perturbation on trouve que le bute de cette
le est d’étudier Je comportement d’un systéme non linéajre en I'approchant par un
e linéaire.

bleme de perturbation peut étre divisé en deux catégories. Il sont :

hode de perturbation réguliére ;

- la méthode de ]a moyenne qui est 'une des méthodes singuliéres.

En pardourant ces méthodes, on apercoit que la méthode de perturba

tion réguliére nous

donne une solution différente (une solution trés lointaines de la réalité).

Ce qui

la méth

ait que les méthodes singuliéres sont beaucoup meilleures comparées a celle de

vde réguliére :

La méthode de la moyenne nous donne toutes les solutions possibles.
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