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p:itre 1

Int duction

Dans ce a'"'a,il on ai int6ress6 d I'application de 1a m6thode de Rothe pour une 6quation pa-

raboli d6g6n6r6 integro-diff6rentielle avec conditions initiales et conrlitions de Neumann-

Dirichlet ur le bord. Ce type des 6quations mod6lise le flux d'un liquide dans des milieux

6coulements s'inscrivent dans le cadre des probldmes environnementaux qui sus-

lement un grand int6r6t. En particulier, l'utilisation durant ces dernidres ann6es

poreux,

citent ac

de matid

des d6ch

L'op6rat

nomdnes

avec m

elle a

nucl6aire pour la production de 1'6nergie pose aujourd'hui le probldme de stockage

e1; notamment du stc'ckage couche g6ologique profonde.

int6gral de Volterra (iou 1'op6rateur m6moire) peut mod6liser beaucoup des ph6-

ysique, te1 que le flux A. deux phases dans des milieux 6lastiques ayant des ports _rz
re, la loi de Darcy dans ce cas prencl la fbrme

I
I

t. t+ *\\-7^ t+ *\ l'' ,- ,* -\ 17- ( ^ -\ ^,- /

I

I
j

oiqd6

La m6t

e ler flux volum6trique de l'eau et p est la pression capillaire [9 - 10].

cle Rothe trouve son origine dans les travaux du math6maticien Allemand tr.

Rothe en 930 [18] pour r6soudre des 6quations lin6aires paraboliques et unidimensionnelles,

6ga.lement utilis6e et d6velopp6e dans 1a r6soiution des 6quations paraboliques

d'ordre p6rieur par O. L. Ladl'2s1skaja voir [14 - 15] aussi bien que dans les travaux de

K. Rekto [19] , J. Necar [17] et J. Kacur 114 - 15] qui a 6tudi6 des 6quations d'6volution

non lin6a re cle type paraboliquer. Plusieurs autres r6sultats ont 6t6 rtialis6s en changeant

L'ordre d6riv6es ou en changeant l'6quation et les conditions par e>:emple l'6quation de
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Introd lon

Schrcidi [4] , l'6quation Navier stokes [16] , l'equation de t6l6graphe [B] , ainsi que les
pro int6gro-diff6rentiels de Bahuguna [1 -  ] .

de la m6thode de Rqthe est comme suite :

Onr divi I'intervalie du temps en z?, sous intervalles (h-r,t) , ,i : r...,n.oi t; : ,ih et h :
T/n.On te parui:1;i(r,i,hN les approximations de z.

Le

On rem

On obti

le

On d6ter

On const

Ia d6riv6e de la fonction u,ff par 6ui : v#-t pour tout t : tt.

un systdme form6 de n 6quations en r or) I'inconnu est ul (z) donc on approxime

pos6 d tout point t : t.i, i : IJt,.par un nouveau probldme discret.

ine les fonctions u" splutions du svstdme obtenu.

it les fonctions de Rothe comme suit :

(t) : u;t + (, - ta-1\ \ua, t € [ti-r,ti]

ns test correspondalntes

("'
{1" (t) = \

[,0

t e lti-1,t1

r d6montr6 quelques estimations

de la solution approchu" u@) (t)

J : I, "",fr
l:0

pour la solution approch6e, nous 6tablissons

vers la solution du probldme pos6.

la



Ch itre 2

yse fonctionnelle

2.L pace de Lebesgue :

D6finiti n 2.1.L Soi,t p un Elpment de [1, +oo] et {l un ouuert de iR' ; on appelle espace

de , et on note Lp (Q), l'espace uectoriel des fonctzons num|rr,ques u de {-l dans C,

Lebesgue esurables, u6.ri,fi,ant :

1. Sil p 1*6, ["1"(o)l'dr 1*m,
*oo, supess l'u(r)l < +oo,

+CO

sup ess lz(r)l : Inf {M\ l" (")l < M p'p} .

z€O

2.L.L que propriQt6 :

a) L',

d6finit u

b) Dual-

&:

2. Si p:
oti :

U (q dans IR+

( lt"llr: (/n lu (r)l' d*)''o, r l p( *-/
I,---t 

1

I ll'll* - sup ess lu(r)l , P : *oo,
( reA

ur /,e (fl) , 4orme par laquelie Lp (A) est un espace de Bana,ch

r6el p dans [1, *oo[, le dual de Lo (A) est isomorphe alg6briquement et

Ls @) ' 
aveq i*i:1, l'application de dualit6 est d6finit par:

rn de

rme s

tout

;nt d,

no

-lr

l

I

l

I

I

I

l

i

_l

\



2.2 Es de Hilbert

Ie (f)) x n (f)) * C,

pour tou

ment d

(u,u)-- [ u@)u(r)dr,
Jo

ftel p dans 11,, *ool, le bidual de le ((^)) s'identifie alg6briquement et topologique-

(a)

On dit q

2.2

On d6fi

On muni

Un vectoriel norm6 (11, ll.ll) sur C (ou IR) est de Hilbert si sa norme provient d'un

produit

2.3

Soit: rn

aire et s'il est compfiet.

N, 1(p(+oo.
I'espace de Sobolev 1Y*'n (Q) par :

LP (A) est n6flexif.

pace de Hilbert

ce de Sobolev

W*'P (A): {"f e Iro(O) , D" f eriste et

les espaces de Sobolev par une structure

D"f e Lp(Q),Vlal < m)

d'espace norm6s dont les normes sont

d6frnies

est un es

Hfl (CI) r

llfllw*'ea) : 1<p<+oo

P: *a

\l / na4' T)ao,\ -.) tu u.u u,r2lO\.
0<lal<m

h f,tr-rr*trr.)

, P, \-\

llf ll*^"1n1 : ) strp lD" f (*)l
lols*'€Q

- (O), munit du produit scalaire(z,u) :

W*,2 - -F12 munit du produit scalaire :

\w,r): I (D"u,D"u)pp1
0< lal<rn

de Hilbert,

6rence ( pour la nprme ll.llr-6"y ) du sous espace D(f)) dans H^(n)
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de Boschner

de Sobolev 111 (CI)

espace de Sobolev d,ordre 1 sur e, I'espace ;

tI'(c,) : {,f e LrK)), { . L'(Q),7 < i < n}.f'tr.v-x

On muni Ht (0) du produit scalaire :

2.3.L

On appel

Ia norme

(f,g),,,: I,(,n.*##7*
ante sera ;

2.3,2

Soit fl un

Alors llj

ll/11,,, :

de SobolBv Hol (0)

vert born6 r6gulier de class C1.

) elst donn6 par :

2.4

DC(I ,

norrne

HJ (CI) r, {u € Ilt(CI) u laa:g sur Eft};

pace de Boschner

(fi)) : {f , I -* r2(0) qui associ6 A I ---+ f(t) € Lr(A)

llf llcs,",1n1) : T.T ll/llz,,rot .

2) L*(r, i(CI)) = {f , I --. I/ot(O) essentiellement born6es} munit de la nor

3) L2(I,L

ll./ll"-1.,,.r.'1o)) : .,:f ll/lln;1oy p.p.

O)) : {f : t ---, L2(Q) d, carr6 int6grable} munit de la norme :

ll/ll I u 
",,2L2(r.12(nD = .l lllll"t,tol df < oo.

D6finit

"t (8, k)

de la

2.4.1 Si E un espace uectoriel norm(, surk: R. ou C le dual d,elE est l,espace

formes li,nEaires continues szr k, on le note E' et on munit E'l d,e la norrne

(f , f),,".

d,la norme de E.
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gence faible

nvergence {'aible

espace de Banach

2,5,L (n") conuergp fai,blement dans E aers n si l'on a :

,!r& (t',*nl : \r',u) ---) ,!ru (r',nn - n) :0, Yr' € E',

s ace dual de E,

On note rn + fr faiblement dans ,E par : trn L tr.

e 2.5.1 1. Si, rn ---+ fr fortement (llr.- rlln ---+ [) ===1 rn L tr co.r :

Yr' e E' : \r',rn - r) < llr'll llr" - rll --+ 0

= n 1 @ on a Equi,ualence de derLn notions :

: (nT,rT, ....rT),ditn E' : n;

\ base de E + {4}7-, base dual tq .

"ikt , _l'ur,-l 
0

o-.J

;J;o7-,1

alors : ll

Th6ord

An:A (rr,*2,....r,") ===+ Vg, :Tfi,r' : eI

) =. nT - nn*3* o ++ it.,f - rnl*3- o(ei,r* -
- rllr - 0 ce qui' donne l:;k -rll - o car tout les normes d,e E sont €.qui'ualentes.

2.5,L Soi,t E un espace de Banach r€fl,enif et nn une sui,te born\e d,ons E , alors

i,l est d'ertra'ire une so'us suite de rn qui conuerge fai,blement dans E.

Th6ord 2.5.2 (de Ri,esz)

I tt',: (2,u)

deHi,lbert,soi,tf €E' ,i.leristeun€.\€mentun'iqueue E tU:j Yu € E.

I ll/ll. : ll"ll

2,5.2 un I u ( ) Vu e E: lim (u,r, u) : (u,u)

yf e Et, f(u.) - f(") 
1'heore?$$ oo"" 

f(rn) : (u,un)

2.5.3 Toute su'ite horn1e dans un espace de Hi,lbert possdde une sous sui,te fai'-
frheorc

lblement

t
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in6galit6s utilis6es :

it6 de Caqchy- Schwartz :

Au,u I Au)-= )2 (u,u) i- 2).(u,u) + (u,u) ,

) > 0 V^ € lR,n6cess4irement le discriminant A : (u,u)2 - (u,u)(u,u) doit 6tre

< (u,u)L (r,r)i .

le polyn6me p()) : 0 admet une racine double i.e ils existe )1tq p()) :
colin6aires.

'e-in6galit6 :

l"al ',/. 2tr - Ve > 0 Yr,y

2,6"3 I it6 de Grorrwall :

2.6 Les

2.6

Soit f,l C

2.6.t

Vu,u € L

Preuve.

p()): (z

Conlme p(

n6gatif ou

soit l(u, u)

SiA:0
donc u et

2.6,2

it6s utilis6es :

[ tu, a,l
,J {l

I I x""rllJ"fi ' l- \J"fr" t \,!,,=r /
Pour ) e IR, d6finissops le trindme du second degr6

(l,rr o")''' (l,rr o,)'''

0

tr

le c4s co

bI

inu: soibnt n(t) > 0,h(t),g(t) des fonctions int6grable sur [o, b].

alors :

a(t) : h(t) + 
.l"o 

r(r)s(r)d"r yt e la,bl



r-

1--

2.7 Que th6or6mes utills6es :

le cas di

a(t) < h(t) + I,' (nnr"rr1"*p1 [,' re)a{) dr vr e [a, b]

ier si r(l) : c et h(r) et croissante

a(t) : h(t)exp(c(t - a)), Vt e [a, b]

{a;}une sulite des nombres r6els positifs tq :

ay1a

L-I
_ ,, s-:

cr";3 bh) ap, Yi :2,......
k=1

h sont des constantqs positives;

a;1a'exp(b(i -I)h)

n6galit6 de Poioar6 :

; -,, v 
- 

-)...

2.6.4

Soit 0 un ouvert born6 de R". Alors il existe une constante c > 0 telle que :

En partic lier I'expression llVzll, est une norme sur IVd(0) qui est equivalente d la norme

llull*,,, /4 (CI) I'expression [r, vuvu est un produit scalaire qui induit la norme llvrllr,
d la norme llrll"' .

2.7

T

uelque th6ordmes utilis6es :

2.7.L Soi,t {l un dorma'ine born1 de IR',.|'ensemble M des foncti,ons f € Le{.Q)

est ssi, AI est born€.e et €oui,conti,nue, c.d,.d

telle queYf e M

r
I lf@+ a)- f(r)lodrIe pour s <5.

.l a

ce th1.orAme connu aous le nom critdre de compaci,t(, de Kolmogoroa.

Ve,l d >
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2.7 q ue th6ordmes ut

de Xzlinty browder :

7) x O x IR.' ---+ IR" une appiication monotone pour la dernidre variable, c.d,.d :

2.7.L

Soit d

et, Ltn ^

zz) Pour

de plus

. f xuar.
JA

(d(t,r, zr) * d(t,r, z2)) (tr_rr) ) 0 pour 21,22 e Rn

dans Lp(Qr)".

- X dans Lo(Qr)".d (t, r, un

Aiors : X d(t,r,u).

Formul de Green :

On sup

ona:

Th6or

Soit / u

z) Pour

que Q est un ouvert born6 de frontidre f : 0Q r6gulidre; alors : Yu, u € f/l (fr)

f
lim srrp I d(t,r,un)undr

n+@ .la

(AVu):- [ Avuvu+ [tevrn)r..la Jr

ou lola i =f" composante du vecteur unitaire normale ext6rieure.

En rem uant AAu : div (Afru) alors on a :

I,#,* : - |,"ffa, + 
f,uwrao

1,,
de F\rbini

fonction U - .[a f@,y)p"dr, d6finit u p.p u int6grabie.

fonction int6grable srpr (E x F, A & B, p I u). Alors ;

ue tout r € E,l0 fonction A * f (r,g) est dans trl(r.,); de plus la fonction

r* jrf ,A)udA, d6finit p p.pb est p int6grable.

ue tout A e F,la fonction r - f (r,g) est dans trt(p);

i,i,i) On a nfin

l ",,, 
o rB u : l 

"lt 
f, r @, fi, ay) p,d,r : l,ll 

" 
r @, fi 11.d.r) u d,s
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ue th6ordmes ut

classifications qnath6matiques des EDp du second ordre

e la forme

2.7,2

Ce sont

et A, B,

des

Selon le

2)SiA

3)Sia

^# * u#* * "# *,X * uX * Fu : g(r a)

^#" tffi""# = f (r,r,#,#)
,, F sont les coefficients de I'EDP, ils sont fonction de r et g et peuvent 6tre

du discriminant

A,: 82 - 4AC.

Ie classement sufivant :

0, I'EDP est dite elliptique comme 1'6quation de Laplace de la forme

^, ^.)o'u o'u

--+__-0.0rz ' 0a2

0, I'EDP est dite hyperbolique comme i'6quation des ondes.

^, ^go-u 'qO'u
at, 

: o- arr'

0, I'EDP est dite par&bolique comme l'6quation de la chaleur.

0u "0'u;;:0;-; d>U'ot or"



Telles 6q ions sont utilis6es pour mod6liser le flux d'un fluide dans ies milieux poreux

leeP€

.ch itre 3

Sch ma de discr6tisation et estirnation
ap aorr

3.1

Dans ce

diff6rent

osition du pnobldrne

ire, nous consid6rpns le probldme (P) pour une 6quation parabolique int6gro-

d6g6n6r6 suivante :

0r0 (u) - div (4(f, r)Vu) * uYu + d(r)u

rtI: f(t,r,") + I a(t,s) K(u(s,r))ds,
JO

ition initiale :

(t.r) e Qr

w(0,r): uo(r), r€f)

itions aux limites :

AVu.q : g(t,r,u) sur 1 x l1y

U:0 sur I xlp

ou B@) t une fonction non li46aire, TL : 7,2 ou 3,0 C lR' est un domaine born6 un bord

Lipschil continu -I: (0,7), Qr: I x f,),4 est le vecteur normal en chaque point l,f1e

et f6r des sous-ensembles oluverts I avec | : |,^r U fp, f,rr t-l fp - 6 et mesu 16, > 0.



3.2 Hy hdses et sch6ma der discr6tisation

fissures., mnle par exemple I'6qr-Lation aux d6riv6es partielles suivante :

*,n* #n - ,# * rX:
Qui

sionnel o

moyen d'

3.2

On d6fini

dual.

- /n 1mtlu,"
(H,) f (t
a.

ise l'6coulement d'un fluide incompressible ri, travers un milieu poreux unidimen-

le fluide est contamin6 par un so1ut6 dans le cas de r6actions d'aclsorption au

uilibre isotherme de Fleundlich, ici c est la concentration de fluide, po la masse

volumiq du milieu poreux, 0 >. 0 ia porosit6, D est le coefficient de dispersion, q est la

vitesse nne du m6moire du fluide et p € (0,1)

L'op6rat de m6moire est obtenu Dar la mod6lisation du flux dans 1es milieux poreux

6lastiques Dans ie cas du milieu d, m6moire, 1a loi de Darcy prend la folme :

La norme I/ est not6 ll.lln'. Soit C une constante positive ind6pendante de i, i, h et n.

On sup

(Hr) 0

qrre ies hypothdses stdvantes sont v6rifi6es :

une fonction croissan.te continue et Lipschitzienne tel1e que 17^ < P' S h^^,

q(t,r) - - K (t,r)yp - lr' r(r, s)Vp (s,r) d"s

Da,rcy g6n6ralis6e :

u (t,n): oo (r) * 
,lo' 

A(t - ") (/ - vp) (s,r) d's,

ylpothdses et sch6ma de discr6tisation

I'espace de Hilbert s6parable 7 tel que l1ot (f,)) C V C I/t (fr) et 7* est son espace

. Danslecasd6gen6r6, nousremplaEons B' par B'01s1: {h*,-uri (p' Ol n--)}
L \ /)

r,s), g(t,n,s) sont Lipschitziennes continues en f,s i.e V t, t' Q I, V s. s' € IR, on

lf tt,,,s) - f (r',,,,')l < 'llt - t'l (t't + l''l) * l'* ''l]

ls {t,,,s) - g (t',,,;)l 
= " [], 

- t'l (t'l * l"'l) * I" -''l]
a la condition de croisrsance lf (t,r,()l < "(t + I€l)et satisfa
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rIit

I

I

et

3.2 H hdses et sch6ma discr6tisation

) : / x O ---+ IR' est une matrice sym6trique continue de sorte que

lt 1t,,1 - A (t',.)1,r, < "lt - t'l Yt,t' € r

Cr l{l' < (A(t,")€, €) S Czl€l'

t la norme de Ia matfice et { € IR" .

0 et (d{, il >- C l(12, us e V.

,* (C)), u.\ :C > 0 sur f1i.

(H6) a: I 1 ---+ IR est continue, lc (s) : IR --' IR est continue et k (t) < c (1 + lsl) .

3.2.I Une soluti,on fai,ble du probldme (P) est une foncti,on satisfaisant :D6flnit

(tu) A(t,

on M(n)

(Ha) d(r)

(f1s) V';

simplicit6

r) 078 @)

2) Pour

=,l,rr, il * l,(1,' " 
(t,s) k (u (s, r)) 0,, o)

otr ((u, S) : (AYu,Vd) + @(r)u,fl.
On le produi,t (( ,.)) d€fi,ni,t une norme ll.llo equi'ualente ll.ll,t'

On divi I'intervalle I en n sous intervalles de longueur n : T et on note 't-Li, : 'tt(tt,,n) ,

des raisons deta * ih, = 9#J, ttt: Ir,u(t,,)dt,i, = \,...,tu.Nous mettrons fl pour

le probldme discr6tis4 associ6 est

(\o-' (uo - ui) ,4) + h(uVui-1,il + h(("0,il) + h(g;,Q)r*

odzl, 6J-r("- fr) , le sch6ma de reiaxation .tr;-r est satisfait )a : \'n(uo), gn :

,), fu: f (tt,r,u6-1) et il e HL (0) et est une extension de Nicolskij u € 'H1 (O.),g (ti,r,u1

L2 (I,V*) , u (0, r) + 26.

ce que 0 €V nous aaons

fftf
l @Lp (") ,il-r l (uvu,il + l (@,d) + | (g"b)

JI JI .ll J.{xl7y

(1)

(2)

O* --'r O isfaisant lldllr'rn.t < cllulls'1oy.
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3.3 Esti lons a prlon

timations a priori

section on va d6montrer quelque estimations a priori .

.3.-J. Les est'imat'ions su'iaantes sont u6rifi,6es de man'idre uniforme par rapport n,

i,, i et h:

3.3

Dans cet

Lernme

Preuve.

L'6galit6

estimer

j
h*'hll ;ll2donc 

'

(uVu;-1,6u1)

h*)ihlld",ll' < C,lluollu, I C,I ll"o - ut-tll'", S c,llg ("0) ll < C
;-t i=1

On pose 6: u,r -'ttri*t dans (2) et en sommant pouli: I,..', j, nous obtenons :

j 7 /o,._ o,* \ \ 
j

i n ( 
^u-, 

( uo - 
=ui-') . rr,) * th (uyu6-1, dui)

?"\"'-'\ h )'"*') i:r

JJ
\-1 , , r \-' , . \

+ 2_hl\ui,ut - ut-t)) + Ln\g'i')ui)rN

(3)

(4)

va

iJi-l
: fn (fo,6uo) * tht @iik(u),6u)h.

;-1

4) est bribvement nqt6 par : J1 -t Jz * Js * Ja : J5 I J6, maintenant on
J t /^. \ \ J

ue terme d cot6 :,) ,l : tn(^'-r("#*),a",7 a 
EnU'n@)ll6u,ll2

J

Jr 2 h*Lhll6u"ll2
;-1

(ol

') Jz: h (uYui-y,6u6)

On utili L'e- in6galit6 :

ilil
lnlrv"o-t,6uo)l < qDnllro-rll'u, + rfn ll5",ll''l
i:I I e:r i:I

donc :

lrl_tJrt -
(6)



rr

3.3 Esti ns a prlorl

)Js
Enu

jr
lJ

ril

((ut,ur - u;-t))

I. .. "t " t21(r,, -'r) : ; lll"ll' - llsll'+ llr - all')

.Tz'J3

:

(go,6uo)r,

L'e- in6galit6 :

ll",ll'o- ll"oll1 + t llro - uo-,ll'o.
;-1

1,' rr9 t. u2
S :llgrlli^ + 6llduillrN

a

^lia, ,'22_h\\ut,ut - u;.-t))

I
fn lll"oll', - llro-,ll| + llur - "o-'ll'o7L-l Lt!

I j ^l
n ltl"lli- llu' lll + t lluo - uo-,ll'ol

L;:rl

(7)

\ t-') 14-

On utilist

2 (gp,6u,;)r*

6 = 1, on obtient :

(go, 6iuo)r * ] [ttn,tt3, a lld,oll3,l

ll.qnlli" + lldqllf"

d'aprds condition de Neumann :

i:r

le terme de bord qn utilise I'hypothdse (flz) , alors

(so,6rn)r* f ll"oll3" + lldu6llfl,
J

S ll"oll3., + lldqllf, + I lluo - uo-,117.

?\
f-- ,, - ,,t I\ h llAor.ll- |
zJ il ?,,rN ,

(8)

enp

llrllS, <cllVull2 +C,llull2, Yu € Ht,e>0 (e)



e{I compte, on obtient :

" Itt,,tt?', 
. i tt,, -,,-'tt?,')

w)

s

l/ ,---+ L2 (l

J+

3.3 Esti rons a prrorr

(fi,6u0)

l7t-
l./51 -

-t- (/. (10)

(11)

I j .l
lJul : lIn.tn, a"'11

l;:r I

, -e J

? In llfJl""ll6u.ill2,

J

s cDh116""ll""
;-l

,1c|;,n (;.! a,,n?,)

- ;- 1

l-^,\jl

L"'i:tI
c9j

l-^ q j 
I

*n 
r,,,,',, 

I = " (' 
* :*,,ltd',lt?')

:

-

|-

,i

\ia
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3.3 Esti tions a priori

J\z\ia')J6=2,
;-1

i-r
T@o,n(u),6ua)h,En utilisant I'in6galit6 de Cauchy -Schwarz, I'in6galit6 de

Young et I' (He) Ie terr4e m6moire peut 6tre estim6 comme suit :

t7t
l./6 |

ji-rl
\-irf b;;k (u) ,6u) hl
2 zJ'' I

t=I j=r I

j i-r

i=r j:r

? c;fn'f ll6ull27,

1 i-r | / r-/* ^ \
>rf @;1k (u1) ,6ut) hl. 

" l. 
* ; ,L^nV")l'n')i--r j:r | \ x= |

t7l-
l"'61 -

(12)

te ses consid6ratio4rs;, la collecte (5)- (12) 
' 
choisissons e , 1 suffisamment petite'

alors le de Gronwall nou$ donne ia prouve des trois premier in6galit6 dans (3) 
' 

pour

prouver I dernidre estimation dans le lemme (3.3.1), on pose 4: 0(u6) dans i'identit6 (2)

ant sur i: !,...'3, puis en proc6dant comme si dessus on obtient l'estimation

j.1 L2

r "Lt' LJc
;-1

JLJ

+-J F4
d=L ' i'=r

ea
[ ., j I

I p t--t
IL2:rr

fonction escalier d6ffrlie Par :

( "o 
t' e lti4,ti)

)

1,. r:o

et en

d6sir6e.

50it u'"

u"\t
;--t m
L 

- 
L\,,,.7 tu (13)
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3.3 Esti tions a priori

u" (t) ut-r * (t - ti-1) 5u;,

t)) : F (r,-r) * )1-r (t - ti-r) \ui0"(

,r, :{^O

T (a"

Nous d6fini

Lemme

0@n),

la fonction de Rotthe sur I'intervale f par :

t e lti4,t,;l

t:0
i:1r....,n,. (14)

l: I, "'',n (15)

'i :7,...,n, (16)

r,:1r..,rrt, (17)

i: I,...,n (18)

( 1e)

t € ltaa,tal

t € lti-r,ti)
t + lti-I,ti)

( i-r
I hfailk(u1)

-,- J j=t

" - 
I harcks

.2 L'esti,mati'on a Prr)ori

f:0

t e lti4,t6)

+-n

ll)i-1duall. < C

est sati | < i < n, ou ll\a-1dn,oll. : sup l()aa6ui,S)l '

Preuue.
ll4ll<r,oev

appli,quant le lemrrye (3.3'i), on conclue Ia preuue

est urai,VQ

)4-$ul < h* l(\ui,$)l

c.s
),;alul < h* lldull lldll

=+ ll)z-rd,q ll. s h* pu)1""^*!''t't' c.

Corol 3.3.L D'aprds le lemfn e (3.3.1) et 6.3.2\ on d€d'uit les estimati,ons s'u'iuantes

tr

0)max

c) lld"ll g,v13 c,

) - 13" (n")llp,g,y,(o)) <

qilAtp" (a")ll7"sy1S C

d) llu, - u*ll 7, g ,v , = 
9-*

")llr- -a'117,s,r,,(o)) < #+ (20)
;LL-'z*

lT t"" (,))ll < c,

d) llp (
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3.3 Esti ions a priori

Preuve.

On a:

llr wnll

b) 110,0" ( )llrrr,v-t < C.

On d6rive rappofi a t :

llr ro" (',))ll = llo" rr"(,))ll < c

Tff llr c'" (t))il 
= "

.ll*rr
) max llB'" (a" fr))ll <'tet ll \ \//ll L

F:

++

AP" (n" (r)) : ), 6ut t e [to-r,to],,i : 7,...,n

en appliq le lemme (3.3.2) on LA .

llao" (a

rapport a t :

7TI lrap" @." (
JO

(,) ) ll' : Il)n-r 5u6lll < C

B" (n^)ll*s,v-t < c

lla"ll :ll""ll<C

fl

a"nil?< I c
Jo

on obtient

c) lla"ll",u,

on intdgre rapport d t :

,<c.

+ (, - ti-y) 6ut,

: 
I,' ,, il,*,,,u, 

= l,' "+ lla"llr"u,r, < C.

<+._ \/n

tclt. +l ;-jL \ LL?-I r L?l o 
- 

rr'.

donc :

u;-r I (t - t;-1) 6ua -

m



artons a prrorr

llur-r + (t - to-t) 6ui - ull2 : ll-hdui + (t - ti-1) 5u,

: l*h+t-k_tltlld",ll,

C
n

llu"-7'll7zs,v)th
ve'de ce qui reste on procdde comme dans (a) , (b) , (c) , (d)

23

donc :

alors :

Pour la pr

ll'

n
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Cha itre

Ltex stence et ltunicite de la solution

4.L

Vue aux estimations (a) et (bl) dans la corollaire (3.3.1) et le lemme (1,3) en [1i] , il suit

qu'il exis e C (I ,V.) n L* (tr, r' (Cl)) , avec 07w € L2 (I ,V") et une sous suite (0"*)*.*

P"o r:*u.r dans C(l,V.) ,{* 16-o (r)) *; r.u (t) dans L' (n)

,0r0nn n; *Atw 
dans ,L2(1, V.)(t"*) *; tr.'(r) daps L'(A)

le critdre compacit6 Kolmogorov donne

fr"o r_'-*tr(t) dans f'(Qr) (rr\

d'autre d partir de la corollqire (3.3.1), on en d6duit que la suite {u"},€N est uniform6-

dans .L2 (I,V),, par 14 suite nous pouvons extraire une sous suite {u'r},,.* tellement bo

que :

T[,n* r zdans L2Q,V)
k-o

de Minty-Bro-r,vder on prend d : 0 (z) et X : w

de (F"),.*

ultats de cgnvergence et de l'existence

P"o k:;w(t):P(u)
th6ordme de la convqrgence domin6e on trouve :

(2r)

(23)

on utilise I



4.1 R6s tats de conve et de ltexistence

En tenant te (21) et le th6qrdme de Minty-Browder f6l donne :

Lemme

.:0(u) (24)

!.1" La suite {K"}n pst uniform€ment bom6. et possAde une sous suite {K"u}r

Knn 
k-^* 

K dans L2 Q , L2 (a)) (25)

Le preuue est si,milaire d celle de [2) tr

L.2 La propri1t€ sui,apnte est u6.rifi,€e :

telle que :

Preuae.

Lernme 4

Preuue.

0r0" (n")

}rp"o (u"o) r1**0t0(u) dans L2U,V.)

I a corollai,re (3,31.)on a :

uni,forrn1ment born{ dans V* et donc une sous suite {QB*o (t"*)} telle que :

(27)

(26)

auec I'ai,de

prenant la

ce qu'i

or0"o (il*o) 
*_'_ €

th\ordme de Fubi,nt, on obti,ent

(p*r (il,.,) - fr*r (uo),6) = [' @rp"r(a,, (r)) ,6)d,
Jo

e quand k --+ @ t cette derni,d,re donne :

St
(0 {tt1 - 0 (uo)'Q) : 

Jo 
(€'d) d'

(oo- o@d- l,'t(s)ds,t) 
:o

4 eV etVL: {0v} alors :

rI
fr(")-0("0): l{(s)ds

,t0

0,0 @): € (r) p.p

(28)

(2e)

(30)

QB@):6 n



et

i,i,)

4.2 Unic de la solution fa

4'1'1 La limi,te u eqt une soruti,on fai,bte d,u probrdme (p) d,ans re sens d,e ra
3'1)' .92 la soluti'onfqi.bteu estunique arors Ia suite origznare {un} conuerge uers

uertu de (13) - (IQ), t,id,enilte e) peut Atre 6,crite comme sui,t

l,{r,0" (n"),il + 
l,@va,,o) * /,((r,,d)) + l,tT,d)r_

: 
/,(f",r)*.[,(K',d),

'-. L2 (l y) i,mpti,que :

il,n ---+ u dans L' (1,r, (fn,')) i.".{ --...-+ g d,ans L, (1,L, (l*)) e2)

dans (31) puis en prenant les lentmes (4.1.I) et
@.1.2) et consi,d€ration,,il s' en4uit

v0 e v (31)

I'i,njection

rna'intenant remplace n par ftk .---> 6

vdev
et par su'ite est une solut'ions fadbre de (p) au sens d,e ra d,6.f,ni,ti,on (8.J.1). cornme d,ans

[13] nous obteni'r que I'un'iprt€, de la soruti,on i,mpri,que que ra sui,te orig,inar {u,}n est
conuergente u'!

4.2 U icit6 de la sollution faible

Dans cette lon nous montrons llunicit6 de la solution faible dans le cas r, : 2, pour cela
nous faisons,

D

es hypothdses suppl6rpentaire suivantes :

l,r,u (u),il + 
f,@vu,r) * l,(tu,0)) 

+ 
.[,{s,d)r^

: 
/,(r,a) + 

f,(Ku,d),

rt 1t

Jo 
o(t,s)k(tt (",")) d,s: - J" 

rQ - s) A u

(-t)i [o(d) > o, t ) o,j : 0,1,2,01a f o.

lU3 ("r) - p (ur)il > "llq - uzlla, .



{:

le terme de

iii)

et

4.2 U 6 de la solution fa

Remarq

i,.e.

u : c(t,r,u)

l" (t, q, tt) - " 
(t, r, z2)l I clzl - ,rl .

4.2.L 1) L'hypothd,se (-r)j 4o(r) > 0 est €qu,iuarent d, ra posi,ti,ui.t6 d,u noyau a

f f aQ -s)d (s) d,so (t) dt > o,.lo .lo

la monotoni,e de l'opp,rateur de rnEmo,ire t.e.

2) La toni,e d,e p i,mpli,que que :

(0 fut) - 0 ("r) ,u1 - u2) ) 0,

Th6or6me .2.-!' Selon les hypotllr\.ses (i,) - (ii) , te probld.me (p) d, une unique soluti.on .far,ble.

Preuve.

puis en su

suppose que le probldme (P) a deux solution faible 21, u2 et posons Q : ut_uz,
ituant / sur la partie gauche de l,identit6 (1), nous obtenons :

I-JU
(,r,) - 0 @z) ,Q) dt n 

Ir' lr' 
(c(t,n,u)yu1- c(t,r,,u2)vu2,d) dtdr

* 
.1,' 1," 

((u,il)dt(,r + I,' 1," (/,' "(r - ") vsd,s,vo) ata,

: 
Ir' lr' ,, (t,r,uy) - f (t,r,uz) ,o) cltdr (34)

lipschitzienne de p inpplique ;

1€$
l, @ @r) - 0 (uz) ,,0) d, > 

" Jo ll0 (", (')) - t3 (u2 (r))ll ttr (sb)

vection peut Otre eqtim6e comme suit :

I'

| ("(t,&,uy)vuy - c(t,r,u2)Yu2,Q) dt
Jo

Ia continui

l r" a (t, r, uy) v u, d) ot * 
.1, 

(@ (t, n, ur) - " 
(t, r, u2)) v u2, Q) dt



:

i

I

4.2 Un t6 de la solution

" lo" iltil' 
d,t + c f o rlvdil' d,t + c (1,' 1,161a 

arat)t (l'1yv,11, a,) 
;

Sachant q 11'(f)) ? Ln (A)
corllTnue

ces estimations, 14" monotonie de I'op6rateur m6moire, I'ellipticittl de A et la

d I'aide du emme de Gronwall, on obtient :

(36)

[o' 
fnlr, - 

urln oror\r 
= " .lo' llu, - urll, dt + c 

lo' 
,o (u1- u2)ll2 ttt. (sz)

ipschitzienne de f et ll6quation (34) implique

s€ r€ rr
I ll"' (') - uz (r)ll2r,ar a c | | ll", (t) - ur lt)ll2r, atdr (s8)Jo Jo Jo

lo' il', ?) - u, (,)ll'r, d,r I o

ainsi z1 (r : uz(r) . n
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