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ravail on ai intéressé & l'application de la méthode de Rothe pour une équation pa-
dégénéré integro-différentielle avec conditions initiales et conditions de Neumann-
sur le bord. Ce type des équations modélise le flux d'un liquide dans des milieux
es écoulements s’inscrivent dans le cadre des problémes environnementaux qui sus-
uellement un grand intérét. En particulier, l'utilisation durant ces derniéres années
e nucléaire pour la production de I'énergie pose aujourd’hui le probléme de stockage
ts et notamment du stockage couche géologique profonde.

ur intégral de Volterra (ou l'opérateur mémoire) peut modéliser beaucoup des phé-
bhysique, tel que le flux a deux phases dans des milieux élastiques ayant des ports
oire, la loi de Darcy dans ce cas prend la forme

T

q(t,z) = —k(tx) Vp(t,x)—/o k(t,z)Vp(s,z)dz o
T — - //'*%\,/
\\ ‘ﬂﬂ/ -

te le flux volumétrique de I'eau et p est la pression capillaire [9 — 10].

de de Rothe trouve son origine dans les travaux du mathématicien Allemand E.
1930 [18] pour résoudre des équations linéaires paraboliques et unidimensionnelles,
également utilisée et développée dans la résolution des équations paraboliques
périeur par O. L. Ladyzenskaja voir [14 — 15] aussi bien que dans les travaux de
ys [19], J. Necar [17] et J. Kacur [14 — 15] qui a étudié des équations d’évolution
re de type parabolique. Plusieurs autres résultats ont été réalisés en changeant

5 dérivées ou en changeant 1'équation et les conditions par exemple 1’équation de




Introduction . 5

Schrodinger [4], 1’équation Navier Stokes [16], I’équation de télégraphe [8], ainsi que les
problémes intégro-différentiels de Bahuguna [1—4].

Le schémp de la méthode de Rothe est comme suite :

On divisq I'intervalle du temps en n sous intervalles (tic1,t:), 9 =1..,nolt, =ihet h =
T /n.On note par u; = u; (x,ih) les approximations de .

On rempliace la dérivée de la fonction u,% par du; = ==L pour tout t = ¢;.

On obtient un systéme formé de n équations en z ot I'inconnu est u; (z) donc on approxime
le probléme posé a tout point t = t;, i = I, n.par un nouveau probléme discret.

On détermine les fonctions u™ solutions du systéme obtenu.

On constiuit les fonctions de Rothe comme suit :
U (LL) = Uj—q1 + (t = ti—l) 5’LLZ-, t e {tz’—h tl] = 1, —_—

et les fondtions test correspondantes

up t € [tio1,ti

-ILQ =)

Apreés avoir démontré quelques estimations pour la solution approchée. nous établissons la

convergenge de la solution approchée u™ () vers la solution du probléme posé.
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pitre 2

lyse fonctionnelle

lspace de Lebesgue :

n 2.1.1 Soit p un élément de [1,+o00] et Q un ouvert de R™; on appelle espace
ue, et on note LP (), ’espace vectoriel des fonctions numériques u de §2 dans C,

mesurables, vérifiant :

p < 400, Jo lu(z)|P dz < +oo,
+00, sup ess |u(z)| < 400,
z€f

supess|u(z)| = Inf {M\ |u(z)] < M p.p}.

e
Quelque propriété :
ication de L? (Q) dans R :

. 1/p
lll, = (Jp lu(@)Pdz)”, 1< p < +og,

ull,, = supess|u(z)| , =g,
zEQ

e norme sur L? (£2), norme par laquelle L? () est un espace de Banach
hour tout réel p dans [1,4o0[, le dual de L? (§2) est isomorphe algébriquement et

uement a L7 (1), avec zl? + % = 1, I'application de dualité est définit par :




2.2 Esppce de Hilbert 7

LP () x |L9(Q) — C,
(u,v) — /Qu(a:)v(:r)dx,

pour toufl réel p dans [1, +oo[, le bidual de L? () s’identifie algébriquement et topologique-
ment & LP (§2)

On dit qye 'espace LP (Q?) est réflexif.

2.2 [Espace de Hilbert

Un espacg vectoriel normé (H, ||.||) sur C (ou R) est de Hilbert si sa norme provient d’un

produit sgalaire et s’il est complet.

2.3 Espace de Sobolev

Soit: m ¢ N, 1 <p < +o0.
On définit espace de Sobolev W™ (Q)) par :

W™P (Q) = {f € LP(Q) : D*f existe et D*f € LP(Q),V|a| < m}

On munit les espaces de Sobolev par une structure d’espace normés dont les normes sont

définies par :

1/p
Hwa'm,p(Q) = Z / |Daf($)}p dﬂf 1 S p < 40
laj<m 7 <2
|flwmoie = > sup|D°f(z)] p=+00
|a[§mz€Q
I'espace ™ (), munit du produit scalaire(u,v) = > (D%, D) z2(q).
0<|aj<m

Si P =2|W™? = H? munit du produit scalaire :
0<laj<m

est un espace de Hilbert.

du sous espace D(2) dans H™(S2).

H{" (Q) ljadhérence ( pour la norme ||.|| g gy )




2.4 Espace de Boschner

2.3.1 |Espace de Sobolev H'! (92)

On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur Q, Pespace :

H'(@) = {f e 12(2) : 2L

€ L*(Q),1 <i < n}.

7

On munit{ ' (Q) du produit scalaire :

(f,9he= / (f +Z(96x]: aif)

la norme ¢orrespondante sera :

Hf”l,n = (f> f)lQ

2.3.2  Espace de Sobolev H} (Q)

Soit € unfouvert borné régulier de class C1.

Alors Hj () est donné par :

Hy (Q)={ve H(Q) v |po=0sur 00 };

2.4 Hspace de Boschner

1) O, LF() = {f : T — L*(Q) qui associé a t — f(t) € L*(2) continue} munit de la

norme

2) L>(I, H}

3) LML, LA D))

Définition

I lleqr 2@

(€2)) = {f : I — Hj() essentiellement bornées} munit de la norme

||f”Loo(1,Hg(Q)) = Stg) ”fHHg(Q) p.p.

={f: I — L*) a carré intégrable} munit de la norme :

N2
||f”L2u,L2(Q)) = / “f”LZ(Q) dt < co.

2.4.1 Si E un espace vectoriel normé surk = R ou C le dual de E est l’espace

. 3 / . /
£(E,k) dgs formes linéaires continues sur k, on le note E' et on munit E| de la norme

subordonnée

a la norme de E.
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2.5

Soit E urn

Définitia

avec B[
Notatiox

Remarq

2. 51 dim

m>1,z

=g =
* m
<ei y L —

alors : ||z

Théorérn

il est poss

Théorérn

E un esp:

Remarqt
car :

Uy, — U <3
Théorén

blement ¢

Convergence faible

espace de Banach
n 2.5.1 (z,) converge faiblement dans E vers x si l'on a :

im @\ 8, =88 = Im g8, =0=0 % ecE.

n—-+o0o n—-4oo

espace dual de E.

1 On note z,, — z faiblement dans E par : z, — z.

e 2.5.1 I Siw, —a fortemant (| —2g—=0) = ,—% 07 !
Vo' e B' (2, xn, — z) < ||2'|| |#n — 2] = O

E =n < co on a équivalence de deux notions :
— (™ m m - I .
= (w2l ..o, dim F = n

en} base de B = {ej}7_, base dual tq :
1 i=3j

0 ik
(5, Bz willly) = V=1, =&

T (2,57

n
) =2 — 2, — 0 == > |z — x]
=1

m—0o0

0

—z||, — 0 ce qui donne ||z™ — z|| — 0 car tout les normes de E sont équivalentes.
1e 2.5.1 Soit E un espace de Banach réflexif et x,, une suite bornée dans E , alors

wble d’extraire une sous suite de x, qui converge faiblement dans E.

ie 2.5.2 (de Riesz)
fv) = (u,v)

ce de Hilbert, soit f € E' , il existe un élément uniqueuw € E tq: Vv € E.

1F1l, = [l

e 2.5.2 v, = v <= Yu € E: lim (v,,u) = (v,u)

n—oo

L Vf = E/ : f(Un) _ f(U) l,/l,éo’/'ém(:<:d§ Riesz f(Un) _ (U,7 Un)

e 2.5.3 Toute suite bornée dans un espace de Hilbert posséde une sous suite fai-

onvergente.
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2.6

Les inégalités utilisées :

Soit @ C R™.
2.6.1 Inégalité de Cauchy- Schwartz :
Vu,v € LY(Q) :
. - 12 r 4 1/2
/ luv dz| < (/ |u[2d:v> </ |U|2d:1:>
Jo Ja Ja
o o 12 , N 1/2
/ Zuividz < (/ Zuﬁx) (/ Zvﬁz)
7= AL L]
Preuve. |Pour ) € R, définissons le trinéme du second degré
P(A) = (ut Av,u+ Ao) = A% (v,0) + 2 (u,v) + (u, u).
Comme p(P) > 0 VA € R nécessairement le discriminant A = (u,v)* = (u,u) (v,v) doit étre

négatif ou

nul,

B

soit |(u,v)| < (u, u)% (v,v)2.
Si A = 0 glors le polynéme p(\) = 0 admet une racine double i.e ils existe At p(Ae) = 0
donc u et 4 colinéaires. O
2.6.2 Ie-inégalité :

2.6.3

le cas con

Si

alors :

1

Ve >0 Vz,y

négalité de Gronwall :

binu : solent z(t) > 0,A(t),y(t) des fonctions intégrable sur [a, b].

y(t) < h(t) + / z(T)y(r)dr ¥Vt € [a,b)]




2.7 Que

que théorémes utilisées : T

T

V(o) S )+ / (hryotr) el |

JT

m(s)ds)) dr Vt € [a,b].

En particylier si z(t) = c et hA(7) et croissante

alors :

le cas dis

et

avec a, b d

alors :

2.6.4

Soit 2 un

En partict

[ —

équivalent

—
Y

2.7

g

Théorém
est précom,

Ve, 3 6 >

Notons ¢

y(t) < h(t) exp(c(t —a)), Vi€ [a,b]

cret : soit {a;}une suite des nombres réels positifs tq :

a; <a
i-1
a; < thak, Vi = 2, em
k=1

t h sont des constantes positives ;

a; < aexp(b(i —1)h) R

[négalité de Poicaré :

ouvert borné de R™. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que :

1/p 1/p

| = ul? dx <ec vul? dx Vu € WEP(Q), 1 < p < +oo.
P Q . 0

ilier I’expression || Vu||, est une norme sur Wa(92) qui est equivalente & la norme
r H} (Q) Pexpression [, VuVo est un produit scalaire qui induit la norme ||Vul|
a la norme ||ul| 1 .

Duelque théorémes utilisées :

e 2.7.1 Soit Q un domaine borné de R™, l’ensemble M des fonctions f € LP(S)

pact ssi M est bornée et équicontinue, c.a.d

) telle que Vf € M

/g;‘f(wa‘?/)—f(m)’pdﬂUSé poury<5.

e ce théoréme connu sous le nom critére de compacité de Kolmogorov.
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2.7.1 |Théoréme de Minty browder :

Soit d : (

B Uy =

d(t,z,u,

, T) x 2 x R™ — R™ une application monotone pour la derniére variable, c.a.d :
(d(t,z,21) —d(t,z,2)) (21_20) > 0 pour z;, 2z, € R®

dans LP(Qr)™.
— x dans LP(Qr)".

lim sup / o (£, 2, B ) Btlor / xudz.
Ja

n—oo
J 52

Alars s xt=d t,2,4).

Formule

de Green :

On suppose que €2 est un ouvert borné de frontiere I' = 99 réguliére; alors : Vu, v € H' (Q)

on a :

ouy, laz

En remar

Théorérr

Soit f ung
i) Pour p
= [ f

» , ,
Y vdy = — / U ?U i 4 / wvy,;do
Ja (%Ci Ja aﬂli Jr

eme v, . 70
= composante du vecteur unitaire normale extérieure.

quant AAu = div (Avu) alors on a :
/ V. (AVu) = — / AVu Vo + / (AVu n)w.
Ja Ja Jr

es de Fubini

> fonction intégrable sur (£ x F, A® B, ®v). Alors;

resque tout z € F, la fonction y — f(z,y) est dans L'(v); de plus la fonction

x,y)vdy, définit 11 p.p, est u intégrable.

i1) Pour presque tout y € F, la fonction x — f(z,y) est dans L'(u);

de plus la

i17) On a

fonction y — [, f(z,y)udz , définit v p.p v intégrable.
enfin

/l

JExF

fdu®v:/ﬁ; /F f(w)vdy} ud:c:'/; {/E f<x,y>m:c} vdy.
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2.7.2

Ce sont d

Classifications mathématiques des EDP du second ordre
e la forme

Ou 0*u %y
B e
Bz Oxdy oy?

d*u 9*u

A —
Ox? B@x@y -

ou ou
D— — = LY.
+ 8m+E8y+FU 9(z.y)
0% ou Ou

5y3 = f@:’y’@—x’a_y)

et A, B,|C,...., F sont les coefficients de 'EDP, ils sont fonction de z et y et peuvent étre

des constlants.

Selon le digne du discriminant

A = B? —4AC.

Nous obtenons le classement suivant :

1) Si A <

3) Si A

0, 'EDP est dite elliptique comme ’¢quation de Laplace de la forme
9% N 0%u _q
0z2 = oyr

0, PEDP est dite hyperbolique comme 1'équation des ondes.

Pu 0%
dE

Ox?’

0, 'EDP est dite parabolique comme 1’équation de la chaleur.

ou

5 =

58211,
Ox?

o> 0.
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ma de discrétisation et estimation

a priori
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3.1 [

Dans ce ny

différentie

avec la co

et les con

’osition du probléme

\émoire, nous considérons le probléme (P) pour une équation parabolique intégro-

lle dégénéré suivante :

08 (u) — div (A(t, z)Vu) + vVu + d(z)u

= Pyt /0 a(t,s) K(u(s,x))ds, (t.z) € Qr

hdition initiale :

u(0,2) = up(z) z €

7

litions aux limites :

—AVun = g(t,z,u) sur I xT'y

u = 0 sur I xI'p

ou B (u) est une fonction non linéaire, n = 1,2 ou 3, Q C R" est un domaine borné un bord

Lipschitzi

et ['p sou

en continu I = (0,7, Qr = I x €, n est le vecteur normal en chaque point I',I'y

L des sous-ensembles ouverts ' avec T = Ly UL p, TnNITp = ¢ et mesu I'p > 0.

Telles équations sont utilisées pour modéliser le flux d'un fluide dans les milieux poreux
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fissures, ¢

Qui modé

mme par exemple ’équation aux dérivées partielles suivante :
9 puk B dc
— —cf) - D— +q— =0.
8t<c+ f ) 8x2+q8z 0

ise ’écoulement d’un fluide incompressible a travers un milieu poreux unidimen-

sionnel ot le fluide est contaminé par un soluté dans le cas de réactions d’adsorption au

moyen d’équilibre isotherme de Freundlich, ici ¢ est la concentration de fluide, p, la masse

volumiquel du milieu poreux, > 0 la porosité, D est le coefficient de dispersion, ¢ est la

vitesse mayenne du mémoire du fluide et p € (0,1).

L'opérateur de mémoire est obtenu par la modélisation du flux dans les milieux poreux

élastiques

Dans le cas du milieu & mémoire, la loi de Darcy prend la forme :

1

q(t,z) = —K (t,z) Vp — /0 k(t,s)Vp (s, x)ds

et la loi d¢ Darcy généralisée :

37

v (t,x) :vo(:r)—k'/o A(t—3s)(f—Vp)(s,x)ds.

3.2 Hypothéses et schéma de discrétisation

On définit
dual.

La norme
On suppo
(Hy) 8 oS

1
'3

(HZ) f <t>

a i

me(O

et satisfai

I'espace de Hilbert séparable V tel que H} () C V C H* (Q) et V* est son espace

de V est noté ||.||z1. Soit C' une constante positive indépendante de ¢, j, h et n.
se que les hypotheéses suivantes sont vérifiées :

t une fonction croissante continue et Lipschitzienne telle que h™ < g < k™
. Dans le cas dégénéré, nous remplacons A par B/h ()= {h,m., muni (/3/ (s), h_m> }

z,s), g (t, z,s) sont Lipschitziennes continues en ¢, s i.e V t.t eI, Vs, s €R, on

’

)

’f(t,w,s)— f(t’,m,g’)‘ < cHt—t"(\s]'+‘s’}>+1s-~s

it o (6| = (= ) =

t o la condition de croissance |f (t,z,€)] < c(1+ |€]).
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(Hs) A(t,pr) : I x £ — R" est une matrice symétrique continue de sorte que

Alt,z)— A (t/./:cﬂ

gc‘t—t’{ vt,t el
M(n)

et
Cilel < (A(t,2)€,€) < Calel®

o M(n) gst la norme de la matrice et £ € R™ .

(Hy) d(z)[> 0 et (d€, &) > C e, ug € V.

(Hs) Vo g L®(Q),v.n=C > 0sur I'y.

(Hg) a: I|[x I — R est continue, k (s) : R — R est continue et k (s) < c(1+|s]).

e

Définition 3.2.1 Une solution faible du probléeme (P) est une fonction satisfaisant :
1) 8,8 (u)|e L*(1,V*), u(0,z) = ug.
2) Pour tout ce que ¢ € V nous avons

[@st.0+ [07u0+ [+ [ ©o

I 'IXFN

:[m@+[<[mem@mmMO (1)

ot ((u, 9)) = (AVu, Vo) + (d(x) u, ¢).

On remarguons le produit ((.,.)) définit une norme ||.||, équivalente ||| .

On divise|intervalle I en n sous intervalles de longueur h = % et on note u; = u(t;,z),

t; = ih, O = “==2 @ = [, u(t,.)dt,i = 1,..,n. Nous mettrons = pour des raisons de

simplicité| le probléme discrétisé associé est

(Mot (wi —wiy), @) + h (vVui1, ) + b ((ui, 8)) + h (9, @)r,,

—

71—

= h(fiy®) + Y (aish (1), 0) b 2)

1

Il

)
ol ul, F Uy <;r; - Ah—fl> , le schéma de relaxation A;_; est satisfait \; = /3; (u)y I =
gtz uly), fi = f (ti,,u;1) et @ € H' (Q) et est une extension de Nicolskij u € H' (),

O* > 0 satisfaisant ”a”Hl(Q‘) < CHUHHl(Q).
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3.3

Dans cett

Usti ion riori
Estimations a

> section on va démontrer quelque estimations a priori .

Lemme 3.3.1 Les estimations suivantes sont vérifiées de maniére uniforme par rapport n,

i, §l et h:

Preuve.

L’égalité

estimer ¢

J
™S h||0
1=1

)l

On utilis

donc :

i j
RS k6wl < C, fludllan <G lws = winalln < C 18 () [| £ C (3)

i=1 i=1
On pose ¢ = u; — u;—; dans (2) et en sommant pour ¢ = 1,..., j, nous obtenons :

. == g
izzl:h </\7;_1 (uz—l;ﬁ_—1> ;5%) + Zh (’UVuivh 6u1)

i=1

j j
+ b (g, s = wimy)) + Y h(gs, 0us)p
i=1 =1

=

1
(ask (uy) , 6u) h. (4)

J J
— Z (fi, ous) + Zh
=l =

(4) est brievement noté par : J; + Jg + Js + Jy = J5 + Jg, maintenant on va

g S i
haque terme & coté :-) J1 = Y h (%—1( - h"’”) 76ui> > > hB, (u;) ||5U1H2
=1 =1
2
;|| “donc :
j b
Ji > B b sus)? (5)
il

Th (vVu;—y, du;)

|
gnt L’e— inégalité :

1 ; .
(Wi, 0us) < Q—W—uvvlbi_lniwluauz-uiz
< —HVUZ 1HL2+ Héulll]j"
C
<

2
o0 Hui;1IIHl + 5 H5Ui||

j j
< 0y hlluisilis +7) B 6] (6)

7=l =1

| Ja| =

J
2]’1 (vVui_l, 5711)
i=1
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) ngi

=1

b ((ui, wi — Uic1))

En utilisant :

) J4:2J:

i=]

[l l? =yl + llz = 1]

| =

(:U,x—y) =

B
2J; = 2§:h((ui,ui—ui—1))
i=1

% : 2
= 2 [lasill = llwieall + s — i ]

4
7T

HujﬂA 1UOHA+ZHU1 uills

I

= [luyll% = lluoll% + Z i — i |-

h (gi, 5ui)T‘N

On utilisant L’e— inégalité :

en choisis

d’apres la

pour estir

1 2
2 (gi, 0ui)p,, < gHQz‘H%N + e ||ouillp,
sant € = 1, on obtient :

(g'i) 6“1')1‘1\,

IN

= (g, + w2,

. 2
lgilley + llousllr,

IA

condition de Neumann :

IN

(94> 0ua)p lusllf,, + 18wl

J
2 2
gl B+ 0uillf, + > s = wiallp,
i=1

VAN

her le terme de bord on utilise 'hypothése (Hs), alors :

~> h(gl,éul £ <Hu1||FN +Z lus — wimtllpy + Zh Houzllr\>

i::l

en prenant 'inégalité :

|2, <elVol?+Celvl®, YveH'e>0

(8)
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et le prolo

) J5=§ji

1=

(a

h(fi, 0us)

on obtient :

| Js]

|J5| =

Il

IN

IA

IN

INA

IA

ngent V «— L? (') en compte, on obtient :

j
JsLe <HWH§{1 + > Jlus - ui—llﬁu(]) +C

ik

Zh (S du;)
=1

CS Rl 6wl o

i=1

th |60 2

v

g
i g
Loy on {5+ Zumls)
:: 3L 2
= - hl|dws |72
;%“C; ol

e 2 / 2
C]h§ + gczh HéuiHL{l

=1

™

e 2 : 2
CT= + gch}: [16us|72

max(CT, C)

, O;)

1~1

+ hz HOUZHLQ}

< G <5 + = Zh H(Su,HHl

) |

(10)

(11)
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) g =

ge=]

J
Z,lz‘ agjk (u;) , 0u;) h.En utilisant 'inégalité de Cauchy -Schwarz, I'inégalité de

Young et I’ hypothese (Hg) le terme mémoire peut étre estimeé comme suit :

donc :

|Js| =

IN
g
—
=

&
&
—
5
~
(=)
=
L
=

i=1 j=1

C.S J

< CZMZHCSWHLZ
a=l. Jj=1

czhz (c+1 néuin@

< c}: h%—15+cz (i — 1) ||dus]| 2

< “h - 112,
— CEJ €+CEZH57~LZHL
< ce+Cl Zuéulnm

i=1
!

1 ;
C N TR (6w %
{Hg; | UHH}

i =l
ZJ: Z aik (u;) ), 0u;) h

|Js| =

'zl

<C (5 + Zh Hmznm) . (12)

Résumant|toute ses con31deratlons, la collecte (5) —(12) , choisissons &, 7 suffisamment petite,

alors le lemme de Gronwall nous donne la prouve des trois premier inégalité dans (3), pour

prouver 14 derniére estimation dans le lemme (3.3.1), on pose ¢ = B (u,) dans I'identité (2)

et en sommant sur ¢ = 1,...,7,
désirée.

Soit u"

.

puis en procédant comme si dessus on obtient l'estimation

O
ute fonction escalier définie par :

[ Uj; 1€ [ti—lati}




3.3 Estimations a priori 21
B (us), t € [tiz1,ti
B (@ () = i=1,..,n (14)
B (@ (0)) = B (uo) t={
Nous définissons la fonction de Rothe sur 'intervalle I par :
u™ (t) F uimy + (8 — tio1) 0wy, t & [fizt, b i=1..,n (15)
an ('a” (t)) = 6 (ui_l) + /\i—l (t — tiﬁl) (SU, t e {ti—la tL] ] = 1, oy L (16)
fi t € [ti-1,ti]
@) = E T (17)
fo t=0
i1
hZaij/f (Uj) t e [ti—] tz}
j=1
K"|(t) = =1 B (18)
h@lokio t={
Lemme 3.3.2 L’estimation a priori
[Aimtduif|, < C (19)
est satisfaite 1 < i< n, ou || Noadull, =  sup  [(Aim1dus, @)
l#lI<1,6€V
Preuve. FEn appliquant le lemme (3.3.1), on conclue la preuve
| Xz <A™ [(0uy, o)
est vrat Vo eV
< o m
Aimadugl < AT {6l [l
Lemme(2.3.1)
= ||/\i—15uiH* < A" ||(5U1H < C.
O
Corollaird 3.8.1 D’apres le lemme (3.3.1) et (3.3.2) on déduit les estimations suivantes :
aymax| |5 (" | <c D) 18:8™ (@) 2ryey < €
= n —n C
) 18" gzvy < € d) [u* = @Ml 2rvy < N
) IS ¢ n_ g < 20
d) |8 @) — B™ (@) r2r.r2@) = 2 e) lu" — 8™l p2r, L2 = iz (20)




3.3 Estimations a priori

22

Preuve.

On a:

b) [|6.8™ (u

) g | e o) <

HBHW) = \Bn(ﬁ’“(ti))l}: B”(a“@))”gc
= max 3" (@ e <c.

ez S

On dérive par rapport a t :

8ﬂ" <'L_1/n (t)) = X1 6ui t e [ti~1>ti}7 1 =1, s 5 T

en appliquant le lemme (3.3.2) on aura :

168™ @ O = [|As-1 6us || < C

on intégre par rapport a t :

on obtient :

e

¢) Hﬂ'n“LQ(I,\

_/O.T 188™ (@™ (1))||* = '/O.T Ihies du; |2 < /O'TC

HatIB” (ﬂn)HB([,V*) < C

IA
Q

12" = Jlufl < €

on intégre par rapport a t :

n ) &
d) ||lu™ - a" |L2(1,v) %

donc :

) = Usq + (t e ti—l) (SUZ’,

L2(1,v)

T ) T
[l < [ o
Jo L2(1,V) Jo

= “ﬂnHL’Z(I,V) <C

Ui — Ui—
Uz ~+ (t — ti—l) 5ui —Uu; = —h <‘h—1> S (t = ti—l) 5ui

= —hou; + (t —t;i_q) du;
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donc :
Hui_l < (t — ti—l) 5114 — ’LLZ'H2 = “—hdul + (t = ti—l) 5'&1”2
= |=h+t—ti 1| |bul®
< 4h?||6u|®
C
S —
n
alors :
A c
|u™ — @ HLz(I,V) = \/—r_z
Pour la preuve de ce qui reste on procéde comme dans (a), (b), (c), (d). O




Chay
L’exi

4.1 R

Vue aux ds
o
qu’il existe

de (me)nEN

le critére d

d’autre par
ment borné

que :

d’aprés le t

donc :

on utilise 1

vitre 4

stence et ’unicité de la solution

ésultats de convergence et de ’existence

s estimations (a) et (b) dans la corollaire (3.3.1) et le lemme (1.3) en [11], il suit
we C(I,V)nLe(I,L*(Q)), avec dyw € L*(I,V*) et une sous suite (™), .y

telle que :

g™ — wdans C(I,V™)

k—oo

’—/Bm (’l_j,m’ (YL)) —% 7 (t) dans LQ (Q)

k—oo

57 (T"™) - w(t) dans L* (Q) 807 - Oyw dans L*(I,V*) (21)
> compacité Kolmogorov donne
f™ — w(t) dans L? (Q) (22)

k—oco

t & partir de la corollaire (3.3.1), on en déduit que la suite {@"}, . est uniformé-
dans L? (I, V), par la suite nous pouvons extraire une sous suite {T"} _y telle
(23)

T o dans L*(1,V)

(o]

héoréme de Minty-Browder on prend d = 3 (u) et x = w

g™ = w(t) =B (u)

k—o0

> théoréme de la convergence dominée on trouve :

w=x=p(u).
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En tenant compte (21) et le théoréme de Minty-Browder [6] donne :
w = (u) (24)

Lemme 4

telle que :

Preuve.

Lemme 4

Preuve.

o™ (a")

ol

avec aide

prenant la

ce qui vmp

sachant qu

done :

et par suit

1.1 La suite {K"}, est uniformément borné et posséde une sous suite {K™},

K™ — K dans T, LA D) (25)

Le preuve est similaire a celle de [2] O
1.2 La propriété suivante est vérifiée :

L™ (u"™*) - 8,8 (u) dans L*(I,V*) (26)

Par 1 a corollaire (3.3.1)on a :

st uniformément borné dans V* et donc une sous suite {0,0™ (u")} telle que :

B (T™) = € (27)
du théoréme de Fubini, on obtient
(5 (@) = 8 (1) 8) = | (0™ (@ (9) ¢} ds (28)
limite quand k — oo, cette derniére donne :
(3w~ B(w0).0) = [ (.0)ds (20)
LquUe .
(5@ -8~ [ €(as0) =0 (30)
e g€V et V= {0v} alors :
{7
8u) - B(u) = [ €(s)ds
OB (u)=¢€(t) pp
O

afﬁ (u) = §
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Théorémd 4.1.1 La limite u est une solution faible du probléme (P) dans le sens de g

définition (B.3.1). Si la solution faidle u est unique alors la suite originale {u"} converge vers -

u.

Preuve.  En vertu de (13) — (18), Uidentité (2) peut étre écrite comme suit

linjection Vf

f o @),0+ [wvme+ [ o+ [ @9,

JI

= [+ s, VeV (31)
JI JI
— L*(Ty) implique :
4" — u dans L? (I, L* (Ty)) i.e. 5 — g dans L2 (Z, L% (T'y)) (32)

maintenant len remplace n par n, — oo dans (31) puis en prenant les lemmes (4.1.1) et

(4.1.2) et en

et par suite
[13] nous poil

convergente 1

4.2 Un

Dans cette se

nous faisons,

)

et

i)

considération, il s’ensuit

/ (G (u) , ) + /] (vVu, ¢) + /((u, ) + /] (9, 4)r,

T i
:./I'<f,¢>+_/1'<m,¢>, VeV

est une solutions faible de (P) au sens de la définition (3.3.1). Comme dans
vons obtenir que l'unicité de la solution implique que la suite original {u} est

ers u. OJ

icité de la solution faible

ction nous montrons 'unicité de la solution faible dans le cas n = 2, pour cela

les hypothéses supplémentaire suivantes :

'/O‘ta(zf,s)k(u(s,x))ds - -'/O.ta(t—~5)Au

(=1 Ha(t)>0,t>0,5=0,1,2,8a 0.

18 (1) — B (wa)l| > ¢l — s s
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i)

et

Remarque

i.e.

qut implique

J

2) La mon

Théoréme

Preuve. (

puis en subs

|

v=c(t,z,u)

le(t, 2, 21) — c(t, 2, 2)| < clzy — 2.

4.2.1 1) L’hypotheése (—1)’ 8la (t) > 0 est équivalent a la positivité du noyau a
S| wd

/ / o (t— )6 (s)dsf (£) dt > 0,

JO JO

la monotonie de 'opérateur de mémoire i.e.

(/C;ta (t—8)V(u (s,2) —ug (s,2))ds, V (uy (s,2) — us (s, x))) dt > 0. (33)
tonie de 3 implique que :

(B (u1) = B (uz) ,ur — ug) > 0.

4.2.1 Selon les hypothéses (i)— (i1), le probleme (P) a une unique solution faible.

n suppose que le probléeme (P) a deux solution faible uy, ug et posons ¢ = uy —ug,

tituant ¢ sur la partie gauche de lidentité (1), nous obtenons :

& T
Bur) — B (ug),d)dr + / / (c(t,z,u1) Vuy — ¢ (t, 2, ug) Vg, ¢) dtdr
J0 JO

+ '/O'E /O ((u, @) dtdr + ./; /O <'/O‘ta (t —s) Vods, w)) dtdr

& pT
- / / (F (t,2,w) — £ (6,0, u2) , &) dbdr (34)
JO JO

la continuité lipschitzienne de 3 implique :

le terme de

& &
/O (8 u) = B(ua) ¢ dr 2 ¢ / 18 (w1 (7)) — B (uz (7)) d (35)

onvection peut étre estimée comme suit :

/ (c(t,z,u1) Vuy — c(t, 2, us) Vug, ¢) dt
Jo

T

(c(t,z,u1) Vu, @) dt+/ (et z,u) = c(t, 2, u2)) Vs, ¢) it

J0

rT

")
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1

< c'[ llo||? dt + c/o V| dt + ¢ (/O /Q ]¢|4dxdt> : </O | Vul|? dti) ’ (36)

Sachant que H' () — L*(Q)

continue

A

1
T 3 T T
/ / lug — u2]4da:dt> < c/ lur — g dt + c/ IV (uy — up)||? dt. (37)
Jo Ja Jo Jo

En appliquant ces estimations, la monotonie de I'opérateur mémoire, ’ellipticité de A et la

continuité lipschitzienne de f et I'équation (34) implique
p 2 L 2 )
[ 1 ) = ear < [ [ ()~ s 01 (38)
Jo Jo Jo
a I'aide du|lemme de Gronwall, on obtient :

.5 2
/0 s (7) =z ()% dr < 0

ainsi uy (7)|= ug (7). 0
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