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Introduction
Dans la theorie qualitative des 6quations diff6rentielles un des pius importarrts probldmes

est l'6tude des cycles limites, Ieur existence, leurs nombres et leur stra.bilil;6. On rappelle

qu'un cycie limite d'une 6quation diff6rentielle ordinaire est une solution p6riodique isol6e

dans le sens que dans un pr:tit voisinage de ce cycle on ne trou'ne pars d'autres solutions

p6riodiques. Les solutions vrrisines spiralent en approchant ou en 6loignant le cycle limite.

Les cycles limites on 6t6 introduits pour la premidre fois par H. Poin,:ar6 en 1881.

Dans lts ann6es 1920, le statisticien Alfred Lotka et Ie math6maticien Vito Volterra

6laborent un mod6le qui d6crit la dynamique de systdmes 6cologiqrres of cohabitent

un pr6dateur et sa proie. De faqon embi6matique, il est souvent appliqrr6 aux lynx et

aux lidwes des nei6les dont les recensernents pr6cis ont 6t6 6tablis par la Compagnie de

la baie d'Hudson au 19d*' sidcle. Ce moddle est constitu6 d'une 6qrration diff6rentielle

qui traduit l'6volut;ion des populations de chaque animal. Ainsi, quand les llrrx sont

nombreux, la population de lidwes d6croit, ce qui entraine ia diminution du nombre

de ISmx (ils ont moins A. mzr,nger), puis l'augmentation de ceiui de lirlwesi, lib6r6s de la

pression des pr6dat;eurs... Ce type d'6quations n'est pas r6serv6 d ira, biologie et ii est

6galement pertinent notamrnent en physique : au d6but du 2S*" sid,cle, l3althazar Van

der Pol [13] d6crit de cette fagon les oscillations d'un circuit 6iectrique dot6 d'une larnpe

,dont la r6sistance d6pend de l'intensit6 du courant qui y passe.

.Dans les deux exemples, d. mesure que 1e temps croit, le comportement du systdme a

tendance A' devenir p6riodiqrre. Graphiquement, les courbes qui repr6sentenLt les solutions

s'approchent d'un cycle : on parle de cycle limite. Rigoureusement, le, m6661" de Lotka-
'Volterra n'admet un cycle lirnite que dans une version modifi6e pa,r l'€:cololgiste ca,nadien

{lrawford Holling. I)'autres systAmes, plus complexes, peuvent avoir p.[usieurs cycles li-
mites. Le comporternent asymptotique sera encore p6riodique, mais la. convergence aura

lieu vers tei ou te.l cycle limite selon Ia position initiale. Il est impo.rta.rrt de pouvoir

d6terminer le nombre de ces cycles limites.

Cette question est au caur de la seconde partie du 16e'" probldme cle Ililbert qui se



concentre sur les 6quations diff6rentielles polyrromiales da.ns Ie plan. ()n peut formuler le
probldme ainsi : connaissanl; le degr6 n d'une 6quation diff6rentielle dzurs le plan, peut-on

estimer le nombre de ses cycles limites ? Ce probldme n,est pas encor,e r6so1u.

Ces dernidres ann&s) les recherches se sont orient6es vers le svstdme de Li6nard en es-

sayarrt de r6pendre au 16d*u probldme de Hilbert.

Dans ce m6moire, on s'int6resse A l'6tude des cycles limites d'un sysl;6me <<pr6d.ateur-

Proie>> du type Gause g6n6:alis6 en les transformant en systdme de L,i6nard g6n6ralis6.

Notre m6moire comporte trois chapitre ;

Le premier chapitre est un rappel des notions pr6liminaires concernant les outils de base

de la th6orie des systdmes dynamiques et de 1'6tude quaiitative des 6quations diff6ren-

tielles ordinaires. Nous comrnengons par citer le th6ordme d'existence et il,gnicit6 d'une
rsolution d'un systdme difi6rentiel non lin6aire, on d6finit ensuite les diff6rentes notions

'1e stabilit6 des solutions d'un tel systdme et on passe d l'6tude qualitative des systdmes

'iiff6rentiels qui comporte plusieurs notions importantes (Points critiques, lin6arisation,

ensembles lirnites, cycles iimite...).

lDans le deuxidme chapitre, on 6tudie le systdme de totka-Volterra. rCn c;ommence par

<16crire les 6quations du systr)me ensuite on donne la signification physrique et la solution
<ie 1'6quation et on passe d.1'6tude de la dynamique du systdme.

Le dernier chapitre est consacr6 d. I'6tude des systdmes rrPr6dateur-lP.roiern de t5,pe de
(]ause g6n6ralis&. On 6tudir: l'existence, 1'unicit6 ou le nombre de clrcles limites de ce

type de systdmes en les trantiformant en systdmes de Li6nard g6n6ralis6s et on utilise les

r6sultats et les th6or€mes co:rnus sur les cycles limites de ce type de sllrstdrnes.



Resum6
Dans ce m6moire' on 6tudie les cycles limites des systdmes <<Pr6dateur-Proie>>. On com-

mence par le premier modBle de l,otka-Volterra qui ne possdde pas de cycle limite. Ensuite

on passe A,l'6tude d'un autre mod€le plus g6n6rale qui est le mod€le de Gause g6n6ralis6.

Pour ce dernier, on le transforme en un systdme de Li€nard g6n6ralis6 ensuite on applique

quelques r6sultats mncernant lm cycles limites de ce erpe de systBmes.

r-

t-
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Chapitre 1

Notions prGliminaires

.R6sum6

tle chapitre est un rappel des notions pr6liminaires concernant les outils de base de

Ia th6orie des systdmes dynamiques et de l'6tude qualitative des equal;ions diff6rentielles

ordinaires. Nous commenqons pax citer le th6ordme d'existence et d,unicit€ d'une solution
d'un systdme difi6rentiel non lin6aire, on d6finit ensuite les diff6rentes rntions de stabilit6
cles solutions d'un tel s1'stdme et on passe A l'6tude qualitative des systdmes diff6rentiels
clui mmporte plusieurs notions importantes (Points critiques, lin6arisation, ensembles

limites, cycles limiies...).

I
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soit r : lR. ---+ lR.o on note 11, r2t.-.tr' les coordonn6es de r. Dans tout ce m6moire, Ia
variable est repr€sent6e par la lettre f, en particulier on d6rive pax rappoft d t, (tr : #).

1.1 Th6ordrne dtexistence et dtunicit6 de la solution
on suppose que I est un ouvert de IR', soit le systdme autonome :

i: f(r),r e E

ori / : E --* R' est un chamF de vecteurs sur.E.

Une solufion du systdme (1.1) est une fonction d6rivab]e

(1.1)

t r---+ r(t) : (r1(r),...,c,(*)),

rr6finie dlun intervalle 1 c IR dans .8, qui v6rifie (1.1) pour tout * € r.
Jl'image d'une solution est appel6e une orbite. Une orbite est tangente en chacun de ces

points aq charnp de vecteurs /. Le domaine .E est appel6l,espace des phases.

fioit 16 € .8. Le probldme de Cauchy consiste en la d6termination des solutions du systdme

(1.1) satipfaisant la condition initiate c(0) : so.

ifh€or€qre 1.1 : (Existence et unicitG de la solution)
iioit .E u4 ouvert de lR'contenant ,r0 et supposons que / € Cr(E). Alors il existe o > 0
telle que |e probl€me de Cauchy

I o: f(,)
I
.. r(0) : 16

a, une sol$tion rrnique c(t) sur l,intervalle I-o, ol .

ftreuve : voir [2]

l-
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L.2 Notions sur la stabilitd :

Soit le systdme autonome (1.1), on suppose que .f satisfait les mnditions d,existence et
d'unicitE des solutions.

Deftnition 1.1 une solution rp(t) du systdme (1.1) est dite stable si ve > 0, 36 > 0, tel
que pour toute solution r(t) de (1.1) on a

ll "(to) - p(r6) ll< d =+ll 4t) -,p(r) ll< e,vt > ts.

si de plus on a liml n* ll "(t) -,p(t) ll: 0, l. solution <p(f) est dite asymptotiquement
rstable.

.D€finition L.ZLa solution p(t):0 du syst€me (1.1) est dite stable si Ve ) 0, ld > 0,
tbelle que pour toute solution r(t) de (1.1) on a

ll "(to) ll< ,t =+ll ,r(t) ll< e, yt ) ts.

Siolution

Ona

(;[3):(

IDxemplg

ldontronq

i

du

e{

t.2

solution d'

onnaitre y

ystdme (1.

conna.rtl

systdme

probldme suivant pt stabie :

{o---n
t

1 
,: " (1.2)

[ "(o) 
: s(01 : 0

t) qoi v6rifie,p(0) F (;[3] : fi) " x(r) tel que x(0) :
) est 6crit sous la tf*" matricielle suivarrte :

F\:(o-t\/"\\o/:\t o )\r)\I
I
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Les solutions de ce systdme sont

( x ) 
: ( x ;:' ) ( ; ) : ( :,:::;::: )

r(0) : y(0) :0, alors

(;l,]): (;",";.;::; ) 
:(:) : (:)

donc c1 : c2:0 et la solution de (1.2) est :

tJn va montrer que ta solution s(t): ( : ) 
est stable.

rioitx(r) solutionde(1.2)rerquex(o) : (;||] 
) 

: (; 
),Enobtient

x(t): ( ;:_;;;;:: )
Ona

p(t): ( : )

ll x(r) ,,: ll ( 
r6cos t - ao""' 

) ll

ll \ *sint * yo,'* )ll
: lrscost- grssinf | * lrssin**y6cos* |

ll\*/ll
't

-t



Donc ve > 0, ld :, t > 0 teile que ll x(0) ll< d + x(t) < e, vf >,0. Donc la solution
/^\,U\g(L): I lests[able.
\0/

1.3 Etude qualitative

I-.3.1 Points critiques

D€finition 1.3 Tout point c € IR." tel que

/\
{ol

/(o) - | i Itl\ol
s'appelle point critique du systdme (t.t); (point d'6quilibre, point de repos, point statio.

naire).

Le point critique est une solution r6duite A un point (constante).

1.3.2 Portrait de p.hase

On considdre le systdme planaire :

! ,i: p(r,a)

| ,i - Q@,u)
(1.4)

rrt P et Q sont des pol5m6mes en r et y.

lles soiutions du systdme (1.4) sont repr6sentfus dans le plan (r, g) par des courbes

appelfus : orbites.

Les points critiques de ce systdme sont les solutions constantes.

l.a figure compldte des orbites du syst8me (1.4) ainsi que les points critiques repr6sent6s

dans le pian (r, y) s'appelle portrait de phase, et Ie plan (r, E) est apprel6 plan de phase.

10



1.3.3 Lin6arisatio' dtun systdme diff6rentiel nonr linr6aire

Soit le systdme (1.1) et soit 16 unpoint critique de (1.1)

D6finition 1.4 Le systdme

*: Ar

ot A =. (#f".1),,r::,o : Df (ro) est appel6 tinearisation du systdnre (1,1) en tr., ou te
systdme lin6aris6 du systdme (1.1).

Si n:2, Le systdme lin6aris6 du systdme (1.1) s'6crit :

/ \ / ^.

/ 
n' 

) - ( #t.'t ffit*o)) f "' )\o,,/ \ffi("0) #@il)\",/
D6finition 1.5 urr point critique 116 de (1.1) est dit h5,perbolique si aucune des valeurs
propres de A : Df ("o) n,a de partie r6elle nulle.

Remarque:

Un point d'6quilibre hyperboiique est soit asynptotiquement stabie soit irrstable.

D6finition I-.6 Deux systdrnes planaires :

(1.5)

r:t

r: s(r) (1 6)

<i6finis sur [/ et l/ respectivement, sont topologiquement 6quivaients s'il existe un ho.
m6omorphisme h : U - V tel que h transforme les orbites de (1.5) en celles de (1.6) et
pr6serve le sens du rnouvement.

ifh6or€me 1.1 (Hartman-Grobman) : Si 16 est un point d'6quiliibre hSperbolique

cle (1.1), alors il existe un voisinage de ce point dans lequei le systirne s : /(r) est

topologiquement 6quivalent ri. son lin6aris6 r: Df (r0).r.

r: f(r)

11



L.3.4 Tlpes des points critiques et la stabilitd
:' 

Soit don:r6le systdme diffdrentiel lin6aire homogdne d, coefrcients consta,nts dans lR2

(
J r:anrIanU
1 ". (1.7)
I g: anr + 022U

or)
/ \ /\

o: 
[ ;: ::]',' 

: ( :,],,uo det(A)to
.,*" -y/ \a I

A

tl Le point (0,0) est le point critique, et pour 6tudier le type de cet point, il faut €tablir
l'dquation caractdristique :

I-

Pa()) :det(A-)l):6

Les cas suivants peuvent se pr6senter

rlSi '\1 * \z : dans ce cas la matrice A est diagonalisable, aprds un changement de base,
()n peut supposer que

et le systtme (1.2) re r6duit d,

-l 
L,a solution g6n6rale de ce systBme est

-t

^: (: ;)

[*:>,,,
Id:rru

L2



(
) ,tt) : c1 exp()1/)

I u(r) = c2 exp()2/)

Les orbites sont les courbes i U: cl " l*, c e lR.

*Si .\r, )2 sont de m6me signe : le point (0,0) est un noeud. impr.pre;
)r ) 0, ,\z ) 0 : le point (0,0) est un noeud impropre instable.
)r ( 0, )2 ( 0 : le point (0,0) est un noeud. impropre as}.,mptotiquernLent stable.
xsi)r, .\2 sont de signe oppos6s : on dit que le point (0,0) est un poinr; selle (col)
qui est toujours instabie.

*Si )1 : )z : deux cas sonl; possibles

rA est diagonalisable : la solution g6n6rale est :

( ,tt): cr exp()lr)

I uf,i : c2 exp(.\1r)

'Les orbites sont les co,rbes : u : ctr' r € IR, on dit que (0,0) est noeud propre.
.\r : )z < 0 : le point (0,0) est un noeud propre aslrnptotiquement stable
,\r : )z ) 0 : le point (0,0) est un noeud propre instable.

oA est non diagonalisable : Alors, ii existe une base dans iaquelle la rnatrice A et Ie
srystdme s'6crivent :

/\/
o:(^' ),{ 

i:)t'r

\ t s, I Iu:11)t.a
L,a solution g6n6rale du svstdme :

| "ftl: cl exp()11)

I u(l) = (cz rc,t)exp()'z)

)r : ): ( 0 : le point critique (0,0) est appel6 noeud exceptionnel stable.

Ir : )z ) 0 : le point critique (0,0) est appelE noeud exceptionael instable.

13



b) Les valeurs propres de A sont complexes :

)r, '\z deux valeurs propres complexes de ,4 telles que : )1 : p + i,q et \2 - p - xq avec

p,q€lR.

*Si p > 0,q * 0 : ie point (0,0) est un foyer instable.

*Si p < A,q * 0 : le point (0,0) et un foyer asyrnptotiquement stabb.

*Si p : O, q * 0 : ie point (0,0) est un centre qui est toujours stable.

1.3.5 Ensembles lirmites

soit le systdme autonome (1.1), on f e c1(E), -E est'n ouvert de jR'.

D6ftnition 1.7 On appelie orbite ou trajectoire de (1.1) passant par ro €, E, l,ensemble

de R" ddfini par :

f,o : {r € Ef r: g{t,,ro)j t € R} : fl u f*

ff.: {re Elr:g(t,ro),t >0} etf;: {re Elx:g(t,lcs), t<0},

oi rp(t,rs) est solution de (1.1).

Ddfinition 1.8 Un point p € E est un point a-limite de trajectoire f', du sysrtdme (1.1)

s'il existe une suite f,";=+ri * oo telle que : lirn,r_ *g(tn,r) : p.

De m6me, un point q e E e-st un point c-limite de trajectoire I, du systdme (1.1) s,il

'existe une suite fr, ,r_6 - oo telle que : limr, , n g(tn, r) : q.

L'ensemble de tous les points c.,rlimite de la trajectoire I et appel6 ensemble c.r-limite de

,f. On le note par u,'(f).

,L'ensemble de tous les points c-limite de la trajectoire I est appel6 ensemble rr-limite de

lf. On le d6signe par c(l).
ll'ensemble de tous 1es points limites de | : a(f) u c.r(l) est appel6 l'r:nsernble iimite de

ll.

14



1.3.6 Orbites p6riodiques, cycles limites

Ddfinition 1.9 On appelle solution pdriodique ou cycle toute solution s : rp(t) de

l'6quation (1.1) tetie qu'il existe un nombre ? tel que g(t +T) : p{t).

Une solution pEriodique de (1.1) correspond a une orbite (courbe) fermde dans I'espace

des phases.

D6ffnition 1.10 (Cycle limite) Un cycle limite une solution pdriodique isoi6e, c'est d,

dire qu'on ne peut pas trouver une autre orbite fermfu dans sorn voisinage.

D6finition 1-.11 .y est un cycle limite s'il est un cycle de (1.1) qui est un ensemble

r+limite ou a-limite de quelques trajectoires de (1.1) autre que 'y.

1 est un cycle limite hyperbolique si :

[:r

l, v.f (1!\dt I a

ori V./('y(t)) est la divergence de / en'y.

"y est un cycle limite stable si

1 est un cycle limite instable si

fr
J, v./(1(r))dt > 0.

Th6ordme 1.2 (Poincar€-Bendixson) : Soit A une rGgion ferm6e born& du plan r4r.

On suppose qu'une orbite f+(ro) du syst€me (1.1) se trouve d l'int6rieur de A: alors

.y+(ro) est soit une orbite pGriodique;ou bien tend vers une orbite p6riodique; ou bien

tend vers un point d'6quilibre.

f,' o'""t))dt < o'

15



Chapitre 2

Equations de Lotka-Volterra

R6sum6

En math6matiques' les 6quations de Lotka-Volterra, que 1'on d6signe zrussi sous le terme
Itmoddle proie'pr6dateutrr, sont lm couple d'dquations diff6rentielles non-iin6aires du pre-

mier oldre, et sont coura.rrrment utitisees pour d6crire la d5mamiquie de, systdmes bio_

logiques dans lesquels un pr6dateur et sa proie interagissent. Elles ont 6t€: proposfus

ind6pendamment par AHrecl James Lotka en 1925 et Vito volterra en 1g116.

Ce systdme d'6quations est classiquement utilis6 comme moddle pou:r Ia d5,namique du
lynx et du liBwe des neiges, pour laquelle de nombreuses donn6es de terrain ont 6t6 col-

lect6es sur les populations des deux espBces par la Compagnie de la. baire d'Hudson au

XlX"sidcle. Il a aussi 6t6 employ6 par John Allan Hobson pour d6crirr: les rela,tions entre

les neu::ones cholinergiques responsables du sommeil paradoxal et les neurones aminer-

giques li6es n l'6tat de veilie.

La pr6sence des proies et de leurs pr6dateurs sur un territoire, selon lerr rr:production et

leur mortalit6.

16



(2.1)I ry: rft)(a - sa(t))

I ry: -v(txd - r*(t))

ff * S repr6sentent la variation des populations au cours d.u temps.

l-

2.L Les dquations

Elles s'6crivent fr6quemment :

ou

r(f) : est I'effectif des proies;

g(*) : est I'effectif des pr6dateurs;

Les pararndtres suivants caract6risent les interacti<rns entre les deux espdces :

c: Tau* de reproduction des proies en I'absence de pr6dateurs

B : Taux de mortalitd des proies due aux pr6dateurs

d : Taux de mortalit6 des pr6dateurs en l'absence de proies

1 : Taux de reproduction des pr6dateurs en fonction des proies mang6es

2.2 Signification physique des 6quations

Une foie d6velopp6es, les 6quations prennent une forme utile pour r:ne interpr6tation

physiqu4.

2.2,L Proies

L'6quatipn de la proie devient :

dr(t)
; : ax(t) - frr(t)u?) Q.2)

Les proifs sont suppos€es avoir une source illimitee de nourriture et se reproduire ercpo-

nentielleprent si elles ne sont soumises d, aucune pr6dation; cette croissance exponentielle

est reprQsent6e dans l'6quation cidessus par le terme ar(f). Le taux de pr6dation sur les

17



proies est suppos6 proportionnel d, la fr6quence de rencontre entre les pr6dateurs et les

proies, il est repr6sent6 ci-dessus par Br(t)y{t). Si l'un des termes r(t) ,ru g(f) est nul,

alors il ne peut y avoir aucune pr6dation.

Avec ces deux termes, l'dluation peut alors 6tre interpr6t6e comrne : la variation du

nombre de proies est donnfu par sa propre croissance moins ie taux de prildat;ion qui leur

est appliqu6.

2.2,2 Pr6dateurs

L'6quation du pr6dateur devient :

ry:rft)s(t) - 6aG) (2.3)

Dans cette 6quation, 1r;(t)y(t) repr6sente la croissance de la population pr6datrice. (No-

tons la similarit6 avec le baux de pr6dation I cependa.nt, une corrstantr: diff6rente est

utilis6e car Ia vitesse d, laquelle la population des pr6dateurs augmenbe n'est pas n6ces-

sairement 6gale d celle A laquelle il consomme Ia proie).

De plus, dg(f) repr6sente la mort naturelle des pr6dateurs; c'est une: d6croissance expo-

nentielle.

L'6quation repr6sente donc la variation de la population de prdateuls en tant croissance

de cette population, diminu6e du nombre de morts naturelles.

2.3 Solution de l?Gquation

On prouve que pour une condition initiale au temps tg qui v6rifie rft:o) > 0 et gr(f6) > 0,

l'unique solution naximale est d6finie pour tout r6el i, et vdrifie :

Vt e IR, r(t) > 0, g(t) > i)

la fonction F : (r,A) n lU l p - cln(g) - dln(r) est alors une intd;gr:rb premidre du
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mouvement 11-+ F{rlt),E(t)) est constante'

Lr:s solutions maximales sont alors p6riodiques, et leur trajectoire est fi:rm6e born6e'

2i,.4 DYnarnique du sYstdrne

ttans le moddle utiiis6, Ies pr6dateurs prospdrent lorsque les proies sont norrrbreuses) ma'ls

finissent par 6puiser leurs ressources et d6clinent'

L,orsQue ia population de predateur a sffisamment diminu6, les proies profitant du r6pit

s,e reprocluisent et leur population augmente de nouveau'

Cette dyna"rnique se poursuit en un cycle de croissance et d6clin'

i\.4.t Equilibres de la PoPulation

IJn 6tat d'6quilibre de la population est observ6 quand aucune des d':ux population en

pr6sence n,6volue, c'est-d,-dir:e quand les d6riv6es correspondarrtes sor:Lt nulles' ce qui se

traduit par le systdrne d'6quation :

r(t)(a -,sE(t)) : o

-s(r)(,t-1c(t)1 :6

qui a porlrr solution

{a(L) :0, r(t) = o} et lfutll = 7, "0 = !,]

t * pr"oJere solution correspond d une exbinction d6finitive des deux espdr:es' la seconde

d, des valeurs porrl les deux populatiorrs, d6pondant des quatre paralrrdtr'es a,fr,6 et 1,

qui restent stables ind6finiment'

2.4.2 Stabilit6 des Points fixes

La stabllit6 des points fixei peut 6tre d6termin6e par une lin6arisation clu systa-me' La

matricc jacobienne du sYsti:me est :
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.l

r
I

F remier point fixe

llu premier point fixe (0,0), cette matrice prend Ia valeur

/\
r(o,o): (; j, 

)

<pi a pour valeurs ProPres

)1:0' lz: -d'

tles valeurs propres sont toujolrs de signes oppos6s, ce qui montre que ce point fixe est

rnn point selle. ce n'est donc pas un point fixe stable, ce qui montre en particulier qlre'

lsuivantcemoddle,l,exbinctiondesdeuxespdcesenjeuestdifficiled,obtenir.

Second Point fixe

En 6vatuant la matrice jacobierne en le second point fixe, la valeur suirrante est obtenue :

1 ot\

,/{e\:{ o -r }"\t'9) \+ o )

et elle a Pour valeurs Propres :

\: iJa6, \2: -iJa'6'

Ce point fixe est donc un centre, ce qui signifie que les populations de proies et pr6dateurs

oscillent autour de leurs valeurs en ce point fixe'
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Chapitre 3

Iiyst6mes ttpr6dateur-proiett de type

de Gause g6n6ralis6s

Il6sum6

Ce chapitre est consacr6 d. l'6tude des systdmes rrPrdateur-Proierr de type de Gause

g6n6ralis6s. On 6tudie l'existence, I'unicit6 ou Ie nombre de cycles limite,s de type de

systdmes en les transformant en systdmes de Li6nard g6n6ralis6s et on utilisr:les r6sultats

et les th6ordmes conrrus sur les cycles limites de ce type de systdmes.
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I

L'existence et Ie nombre des cycles limites est I'un des probl€mes les plus dElicats appaxen-

t6s aux modBles rtPr€dateur-proierr bidimensionnels. Comme on a d6jd vu dans Ie chapitre

pr6c6dent l'un des premiers exemples des syst6mes biologiques qui modilise l'interaction

entre prEdateur et proie est le systdme de nlotka-volterrart donn6 par :

I #:cn-Brs
t #: -dvr*v

(3.1)

Le systdme (3.1) possCde une fanille de mlutions p6riodiques, mais pas de cycle limite.

Pour cela Gause en 1934 [6] a donn6 une g6neralisation au systdme (3.1) :

{*:ar-p(r)v
L #:al-q@)+rp(:r)l

(3.3)

ori q(g) : le taux de mortalit6 des prdateurs, avec : g(0) : a, q@) ) 0 pour tout 3r > 0.

une autre g6n6ralisation de (3.2) a 6t6 sugg6r6e par Frdman en 1980 [5] :

( +:ar-p(r)v
I dt r\*,d (3.2)

L #:al-6+rP(r)l
on p(r) : le taux de capture des proies par les prdateurs, avec p(0i : 0 et pr(r) > 0

pourtoutc>0.

Une g6n6ralisation de (3.2) a 6t6 examin6e par levin en 1977 [8] :

( +:as@)-p(r)u
I * "5\*', r\-'',v (3.4)

[ #: vl-6+h(r)]

Le tanx de croissa,ace des proies g(r) satisfait : g(0) > 0, gt(t) < 0 pour tout r > 0.

Un exemple c6l€bre des syst0mes du type (3.4) est donn6 par Rosenz,weig et Mcarthur

en 1963 f9l :

Ixl*

I

-

: cs(1 - b*) - p(r)s

: yl-6 + d,p{r)l

22
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crr) &, b, c, d, et d sorrt des positives et p(r) : L. L'unicit6 du cycle limite du syst€me

(3.5) a 6t6 prouv6e par Cheng Kuosheng en 1981 [10]. Une preuve pius simple a 6t6

clonn6e par Kuang et Freedman [4]. Dans ]e systdme (3.5), p(r) : ;*,t a 6t6 sugg6r6 par

le biologiste Holling en 1959 [11]. trn fait, en se basant sur des dorm6es du champ r6el, il

ar suppos6 que p(r) doit 6tre born6e aussi que monotonement croissa,nte.

La fonction p(r) : fi; a 6t6 r6f6r6e comme taux de capture (functional response) du

type Holling II. Pour p(r) - # "" dit taux de capture (functional response) du type

I{o}iing III. L'existence et l'unicit6 des cycles limites du syst€me (3.5) avec p(r) du tlpe

Ilolling III ont 6t6 prouv6es par Chen et Zhang [12].

IJn type plus g6n6ra,t de p(c) a 6t6 introduit par Kazarinoff et Va"n dan lDriessche [13]

p(r): ;fu, " 
) 0, tz ) l. Ilsr ont 6tudi6l'existence des cycles limites'

()n va 6tudier le nombre des cycies timites pour un systBme du tlpe de Gause g6n6ralise

qui contient les deux syst6mes (3.3) et (3.4) avec h(r): p(r) t

(3.6)

lVotonsquel:1.

On va essayer de trouver les conditions les plus g6n6rales sur les fonctiom g@) et p(r)

pour lesquelles l'unicit6 des r:ycles limites est garantie.

Le taux de croissan<n p(r) satisfait ,p(0) > 0 et 9r(r) < 0, Vr > 0.

lln tait, si gl(r) change son signe alors plus qu'un cycle limite peut 3t appzr,raitre.

l,e taux de capture p(r) satisfait p(0) : O, pt(r) > 0, Vr > 0.

:3.1 L'unicitd des cycles limites des systdrnes de Li&

nard d6penclant d'un pararn€tre

(Jn va citer quelques th6orAmes et r6sultats concernant I'ulicit6 des cycles limites des

r;ystdmes dr: Li6nard g6n6raliLs6s du tlpe :

l#:*e(r)-p(r)u
I # : a[-"o+p(r)i
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[ *:,b@) - Ii" r(ia,
[ # : -g(")

(3.7)

ifh6ordme 3.1 Soient f ("), g(r) deux fonctions continffment diff6rentia,bles sur f in-

tervalle 1rt,rzl, rt 112, et soit t/(g) une fonction continfrment diff6rr:ntiable sur IR.. Le

srystdme (3.6) on :

i)#>0.
ii) 16 € )rr,rr[est la valeur unique v6rifiant :

(r - 16)9(r) > 0, pour r * ro, et g{rs) : g.

iii) f (rs)fr (#) < o, pour r * so.

ir au pius un cycle limite dans Ia bande 11 1 r I 12, el s'il existe, alors il est hyperbolique.

.Remarqur: 3.1 Si /(")" eractement une racine, l'inten'alle sur lequel (in) doit etre

'rr6rifi6e, est plus petit que lrt,rr['
.Lemme 3"1-

lsi /(r) a e.xactement une racine r : frr sur I'intervalle 11 ( x 1 r2,Ia condition (r'I)

,ilu th6ordme 3.1 a besoin d'€tre satisfaite seulement sur l'intervalle T1 I fr I 11 et

::16 1 fr ( 12, si Jr1 { 95g,ou sur f intervalle 11 ( r 1 rset 11 { fr 1 r,2rsi 11 > fs' pour

donner les m6mes conclusions du th6ordme 3.1.1

pour les systdmes de Li6nard du type (3.7) d6pendant d'un para.urdtre dans lesquels un

cycle limite unique apparait, l'application du th6ordme 3.1 pose des probldmes en g6n6ra1'

supposons que le systOme d6pend d'un paramdtre .\, alors pour un oertain .\ : )6, une

bifurcation de Hopf se produit et un cycle limite unique apparait prour ) ) )o' Pour

) < )o on a pas du cycle lirnite. Le th6ordme 3.1 sera applicable seulement porrr le cas

) > ,\o pour prouver l'uniciJ6 du cycie limite. si .\ < .\e, la fonctionL # "" serait pas

monotone en g6n6ral, ce qui contredit 1a condition (iri) du th6ordme ii.1' Dans ce cas on

utilise 1e cr:itdre de Dulac pour plouvel la non existance des cycles linaites'

Lemme 3.2 (Critdre de Dulac)
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Consid6rons Ie syst6me autonome

| # : P(*,a)

I * - e@,u)
(3.8)

sr'il existe ule fonction B(*,g) contintment diff6rentiable dans une r'6gio:n simplement

connexe G telle que div(BP, AQ) 
" un signe constarrt et n'est pas identicpement nulle

sur n'importe quelle sous r6gion de G, alors le systdme (3.7) n'a pas de trajtrtoire ferm6e

clans G.

I)onc, ponr prouver l'unicit6 des cycies limites dans les systdmes de L,i6nard d6pendant

c['un pararndtre, on combine ]e th6ordme 3.1 avec le lemme 3.2. Souvr:nt, .ii est utile de

choisir Ia fonction de Dulac B(r,A): exp(-cg).

Lemme 3.13

Siupposons rlue le systdme (3.7) satisfait les conditions suivantes sur I'inter.i'a11e \ 1r 1

T2 l

(i)Hra.
(ii) rs e ]r1,r2[est I'unique'u"aleur v6rifiant (r*rs)g(r) > 0, pour r * ro, et g(rs):0,
et

(ifi)'Il exist;e c e IR tel que f (r) - cg(r) n'a pas de racine,

ou

(ur)" Ponr tout c e lR, /(r) * cg(r) n'a pas de racine multiple et f (xg'.1 I Lt.

,arlors (3.6) a au plus un cycle limite da.ns Ia bande 11 I r I 12 aL s'il existe il est

hyperbolique.

Darrs le cas (iii)'on a pas de cycle iimite.

Freuve:

C)onsid6rons Ia fonction de Dulac B(*,y): exp(-cg), et posons

f'P(r,a):rl'(a)- I fQ)dr
.l xo
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r

div(BP, BQ):

s'il existe une valeur de c telle

a pas de cycle limite.

La condition (iii)" est 6qui

a une valeur de r : r* telle

n'est pas v(lrifide; c-d-d

d'or) /(e) - cg(r) a une

d'aprds le t.h6ordme 3.1 qu'il

Th6oriure 3.2

S'il existe une fonction deux

telle que f (r) : f1(r).9(r) et

$) Sr,44 < o, sr(r") : sr(r

04 f'("') :: o.

6iil' #h(:r) > o.

o11

(rrt" n existe un unique r" €
(") *fr("),,:,r ( o.

(b) # /t(") < o, pour 11--{E

G) # /t(r) ) o, pour rc 1 n

(iv) ff > o.

Q@,s): -g(r\

: B(*,v)tf {") + cs(r))

(-J(") + cg(r\) ne change pas de uigrr. (ir)' alors on

d la condition (rx) du th€orAme 3.1. Supposons qu'il y

f I no pour laquelle la condition (il) du th6ordme 3.1

s2{r)
=.0

#s@)-#r@ ))
t--s*

f t(x.)s(n.\ - f (r.)sr(r.) : 0

fr(*.) f(*-\
gr(r.) g(r.) "

multiple. Donc en absence des racinm multiples, il suit

au plus un cycle limite.I

is diffdrentiable,S(r), avec ,9(r) >0ponrr'1 1t112,
r) :91(c),9(r), et si I'on a :

:0rfl <re<rlb:T2.

&c.

T2.
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l

Alors les fonctions /(") "t g(

(3.7) a au plus un cycle limite

Preuve :(voir [1])

Lemme 3.4

Ddfinissons S(c) comme dans

f rr{r) I 0 (resp strlr) } 0)

(iv.) du thdortme 3.2, alors le

11 1 r <-12 et s'il existe il mt

Remarque 3.2

Dans le cas of g1(c) est

Parfois, il est utile de faire un

conditions du th€or€me 3.2 ou

Lemme 3.5

Si les conditions du thfurdme

Ies d6riv6es sont par rapport

par les interrralles

le systdme (3.7) a au plus un

h;rperbolique.

Preuve:

Le changement r: k(u)

Iequel:

satisfont les conditions des lemme 3.1 et 3.3. Le svstdme

la bande 11 I r I 12, et s'il existe il est hyperbolique.

thdordme 3.2, si g(r) (resp /t(")) ert lin6aire en r, et

l'intervalle 11 1 fi ( 12 et rl(y) satistait la condition

(3.7) possCde au plus un cycle limite dans la bande

bolique.

en u, on peut choisir 12 : +oo.

de variable dans f(r) - cg(:r) pour v6rifier les

lernrne 3.4.

ou du lem-me 3.4 sont satisfaites avec tr : k(u), od toutes

u au lieu de r, tous les intervalles porrr r sont remplac6s

ponr u et kr(u) l 0 pour &-t("t) < u <k-1(r2), alors

limite dans la ba.nde 11 I :t 1 12 et s'il existe il mt

le syst0me (3.7), conduit d, un systdme de Li6nard dans

fn"ur(u) _ "f(r("))
g(k(u))gooor(u)
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l-

3.2 Tbansforrnati

au systdme

On va transformer le svstdme

au systdme de Li6nard.

Lemme 3.6

Le systtme (3.9) avecp(r) :
Preuve :

Ona

Prenons la fonction de Dulac

div(BP, BQ): a(*tP) +0r

On a pt(r) ( 0, donc div(BP,

systdme n'a pas de solution

Consid6rons le systdme

Comme p(r) 10, Vr > 0, on

g: exph. Le nouveau

n des systdmes tfpr,6dateur-proiett

Li6nard

se@) - p(r)u
, c)0, y>0: yI-co +p(c)l

, c ) 0, gt@) < 0, ne possAde pas de solution p6riodique.

, r)0, y>0.

. &?7+t : !v,@).

Alors, d'aprds le lemme 3.2, le

-fr et

(3.e)

dx,

&

I #:,
I #:u

>0.

-4
>0.

P(",y)

Q@,a)

r)0,U

(*.o'

>0,V9

*:*p(r)-p(r)u
# : u[-",+p(r)]

appliquer le ehangement des variables {E-
dr

prend la forme du syst€me de Li€nard :

/
I #--exPer -W
I as, 

- "o-p(t)( d' --pEl-
(3.10)



l
i-

;

I
l
1-

f-

1-

i
:f:

Lemme 3.7

Le systdme rrprEdateur-proieft

peut 6tre tra.nsform6 au

of rs est un z,6ro de g(r).

Clairemenrt t/(y) satistait (iv)

Preuve :

Consid6r-ons Ie syst€me (3.11)

et montrons qu'il est 6crit

I

3.9) avec ,lt@): e, co ) 0

I#:ne@)-p(r)a
t #: ul-"o+p(r)l

de Li6nard {3.7.) avec :

fi(r)S(r) et e(r) : s1(r)S(r)

: (rp@))tp(r) - pr(r)ne@)

gt(x):p(x)(-ca+p(r))

S(r): h
th6ordme 3.2.

( * xo(x)

I fr: exns - ?o'
I au 

- "o-p(r)t E - -tGt-

la forme de (3.7). On a

(3.11)

f {"\

n(
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r-

i

r

1-

/-

-

d,r

dt

:

:

dv:
dt

3.3 Etude de

On considdre le systdme

Lemme 3.8

Si p(r) : 0o € lR+, p(0)

pas d'orbites ferm6es.

Preuve :

On a le systdme

Prenons la fonction de Dulac B

""nn - l)"( 9t,0" - 
ro9@o)

t) ' P(ro)
rog(

div(BP,BQ)

lirnites

: rs(r) * p(r)a

: y{-ca + p@})

?(rs

)fcl

' - J,"re14 tt",et"))ry(") -pr(s)se(s)lds

,1,(y\ - l-',f,
(e@) - "o- \-;ol-

P("XP"(1),- "o) : -s1(r),9("i : -g{r).f(")

, Q)0 (3.12)

r) < 0 pour tout s ) 0, alors le systAme (3.12) n'a

&ar - p(r)y:

s(-co +p("))

il:*

p(x) - rpr(r)
12

p(r\ - rpr(r)

P(*,a)

- Q@,a)

{,en * ftwot

#e-'+).&(@=)
, Vr)0.

, Vr>0.



alors

Soit

h(r) : p(r)-rpt(r)

alors

ht(r): -rPtt{r) > 0

d,rnc h(r) est croissa;rte et on a

h(0):p(0) :0

D'or)

(3.13)

Notons que n ici peut ne Pas entier. Si n : L, TL:2, p(r) est de l,ype Holling II et

IJII respectivement. Pour le de g(r), on suppose que tp(0) > 0, <pr(r) '< 0.

On tirera les conditions pour le systAme (3.13), a au plus un c.ycle limite. Aprih

des changements de variables r, g et f , on peut suPPoser que bo: l.

D'aprds le lemme 3.7, pour ver l'unicitd des cycles limites en utilisant le th6ordure

3.2 ou ie lemme 3.3. on a n de voir le comportement des fonctions /1(r) et g1(t:)

des cycles limites. On

born6e. Dans la suite

, (3.3)

. depl

ue n{(

lemme

pn6ral

)urs q1

.on. on

)s le

ca,s:as g6n6r

toujours

section, r

et d'aprds

Pour le cz

suppose tr

de cette s

et d'apr,

Pour le

suppose

de cette

h(*) > 0, Vr > 0

dliv(BP, BQ) > 0, Vr > 0,

r'f oas de solution p6riodique'l

L 

$t 
difficile de connaitre le nombre

O,lr(r) ) 0 et p(r)est uniform6ment

rn
("1 -- bT*, r, e IR', bo > 0
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mentionn6es dans le leurme 3.7

ori p(r) : #. Multiplions /r(

I r,tt
| ,,t")

ceci ne va pas influencer Ie

cons6quence de (3.14) est Ie

Th6or€me 3.3

Le systdme (3.9) avec e@): k

Preuve :

f'{x) - cgt(r) :

:

Pour c: *, /r(*) - cg{r)

cycle limite.

Remarque 3.3

Dans ce cas, pour n > I, ptt(t

iemme 3.8.

Substituons t* : u dans fi(r)

t n{"@D: lo

I n,{"{")): {t

f r't

I n,t

(v(

k(1

k+

(k-

: (rp(r\)tp(r) - pr(r)rp@)

: p(r\t-q +p(r))

) et g(r) p* #, on trouve

(p(r) + ret(r)\(r +'") - np(r)

(1 -q)r"-co

c(u)) + u*e\r(u))] tt + u) - rup(r(u))

co)u - co.

32

(3.14)

d'aprds le lemme 3.3 et le thdordme 3.2' Une simple

suivant :

0, $(il : c0 ) 0 et p(r) : # n'a pas de cycle limite.

+ rgt(n)) (1 + r") - nv@) - c((1 - ar)r" - *;
r" -n) - c((1 - co)r" - q
n-kn-ffin*cqr"*cco

+ cco)n" + lc - kn * c4.

un signe fixe, donc d'aprds le lemme l].3 on n'a pas de

change son signe, donc elle n'est pas mntenue dans le

gr(s) :



L'unicitd des cycles limites suit d'aprds le

a un signe fixe.Dans la suite, on notef, par

en u.

a2g(*1up---ffi-

*-rdu+*:lui-'

t(r))(t +*)-np{r)j

")) 
(1 + r") - nr"-'(p(r) + ret(r)) - npr(r)l

n**t) + pr(r)(z + 2n" + nro * n) + nr"-Lg(r)]

d, 1 ;--,d'-:-: -Un -=-
dunilx

(*)
(L r-,\ d/'

\;""') d"*

)r" +2 - "l

(|"r-)'#

r),-'e1")..(;-
n

t) "+-{t
- 
""*t) 

+ <pr{r\(2 + n

r)l

-')

,*-'+(2+nyu*-t)

;*

p("

T
n

r)u

I
n

(r

1
n(t

(r*
1;gU

(L
\n
n\u

=;(

9tt(r)

)r 'l 
-'Lnu

,*-)

(t, -

:

'[e

-l

'u'

J

1_:
T

l_
r

df,
dc

;-'

I
ur

2

l_
r

I

I
n
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')
a

)
-1

'2
Ua

1

^2

33

Remarquons que g1(r(u)) ot
lemme 3.4, si I'on peut prouver

(r). On a

,tt: rn (* f : u* + d,x,:

d'ot

r t _,, dfr
-UL 

--
n a,r
I'
iur-'[(p(") +

*"r-,l(zer(r) +

l"r-'lvr\n)(r

th:
du2

df' :
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d1
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(!_
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| (r
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prt(r)
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(**)

(x*x)

(3,15)

u3-2 + (; -')"*-')

3)"r-. (3-:-')"*'')
)

("*-' * "*-')

((; - ')*z-* (,* *) "*-')
(; . ') "*-') * 

!@ - t)u-re@)

tttr(r)

9rt(r)

'(") (

-z * rr"a-t)

; -') u? ' + (; .') "*-')
.:)u*-,+ (:-') (; -')"n-')
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19 r r (r) ((2 * n) r" + 2 - n) + 9 r (r) ((2n + n') *"- t 
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' l"(" - t)r^'' p(n) + nrn-T pt{"})

lvtrr(*) ("* +,rr**') + en(fl(:t - n + (2n+ 11"1]

' frr("X:lr, +n2)ur-* *n(n- t)ul-*p(r)]Ir
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De (*), (x*) et (* * *), on a

fit,{*{u)) :



Th€ordrne 3.4

Si pr(r) < 0,qtt(r) !A, pn(r

donnfu par (3.13) avec 0 < n

il est hyperbolique.

On peut am6liorer ce r6sultat

codfficients de p(r) n6gatifs

connu de p(r)). On con:nence

v@):

Aprds substitution dans (3.15),

ffir,oul): ftr

il suit qrr. 4Sd a un signe

pour rn donn6, au plus un

ouvert l*,** 1[. Comme cet

I'unicit6 du cycle limite suit

Th€ordme 3.5

Soit le systdme (3.9) avec rp(r)

et p(r) est donn6e par (3.13)

il est hyperbolique.

Corollaire 3.1

Si rp(r) : ko * kirfrit * lcirriz

dans (3.12), alors au plus un

dm intervalles : lit,it + 1[ U ]?

hyperbolique.

Preuve (La preuve est simi

lm l*-l\l_u\n -l
ln'2

S 0, le systdme (3.9) avec ,!(g) : c0, Q ) 0 et p(r) est

1 ou n: 2, pos$de au plus un cycle limite et s'il existe

prenant p(r) "n polyn6me en ,t, on choisit tout les

le terme constarrt iceci est une extension d'un choix

la plus simpie extensron

*kyr*, ks)0, &r{0, rn>0.

on obtient

(3.16)

(3.17)- n)(m - n * r) + #ue-')(rn + r)(no r n)]

seulement si (m-n)(m-n+l) ) 0. Ceci implique que

limite existe si n se trouve A 1'ext6rieur de I'intervalle

intervalle est ouvert, pour les valeurs entidres de n, rn,

: ko I lctr*, frs ) 0, k1 ( 0, rn € N, $(V) : cb, co ) 0,

n € NI, alors au plus un cycle limite existe et s'il exsiste

... I k;ri*, h 3 iz I ... I i*,'iy € R'-, klu S 0, ks ) 0,

limite existe pour tout n € IR i l'ext6rieur de l'union

,iz*l[u ...]i^,?* + 1[. Si le cyde limite existe, il est

d,Ia preuve du thturdme 3.5).



Plus g6n6ralement, si g(r) est

aprds substitution dans (3.15),

Si rn > n : alors (3.19) peut

itonlt--n)(e-n+l)r'+ i
i:0 x:n+

de (3.19) et (3.20), si a; ( 0,

Th6ordme 3.6

Si g(c) : I;ao o,ir,, o,i < 0,

dans (3.12) et n € N, alors au

Remarque 3.4

Le rEsultat est aussi valable

ir*,y1t
i=0

s6rie entidre, n € N dans (3.12) :

rn
/\Ta;p(r) : Lor*', a1 € IR

i=0

(3.18)

obtient , tW est proportionnelle i

n)(i, - n + rlri + (i + 1X? + n)rn*"f (3.1e)

6crire corrune

rn+n

(i. - n) (d - n* 1 ) (q 1al -,, )ri + | ta t - *(i-n) (i -n+ 1 )ct
i:rn*l 

(g.20)

: rJrL,, uto.. 4{ff0 a un signe fixe.

d ) 0, et a6 ) 0, t/t(U): c6r c0 > 0, p(r) et comnre

un cycle limite existe et s'il existe iI est hypertrolique.

rn : @) si tp(r) est une fonction analybique.
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