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RESUME

Dans ce mémoire, nous étudions la méthode de la programmation dynamique pour résoudre
un probléme de contréle stochastique. Le cadre adopté dans la deuxiéme chapitre (partie 1)
est celui des processus de diffusions controlés & valeurs dans R™ et le probléeme formulé est
en horizon fini ou en horizon infini.

L’idée basique de la méthode est de considérer une famille de problémes de controle a diffé-
rents états initiaux et d’établir des relations entre les fonctions valeurs associées. Ce principe,
appelé principe de la programmation dynamique, est énoncé précisément dans la deuxiéme
chapitre (partie 2).

L’équation de la programmation dynamique dans la troisiéme chapitre conduit 4 une équation

aux dérivées partielles (EDP) nonlinéaire du second ordre, appelée Hamilton-Jacobi-Bellman

(HIB).
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Introduction

Dans ce travaille, nous étudions la méthode de la programmation dynamique pour résoudre
un probléme de contrdle stochastique. Le cadre adopté dans la deuxiéme chapitre est celui
des processus de diffusion contrélés a valeurs dans R™ et le probleme formulé est en horizon
fini ou horizon infini.

L’idée basique de la méthode est de considérer une famille de problémes de controle & diffé-
rents états initiaux et d’établir des relations entre les fonctions valeurs associées. Ce principe,
appelé principe de la programmation dynamique et initié dans les année 50 par Ballman .
L’équation de la programmation dynamique conduit 4 une équations aux dérivées partielles
(EDP) nonlinéaire du second ordre, appelée Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Lorsque cette
EDP peut étre résolue par I'obtention explicite ou théorique d’une solution réguliére, le théo-
réme de vérification, valide 'optimalité de ce candidat solution de HIB, et permet aussi de
caractériser un contrdle optimal. Cette approche classique de la programmation dynamique
est appelée étape de vérification. Nous illustrons cette méthode en section 3.3 (troisiéme cha-
pitre) sur deux exemples de modéles en finance. I'inconvénient majeur de cette approche est
de supposer 'existence d’une solution réguliere & 'EDP d’ HIB. Ce n’est pas toujours le cas
et nous illustrons ce fait sur exemple simple en section 3.3.3 (troisiéme chapitre) inspiré de

la finance.



Chapitre 1

Notion préliminaire

1.1 Equation différentielle stochastique

Le concept d’équation différentielle stochastique généralise celui d’équation différentielle or-
dinaire aux processus stochastiques. La formalisation théorique de ce probléme 4 elle seule
a posé probleme aux mathématiciens, et il a fallu attendre les années 40 et les travaux du
mathématicien japonais It6 Kiyoshi pour la définition de l'intégrale stochastique. Il s’agit
d’étendre la notion d’intégrale de Lebesgue aux processus stochastique selon un mouvement

brownien. On construira cette intégrale, et on donnera un sens a 'expression

/ t f(u,w)dB,

s

ot f(u,.) est un processus stochastique muni de propriétés de régularité suffisantes.

A partir de la théorie de 'intégration, on construit la théorie des équations différentielles
stochastiques EDS.

Soit ( Q,F,F = (E)te[O,T] , P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions
habituelles, et soit (B;); un F,-mouvement brownien & valeurs dans R. On se donne des
fonctions b(t, z, w) et o(t, z,w) définies sur [0,T] x R x 2 & valeurs dans R. On suppose que
pour tout w, les fonctions b(.,.,w) et o(.,.,w) sont boréliennes sur [0,7] x R et pour tout
¢ € R, les processus b(.,r,.) et o(.,z,.), notés parfois pour simplifier b(.,z) et o(.,z) sont

progressifs. On considére alors 'EDS & valeurs dans R :

dXt == b(t, Xt)‘dt + O(t, Xt)dBt (11)

Les coefficients b(t, z,w) et o(t,z,w) sont de la forme b(t, z, ar(w)), &(t, =, ax(w)) on b,
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sont des fonctions déterministes boréliennes sur [0,7] x R x A, A sous ensemble de R, et
a = (a4 )sefo,r) est un processus progressif a valeurs dans A.

Une solution de (1.1) porte le nom de “diffusion”. Ces équations permetent de construire la
plupart des modéles d’actifs utiles en finances, aussi bien lorsque I’on cherche 4 modéliser des
actifs des taux d’intérét.

Précisons, ce que ’on entend par une solution forte de 'EDS (1.1).

Définition 1.1.1. (Solution forte ’EDS). Une solution forte de 'EDS (1.1) partant & I’ins-

tant ¢ est un processus (X;); progressif tel que l'on ait :

/ | b(u, X,) | du—l—/ | o(u, Xu) | du < 400, p.s.,Vt<s€0,T],
i i

et que la relation

X, = X, + / b(u, X.)du + / o(u, X,)dB, | (12)
t t

soit vraie p.s.

Notons qu’une solution forte de ’'EDS (1.1) est un processus continu.

L’existence et 'unicité d’une solution forte & 'EDS (1.1) est assurée par les conditions de
Lipschitz et croissance linéaire suivantes : il existe une constante finie K tels que pour tout

tel0,T,we, z,yeR:

| b(t,:}j,’w) - b(tayaw) l + l U(tv'[yw) - a(t,y,w) IS K [ T—Y | : (13)
| b(t, z,w) | + [ ot z,w) |[< K(1+ | 2 |). (1.4)
Théoréme 1.1.1. Sous les conditions (1.3), (1.4), il existe pour tout t € [0,T], une solution

forte a 'EDS (3.1) partant & l'instant t. De plus, pour tout & F, -mesurable & valeurs dans
R, tel que E(| £ |*< +00), il ya unicité d’une solution forte X partant a linstant t de €, i.e.

X; = £ L’unicité est trajectorielle (ou indistinguable ). De plus cette solution est de carré

intégrable et vérifie :
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Pour tout T > ¢, il existe une constante Cr tel que :

E(sup | X, |2) <Cr L+E(EP).

t<s<T

Formule de Feynman-Kac

Dans ce paragraphe, on considére 'EDS (1.1) avec des coefficients déterministes b(t,z) et

o(t, ). Pour tout ¢t € T, on introduit 'opérateur (déterministe) différentiel du second-ordre :

(Lp)(z) = b(t, z).Dyp(z) + %tr (o(t,2)d’(t,2)D2p(z)), ¢ € C*R™).

L; est appelé générateur infinitésimal de la diffusion (1.1). Si X est une solution de ’'EDS
(1.1), v(t, ) une fonction (réelle) de classe C1? sur T x R™ et r(¢,z) une fonction continue

sur T x R¢, on a d’aprés la formule d’Ito :

4 s

-fr(s,Xs)ds 2 —fr(u,Xu)du v
M, = €0 v(t, Xy) — J/e 0 (E + Lov— rv) (s, Xs)ds. (1.5)
0
: —f’r(u,Xu)du
= v(0,Xp) + /e 0 D,v(s, X,) o(s, Xg)dWs. (1.6)

0
Le processus M est donc une martingale locale continue.
On se place sur un horizon fini T = [0, 7] et on considére le probléme d’équation aux dérivées

partielles (EDP) linéaire parabolique de Cauchy :

TV — % —Lw=f sur [0,T[xR" (1.7)
ol )=y, ar K, (1.8)

ot f (resp. g) est une fonction continue de [0.7] x R™ (resp. R) dans R. On suppose aussi
que la fonction r est positive. On donne ici une version simple du théoréme de représentation
de Feynman-Kac. On rappelle que X** désigne la solution de la diffusion (1.1) partant &

I'instant ¢ de z.
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Représentation de Feynman-Kac

Théoréme 1.1.2. Soit v une fonction C¥2([0, T[xR¥)NC([0, T] x RY) & dérivée en = bornée

et solution du probléme de Cauchy (1.7) — (1.8). Alors v admet la représentation :

T

vt x) =F [
t

pour (t,z) € [0,T] x R4,

L’application du théoréme précédent requiert ’existence d’une solution réguliére v au pro-

bléme de Cauchy (1.7)—(1.8). Ce genre de résultats s’obtient typiquement sous une hypothese

d'uniforme ellipticité de 'opérateur £; :

Je>0, V(t,z) € [0,T] xR", Vy e R", yoo' (t,z)y>e|y|?. (1.10)
1.2 Calcul stochastique

Définition 1.2.1. Soit (92, F, P) un espace de probabilité.

1- Une filtration est une famille (%;,t € R*") de sous tribus de F tel que F, C F;,Vt > s > 0.
2- Un processus (X;) est adapté a (F;) si X; est F;, -mesurable V¢ > 0.

3- Un processus (X;)icr+ est dit progressif (par rapport & (F;);) si pour tout ¢ € R, I'appli-
cation (s,w) — X,(w) est mesurable sur [0,¢] x Q muni de la tribu produit B([0,t]) ® F,.
4- Un processus (X;)er est dit prévisible (par rapport & F) si 'application (t,w) — X,(w)
est mesurable sur 7'x ) muni de la tribu engendrée par les processus F-adaptés et continus.
5- Un processus (X;)ier est dit optionnel (par rapport a F) si Papplication (t,w) — X,(w)
est mesurable sur 7' x {2 muni de la tribu engendrée par les processus F -adaptés et cad-lag.

Soit (€2, 7, P) un espace de probabilité et (F;), g+ une filtration de cet espace.

Définition 1.2.2. Une famille adaptée (M;);cg+de variable aléatoire dans L!(espace de Le-

besgue : c’est 'espace des fonctions intégrables) est :
& Une martingale si, Vt > s, E[M,/F,] = M,.

& Une surmartingale si, Vt > s, E[M;/F,] < M,.

& Une sous-martingale si, Vt > s, E[M,;/F,] > M.
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Remarque 1.2.1. Une martingale (M,) vérifie V¢t > 0 E[M,] = E[My].

On a alors un résultat concernant les intégrales stochastiques.

/ 1
Le processus l\ / Xsst) est une F;— martingale continue, de plus on a :
0

teRT
¢
E (/ Xsst) = 0.
0

Définition 1.2.3. (Martingale locale). Soit (X;); un processus adapté. On dit que (X;); est
martingale locale s’il existe une suite de temps d’arrét (T,),-, telle que HT Tn = +00 p.S.
- =100

et le processus arrété X est une martingale pour tout n.

Propriété de markov des solutions des EDS

La propriété de Markov pour un processus (X;);>o signifie que le comportement future de ce
processus apres ¢ dépend uniquement de X; et non de ce qui s’est passé avant t.

Mathématiquement, on dira qu'un processus (X;):>o vérifie la propriété de Markov par rap-
port & une filtration (.7-'t)t20 pour laquelle il est adapté, si pour tout fonction f borélienne

bornée et pour tout s et t, tels que s <t :

E(f(X:)/Fs) = E(f(X0)/X5).

Nous allons énoncer dans ce paragraphe la propriété de markov pour une solution de (1.1).
On notera (X%, s > t) la solution de 'équation (1.1) partant de z & I'instant ¢ et X* = X**

la solution de I’équation partant de z & I'instant 0.X%® vérifie pour s > ¢ :

s S
X =zt [ b(uX) du+ [ ofu, Xi)dB.
t Jt

A priori, X%® est défini pour tout (¢,z) presque sGrement. On peut cependant, sous les
hypothéses du théoréme (1.1.1), construire un processus dépendant de (¢, z, s) qui est P-p.s.
Continu en ces trois variables et tel que X5 soit solution de ’équation précédente.

La propriété de Markov prend dans ce cas la forme suivante :

Théoréme 1.2.1. Soit (X;)i>0 une solution de (1.1). C’est un processus de Markov par

rapport & la filtration (Fi)i>0 du mouwvement brownien. Plus précisément, on a, pour toute

fonction borélienne bornée f :
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P —p.s. E(f(Xe)/F) = 2(X,) ou &(z) = E(f(X{7)).

Définition 1.2.4. (mouvement brownien standard ). Un mouvement brownien standard
(m.b.s) est un processus aléatoire 4 temps continu (B;,t € R,) tels que :

1- By =0ps.

2- (By) est a accroissements indépendants et stationnaires.

3- B, ~ N(0,t),Vt > 0.

4- (B,) est a trajectoires continues.
Définition 1.2.5. (Temps d’arrét). Soit (F;,¢ € R, ) une filtration.

- Un temps d’arrét T par rapport & (F;) est une v.a. T a valeurs dans R, U {+oc0} telle que
{T<t}eF 6 VteR,.
- On définit :

Fi={AeF:An{T <t} e F, VteR,}.
- Si (X;) est un processus adapté 4 la filtration (F;), on pose Xr(w) = Xr(,)(w).

Théoréme 1.2.2. ( Théoréme d’arrét). Soient (M) une martingale continue (par rapport &

(F2)) et Ty, Ty deuz temps d’arrét tels que 0 < Ti(w) < Th(w) < K < 00, Yw € Q. Alors

E (Mg, /Fp,) = My, psetdonc E(Mp,)=E(Mrp).

En particulier, si 0 < T'(w) < K, Vw, alors E(Mr) = E(M,).

1.3 Formule d’It6

La formule d’It6 est un des outils essentiels pour les applications de I'intégrale stochastique
a différents problémes.

Considérons le processus stochastique (X;); € [0,T] & valeurs réelles ayant la forme :

t t
Xt=X0+/ bsds+/ 0,dB, , (0<t<T), (111)
0 0
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ou (b;); € [0, 7] et (04); € [0, 7] sont deux processus stochastiques & valeurs progressivement

mesurables et tels que :

0
Théoréme 1.3.1. (Formule d’Ito). Soit f une fonction deuz fois dérivable, et soit (X;); €

[0,T] ayant la forme (1.11), alors on a :

f(Xe) = f(Xo) + /0 f'(Xs)dXs+% /0 (X)) d (X, X)g, (1.12)

ou :

t
(X,X)t:/ o’ds.
0

1.4 Equations différentielles partielles
Equation parabblique

Dans le cas d’un horizon fini, sous les hypothéses de régularité de b, o, u, la fonction valeur

v définie par :

u(tm) = Pgl)lelgadJ (t, 2, P()),

est solution de ’équation d’"HJB parabolique :

2 (¢ )+ min (APu(t,x)J,u(t,m,p)):o dans [0,T[xR",
ot
{ PeP 4 (113)

u(T,z)=g(x).

Si I'espace d’état est un ouvert @ de R™, la fonction valeur

AT
L (t7x) = P(H)leig E (/ u (s, X, P)ds+ f (T, XT) Licr + g (Xr) 1T<T/Xt = :L') )
P(. ad "

ou le cotit f est & croissance polynomiale est solution de I'équation d’HJB

(1.14)
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%—;’(t,z)+PrEn7i>I;d (Apu(t,z‘)-{—u(t,:v,P)):O dans [0.7'[xO,
(1.15)
'U(T,z):g(.’]:),

avec la condition au limite de Dirichet

v(t,z) = f(t,x) wsur [0,T]x 80.

Si le processus est réfléchi sur la frontiére, la fonction valeur

vi{t,z) = min & ([Tu(s,Xs,Ps) ds + /tTf (8, X5)dE, + g (X7) / X = :c) ) (1.16)

P()€Paq

est solution de I’équation d’HJB (1.15) avec la condition au limite de Neumann

ov (t,x)
on

= f(t,z) sur [0,T]x 00. (1.17)

Equation elliptique

On se place dans le cas d’un horizon infini et on suppose que les fonctions b, o, et u satisfont
les hypothéses de régularité. On suppose de plus qu'il existe ¢ > 0 telle que :
n

Z: aij (z, P)n;m; > ¢ N>, Ve € O, n€R", P € Py (1.18)

i=1

Alors, la fonction valeur v définie par :

v(z) = e 0

est solution de I’équation d’HJB elliptique :

- (z) + Pn€17i)n (APv(z) +u(z,P)) =0  dans R" (1.19)
ad

Si Pag est compact, le minimum dans (1.19) est toujours atteint. Sinon des conditions sup-
plémentaires sont nécessaires.
Si 'espace d’état est un ouvert @ de R™ et que le processus est arrété sur la frontiere, la

fonction valeur est définie par :
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= i P
wa= i Jizb),

avec

Jig Pl =E (/T e My (X, P)dt + e Tf (X;) [ Xo = :c) , (1.20)
0

ou

T (@) = inf {2, X, () ¢ O},

est le premier instant ou le processus X; sort du domaine O et f est le coit d’arrét. La

fonction v (z) satisfait I’équation d’'HIJB

—Av () + Prg?i?ljd (APv(z) +u(z,P)) =0 dans O, (1.21)

avec la condition au limite de Dirichlet

v(z) = f(z) sur00. (1.22)

Si le processus est réfléchi sur la frontiére, I’équation d’évolution du processus s’écrit

AX, = b (X, Py) dt + o (Xi, P) dW; — nx,dt, , (1.23)

&, est un processus strictement croissant lorsque X; € 00 et d§, = 051 X; € O, n, est la
normale extérieure & la frontiére 00 de O en z.

La fonction valeur, définie par :

+c0 +o0
v(z)= min E / e Mu (X, P) dt + / eMf(X)dé,/ Xo =2 ),
P(')epad 0 JO

ol f est le cotit associté a la réflexion du processus, satisfait ’équation d’HJB (1.21) avec

la condition au limite de Neumann

g—z = f sur 00. (1.24)

La condition (1.18) est la condition d’uniforme ellipticité. Elle implique I’existence d’une

solution forte de I’équation d’HJB, c’est & dire une fonction de classe D? qui vérifie ’équation
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en tout point. L'unicité de la solution est assurée dans le cas d’un ouvert O borné. Il n’ya pas
unicité quand I'équation est définie dans un ouvert non borné. Parmi toutes les solutions, la
fonction valeur se trouve alors étre celle qui ne croit pas trop rapidemement lorsque |z| — o0.
Lorsque (1.18) n’est pas vérifiée, l’équation est dite dégénérée et dans ce cas, il n’ya pas de
solution forte & ’équation d’HJB.

La résolution de 'équation d’HJB permet de définir en tout point z un contréle optimal
P (z) qui ne dépend que de x : c’est un controle en “«feedback”, c’est a dire que c’est le
contréle que 1’on doit utiliser lorsqu’on se trouve au point z. Il ne dépend donc que de I’état

du systéme et non pas de la variable ¢.

1.5 Mesure et intégration

Proposition 1.5.1. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue). Soit (Xn),>; une
suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, F, P) & valeurs réelles in-
tégrables telle qu’il existe une variable aléatoire X et que nEElan = X P-p.s. §’il existe une
variable aléatoire Y telle que | Xn| <Y P-p.s. pour tout n € N\{0} et que E(Y) < oo, alors

X est intégrable et on a :

lim E(X,) = E(X).

n—00

Proposition 1.5.2. (Inégalité de Jensen). Soit X une variable aléatoire intégrable définie

sur un espace probabilisé (2, F, P) a valeurs réeles. Soit g une fonction convexe définie sur

R & valeurs dans R. Alors on a :

g(E(X)) < E(g(X))-
1.6 Analyse convexe

Définition 1.6.1. (ensembe convexe). On dit que I’ensemble C C H (H désigne un espace

de Hilbert réel) est convexe si :
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V(z,y) €CxC, Vt€[0,1], tz+(1—tyeC,

autrement dit, C est convexe s'il contient tout “segment” reliant deux quelconques de ses

points.

Définition 1.6.2. (Fonction convexe(resp. concave)). On dit la fonction J : C C H —

R U {400} est convexe (resp. concave) si C est convexe (resp. concave) et si :

V(z,y) €CxC, Vt€[0,1], J(tz+ (1—1t)y) < (resp. concave >tJ(z)+ (1 —t)J(y).

Définition 1.6.3. (Fonction strictement convexe). On dit que la fonction J : € — RU {400}

est strictement convexe si C est convexe et si :

V(z,y) €CXC avec z#y, Vt€]0,1] J(tz + (1 —t)y) <tJ(z) + (1 —-1)J(y).



Chapitre 2

Contrdle de processus de diffusion et principe de la
programmation dynamique

La théorie du controle stochastique a de nombreuses applications en gestion et en finance.
En effet, dans ces domaines, on considére des systémes dynamiques (c’est & dire évoluant au
cours du temps) en avenir incertain et sur lesquels on peut agir en vue d’optimiser un certain
critére économique.

Pour décrire un probléme de controle stochastique, il est important de préciser quelle est
linformation disponible & tout instant. Plusieurs situations sont possibles :

- Le “contrdleur” n’a aucune information pendant I'opération du systéme. Dans ce cas,
il choisit un controle qui est fonction du temps. Ces controles sont appelés en “boucle
ouverte”.

-Le controleur connait ’état du systéme & chaque instant. C’est le cas de I'observation (ou
information compléte).

_Le contrdleur a une connaissance partielle de 1’état du systéme. C’est le cas de I’observation

incompléte.

2.1 Contrdle de processus de diffusion
On considére un modéle de controle oa 1’état du systéme est gouverné par I’équation diffé-
rentielle stochastique (EDS) & valeurs dans R"

dX, = b(X,, ;) ds + 0 (Xs, a5) dWs. (1)

oL W est un mouvement brownien d-dimentionnel sur un espace de probabilité filtré (Q,F,F=

(F)es0, P) satisfaisant les conditions habituelles. Plus généralement, on peut aussi considérer
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des coefficients b(t, z, a) et o(t, 7, a) dépendants du temps . Mais dans le cas des problémes &
horizon infini décrits ci-desous, il est important de supposer que ces coefficients ne dépendent
pas du temps afin d’avoir la stationnarité du probléme et une fonction valeur indépendante
du temps.

Le controle a = (a;) est un processus progressif (par rapport & F') et & valeurs dans A, sous
espace de R™.

Les fonctions mesurables b: R*" x A - R" et 0 : R* x A — R™*¢ gatisfont une condition de

Lipschitz uniforme en A : 3K >0,V z,y € R", Va € A.

lb(z,a) — b(y, )| + lo(z,a) — o(y,a)| < K|z —y]. (2:2)

Dans la suite pour 0 < t < T < +o00, on note T I’ensemble des temps d’arréts & valeurs

dans [t,T]. Lorsque t = 0 et T = +o00. On note simplement 7=7j, o0

2.1.1 Probléme a horizon fini

On fixe un horizon fini 0 < T < +o0. On note par A I'ensemble des processus de controle o

tel que :

T
E [/0. 160, a)|” + |o(0, o) |” dt | < +o0. (2.3)

Le point z = 0 est une valeur arbitraire de la diffusion et si ce point n’est pas dans le support
de la diffusion, on peut choisir n’importe quelle autre valeur dans ce support. Les conditions
(2.2) et (2.3) assurent pour tout a € A et pour toute condition initiale (t,z) € [0,T] x R",
Pexistence et 'unicité d’une solution forte a ’EDS (2.1) partant de z en s = t. On note alors
par {X!* t < s < T} cette solution qui est p.s & trajectoires continues. On rappelle aussi que

sous ces conditions sur b, o et @, on a :

E [ sup ‘Xﬁxlz] < +o0. (2.4)

t<s<T

lim F [ sup |Xi® - x|2] =1, (2.5)

h—0*t sEft,t+h]
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o Critére de minimisation
Soient f: [0,T] xR*x A —»Ret g:R* — R des fonctions mesurables. On suppose que :
(Hg) (i) g est borné inférieurment

ou (ii) g est & croissance quadratique : lg(z)| < C (1 + |z|*) , V& € R", pour une constante
C indépendante de z. Pour (t,z) € [0,7] x R, on note par A(t,z) le sous-ensemble des

controles a de A tel que :

E [/T Fi (S,Xt””,as)lds] < +00.

On peut alors définir sous (Hg) la fonction de colt :

T
J(t,z,a) =FE /f(s,Xﬁ’m,ozs)ds +g (X;”)
t

Pour tous (t,z) € [0.T] xR™ et o € A(t, z). L’objectif étant de minimiser cette fonction cott,

on introduit la fonction valeur :

v(t,x) = aeiAn(ft 5 I {f, 28] - (2.7)

_Pour un état initial (t,z) € [0,7] x R™, on dit que & € A(t,z) est un controle optimal si
v(t, z) = J(I,,8).

-un processus de controle o de la forme a; = a(s, X5®) pour une fonction mesurable a de
[0,T] x R™ dans A, est appelé controle markovien.

Dans la suite, on supposera implicitement que la fonction valeur v est mesurable en ses
arguments.

Remarque 2.1.1. Lorsque f est a croissance quadratique en z , i.e. il existe une constante

positive C' et une fonction positive  : A — R, telles que :
|f(t,z,a)] <C(1+ |z|*) + k(a), V(t,z,a) € [0,T] x R* x 4, (2.8)

alors D'estimation (2.4) montre que pour tout (¢,2) € [0,T ] x R", pour tout contréle constant

a =qa dans A :

T
E /|f(s,X§’$,a)|ds < +o0,

t



2.1 Contréle de processus de diffusion 20

ainsi, les controles constantes dans A sont dans A(t,z). De plus, si il existe une constante
positive C' telle que x(a) < C (1+ 16(0, a)|* + |a(0,a)|2), pour tout a dans A, alors les
conditions (2.3) et (2.4) montrent que pour tout (t,z) € [0,T] x R", pour tout controle

a€A: ,
E / \f(s,Xz’m,as)‘ ds| < +oo.

t
Autrement dit, dans ce cas, A(t,z) = A.

2.1.2 Probléme a horizon infini

On note par A, 'ensemble des processus de controle a tel que :
T
E / 15(0, 00)? + 00, @) dt| < +o0, VT >0. (29)
0

Ftant donnés une condition initiale ¢ = 0 et z € R™ et un controle a € Ay, il existe alors
une unique solution forte, noté {X7,s > o}, de (2.1) partant de z en ¢t = 0. On rappelle aussi

qu’on a l'estimation suivante :

B [|IX*[%] < Claf* + C*E f (2P + [B(0, a2 + |00, @) P du | | (2.10)
0

pour une constante C indépondante de s, = et a.

o Critére de minimisation

Soit 8 > 0 et f : R® x A — R une fonction mesurable. Pour z € R, on note par A(z) le

sous-ensemble des controles a de Ag tel que :

+oo
E /e“ﬂs |f(X2,a,)|ds| <+oo. (2.11)
0

On définit alors la fonction colt :

+00

J(z,a) =E /e_BSf(Xf,as)ds ,

0
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pour z € R™ et a € A(z), et la fonction valeur :

v(z) = aéiltlzz) J(z,a). (2.12)

-pour un état initial z € R™ on dit que & € A(z) est un controle optimal si v(t, z) = J(t,z, &).
-Un processus de controle a de la forme o, = a(s, X1*) pour une fonction mesurable a de
R, x R™ dans A est appelé controle markovien.

1l est important de supposer ici que la fonction f(z,a) ne dépend pas du temps pour avoir la
stationnarité du probléme, i.e. la fonction valeur ne dépend pas de la date initiale a laquelle

on considére le probléme d’optimisation.

Remarque 2.1.2. Lorsque f est & croissance quadratique en z, i.e. il existe une constante

positive C et une fonction positive & : A — R, telles que :
|f(z,a)] <C(1+ |z%) + k(a), VY(z,0) ER™x A (2.13)

alors l’estimation (2.10) montre que pour § > 0 assez grand, pour tout z € R*, a € A :

_'_w

FE /E_BS

o0

f(XZ,a)|ds| < +oo.

Autrement dit, les contrdles constants dans A appartiennent & Alz).

2.2 Principe de la programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique (PPD) est un principe fondamental pour la
théorie du contrdle stochastique. Dans le contexte de controle de processus de diffusion décrit
au paragraphe précédent, et mérme plus généralement pour des contréles de processus de

Markov, il s’énonce ainsi :
Théoréme (principe de la programmation dynamique)

On va étudiier les deux cas suivantes :
1) Horizon fini

Soit (t,z) € [0,T] x R™. Alors on a :
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v(t,z) = inf inf F
a€A(tx) €Ty, T

= inf sup F
acA(t,z) 9€’1}_ -

2) Horizon infini

Soit x € R™. Alors on a :

f o od b [
vea) = Bl F| /e
6

inf sup E / g

a€A(z) geT JO

:
/f s, X5, a,)ds +v(0, Xg%) | - (2.14)

%
/ F(s, X2, ag)ds +0(0, X8| . (215)
—Bs f(XZ, a,)ds + e PPu(XF) |, (2.16)
~Bs £(X?, a,)ds + e PPu(XF) | (2.17)

avec la convonction que e #“) = 0 lorsque 6(w) = +o0.

Remarque 2.2.1. Le principe de la programmation dynamique énoncé ci-dessus peut se

formuler de maniére équivalente, dans le cas & horizon fini.

(i) pour tout a € A(t,z) et 0 € Tyr :

v(t,z) < E /f(s,Xﬁ’”,as)ds+v(0,X;’””) . (2.18)

t

(i) pour tout & > 0, il existe a € A(t, z) tel que pour tout 6 € Tz :

v(t,z)+6 > E /f(s,Xz”:,as)ds +v(8, X.%)| . (2.19)
J

i

(est une version plus forte que la version traditionnelle du principe de la programmation

dynamique, qui s’écrit en horizon fini

i) = Tl
'U( ,:I:) aebln(t,ac)

/f s, XP% a,)ds +v(8, X;%)| . (2.20)
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Pour tout temps d’arrét 6 € T . On a une remarque analogue dans le cas & horizon infini.

I’idée intuitive de ce principe est qu'un controle optimal & sur [t, T] peut étre recollé en deux
controles optimaux, I'un sur [t,6] et autre sur [0,T), et ceci quel que soit le temps d’arrét
6. La preuve rigoureuse de ce résultat dans ce contexte stochastique est trés technique. Nous

donnons ici une preuve formelle de ce principe.
Preuve formelle du PPD

On concidére le cas de probléme & horizon fini.

1. Etant donné un controle a € A(t,z), on a par unicité du flot de ’EDS gouvernant X, la

structure markovienne :

0,
X”—Xs , s>0,

oL § est un temps d’arrét & valeurs dans [t, T]. Par la loi des espérances conditionnelles itérées,

on a alors :
Jit,z,0)= E / £(5, X5%, ag)ds + J(8, X4%,a) |
d’ou puisque J(.,., @) > v et comme 9 est quelconque dans Ty

J(t,z,0) > sup E /f 8, X% o)ds + v(6, Xg™)

0€T;, T

. inf sup E /f(s X4 a,)ds +v(8, Xg*)

a€A(t,z) 0T T

En passant & U'infimum sur o dans le terme de gauche, on obtient I'inégalité :

v(t,z) > inf sup E /f(s,Xﬁ"”,as)ds+U(G,X;’z) : (2.21)
a€A(tT) 9Ty T

2. On considére pour tout € > 0 et 6 € T,r,un controle e-optimal of de v(f, X ;z)

J(6, X5") < v(8, Xg") +e.
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Etant donné o € A(t, z), on définit le processus :

R { as, s € [0,6)

= s, 5€[0,T]
Le point délicat est de vérifier que & est progressivement mesurable et alors bien dans A(t, z).

Dans ce cas, on a :

0
v(t,r) < J(t,z,6)= E /f(s,Xﬁ"”,as)ds+J(H,X;’“’,ae)
t

IA

0
E /f(s,Xz’z,ozs)ds +v(0,X;°)| +e.
i

Ceci étant valable pour tout o € A(t, ), 0 € Ty et € > 0, on a l'inégalité :

"0
v(t,z) < inf inf F /f(S,X:’z,as)dS‘}-’U(Q,X;’w) . (223}
&

~ acA(tz) €T

En combinant les deux inégalités (2.21) et (2.22), on obtient le résultat voulu.



Chapitre 3

Equation d’Hamilton-J acobi-Bellman

L’équation d’Hamilton -Jacobi -Bellman (HJB) est la version infinitésimale du principe de
la programmation dynamique : elle décrit le comportement local de la fonction valeur v(t, )
lorsqu’on fait tendre le temps d’arrét 6 dans (2.20) vers t.

Dans cette section, nous dérivons formellement I’équation d’HJB en suposant que la fonction

valeur v est suffisamment réguliere.

3.1 Dérivation formelle de HIB

Probléme a horizon fini

Considérons le temps 0 = t + h et un controle constant a; = a, avec a arbitraire dans A,

dans la relation (2.18) de la programmation dynamique :

t+h
vt,z) < E / £(s, X1, a)ds + ot + B X BD)
t
En supposant que v est suffisamment réguliére, on a par la formule d’Ito entre ¢ et t+h:

t+h

v (t+h, Xph) = vt @) + / (5; + [.“v) (s, X%") ds + martingale (locale),
¢

oil £2 est opérateur associé & la diffusion (2.1) pour le contrdle constant a et défini par :

L% = b(z,a).Dyv + %tr (0(z,a)0’ (z,a) D3v) -

En substituant dans (2.23), on obtient alors :
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t+h
0< B | [+ Lou)s X5+ fls X570l
t

En divisant par h et en faisant tendre h vers 0,on a:

0 5%%(75,36) | Lo(t,2)+ £ (t, 2, 0).

Ceci étant valable pour tout a € A, on a l'inégalité :

——(')—U-(t,a:) + sup [-L%(t,z) — f(t,2,a)] < 0. (3:2)
ot a€A

D’autre part, supposons que c*est un controle optimal. Alors dans (2.20), on a :

t+h
E { / f(s, X%, a%)ds + vt + by Xz |
7

v(t,x) =

ot X*est I'état du systéme solution de (2.1) partant de z en t avec le controle o*. Par un

argument similaire et avec des conditions de régularités sur v, on obtient :

——(t,z) — L%u(t,x) — f(t,z,07) =0, (3.3)

ce qui combiné avec (2.1) suggere que v doit satisfaire :

_%::'(t,x) + sup|~Lo0(t, @) — f(t,z,0)] =0, V(t,z) € [0, T[xR", (3.4)

a€cA

si le supremum ci-dessus en a est fini. Nous verrons plus tard comment traiter le cas ou ce
supremum est infini, ce qui peut intervenir lorsque ’espace des controles A est non bornée.

On reécrit souvent cette équation aux dérivées partielles (EDP) sous la forme :

‘—%r%(‘t,a:) + H(t, z, Dyo(t, z), D2v(t,z)) =0, V(t,z) € [0,T] x R, (3.5)

ot pour (t,z,p, M) € [0,T] x R" X R™ x S, (Sn est Pensmble des matrices n X n symétrique)

H(t,z,p, M) = su'g [—b(w,a).p - %tr(aa'(x,a)M) - f(t,m,a)} .

Cette fonction H est appelée Hamiltonien du probléme de controle considéré.
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Cette équation (3.4) est appelée équation de 1a programmation dynamique ou équation de
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). A cette équation aux dérivées partielles, il faut ajouter la

condition terminale :

o(T,z) = g(z),Vz €R",  (3.6)
qui résulte immédiatement de la définition (2.7) de la fonction valeur v.

Remarque 3.1.1. 1) Lorsque I’ensemble des controles est réduit & un singleton {ao}, c’est &

dire qu’il n’y a pas de controle sur I'état du systéme, "EDP d’ HIB se réduit au probléme

d’EDP linéaire de Cauchy :
——(t,x) — L%v(t, ) = f(t, T, a0), V(t,z) € [0, T[xR" . (3.7)

v(T,z) = g(x), Yz €R™ . (3.8)
2) L’argument d’optimalité de la programmation dynamique suggere que si ’on peut trouver
un controle a*(t, ) telle que :

sup [—L%(t, ) — f(z,a)] = — L2 E2y(t, ) — fz, o (, 7)),

a€cA

c’est & dire que :

a*(t,x) € arg 13161;11 [Lo%(t, z) + f(z, a)],

alors on aura :

B

_ pa*(tx) . * -
00 £ (e, z) — fz,” (7)) =0,

et donc

T
o(t,7) = E / (X5 a5, X2))ds + 9(X3) |

ol X* est solution de I’équation différentielle stochastique :

gx: = WX5,a"5 X))+ (X!, o (s, X2)dW,, t < s < T,

*_
X, = =z,
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et a*est un contrdle optimal Markovien.

Probléme a horizon infini

En reprenant les mémes arguments que dans le cas d’un probléme & horizon infini, on dérive

I’équation d’HJB pour la fonction valeur définie en (2.12) :

Bu(z) + sup [-L*v(z) — f(z,a)] =0, Vz € R",
a€A

qu’on reécrit aussi sous la forme :

Bv + H(z, Dv(z), D*v(z)) =0, Vz € R,

ot pour (z,p, M) € R* x R" X 5, :

a€A

H(z,p, M) = sup [—b(x,a).p - %tr(oa’(m,a)M) — f(=, a)] :

Remarques-Extensions
1. Les résultats dans le cas horizon fini s’étendent aisément lorsque la fonction de cott J a

minimiser a la forme plus générale suivante :

A
J(t,5,0)=E / D(t,5) (s, X%, au)ds + D(T)g(X50) | |

ol

I'(t,s) =exp —/B(u, X op)du |, t<s<T,
t

et (., .,a) est une fonction continue positive sur [0, T[xR" pour tout a € A.

Dans ce cas d’Hamiltonien associé au probléme de contrdle stochastique est :

H(t,v,z,p, M) = sup {ﬁ(t, z,a)v — b(z,a).p — %tr(a(x, a)o’'(z,a)M) — f(t, =, a)} .
acA

2. Lorsque lespace des controles A est non borné, ’'Hamiltonien



3.1 Dérivation formelle de HJB 29

H(t,z,p, M) = sup |—b(z,a).p — %tr(aa'(x,a)M) — f(t,z, a)] :
acA |

peut prendre la valeur +oo dans un certain domaine de (t,z,p, M). Plus précisément, sup-

posons qu'il existe une fonction continue G (t,z,p, M) sur [0,7] x R* x R" x S, telle que :

H(t,z,p, M) < +o0 & G(t,z.p, M) < 0.

Alors d’aprés le raisonnement conduisant & I'équation ’'HJB (3.4), on doit avoir :

G(t,z, Dyv(t, z), D2v(t, z)) <0, (3.9)

et

_ %—:(t,x) + H(t,z, Dyo(t,z), D2u(t,z)) <0. (3.10)

De plus si 'inégalité (3.8) est stricte en un point (Z, z) € [0, T] xR™, alors il existe un voisinage
de (t, z, D,v(t, x), D2y(t,z)) en lequel H est fini. Alors, formellement, le controle devrait étre
attient au voisinage de (t,) et par un raisonnement analogue & (3.4) on doit avoir 1'égalite

dans (3.9). On obtient ainsi une inéquation variationnelle d’'HJB pour la programmation

dynamique

max [—%—j(t, 2) + H(t, z, Dyo(t, z), D2(t,2)), G(t, 2, Dgv(t, z), D2v(t, x»} )

On dit que le probléeme de controle est singulier. Un cas typique est losque le controle in-
tervient de maniére linéaire dans la dynamique du systéme et dans la fonction de cott. Par

exemple, dans le cas unidimensionnel n = 1, A=R_,et

b(z,a) = a + b(z), o(z,a) = 6(x),

ft,z,0) =a+ f (t,2),

alors
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~b(z)p— s(x)?M — f (t,z) si p+1<0

H(t M) = .
(uCL',pa ) { +OO Si p+1>0

L’inéquation variationnelle d’'HJB s’écrit ainsi :

max \:———(t z)— b(:l:)6 (#,2) — —0'(95) pe 2(t x), p (t z)+ 1} 0.
3. Lorsqu’on étudie un probléme de maximisation

ot,s)= swp B / F(o, X2, 0)ds + 9(X) |

acA(t,x)
on peut se ramener & un probléme de minimisation en considérant la fonction valeur —v. Ceci

revient alors & considérer "Hamiltonien

H(t,z,p, M) = inf

st | ——b(m a).p— —tr(a(a: a)o'(z,a)M) — f(t, z, a)}

avec une équation d’HJB :

~%4,2) + H(t,, Dovlt,2), Dio(t, ) = 0.

Lorsque H peut prendre la valeur —oo en supposant qu’il existe une fonction continue
G(t,z,p, M) sur [0,T] x R" x R" X S, telle que :
H(trll‘lapaM) > -0 G(taxp7M) 2> Oa

I'inéquation variationnelle d’ HJB s’écrit :

m_in[—%%(t, z)+ H(t,z, D,u(t, ), Div(t,z)), G(t,z, Dv(t, &), ng(t, z))] =

On a une remarque analogue dans le cas d’un probléme de maximisation en horizon infini.
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3.2 Théoréme de vérification

L’etape la plus important dans la programmation dynamique consiste & montrer, étant donnée
une solution réguliére & 1'équation d’HJB, que ce condidat, sous des conditions suffissantes,
coincide avec la fonction valeur. Ce résultat est appelé théoréme de vérification et permet

aussi d’obtenir un controle optimal. Il repose essentiellement sur la formule d’It6.
Théoréme 3.2.1. (horizon fini)

Soit w € C2([0, T[xR™)NC®([0, T] x R") & croissance quadratique, i.e. il existe une constante

C telle que :

lw(t,z)] < C (1+ |z|*), V(t,z)€[0,T] xR"

(i) Supposons que :

_%%_i(t,w)+sup [—Lo(t,z) - f(t,z,a)] < 0, (t,z)€ [0, T[xR™ (3.11)
! acA

w(T,z) < g(z), zeR™ (3.12)

Alors w < v sur [0,T] x R™.
(ii) De plus supposons que w(T.) = g, et pour tout (t,z) € [0, T[xR", il existe &(t,)

mesurable & valeurs dans A tel que :

o) .
——-—BE:—(tk, z) + 223 [—L%(t, z) — f(t,z,a)] = —%E:—(t,x) — L (t, x) — f(t,z,a(t,z)) =0,

I’EDS :
dX, = b(X,, (s, X;))ds + o(Xs, a(s, Xs))dWs,

admette une solution, notée Xﬁ*w, étant donnée une condition initiale X; = x,
et {d(s,X?‘") t<s< T} € A(t,z). Alors :
w=wv sur [0,T] xR",

et & est un contréle optimal Markovien.
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Preuve. (i) Puisque w € C%2 ([0, T x R™), on a pour tout (¢,z) € [0,T[xR", a € A(t,z),

s € [t,T[, et pour tout temps d’arrét T & valeurs dans [t, +-co|, par la formule d'Ito :

SAT

SAT SAT
w(sAT, X52 ) = w(t, $)+/ %%(u,Xi’“)—l—La"w(u, Xﬁ’z)du—k/ Dyw(u, X5%) o (X5 ) dW,,.
¢ t

On choisit T = T, = z’nf{s >t :/ |Dzw(u,XZ»I)'o(Xi*“,au)|2du F n} en notant que
t

Tn — +00 quand n tend vers linfini.
SATn

Le processus arrété { Dyw(u, X4*) 0(X5®, 0 )dW,, t < s < T } est donc une martin-

U
t

gale et on a en prenant 1’espérance :

SATnZ)
E [w(s A Tn, Xﬁ;fh)] =w(t,z)+E {/ —(%(u,Xff) + L*w(u, Xf;“’)du:l .
t

Puisque w satisfait (3.10), on a :

%(U,X}i’m) + L*w(u, X2%) + f(XE* o) >0, Vo € A(t, ),

d’on :

SATn
E[w(s AT, X5 )] 2 w(t,z)— E {/ f(Xf;’”,au)du] , Va € Alt, z). {3.13)
t
On a:

SATn

it
FXE®, 0)du| < / (X0, 00)| du,
t t

et le terme de droite est intégrable d’aprés la condition d’intégrabilité sur A(t, z). Comme w

est & croissance quadratique, on a :

]w(s A Tn,Xz’/\an)l £¢ (1 + sup | X}® |2) ;

selt,T)
et le terme de droite est intégrable d’aprés (2.4). On peut donc appliquer le théoréme de

convergence dominée et faire tendre n vers l'infini dans (3.12) :

Elw(s, X)) > w(t,z) — E[/3 FXE* a,)du], Ya € At z).
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Comme w est continue sur [0,7] x R™, en faisant tendre s vers T, on a par le théoéme de
convergence dominée et en utilisant aussi (3.11) :
E [g(X3")] > w(t, z) [/ F(XE* o) du} Vo € A(t, z),

et donc
A b

(¢2) On applique la formule d’Tt6 & w(u, X, ) entre t € [0, T] et s € [¢t, T :

PN Sa A ~ otz s
E [w(s,Xﬁ’z)} =w(t,z)+ FE [/ —a—j(u,XfL””) + LAwXe )w(u,Xf"z)duJ .
¢

Or par définition de &(¢,z), on a :

Bw — LEDy(t, 3) — f(t, 3, 6(t, ) =

d’ou :

E [w(s,Xgﬂ)] = w(t,z) { / FXE G(u X”))du}

En faisant tendre s vers 7', on obtient ainsi :

wlta) = w X 9(557)],
= t z, &)
Donc
w(t,z) = J(t,z,&) > v(t, z).
Et finalement w = v avec & comme controle optimale markovien. ]

Remarque 3.2.1. Dans le cas particulier ou ’espace des controle A est réduit 4 un singleton
{ao}, ce théoréme de vérification est une version du théoréme de représentation de Feynman-
Kac il stipule que si w est une fonction C'2 ([0, T[xR") N C°([0, T[xR™) & croissance qua-

dratique solution du probléme de Cauchy (3.6) — (3.7), alors w admet la représentation :



3.2 Théoréme de vérification 34

T
o) =5 | [ 10882, aohts + 9037)].
t
Théoréme 3.2.2. (Horizon infini)

Soit w € C*(R™) & croissance quadratique.

(i) Supposons que :

Buw(z) +sup [-Lw(z) — f(z,a)] <0, z € R . (3.14)
acA
lizn inf e PTE [w(X%)] <0, Vz € R", Vo € A(z). (3.15)

Alors

w<wv sur R"

(4) Supposons de plus que pour tout z € R, il existe &(x) mesurable & valeurs dans A tel

que :

puw(z) + o [-L%(z) - f(z,0)] = Buw(z)— LDw(z) - f(z,a(x)).
= 0,

IEDS :

dX, = b(X,,&(X,)) ds + o (X,, &(X,)) dW,,

admette une solution, notée X?, étant donnée une condition initiale Xo =z, avec :

lim sup e ?TE [w()zi“ﬁ)] >, (3.16)
T—+o00

et telle que

{c’y(f(:), 5> o} € Az).
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Alors

w(z) = v(z), Vz € R",

et & est un controdle optimal markovien.
Preuve. (i) Soit w € C?(R") et o € A(z). On a par la formule d’It6 & e~Pw (XF) entre

Dot T ATy

TATn

TATn ’
e PNy (XEn. ) = wiz)+ / e P [L®w(XT — Bw(X?))] dut / e P“Dw (XZ) o(XZ, a,)dW,.
0

0

Ici, 1, est le temps d’arrét :

¢
Tn=inf{t20 : /
0

Comme le terme d’intégrale stochastique arrétée est une martingale, on a en prenant 'espé-

, 2
Dyw(u, X3) 0(X2, )| du > n} .

rance :

TATn
E [e_ﬁ(T’\T"}’w(X;ATn)] = w()+E {/ e Pu(—Bw + L"‘"w)(Xff)duJ :
0

> wle)—E [ / T”"e—ﬁ”ﬂxs,au)du}, (3.17)
0

d’aprés (3.13). Par la condition de croissance quadratique de w et la condition d’intégrabilité

(3.11), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et faire tendre n vers l'infini :

E[ePw(X2)] > w(z)- E [ /0 Te—ﬁu f(xe, au)du} , Ya € Alz).

En faisant tendre 7' vers l'infini, on a d’aprés (3.14) et le théoréme de convergence dominée :

w(z) < E [/0+ooe_ﬁtf(X,§”,at)dtJ , Va € A(x),

et donc

w(z) < v(z), Vz € R™.
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(1) En appliquant la formule d’Ité & e #* w(X?) et en observant que le contréle & atteint

’égalité dans (3.16), on a :

E [e-ﬂTw(X;)] = w(z) - E [ /0 oo Fxe, &(X’ff))du] .

En faisant tendre 7" vers U'infini et d’aprés (3.15), on obtient ainsi :

o(@) 2 J(@,6) = B [ we'ﬁ“f(XZ,@(Xﬁ))du] ,

0
et donc

w(z) = v(z) = J(z, &).
O

Remarque 3.2.2. Dans le cas particulier ot 'espace des contréles A est réduit 3 un singleton
{ao}, ce théoréme de vérification est une version du théoréme de représentation de Feynman-
Kac en horizon infini : il stipule que si w est une fonction C? (R™) a croissance quadratique

solution du probléme d’EDP elliptique
Bw(z) — L2w(z) — f(z,a0) =0, z € R",

lim e ?TE[w(X%)] =0, z € R,

T—+o00

alors w admet la représentation

w(t,z)=E [/+me"ﬁtf(Xf,ao)dt :
0

Le théoréme précédent suggere la stratégie suivante pour résoudre le probléme de controle sto-

chastique. Dans le cas horizon fini, résoudre ’EDP nonlinéaire d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

——=+sup [-L%(t, z) — f(t,,a)] = 0, (t,x) € [0, T[xR", (3.18)

avec la condition terminale w(T, z) = g(z). Fixer (¢,z) € [0,T[ xR™ et résoudre :
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sup[-L%w(t, ) — f(,a)],

a€A

comme un probléme de maximum en a € A.

On note a*(t, ) la valeur de a qui réalise le maximum.

Si cette EDP nonlinéaire avec condition terminale admet une solution réguliére w, alors w
est la fonction valeur du probléme de controle stochastique et a*est un controle optimal
markovien. Cette méthode se justifie donc si PEDP d’HJB (3.17) admet une solution C'2
satisfaisant les conditions d’application du théoréme de vérification. Des résultats d’existence
de solution réguliéres a des équations de type HJB paraboliques (horizon fini) ou elliptiques
(horizon infini) sont établis dans Fleming et Rishel [2], Gilbarg et Trudinger[3Jou encore

Krylov [5]. La condition principale imposée est une condition d’uniforme ellipticité :

il existe une canstante ¢ > 0 telle que

yo(z,a)o (z,a)y > clyl*,vz , y € R*, Va € A.

Soulignons aussi dans la vérification des conditions (i) des théorémes 3.2.1 et 3.2.2 qu’il
n’est pas toujours facile et parfois problématique d’obtenir existence d’une solution 4 V'EDS

associé au candidat & pour étre le contrdle optimal.

3.3 Applications
3.3.1 Probléme de choix de portefeuille de Merton en horizon fini

On a 'exemple suivant :
Un agent investit a chaque date ¢ une proportion a; de sa richesse dans un actif risqué S et
1 — ¢4 dans un actif sans risque S°, avec la contrainte qu’a toute date, oy doit &tre a valeurs

dans A ensemble fermé convexe de R. Son processus de richesse évolue selon 'EDS :

dX, = -)gt—()ﬁdSt-{—ﬁXt(lO_at)de
Si St

= Xy(awp+ (1 — ap)r)dt + XiayodW,.
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Partant d'une richesse initiale X; = z > 0 au temps ¢, ’agent veut maximiser I’espérance
de l'utlité de sa richesse terminale & un horizon T > t. Notons par X% le processus de
richesse partant de = en ¢. Observons que les coefficients de X ne vérifient pas stricto-sensu
la condition de Lipschitz uniforme en les controles a. En fait, on se raméne usuellement & ce
cadre en counsidérant le logarithme de la richesse positive. La fonction valeur du probléme de

maximisation est donc :

v(t,z) = supE [U(XE")], (t, ) € [0,T] x Ry,

acA
ot A est 'ensemble des processus « progressifs a valeurs dans A et tels que :

£
E U |a$|2ds} < +00.
0

La fonction d’utilité U est croissante et concave sur R,. Vé riﬁons ue v(t,.) est croissante et
o )
concave en .

Soit 0 < x < y et « un processus de controle dans A.

Notons :
Zy = Xﬁ’z - X;jy.
Alors :
dZs = Zg [(asp + (1 — as)r)ds + ascdWy], Zy =y —x >0,
et donc :
o5 0
ou encore :

X4 > X5* pour tout s > t.

Puisque U est croissante, on a U(X%") < U(X3) d’ot

E[UXF)] < E[UX¥)] <o(t,y), Yo € A,
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et donc :

v(t, z) < v(t,y).
Soit : 0 < z, 74, a', o? deux processus de controle dans A et \ € [0,1].
Posons : z) = Azy + (1 — N)zy, X1 e processus de richesse partant de z; et controlé par
a', Xt le processus de richesse partant de x5 et controlé par o?.
Posons :

o AXETal 4 (1= M) XEa?

T X L (L)X

Notons que par convexité de A, le processus o € A. De plus, d’apreés la structure linéaire

de I’évolution de I’équation de la richesse, le processus :

XX =X 4 (1— ) Xbo2,

est gouverné par :

dX} = X} (adu+ (1—ad)r)ds+ X2adodW,, s> t.

Xt/\ = Zy.

Ceci prouve que AX® +(1 — A)X"*2 est un processus de richesse partant de z, en t et
controlé par o,

D’apres la concavité de la fonction U, on a

Dot :

v(Az1+ (1= Naz) 2 AE [U(X7™)] + (1 - NE [U(XE™)] .

Et ceci pour tout o, a® dans A. On en déduit que :

v (Azy + (1= N)z2) > Av(z1) + (1 — Ao(xs).
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En fait, on voit que si U est strictement concave et s’il existe un controéle optimal, alors les

arguments ci-dessus montrent que la fonction v est aussi strictement concave en z.

On va donc chercher & résoudre 'équation de Bellman :

—g—t + 1nf =Lt z)] =0, (3.19)

avec la condition terminale

w(T,z) =U(z), ¢ € R,. (3.20)

Ici :

Lw(t,z) = z(ap + (1-a)r )52 + Z224% 23;}‘

Le probléme (3.19) —(3.20) n’a en général pas de solution explicite pour une fonction d’utilité

U quelconque.

Cependant, dans le cas particulier d’une fonction puissance :

Ufz) =2, 220 p<1

On peut résoudre explicitement ce probléme. Cherchons une solution de la forme :

w(t,x) = O(t)aP.

En substituant dans (3.19) — (3.20), on obtient que ® satisfait

—&'(t) + pB(t) = O.
®T) = 1.

ou

1
p= ilg£ [—ap(,u —-r)—pr+ —2—a2p(1 - p)on . (8.21)
at

On obtient alors :
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®(t) = exp(—p(T - t)).

Ainsi, la fonction donnée par :

w(t,x) = exp(—p(T — t))z*, (t,z) € [0,T] x Ry, (3.22)

est régulire, strictement croissante et strictement concave, et est solution de (3.19) — (3.20).

De plus, la fonction :

1
aeA—>~a',p(,u~r)—rp+§azp(1-p)02,

est strictement convexe sur ’ensemble convexe A donc atteint son minimum en & constant.
Par construction, & atteint 'infimum de inf1 [—L%w(t, T)].
ac

De plus, I'équation de la richesse associée au controle constant & :
dXt = Xt(dﬂ + (1 = &)'r)dt + Xt&Uth,

admet bien une unique solution, étant donnée une condition initiale. Ceci prouve donc finale-
ment d’aprés le théoréme de vérification, que la fonction valeur du probléme de maximisation
est donnée par (3.22) et que la proportion optimale de richesse & investir dans actif risqué
est constante et donnée par é.

Notons que lorsque A =R, on a :
R p—r
= ——— 5.23
“Tei-p) (3.23)
et

_ (=r? p
AN 202 1-—p e

3.3.2  Un modéle de production et consommation en horizon infini

On considére le modéle suivant d’une unité de production. La valeur K; de son capital & la

date t varie selon le taux d’investissement I, en capital et le prix S; par unité de capital :
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th — Kt@ -+ Itdt
St

La dette L; de cette unité de production évolue selon le taux d’intérat r, la consommation

Ct et le taux de productivité P, du capital :

t

On choisit un modeéle d’évolution de (Y;=InS;, P,) selon :

0.2
d)/; = (/_[, — é) dt + U]_thl,
dP, = bdt+ oadW?,

ot (W*, W#) est un mouvement brownien de dimension 2 sur un espace de probabilité filtré
(F, F = (Fi)is0, P) et pu, b, o1, 05 sont des constantes, oy, o5 > 0.
La valeur nette de 'unité de production est :

Xt - Kt = Lt.

On impose les contraintes :

KtZC'7 Ct207 Xt207 tZO

On note par :

kt = Kt/Xta

et

G = Ct/Xt.

Les variables de controle d’investisserent et de consommation.
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La dynamique du systéme controlé est donc gouvernée par :
dXy = Xy [k (=7 4+ be™™) + (r — )] dt+ks Xo01dWr+k, Xoe Vo0 d W2 (3.24)

2
dY, = (,u - 5‘2—1) dt + o1dW} (3.25)

Etant donné un facteur d’actualisation 8 > 0 et une fonction d’utilité

o
U(C)::T, C>00u0<y<l.

On note par A(z,y) 'ensemble des processus de controle (k,c) progressifs & valeurs dans

Ry x R, tels que :

T T
/ k2dt +/ cidt < +oo, ps, VT > 0,
0 0

+00
E [ / e“ﬁtU(ctXf’y)dt] < 00,
0
ou (X% Y¥) est la solution de PEDS (3.24) — (3.25) partant de (z,y) ent=0.
L’objectif est de déterminer I’investissement et la consommation optimale de 'unité de pro-
duction.

On cherche a résoudre le probléme de controle stochastique en horizon infini :

-+oo
’U(t,:lj) = sup F [/ e PtU (Ctth’y) dt:l (32())
0

(kic)eA(z,y)

L’équation d’Hamilton-Jacobi -Bellman associée est :

2 2 52
Bu — (u—ﬂ) @—m‘@—?—lg—!—gg [cx@—U(cm):' +

2)0y oz 209y’ Oz
ov 1 v 0%
] B WNp— — Zk222 (62t e o2y Y _ 12 OV
ileg[ Elu—rtbe)ops — 38 (ol + e o) 5 kwl@xay}
= 10

En remarquant que X®¥ s’exprime sous la forme :
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X =zexp(Z(y),

ou Z(y) s’écrit comme une exponentielle de processus en fonction de (k,c) et YY, on en déduit

que :

v(z,y) = 27v(1,y).
On cherche donc une solution de HIB (3.27) sous la forme :
xY

oz, 3} = P exp(p(y)),

ol ¢(y) est une fonction de R dans R.

En substituant cette forme dans (3.27), on obtient I’équation différentielle ordinaire (EDO)

que doit satisfaire ¢ :

2 2
,3_’7’7"_%1‘ (yy + 9012/)— (:“ - %) 9‘9y+{i}21£ ey — e™] +7,£121£G (v, ¢y, k) =0, (3.28)

ol

G(y,p, k) = 1;—2(1 —7)(0} + 03e™) — k(u—r + be™ + o2p).
On peut montrer que pour J assez grand, il existe une unique solution réguliere C? ¢ bornée
3 I’EDO (3.28).
Comme G(y,p,0) =0, on a qu’en tout point y extrémum de Pys 1€ 0, (y) =0

2 ye(y)

2
0<B—9r-— (u - %) ©,(y) — %wi(y) = {L—yje =,

Comme ¢ est bornée, ceci prouve que ¢, est aussi bornée sur R.

Par construction, la fonction positive w(z,y) = (z7/7) e#®) est solution de HIB (3.27).
D’aprés la premiére partie du théoréme de vérification, on en déduit que w > v.

D’autre part, considérons les fonctions :
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" (be‘y—i—,u—r—l-o%(py

k(y) = A=+ a%e—Zy)> € argrggglG(yy @2 k).

et

oy o(y) S
é(y) = exp (7_ 1) € argrglzl(rll[c'y e,

Comme ¢ et ¢, sont bornées, ceci implique que les fonctions ¢, k, ek sont aussi bornées en

Y.

On en déduit qu'il existe une constante M > 0 telle que :

7|

ol on a noté par X*¥ la solution de (2.46) contrélée par (l?:(Y;y), é(Yty))
£20

-2,y
Xy

2
:l < 2 exp(Mt), Vt > 0,

Ceci montre que le controle (k(Y), &(Y}))so est dans Az, y) :

+00
E [/ e‘ﬁtU(é(Y;y)Xf’y)dt} < +00. (3.29)
0
De plus, comme ¢ est bornée, la fonction é(y) est bornée inférieurement par une constante
strictement positive.

On en déduit I'existence d’une constante B > 0 telle que :

0<eTw (X;y Y}) < Be Ty (o) 5,
Ce qui combiné avec (3.29), montre que :

lim £ {e‘ﬁTw()Z';’y,Yﬁ)] =]

T—+4o0
On conclut avec la deuxiéme partie (i) du théoréme de vérification que w = v et que

(ic(Yt'y), A )) est un contréle optimal markovien.
20
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3.3.3 Exemple de probléme de contrdle stochastique singulier

On considére le processus contrélé réel gouverné par :

X, = (i dW,,

ol o est un processus progressif & valeurs dans A = R et telle que :

T
E [/ o |? ds} < 400.
0

On note A I’ensemble de ces processus de controles.
Soit g une fonction mesurable positive ou & croissance linéaire sur R, et considérons le pro-

bléme de controle stochastique :

v(t,z) = inf B [9(X2)], (t,2) € [0,T] x R. (3.30)

Nous allons voir que pour un large choix de fonction g, la fonction valeur v n’est pas réguliére.
D’apreés le principe de la programmation dynamique, on a pour tout temps d’arrét § € 7; r,

et tout controéle constant oy =a € R :

v(t,z) < E [v(, X5%)) (3.31)

Supposons que v est réguliére C12 et appliquons la formule d’It6 & v (s, X%) entre :
s=te[0,T],
et
s=0=(t+h)ATouT=inf{s>¢: ,Xg’“——zl >1}.

Alors I'intégrale stochastique apparaissant dans la formule d’It6 est une martingale arrétée

et en substituant dans (3.31), on obtient :
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0<E

1 (t+h)AT e 32
h/ (6t+ 82)( , Xb%)ds (3.32)

Notons que par continuité p.s. de la trajectoire de X Lz on a que pour h < I—L(w) suffisamment
petit, =t + h p.s.
On en déduit par le théoréme de la moyenne que la variable aléatoire sous le signe espérance

dans (3.32) converge p.s. vers :

(Bv o 0%V 1),
E‘f—aax ( T

quand h tend vers zéro, de plus, cette variable aléatoire étant bornée par une constante
indépendante de h, on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée et obtenir

quand h tend vers zéro :

8 &
< 8t Pt z) + a? - ~_(t,7), ¥(t,z) € [0, T[xR. (3.33)

Cette inégalité étant valable pour tout a dans R, on doit avoir en particulier que g% > 0 sur

[0, T[xR, autrement dit :

v(t,.) est convexe sur R pour tout ¢ € [0, T]. (3.34)

D’autre part, comme le contrdle constant nul est dans A, il est immédiat que :

v(t,z) < g(z), Y(t,z) € [0,T] x R.

En notant par g* I'enveloppe convexe de g, i.e. la plus grande fonction convexe minorant

g, on en déduit d’apres (3.34) :

v(t,x) < g°™(z), V(t,z) € [0, T[xR. (3.35)

En utilisant g*™ < g, 'inégalité de Jensen et la propriété de martingale de X“* pour a € A,

on a :
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o(t,)) 2 iof B [g"(Xr)]
N > conv tx1y _ conv
> inf ¢ (E[Xy ]) = g™ ().

En combinant avec (3.35), on en déduit que :

v(t, z) = g*™(z), V(t,z) € [0, T[xR. (3.36)

On aboutit & une contradiction dés lorsque la fonction g™ n’est pas C%(R), par exemple si :

g(z) = max(z — k,0) = g™ ().
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