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Dans ce m$moire, raous 6tudions la m6thode de la prcryrammation dynamique pour r6soudre

unproblCr4e de cont'rdle stochastique. Le cadre adoplbd dans la deuxidme chapitre (partie 1)

est ce.lui dqs processus de diffusions contrdl€s d. valerrs dans IR* et le probldme formuld est

en horizon ffini ou en horizon infini.

L'id€e basigue de la m6thode est de considErer une feumille de problOmes de contr6le e diff6

rents 6tats finitiaux et d'Etablir des relations eutre les lbnctions valeurs assocides. Ce principe,

afrpel€ priripipe de }a pogrammation dynamique, ast 6nonc6 pr€cisdment dans la deuxidme

chapitre (pa*ie Z).

Ll@uation Se Ia progra,nrmation dynamique dans la tnrisidme chapitre conduit A, une 6quation

alx d6rivSq parbielles {"EDP) nonlindaire du second ordre, appel6e Ha,milton-Jacobi-Bellman

(HrB).

I



Table des matidres

Introductlon

r Notion prEliminaire
1.1 Equation diff6rentielle stochastique

L.2 Calculstochastique

1.3 Formule d'Itd

1.4 Equations diff6rentielles partielles

1.5 Mesure et int6gration .

1.6 Analyse convexe

z Contrdle de processus de diffusion et principe de la
programmation dynamique

Codrdle de processus de diffusion

2.1.L Probldme d horizon fini . .

2.L:2 Probldrne d, horizon infini .

Principe de la progra,mmation dynamique

s Equation d'Hamilton-Jacobi-lBellman
3.1 Ddrivation formelle de HJB

3-2 Th6ordme de v6rification.

3.3 Applications

3.3.1 Probl€me de choix de portefeuille de Merton en borizon fini

3.3.2 Un moddle de production et consommation en horizon infini .

3.3.3 Exernple de probldme de contrdle stochastique singulierr

5

5

8

10

11

L4

t4

2.2

16

16

t7

19

20

24

24

30

36

36

40

45



TABLE DES MATIER^ES

i

r.4 lRl6f6:rencesbibliogr:afique ..,.. 48



Introduction

Daas ce travaille, aous 6tudions la mEthode de la pro5pa,mmation dynamique pour r6soudre

un probldme de contr6le stochastique. [,e cadre adopt;6 dans la deuxidme c]rapitre est celui

des processus de diffirion contrdl6s d valeurs dans IR' et le probleme formul6 est en horizon

fini ou horizon infini.

L'idee basique de la m6thode est de consid6rer une fa,rnille de probldmes de controle d, diff6-

rents 6tats initi:urx et d'6ta,blir des relations entre les fcrnctions valeurs associ6es. Ce principe,

appel6 prineipe de la programmation dynamique et irLiti6 da,ns les ann6e 50 par Balbnan .

L'dquation de la programmation dynamique conduit d une dquations aur d6riv6es partielles

{EDP) nodin6aire du second ordre, appel6e Hami.lton-Jarcbi-Bellman (HJB). Lorsque ceme

EDP peut €tre r'6solue par I'obtention explicite ou th6orique d'une solution r6gulidre, le th6o-

rdrne de v6rification, valide I'optimalit6 de ce candidat; solution de IIJB, et permet aussi de

caract€riser un contr6le optimal. Cette approche classiique de la prograrn,rnation dynamique

est appel€e €tape de v€rification. Nous illustrons cette mdthode en section 3.3 (troisidme cha-

pitre) sur deux oremples de moddles en finance. l'incorrv6nient majeur de cette approche est

de supposer l'existence d'une solution r6gulidre d I'EDP d' HJB. Ce n'est pas toujours le cas

et nous illustrors ce fait sur exemple simple en section 3.3.3 (troisidme chapitre) inspir6 de

la finance.



Chapilbre 1

Notion p:rdliminaire

1-.1 Equation diff6rentielle stochastique

Le concept d'6quation diftrentielle stochastique g6n6r:alise celui d'6quation diff6ren1;ielle or-

dinaire aux prcrcessus stochastiquels. La formalisation th6orique de ce probldme A, elle seule

a pos6 probldme ar:x math6maticiens, et il a fallu att,endre les ann6es 40 et les travaux d.u

math6maticien japonais ItO Kiyoshi pour la d6finition de I'int6grale stochastique. Il s'agit

d'6tendre la nol;ion d'int6grale de Lebesgue aux processus stochastique selon un mouvement

brontnien. On c,snstruira cette int6grale, et on donner€r un sens d, l'exprer;sion

1'tI ffu,u)d'B"

oi f (u,.) est un processus stochastiquJ*rrrri de propri6tds de rdgula,rit6 suffisarrtes.

A partir tle la th6orie de l'int6gration, on construit la th6orie des 6quations diff6rr:ntielles

stochastiques EDS.

Soit ( {L,.F,F : (Ft)teIo,r1.,P) un espace de probabilitd filtr6 satistaisant les conditigns

habituelles, et soit (&), un f1-mouvement brownien A, valeurs dans lR. On se donne cles

fonctions b(t, r, w) et o(t,r, u) d6finies sur 10, ?] x R >( f,) d valeurs dans IR. on suppose que

pour tout tu, le$ fonctions b(.,.,r) el o(.,.,tr.') sont bor6liennes sur [0,7] x R et po,ur to,ut

r € JR., les proc,essus b(.,r,.) et o(.,fi,.), not6s parfois pour simplifier b(,.,r) et o(.,r) sc,nt

progressifsi. On r:onsiddre alors I'EDS A valeurs dans IR :

dxt : b(t, X)dt I o(t, X)d&. (1.1)

Les coefficients b(t, r,w) et o(t,r,,u) sont de la forme61t,r,a1(w)),6(t,r,ar(w)) ori 6,A



1.1 Equation diff6rentielle stochastique

sont des fonctions d6terministes bor6liennes sur [0, ?'] x IR. x A, -4 sous ensemble de IR., et

a : (ar)r€[0,r1 est u.n processus progressif d, valeurs dauns A.

Une solution de {1.1) porte le nom de "diffusion". Ces 6quations permetent de construir,e la

plupart des moddles d'actifs utiles en finances, aussi b:ien lorsque l'on cherche 6, mod6liser des

actifs des taux d'int6r6t.

Prdcisons, ce que I'on entend par une solution forte de I'EDS (1.1).

D6finition 1.n.1. (Solution forte d'EDS). Une solution forte de I'EDS (1.1) partant A,l'ins-

tant t est un prrocessus (X1)1 progressif tel que l'on aib :

tE fs
I lU(u,X") | du+ | | o(u,X,)12 du < *oo, p.s.,Yt( s € [0,?],Jt Jt

et que la relatiren

(1.2)

sort ware p.s.

Notons qu'une solution forte de I'EDS (1.1) est un pr,ocessus continu.

L'existence et 1'rmicit6 d'une solution forte d, I'EDS (1.1) est assur6e pa,r les conditions de

tipschitz et croissance lin6aire suivantes : iI existe une constarrte finie K tels que pour tout

t€[0,7],u€0,r,EelR:

lb(t,r,w) -b(t,U,u)l * lo(t, r,,w)-o(t,y,u,) lS, K l"-yl (1.3)

I b(t,r,?d I + | o(t,r,tu) lS If(l+ | z l).

x": xt+ l" b@,x,)d,u+ 
fr" 

o(u,xu)dBu,

(1.4)

Th€ordme 1.1.1. Sous les cond,itions (1.3), (1.4), i,I exi,ste pour tout t €, [0, Tl, une soluti,on

forte d,I'EDS {3.L) par-tant d, I'i,nstant t. De plus, pour tout { ft -mesuTable d, aaleurs d,,ans

R., tel que E(] { lt< +*) , iI ya uni,cit€ d,'une solut'ion forte X partant d,l'instant t de {, i,.e.

Xt : t.L'unicjit6 est trajectorielle (ou indistinguable ). De plus cette solution est de carr6

int6grable et v€rifie :



1.1 Equatiorr diffdrentielle stochastique

Ponr tout T ) t, il existe une constarrte C7 tel que :

/_\tf,:Yg, lx"f )<c, (t+E(l €l')) .

Ibrrrule de tr'leynrnan-Kac

Dans ce paragraphe, on considdre I'EDS (1.1) avec rles coefficients d6t;erministes b(t,r) et

o(t,r). Pour tout t € lf, on introduit I'op6rateur (d6terministe) diffdrentiel du second-ordre :

(Lrp)(r) : b(t,r).D,e@) +rrt (o(t,n)o'Q:,r)D|e@)) , et?c'(R").

Ll est appelG 6$n6rateur infinitesimal * t* Or*ion (1.1). Si X est unLe solution de I'EDS
- (1.1), u(t,a) rure fonction (r6elle) de classe C1'2 sur 1['x ]R." et r(t,r) une fonction continue

sur 1l x Rd, on a d'aprds Ia formule d'Itd :

-l"rg,x")d,s tp 
-[,fu,x")ou (A, - \.Mt: e0 u(t,Xr)-J" t (,fi-rr,,u-r")(s,X,)ds. (1.b)

"o', -['P'x;au: ?/(0,x0) * J. 
o D,u(s,X")'o(s,)!")dW,. (1.6)

0

Le processus If est dsnc une martingale locale continLue.

On se place sur un horizon fini 1l =' [0,7] et on considCne le probldme d'6quation aux d6riv6es

partielles (EDF') lin6aire parabolique de Cauchy :

,"-X-Ltu:f, sur [0,?lxR'. (I.7)

u(T,.):g, sltr R', (1.8)

ori / (resp. g) rsst une fonction continue de [O.f] x IR" (resp. R.) dans R. On suppose aussi

qrrc tra fonction r est positive. On donne ici une versionL simple du th6ordme de repr6sentation

- de Feynman-Krrc. On rappelle que Xt'' ddsigne la solution de la diffusion (1.1) parbant d,

I'instant t de r.
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Repr6sr:ntatiion de Feynman-.Kac

Th6or6rrre L.L.z. soi,t u une fancti,on cL'z(10,?[xlR.,r)nc0([0, r] x Rd) d, d,Eriu€e en r born1e

et soluti,on, d,u problime de Cauchy (1.7) - (1.8). Alors u admet la repriisentatian :

I

I fT ra _t- vt,u\ | , r-r , _-r ,. - I
u(t, r) : ,, 

lJ, 
s- If ,tu,xi;')d" f (s,X!n) ds + e- J'{ rtu,xi'')au nTxk )l ,

pour (t,;r) e [[t, ?] x IRd.

:le > 0' Y(t,r) € 10,"] x IR', VE € R', y'oo't(t,r)a> elAl,

L.2 Calcul stocharstique

(1.e)

L'appliceition r:lu th6ordme pr6c6dlent requiert l'existence d'une sol'utiorr r6gulidre ?.r au pre
bldme de Cauclhy (1.7)-(1.8). Ce gerue de r6sultats s'obtient typiquement sous gne h,ypothdse

d'unifornor: ellipticit6 de l'opdratetr L1 :

(1.10)

D6finition L,il,L, Soit (ft, f , P) un espace de probabilit6.

1- une filtration est une famille (J7r,t e 1R+) de sous tribus de .F tel que .F" c n,vt ) s ) 0.

2- Un processus (X1) est adapt6 et (fr) si X1 est fi -rnesurable Vt ) 0.

& Un processuis (Xr)r.n* est dit progressif (par rapport e @r)r) si pour tout t € R+, i'appl!
cation (s. u.') -n X"(r) est mesurable sur [0, t] x fl muni de la tribu produit B(l}.,tl) e Ft.

4*Un processus (Xr)r., est dit pr6visible (par rapporrt et F) si l'application (t,a;) -. X"(r)
est mesura,ble sur Tx {L muni de la tribu engendr6e piar les processus.F-adapt6s et continus.

5- Un processus (xr)r., est dit optionnel (par rapport n .F) si I'ap'plication (t, w) -. x"(r)
est mesura,ble sur ? x fl muni de la tribu engendr6e par les processus .F -adapt6s et cdd-ld,g.

Soit (o, J=, P) un espace de probalcilit6 et (fr)rcm* un.e filtration de cet r:sp6gg.

D6finititn L.21.2. Une tarnille adrapt6e (Mr)t.n*de vrrriable al6atoire dans .Ll(espace de Le
besgue : c'est l'espace des fonction.s int6grables) est :

* Une martingale si, Vf ) s, ElMlf 3"7: M".

* Une surmart;ingale si, Vt ) s, El@lf"l I M".

* Une sous-martingale si, Vf ) s, ElMlf; > M".



10L.2 Clalcul. stochastique

Reman1ue 1.2.L. Une rnartinga,.Le (M1) v6rifie Vt > 0 ElMtl: ElMo|

On a alors un r6sultat concerna;r't les int6grales stoclrastiques.
,(rt \

Le procerssus 
11, I X"dB" I est une -Fs- martingrile continue, de plts on a l
\J0 ,/ teR,+

n (|,'x,a ) == o

D6finitiion L.2.3. (Martingale locale). Soit (X1), un. processus adapt6. On dit que (X1)1 est

martingiile locale s'il existe une suite de temps d'arr,Ot (T")r,2, telle qur:,IT*t, : *oo p.s.

et le processus andt6 XT' est une martingale pour tout n.

Propri(rtd de markov des solrrtions des EDS

La propri6t6 de Markov pour un processus (Xr)r>o si,gnifie que le comportement fut;ure de ce

processu.s aprrils f d6pend uniquernent de Xr et non d,e ce qui s'est 'pa"ss(i avant t.

Math6matiquernent, on dira qu'un processus (Xr)r>o vdrifie la propri6t(i de Markov' par rap

port A, une filt;ration (ft)t>o pour: laquelle il est adapt6, si pour tout fonction / b,or6lienne

born6e ert pou:r tout s et l, tels que s ( t :

E (f (xt) lr") : E(f (.x,) I x,).

Nous allons 6noncer dans ce pa,rar,graphe la propri6t€ de markov prlrr tme solution de (1.1).

On note:ra, (X::;',,s > ,) Ia solutiorr de l'dquation (1.1) partant de r d, l'inLstarrt t et )(" : X0'*

la soluti,rn de l'6quation parta,nt de r d, I'instant O.Xt'' v6rifie pour s ) f :

x!,*:r+ [ bfu,x!')au+ [ o@,x!')dl,.
Jt .lt

A priori, Xt'* est d6fini pour tout (t, z) presque s0rement. On peut cependant, sous les

hypothdrses du th6ordme (1.1.1), construire un procesisus dGpendant de (t, r, s) qui ,est P-p.s.

Corrtinu en ces trois variables et rbel que Xj'" soit sol,ution de l'6quation pr6c6dente.

La propr:i6t6 d,e Markov prend dans ce cas la forme suivante :

Th6or6:nre 1.2.1. Soi,t (X1)ps uTL€ solut'ion de (1.1.). C'est un proa?ssus de Mo,rkou par

rapport d Ia Jli,Itration (f)Ds d,u mouuement browniien. Plus pr4c'is4ment, an a, pour taute

foncti,on litor1li,enne bom€e f :
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P - p.". E(f (X)lF") : o(X") on o(r) : E(f (Xi'"')).

D€finition 1,.2.4. (mouvement brownien standard ). Ur mouvement brownien standard

(m-b-s) est un processus al6atoire d, temps continu (Bt,t € R1) tels que :

1- Bx :0 P's'

2- (B*) est d, accroissements ind6pendants et stationnaires.

T Bt - N(q't),Vf > 0'

+ (Bt) est d, trajectoires continues.

Ddfinition L.2-5. (Temps d'arr6t). Soit (.fr, t € R+) une filtration.

- Un temps d'arr6t T par rapport d, (n) est une v.a. T d, valeurs dans R1 U {+oo} telle que

{"<t}€n,VtelR*.
- On d6finit :

f, -- {A €. F : An {7 < t} e f1,, Vt e R*}.

- Si (Xr) est un processus adapt6 d la filtration (ft), on pose Xs'(o) : ,Xr<.>(u).

Th€orGme L.|2.2. ( ThEorime d'arc€t). Soient (M) une mart'ingale cont'i,nue (par rapport d,

{fr)) "tTt,Tz 
deuntenrys d'arr€ttels queO <Tr(c.r) <Tr{u)<K <xr, Vu..r €dl. Alors

E (MTrlFyr) : Mr, p.s et donc .E (Mrr) : E (Mrr),.

En particulier, si O S f@) 3 K,Yw, alorc E(My) : E(Mo).

1.3 Fonmule dtlto

La formule d'It6 est un des outils essentiels pour les applications de l'irrt6grale stochastique

d difi€rents probldmes.

Consid€rons le processus stochastique (Xt)t € [0,4 d, valeurs reelles ayant la forme :

11

xt : Xo + 
to' 

u,a, + 
fo' 

o"dta", (o < t < T), (1.11)
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ori (fu)1 € [0,4 et (o)s € [0, 
"] 

sont deux processus stochastiques d val:urs progressivement

mesurables et tels que :

7rI lu"las
Jo

[' p"1'a,
JN

Th€or€me 1.13.1. (Formu,Ie d'ItO). Soit f une foncti,on detn fois ddriuable, et soit (X1)1 e

Ifr,T] ayant la,forme (1.11), ulors on a :

f(xr),: "f(xo) + 
to' 

/tx")dx"+*lr' t" (x")d,(x,x)", (1.12)

od:

(x,x),: 
fo' 

o?ar.

L.4 Equations diff6rentielles partielles
Equation par,abblique

Dans Ie cas d'un horizon fini, sous les Lrypothdses de r6gularit6 de b, o, u, Lafonction valeur

u d6finie par :

u(t,r) - min "/ (t,x.p (.\\.. p(.)ep,a

et solution de X'6quation d,HJB parabolique :

I HA,r)+S"o(APrtt,r)+u(r,z,P))=o dans [O,rlxna,

1 -- (1 13)
\ u(T,r):s(r).

Si llespace d'6ta*, est un ouvert (? de lR,, la fonction valeur

u (t,r) : 
rff|1,",E (lr'* u(s,x",P")ds+ /(r,Xr) 1r.r + g (xr)tr.rlxr: "), (1.14)

ori le coot / es1; d croissance polynomiale est solution de l,6quation d'IIJfB
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'f; (t,c)+ rS"o ('4P u(t,c)+u(tc,P)):o dans {o.?[xo,

(1.15)
u(T,r):g(a),

avec la condition au limite de Dirichet

u (t,r) : f (t.,r) sur [0,Tlx 0O.

.Si le processus est rdflechi sur la frontidre, Ia fonetion valeur

/fr pr \u(t,n): p1i+,F I I u(s,X",p")ds+ | f (s,X")d,€"+ g(Xr) lXr: rl, (1.16)p(.)ef'"a \,f1 Jt /

est solution de l'6quation d'HJB (1.15) avec la condition au limite de Neumann

Au(t,n) _ rt+ _\
0n - r \v,a) sur [O,Tlx 00. (1.17)

Equ,ation elliptique

On se place dans le cas d'un horizon infini et on suppose que les fonctions b, o, et, u satisfont

les hypoth6ses de r6guxarit6. on suppose de plus qu'il existe c ) 0 telle que :

Z)"or@,P)TrTi2"lnl', Vr €O, T€ R', p e poa. (1.18)
n:l.

Alors, la fonction raleur u ddfinie par :

u (x) : ,#*,"J (x,p(.)) ,

est solution de l'6quation d'HJB elliptique :

-Au (r') + efl (APu (r) * u(r,p)) : o dans R". (1.1e)

SiP"a est compact, le minimum dans (1.19) est toujours atteint. Sinon des conditions sup
pl€mentaires sont n6cessaires.

Si l'espace d'6tat est un ouvert 0 de IR" et que Ie processus est arrdt6 sur la frontidre, la

fonction valeur est d6finie par :
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u (r): 
*ffiB"oJ 

(*,P),

J (r, p',t : 
" (tr' 

e-^tu(x1, Pt)dt + u-^, f {xr) lxo : r), (1.20)

ori

r (r''r) : inf {t' Xt(') 4 0} 
'

est 1e premier instant ori le processus Xr sort du domaine 0 et f est le cofrt d'arr6t. La

fonction u (r) satisfait l'6quation d'HJB

:,\u (e;) + lqln (APu (r) t u(r,P)) : O dans (?, (1.21)
pepoa,

avec la conditiron au limite de Dirichlet

u (n) : f (r) sur 0O. (1.22)

Si le processus est r6fl€chi sur la frontidre, l'6quation d'6volution du pro'cessus s'6crit

d,Xl:, b (Xr, Pr) dt * o (X1, Pt) dW, - nx,d&, , $.23)

{, st un proc{3ssus strictement croissant lorsque X, e 0O et d*:0 si X, €. O, ru, est la

norrnale ext6rireure d,la frontidre 0O de O en r.

La foaction valeur, d6finie par :

u (r) : -ni* E ( [.* e-^tu (x1, p) dt * [** "-^'f 
(xt) d€tlxo- ") ,p(.)ep"a \Jo Js /

orl / est Ie co0t associt6 d. Ia r6flexion du processus, satisfait l'6quation d'HJB (1.21) avec

la condition aur limite de Neumann

Eu

An: J' sur 0O. (1.24)

La r:ondition (1.18) est la condition d'uniforme ellipticit6. Elle implique l'existence d'une

solution forte cle ll6quation d'HJB, c'est d, dire une fonction de classe D" q* v6rifie 1'6quation
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en tout point. L'unicit6 de la solution est assur6e da,ns Ie cas d'un ouvert (? born6' Il n'ya pas

unicit6 quasd l,,6quation est d6finie dans tur ouvert non born6' Parmi toutes les solutions, la

fiorrction valeur se trouve alors 6tre celle qui ne croit pas trop rapidemement lorsque lrl -t m'

Lorsque (1.1S) n',est pas v6rifi6e, l'@quation est dite d6g6n6r6e et dans ce cas, il n'ya pas de

solution forte d, I'6quation d'HJB'

La r€solution fu |l6quation d'HJB permet de d6finir en tout point r un contrOle optimai

P(r) qui ne d(pend que de x: c'est 'n contr6le en "feedba'Ck", c'est' dL dire que c'est le

controle que l'on doit utiliser lorsqu'on se trouve au point z' Il ne d6pend donc que de l'6tat

du syst6me et non pas de la variable t'

1-.,5 Mesiure et intGgration

Proposition L.5.1. (Th€ordme d,e la conaergence d,omin\e d,e Lebesgue). sai't (xn),r, une

sui,te de uariables alLal,oire it€fini,es sur un espace probabilis€. (n, f , P) d, ualeurs r€elles i'n-

t€grabtes telle qu,il exi,ste une aariable al€atoire X et que,I1LX" : X F-p's' s'i'I existe une

uari,able alfuatoireY tetl,e quelx*l <Y P-p.s. pour tout?? € N\t0] et que E(Y) < x, alors

X est integmble et on a :

limE(X"):E(X).

Proposition 1.5.2- (In1gali,t6 d,e Jensen)' Soit X

sar un esryce probabi,tis€ ({t, f , P) d' ualeurs r1eles'

R d, auleurs daris lR. Alors on a :

s(E (x)) < E (g (x))'

:1.6 AnalYse convexe

D€finition 1.6.1- (ensembe convexe)'

de Hilbert r6et) est eonvexe si :

une u ari,able al6atc,i,re intdgrable d,efini'e

Soi,t g une fonctiot',, conaefre d,6'finie sur

On dit que i'ensemble C C H (H d6signe rm espace



L6 .ilrralude converre LG

V(*,y) e C xC, vt e {0,t], tr +(L-t)g eC,

agtrement dit, C est conve:ce s'il contient tout "segment" reliant deux quelconques de ses

pointe.

ftffnition 1.6J- (Fbnction convexe(resp. concave)). On dit la fonction J : C C IHI +

R u {+m} dst conv,exe (*p. concave) si C est convexe (top. concave) et si :

v{r,g) €c xc, vt € [0,1], J(tr + (t - 4y) I (resp. conca\re >)tJ(r) + (1 - t)J(U].

D€,finition 1.6.3. (Fonctionstrietementconvexe). Onditquelafonction J:C'-+ IR'U{+m}

est strictem€nt @nvex€ si C est convexe et si :

V(",s) 4.C xC a,aec s *y, Vt €10,1{ J(tr+ (t -t)v) <tJ(r) + (1- t)J(s)'



Cha:pit;re 2

Contrr0le de processus de diffusion
prograrnnnation dYnamique

et principe de lar

La th6orig du cgntrdle stochastique a de nombreuses applications en gest;ion et en finance'

En effet, class ces doma,ines, on considdre des systdmes dynamiques (c'esrb d, dire 6voluarrt au

cours du t;emps)) en avenir incertain et sur lesquels on peut agir en vue d'optimiser un, certain

critdre 6",1nsmique.

pour d6cr:ire u1 probldme de cont;r6le stochastique, il est importarrt der prdciser quelle est

I'informat;ion di.sponible d, tout ins,bant. Plusieurs situations sont possiblers :

- Le ,,contrdleur" n'a aucune information pendarrt l'op6ration du sysitdme. Dansi ce cas'

il choisit un ccmtr6le qui est fonr:tion du temps. Ces contrdles sont appel6s en "boucle

CIuverte''.

-Le controi€ur ,connait l'6tat du sJrstdme d, chaque instant. C'est le cas r:le I'observation (ou

informatio:n cornpidte).

-Le contr,jxeur a une connaissance partielle de l'6tat du systdme. C'est le cas de I'observation

incornplBtler.

2.L Co:ntrdle de processus de diffusion

On considdre um moddle de contr()le or) 1'6tat du systdme est gouvern6 par l'6quation diff6

rentielle stochastique (EDS) d val:urs dans lR'

dX": b(X",a") d:; * o (X",a") dW". (2.1)

orl W est nn mouvement brownien d-dimentionnel sur un espace de probabilit6 fiitr6 (Q, F, F --

(fr)rro,Jr') satisfaisant les conditions habituelles. Plus g6n6ralement, on peut aussi c<insid6rer
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des coefficients lt(t, r,a) e\ o(t,r,o) dependants du temps t. Mais dans le cas des probldmes i

horizon infini ddcrits ci-desols, il est important de supposer que ces coef;ficients ne d6pendent

pas du temps a.fin dlavoir la stationnarit6 du probldme et une fonction valeur ind6pendarrte

du temps.

Le contr6le o :, (a") est un proces:ilrri progressif (par rapport d, F) et d, v'aleurs dans A, sous

€space de IR*"

Les fonctions nreswables b: IR" x.A-- IR'et o: IR' x A--+ R'"d satisfont une condition de

Lipschitz uniforme en A : 3K >0, V r, I € R', Ya € A'

lb{x,a) - b(y, a)l + lo(r, a) - o(a, o')l < K l" - vl' (2.2)

Dans la suite pour 0 < t < T < *oo, on note Tt,r l'ensemble des temps d'arrdts d, valeurs

dans [t,?]. Lorsque t :0 et T : *oo. On note simplement T:To,**

z.L.L Prolbl€rne d horizon fini

On fixe un hori.zon fini 0 < ? < +oo. On note pax -4I'ensemble des processus de contr6le a

tel que :

18

Le point r :0 est une valeur arbitraire de la diftrsion et si ce point n'est pas dans le support

de 1a diffixion, on peut choisir n'importe quelle autre valeur dans ce support' Les conditions

(2.2) et (2.8) assurent pour tout a € A et pour toute condition initiale (t, r) e [0, ?] x JR.',

Irexistence et I'unicit6 d'une solution forte A, I'EDS (2.1) partant de r en s : t- On note alors

ptr {Xj,*, t ( r; S T} cette solution qui est p.s d, trajectoires continues. On rappelle aussi que

sous ces conditions sur b, o et a, on a :

t kg,lx:'l'] 
( *m.

,llr'lb(o,a1)12 * lo(0, ",)f o4( *oo. (2.3)

(2.4)

rim n L*, lrI'-41:S. (2.5)
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. Critdre de rninimisation

Soient "f , I0,4 x R' x A -- IR et .g : lR' --+ lR. des fonctions mesurables' On suppose que :

(Hg) (r;) 9 esb born6 inf6rieurment

oti (ii) 9 estA,croissancequadratiquetlg(r)l < C (1+ l"l') 'Vr €lR"'pouruneconstante

c ind6penda,ntr: de r. Poru (t,t) e [0,?] x IR*, on note par A(t,t) ler sous-ensemble des

contr6les u de "4. tel que :

I fr, 1,lJ, lf (',x''',4')lasi ( too'

On peut alors r16finir sous (Hg) la fonction de cott :

lT ,.l
J(t,r, a) : E | | f t", Xf;'', a")ds* g (Xl') 

ILI J

Pou tous (t, r) e [0.r] x IR' et a I A(t,r). L',objectif 6tant de minimiser cette fonction coot'

on intmduit la fonction valeur :

u(t,n): ,J[r,*)J 
(t,r,a) ' t2'7)

-Ponr un 6tat initial (t,n) e [0,?'] x IR', on dit que d e A(t,r) est iur contr6]e optimal si

u(t,r): J{t,s,,d)'

-un processus de contrdle a de la forme tl" : a'(s' Xjp) pour une fonction mesurable a de

[0,.fl x ]l(' da,rrs ,4, est appel6 corrtr6le markovien'

Dans la suite, on suptr)osera implicitement que Ia fonction valeur t'r est mesurable en ses

argurnents.

R.emarque 2.L-L. Lorsque / est d, croissance quadratique en 0 ) i.e. il existe une constarrte

positive C et une fonction positive n: A -- R4 telles que :

lf(t,tc,")l<C (r+ 1rl'z) *rc(a),V(t,r,a) e [0,?] xR'" x A' (2'8)

alors I'estimation (2.4) montre que pour tout (t, r) € [0, ?] x R'', pour tout contrdle consta'nt

e,:ada,nsA:

19

,lf lrt,,x!'',",)lr"] { *oo,
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ainsi, les contr6les constantes dans A sont dans A(t, r) ' De plus, si il existe une constante

positive C telle que n(a) S C(r+lb(0,4')12*lo(0'a,)l')'pour tout, dans -4' alors les

conditions (2.3) et (2.4) montrent que pour tout (t,n) e [0,?a] x 1R'', pour tout contrdle

a€A' rq IIt
E I I lf G, x!'' ,a")l ds I . *-.lt' I

Autrement dit, dans ce c&s) A(t,r1: a'

2.L.2 Prolbldme d horizon infini

Onnoteparr4ol'ensembledesprocessusdecontrdlectelque:

tT I
E | | lb(o, a1)12 't- lo(0, c,r)12 dtl ' **, vr > 0' (2r'e)

L{l
Etant donn€s,nne condition initiaie t:0 e,t r € IR" et un contrOie a € Ao, il existe alors

une unique solrution forte, not6 {Xf , , ) o}, de (2.1) partant de s en t : 0' On rappelle aussi

qu'on a l'estimLation suivante :

l-; I
Eflx.fl'l <cl*l'+cec"El I Wf +lb(o, o*)l'*la(0,o,)l2dzl , (2'10)

L{l
pour une consbarrte C ind6pondarrte de s, r et a'

. Crit€re de rninirnisation

Soit p > 0 et.f r IR' xA-- iR unefonctionmesurable. Pourr€ R*, onnotepar'4(z) le

sous-ensemble des contr6les a de ,4'o tel que :

f*r I, | | "-P" lf 
(x:,a")lds | . **' (2.11)

L"o I
On ddfinit alo,rs Ia fonction co0t :

r (r, a) : 
"1.{, 

e 
" r (x:,'",r"]
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poux r € lR'et a e A(r), et la fonction valeur :

u(r) == *frI,rJ(n,a). (2'12)

-pour un 6tat iniitial r € IR'' on dit que 6l e '4(t) est r:n controle optimal si u(t, r) : J(t't'd)'

-Un processus cle contr6le c de la forme ot" : &(s'Xj'') pour une fonction mesurable a de

lR+ X R* dans A est appel6 contrdie markovien'

Il est important de supposer ici que la fonction f (r,o) ne ddpend pas du temps pour avoir la

stationnarite d1probldme, i.e. la fonction valeur ne dOpend pas de la date initiale d' laquelle

on considdre le probldme d'optimisation'

-slemarque 2.1.2, Lorsque / est d croissance quadratique en r, i.e. il existe une constante

positive C et u:ae fonction positive n : A'- IR'a telles que :

l/(",o)l <C(1+l"l') *n(a), V(r,a) €R'" x A (2'13)

a,Iorsl,estimatirm (2.10) montrequepour P>0 assezgrand: Potrtout u €R', a€ A:

f'r I
E I I "-P"lf(x:,a)ldsl 

( *oo.

LJ" J

Autrement dit, les controles constants dans A appartiennent d" A(r)-

2.2 Principe de la programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique (PPD) est un principe fondamental pour la

th6orie du contr6le stochastique. Dans le contexbe de contrOle de processus de diftrsion dGcrit

au paragraphe prffient, et meme plus g6n6ralement pour des controles de processus de

Markov, il s'€n.once ainsi :

Th6ordrne (pri'neipe de lo progotnmnti,on dgnamique)

On va Gtudiier les deux cas suivantes :

L) Horizon fi'ni'

Soit (t, r) e 10, ?] x R"' Alors on a :

2l
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f e I
u(t,r) :,#,r rg.,rl{ rU,xt'*,a")ds*u(0,"*lj . Q'r4}

f t, I
inf sup El I fG,X'"'',a,)d,s*u(0,x3*)1. (2.15)

aeA(t,r) 967r,, Ll I

2) Huri,zon i,nf ini

Ssit c € IR". Alrrs on a :

li o^ -luft.r\ :: inf inf E I le-e'76i,a")ds+e-Feu(xf)1 , (2.16)' oe-^(n) qer 
L/ l
lt, I

inf sup El I e-P"f(x:,a")ds+e-Pqu(x$)1, (z'LT)
aeA(a) sar L{ J

avee la convonction qrc e-00(u): 0 lorsque 9(a,l) : 4*'

R.ennrque 2.11.!. Le principe de Ia programmation dynamique 6nonc,6 ci-dessus peut se

formuler rle manidre equivalente, d.ans Ie cas d, horizon fini.

(i) pow tout a e A(t,r) et 0 €4,r:

l" I
u(t, r)

lt' J

(i,i,) pour tout li > 0, il existe a e ,A(t,r) tel que pour tout 0 € 4,r :

lt, I
u(t,r)+d > E I I fG,x!'',a")as *u(0,xl;1|. (2.1e)

L{j
C'est une version plus forte que Ia version traditionnelle du principe de la programmation

dynamique, qui s'6crit en horizon fini

lt, I
u(t,r): j+f . E | [rc,x!'',a")ds*u(0,x1\1 . Q.20)ae"A(t,r) Ll I
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Pow tout ternps d'arr6t 0 e Tt,r. C)n a une remaxque analogue dans le cas d' horizon infini'

L,id€e intuitive ,Ce ee principe est qu'un controle optimal d sur [t, ?] peut 6tre recoll6 en deux

controles optimiaux, I'un sur lt,0] et I'autre sur [d,?], et ceci quel que soit le temps d'arret

g. La'preuve rigoureuse de ce r6sultat dans ce contexbe stochastique est t:rds technique' Nous

donnons ici une preuve formelle de ce principe'

Preuve formelle du PPD

On concicltle le cas de probldme d horizon fini'

1. ntart donn6 gn contr6le a € A(t,r), o,-a par unicit6 du flot de I'EDIS gouvernant X'La

structure markrvienne :

X!'': Xe'x|*' s20'

ori g est un teur-ps d'arr€t d valeurs dans [t, 
"]. 

Par Ia loi des esp€rances co:nditionnelles it6r6es'

on a alors :

10, I
J(t,r,a): lll I fO,x!'',a")d,s+ J(0,x|o,o)1 ,

Li' I

d'ot puisque J(.,., r) 2 v et comme g est quelconque dans 4,r

J{t,r,a) ;g, uli,u,x!'',a")d,s * u(0,41]

t0^ I

i,r Lt, J

En passant d,l'infimum sur a da,ns le terme de gauche, on obtient I'in651alit6 :

lt, I
u(t,r)2..41{-. slp 'l I f G,x'"'',a")d's*u(0'xlll' Q:L)

="A(t,r) s64g Lt, j

2. Anconsid4lre pour tout e > 0 et 0 e Tt,r, un contrdie e-optimal a" <le u(g', Xtn)

J@,Xte'\ 1u(o,x$'") + e.
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Etant donn6 a,e A(t,r), on d6finit le procesrx :

a":[4"'se io'0J
1 4, s e[0,7]

Le p,<lint d€licat est de v6rifier que & est progressivement meurable et alors bien dans A(t,r)'

Dans @ ca;s, on a:

f0- I
a(t,r)

Lt' J

lt, .l
L;I

Cecietant valablepourtout a€ A(t,r),0 e 'ftg et€ ) 0, on al'in€galit6:

l"
a{t,x) ( ,.i#,,1 ,#,,, , 

L{ 
,u,x!'' ,a')d,s * u(g,"t')l . Q'23)

En cpmbinant les derur in€galit6s (2.21) et {2.22), on obtient le rtuultat voulu.
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d' I{amilt on- J acobi-Bellman

L'6quation 'Hamilton -Jacobi -Bellman (HJB) est Ia version infinit6sirnale du principe de

la iron dynarnique : eile d6crit le comportement local de la fonction valeur u(t,r)

lorsqu'on t tendre 1e temps d'arr6t I dans {2'20) vers t'

Dans cette ion. nous derivons formellement l'equation d'HJB en suposant que la fonction

valeur u sulfisamment r6gulidre'

3.1 G,rivation formelle de HJB

d horizon fini

le temps A : t f h et un contrOle constarrt ots : at avec 0 arbitraire dans A,

(2.18) de la programmation dynamique :

u(t,r) t ,lr'j r(r,x!''.,a)d,s * u{t + h,"t*,] ' (3'1)

En supposp,nt qu€ u est suffisamment r6guli6re' on a par la formule d'It6 entre t et t * h :

'*.*, \
t,(l+ h,xlfo):u(t,d* J (#. ta) (',xt;')d's*marti'nsale (Iocate)'

t

ori {o est },op,6rateur associ$ d,la diftrsion (2.1) pour Ie contrdle constant o et d6fini par :

Lot) : b(r,a).D,a +lt, (o(r,a)o'(r,a)Dlu) '

Ensubstiluant dans (2.23), on obtient alors :
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3.1 D6rivation formelle dt Il-;B

It+h - I
o <,8 | [ t\f + L"u)(s,x';.) + f(,, x!'',")d" I'

Lt' 
vu I

En divisant par h et en faisant tendre h vers 0' on a :

0'u 'o <;;(r,x) + L"u(t,r)+f (t,r,a)'

Ceci 6tant vala'ble pour tout a e A, on a I'in6galit6 :

-?U.z) + sup [-L"u(t,r] - f (t,r' o)l 3 0' (:t'2)
0t'' aeA-

D,autre part, supposons que a*esl; un contrOle optimal' Alors dars (2'20)'' on a :

tr'*! I
a(t,r): E { | ttt,xi,ai)ds * u(t * h,xi*)1,

L;J
orl X*est l'6tab du sysGme solution de (2.1) partant d'e r en t avec le controle a*' Par un

argument similaire et avec des conditions de r6gularit6s sur u' on obtierrt :

-*ft,r\ -- L'tu(t,r) - f {t,r,a;) :0, (3'3)

ce qui combinS avec (2.1) suggdrer que o doit satisfaire :

0u '.
-Arlr,,r) + sup[- L"u(t,r) - f (t,r,a)i :0' v(t' ") 

e [0' ?{xlR'"' (3'4)

si le supremun ci-des,sus en a esb fini. Nous verrons plus tard commertt traiter Ie cas of ce

srpremum est; infini, ce qui peut intervenir lorsque l'espace des contrdles A est non born6e'

on refurit sorrvent cette 6quation aux d6riv6es partielles (EDP) sou's lcr forme :

0u, \
-5;(il, r)+ I{(t,r,D,u(t,,r),D2*u(t,r)) :0, v(i'r) € [0'?] X R'' (3'5)

or}pour' (t,,'p,M) e[0,?] x]R'xIR'' x,s' (s' est l'ensmbledes matrices nxn sym6trique)

a

H(t,r,p',M) :ton [-u1", a)'p -f,t'6o'1*'a')M) - f (t'r'Q)'
a€A L

cette fonction Il est appel€e Hamiltonien du probldme de controle consid6r6'
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Cette 6quation (3.4) est appel6e 6quation de la programmation dynamirlue ou 6quation de

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). l\. cette equation aux d6rivfus partielles, il faut ajouter la

condition terminale :

u{7,:v): g(r),Vr € K, (3 6)

qui r6sult,e immediatement de la d,efinition (2.7) de la fonction valeur o'

Ranarque 3.1.1. 1-) Lorsque I'ersernble des contrdles est reduit d, un sirrgleton {o6}, c'est d

dire qu,il n,y a pas de eontrdle sur l'6tat du systdme, I'EDP d' HJB se r6duit au probleme

d'EDP lin6aire de CauchY :

-?rc,r) - L"ou(t,r): f (t,*,a6), V(t'r) e [o'?[xlR' ' (3'7)
atv

u(T,r\ =, 9(r), Vz € R' . (3'8)

2) L,argument d'optimalit6 de la programmation dynamique suggire que si I'on peut trouver

un contr()le a*t(t,r) telle que :

sup [-f,"u( t, n) - f (*, ")] - - 11a* 
(t'r) 

u (t, r) - f (', a" (t' r])'
aeA

c'est d diire que :

a*(t,r) e ars 
Xr;X lL"u(t,r) + f (r,a)),

alors on aura :

-ou - f,o- (t,*) u(t, r) - f (r, a* (t, r)) : g,

etdonc lT I
u(t,r): jt | | ttx:,o-(s, xl))ds + e(xi) | 'L{l

ori X* est sohrtion de 1'6quation differentielle stochastique :

d.X; : b(X:,a*(s,Xl)) * o(Xi,a.(s,Xi))dW", t I t; <-7,

x;:n,
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et or*est un cont;r6le optimal Markcrvien'

Probl€m,e d hrorizon infini

En reprenant lers mdmes argumentsi que dans le eas d'un probleme ii' horizon infini' on d6rive

l,6quation d'HJ.B pour la fonction valeur definie en (2.12) :

F"@) *::l l-L"u(r) - f (*,o)l : o, vr e IR',

qu'on reecrit atssi sous la forme :

0u + H(r,Da(r),D2u(n)):0, Vt € R',

ori pour (,r,p,trtt) € lR* x JR.' x S,, :

1

H(*,p,M):::g i-att, a)'p -f,t'6o'1*'a)M) - /("'o)l '

aeA I

Remarques-Extensions
1. Les r€sultats dans le cas horizon fini s'6tendent ais6ment lorsque la ficnction de cott J d'

rrinirnise,r a la forrne plus g6n6rale suivante :

lT . I
I(t,n,a) : E 

I /ttt,s)/(s, 
xt'*,a,)d's+ r(r)s(xf") I'Lt' I

otL

li \
f(t,s) - exp | - | P(",xt;',a,)du | ' t < s ST,

\" /

et,P(.,.,a) est une fonction continue positive sur [0,?[xlR" poru tout o:' € A'

Da,ns ce cas d'Harniltonien associ.6 au probldme de contr6le stochastique est :

H (t, u, r, p, M): ::l l0 
$, n, a)u - b(r, a)'p - 

t 

" 1o 1', a)o' (x' a) M) - f (t' r' a)f '

2.I.orscpel,espacedescontrdlesAestnonborn6,l,Ilamiltonien



3"1 D6rivaticm formelle de HJB

Et(t,r,p,M): ::Y [-r,t, a).p -f,t 6o'1*,o)M) - f (t,r e)f '
aeA l.

peut prendre la valeur *oo dans 1n certain domaine de (t, r,p,M). Plus pr6cis6ment, sup

posons qu.'il existe une fonction continue G(t,r,p,M) sur [0,"] x lR" x nR'' x 'S," telle que :

H(t,r,p,M) < *m e G(t,r'P,M) S0'

Alcrs d'aprds kr raisonnement conduisant d,l'6quation d'HJB (3'4), on d'oit avoir :

G(t,r, D,"u(t,r), Dlu(t,r)) 3 0, (3.9)

et

-*ft,r) + H(t,r,D*u(t,r),Dlu(t,")) s o . (3.10)
ot

De plus si l,in€5;alit6 {3.8) est stricte en un point (t, r) e [0, ?] x IR.", alors il existe un voisinage

de.(t,r,I),u{t,r),Dlu(t,r)) en lequel.I/ est fini. Alors, formellement,le contrdle dewait 6tre

a,tt;i,ent au voisiinage de (t, r) et par un raisonnement analogue e (3'4) oa doit avoir l'6galit6

dans (3.g). OnL obtient ainsi une indquation variationnelle d'HJB pour la progtammat;ion

dynamique

*a]. 
l-1# 

(t,r) * H(t,r, D*u(t,r), D2,u(t,r)),G(t,r, D,u(t'r)' Dlu(t''))l : o'
I

on dit que le problime de controle est singulier. un cas typique est losque le controle in-

terrvient de sranidre lineaire dans ia dynamique du systdme et dans la fonction de cofit' Par

exemple, dans le cas unidimensionnel n: l, A: lR-, et

b{r,a): a*b(r), o(r,a): &(r)'

f (t,n.,a): a+ i {t,r),

29

alors



30&1 Ddrivatitrn formelle de HJB

,.tt\ : { -b(*)p- f,6(r)2M - i (t'*) si' - p*
t+oo si P*Ji>0

L'i:r€quation variationnelle d'HJB s'6crit ainsi :

f fr, j..yu,. 1 ^D2n Aq' I
*u,. 

| -#rr,r1 -b1"1ffi(t,r) - iut'l'#(t'")' fi(t'r) + tl :0'
L

3. Lorsqu'on 6{;udie un problOme <le maximisation

I T .- I
u(t,n): ,jl6,, " l! 

f G, x!'',a")ds * n6l\),

on peut se ramerler d, un probldme de minimisation eR consid6rant Ia fonction valeur -u' ceci

re.irient alors d consid6rer l'Hamill;onien

H (t, r, p, M) : 
- )fI ^,1'-u(", 

a)'p - 
t 

" 1o 1*' a) o' (r' a) M) -'f (t' r' a)]'
^'-t 

"€A1i,r1l_ 
''*''- 2 t I

avec une @uarbion d'HJB :

Act

-"#,(r, r) + H (t, r, D,u(t, r), Dz*u(t,s)) : o'

Lrrrsque fr pr:ut prendre Ia va}:ur -oo en supposarrt qu'il existe une fonction continue

G(t,n,p,M) sur I0,4 x R" x lR'x S,, telle que:

H(t,r,p,M) > -oo € G(t,r'P,M) >0,

I'in6quation variationnelle d'HJB s'6crit :

^i"l-X A, n) + H (t, r, n,u (t, r)' D2,a (t, r)), G (t, r, D *u (t'' x)' Dlu (t't ) )] : o'

()n aune remarque analogue dans le cas d'un probldme de maximisation en horizon infini'
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3-21 Th6ordnre de v6rification

3.2 ThrSor€me de l€rification

L'etape la plus important dans Ia progra,mmation dynamique consiste d, montrer, 6tant donn6e

une solution r6gulidre d,l'equation d'HJB, que ce condidat, sous des conditions suffissantes,

coincide avec tra fonction valeur. (le resultat est appeld th6ordme de v€:rification et permet

a.ussi d'obtenir un controle optimal. Il repose essentiellement sur la fornrule d'It6'

Tl#or€rne 3.:2.1. (hori'zon f i'ni',|

Soit r,.r e C1,2([0, ?[x]R')n0o([0, ?] x IR.') d croissance quadratique, i'e' il existe une constante

C telle tlue :

lu(t,u)l < c (1+ l"l'), v(t,r) e [0,7] x IR"'

(i]lSupposons que :

-ffA,') *::l l-L"w(t,r) - f (t,r,a)l

w(T,r)

Alors c^r ( o sur [0, T] x R.'.

(ar) De plus supposons que ar(T'.) - 9, Et pour tout (t,r) e [0,?[>(]R'"" il existe d(t'r)

m,esurable d valeurs dans -4 tel que :

0w, /, \ ,F/, A'''

-#U,") *::l l-L'w(t,r) - f (t,r,a)): -#(',t) - ta(t"')wQ'r)'- f (t'r'd(t'')) : 0'

I'.EDS :

d,X": b()i", d(s, X"))ds * o(X*,d(s,X"))d'W",

admette rure solution, not6e *j'", 6tant donnfu une condition initiale )Y1: fr,

er {a(", *!,*) t ( s ( T\ e A(t,z). Alors :

u) : 1r sur [0,7] x lR.',

et & est un contrdle optimal Markovien'
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Pneuve. (a) F'uisque u €C1,2 ([0,,7[x R'), onapourtout (t,r) e [0,?'lxlR', a € A(t,*),

s e [t, ?[, et pour tout temps d'ar:r6t 1 d, valeurs dans [t, **[, par la formule d'ItO :

r,,(sA1,xf;n, ) : ,(t,d* 
Ir"^' XQt',xf;')+Lo-r(u,x*\au+ tr"n' 

o"r1r,,x!')'o(x!',au)d,wu.

On choisiit T == T", : inf{r=o , 
fr" lr,rtu,X!')'o(X!',au)l'au>t} ." notarrt que

Tn + *cn quand n, tend vers I'inlini.

Le processus arr6t6 { ["n'" r,u(u,,X!*)'o(Xh*,au)d,Wu,t ( s ( r] e*,t donc une martin-
lJt -/ \ @' 

)
gale et on a en prenarrt l'esp6rance :

lr far(s n T*, X';K.,^)] : r(t, r) + EUr"^'" 
Hru,,X:;*) 

* Lo*a(nr,, X*\d4

Puisque o.r satisfait (3.10), on a :

At,t

#(",x*') + Lo"u(u, x',f) + f (x*",o,) Z 0, vc e A(1;,r),

dtc,tl :

r;[r,.,(s n7.,)(t"1fr*)] >r(r, r)-EUr'*" f(x*',*,)04, va€ A(t,n). (3.13)

On a:

l!,"^'" 
ter'r',o)ault I,' lf (xI',a,)ldu,

et le terrrre de clroite est int6grable d'aprds la condition d'int6grabilit6 sur A(t,r). Comme a.r

est d, croissancr: quadra,tique, on a :

/\
la.'(sn r,,,.X.lfr*)l < C I t * .:* | X'"'' l' l,

\ se [t,"] /
et le terrne de droite est int6grabrle d'aprds Q. ). On peut donc applirluer le theordme de

conv€rgence domin6e et faire tendre n vers I'infini dans (3.12) :

Elw(s,X:")l ) w(,t,r) - El [" f 6h",a,)d.u], Ya e A(t,r].
Jt



n ls6*\1 > ,(t,,) - E j,' rt*f.,o;4, va € A(t,r),

On apptique la formr:le d'Ito d ,1u, k','l entre f e [0, 
"[ 

et s € lt,T[:

a fr{", 4-l : w(t, r) + E 
ffr" H*,*l;,) + traqu,*h"1r1u, Xhlduf .

d6finition de d{f, r), on a :

- atY - La(t,')w(t,r) - f (t,,n,&(t,r)) :0,

" |r(*, 
*i-)] : w(t,s) - Eff,' rtil*, ,a1u, *,;,11auf .

tpndre s \rers ?, on obtient ainsi :

w(t,x) : njr' rrx*,,d(u, x!,1yaun nttrl')],
: J{t,u,d).

w(t, r) : J(t, n, d) > u(t, r).

ti : u avec d courme contrdle optimale markovien.

p-2'1" Dans le cas particulier ot} I'espace des contr6le A est rdduit d un singleton

, ce thflrdrne de v6rification est une version du th6ordme de repr6sentation de Feynman-

il, stipur,F que si r,; est une fonction ct,' (Il,?[xlR') n co({0, ?[xR") d, croissance qua-

'

c,.r est continue sur [0,4 x ]R', en faisant tendre s vers T, oa a par le th6o€me de

domin6e sf 6n ufilisarrt aussi (3.11) :

soh{tion du probldme de Cauchy (4.6) - (B.z), alors r,.r admet la repr6sentation :



de v6rification

w(t, x) : 
" V' f (x:,' ,as)ds + ntx*\l

2.2. {Hgrizon i,nfi,ni)

) d, croissance quadratique.

sup [-.C*o(n) - f(r,a)] < 0, r € iR'x

e-frElr{xfr)l S 0, Vr € R', ya e A(r).

w 4u sur lR'.

{ii)
que

de phrs que polr tout r € R', il existe &(r) me.surable d, valeurs dans 4 tel

Pq@ *::t [-L"w(a) - f (*,41

d,X": b{X",d(X,)) ds * o (X",A(X"))dW",

nne folution, not6e *3, ctuot donn6e une condition initiale xo: n, avec :

g_X e-FrE [,f;fAl] > o,

que:

ra] +

limtnf
'*l**

(3.14)

(3.15)

flr(*) - Le@)u{r) - f (r,a(")).

0,

(3.16)

{tt*;1,'> o} e A@).



'l

de v6rlffcation

w(r) : u(r), Vs € R*,

est un opntr6le optimal markovien.

Fi/e. (u[ soit aeG(R") et q€"4(r). onaparlaformuled'rtod e-Ftw(Xf) entre
Ar'"t

e- eo Dw (Xf)' o (Xi, au)d,Wu.

,, est le temps d'arr6t :

r,, : inr 
{r 

> o : 
fo' lo,rtr, xg), o(Xg, o,yl' au- "}

le terlrne tl'intfurale stochastique am€t6e est une martingale, on a en prena,nt l,esp&

(3.17)

d' (3'13)r Pa,r la condition de croissance quadratique de a; et la condition d'int6grabilit6
(3.11 , on peult appliquer le thGordme de conrrergence dominfu et faire tendre n vers I'infini :

Efe-Prw(xfr)] > r(") - El [-'"-u",i1xi,o,\au], vo € A(r).LJo J

teadre ? vers l'infini, on a d'apr6s (8.14) et le th6or&ne de convergence domin6e :

<^,(c) < 
"lJr**"-p,f(xf ,*)n4, va € .4(*),

,(r) S a(r), Vx € lR".



3.2 Th€or6me de vdrification

(ir) En applliqua.nt la formule d'Iter d, 
"-P' 

,(*il et en observant que Ie contr6le & atteint
l'6grlit€ dru:s (3.16), on a :

Ele-Pru(*fi)] =='("; - ,U,'up'f (*:,a4ild4
En laisant tr=ndre ? vers I'infini et rc'aprds (3.1b), on obtient ainsi :

w(r) 2 J (r , 6r) : 
" lfr* "-P" f 

(x:,, a1*;yarl ,
et d,onc

t^t(r):u(r):J(r,&).

n

Renaarque 3.2.12. Dans le cas partir:ulier or) l'espace des contrOles .4 est r6duit d, un sirrgleton

{os}, ce th,Oordme de v€rification est une version du th6ordme de repr6sentiation de Feynman-

Kac en horizon infini : il stipule qu,e si r..r est une fonction C'(R') d, croissance quadratique

solul;ion duL tr>rob:ldme d'EDP ellipticlue

0r(r) - Lqw(n) - f(*,oo) : 0, r € IR",

,l1y*,e-FrEl"(xfi)l:a, n € R',

alors ar adnnrrt la repr€sentation

[lo+- ^ Iw(t,r) == El | "-Ptf(Xf ,as)d,tl .

L"/o J

Le tlL6ordm,e lpr6e,6dent suggdre la strat6gie suivante pour r6soudre le probldrne de contrdle sto-

chast;ique. I)urs le cas horizon fini, rfuoudre I'EDP nonlin6aire d'Hamilton-Jacobi-Bellman :

,0u
---;. *rsun[-.4"a.'(t,r) - J'(t,r,a)j :0, (t,r) e [0,?[xlR" , (9.19)i)l oel

avec la con<Iirbion termina^le w(T,r) == g(n). Fixer (t,*) e [0,?[ xiR'et r6s,oudre :

36



3.3 Appli:catlions

sup[-L'w(t,r) - f (r,o)],

connme un protrldme de maximum en a € A.

On note a*(,,t,r) la valeur de a qui rr6alise le maximum.

Si c,ette EDP ntmlin6aire avec condition terminate admet une solution ragulidre c..,, alors c,,,

est la fonction 'i'aleur du probldme de contrdle stochastique et a*est un controle optimal

nrarkovien' lSette m6thode se justilie donc si I'EDP d'HJB (3.17) admet; une soluti'n Cr,2

satisfaisanl; les conditions d'applicat;ion du th6ordme de v6rification. Des r6sultats d,existence

de s,clutionL r6guJ.idres d des dquatiorrs de type HJB paraboliques (horizon fini) ou elliptiques

(horizon irr{ini) sont 6tablis dans Irleming et Rishel [2], Gilbarg et tudingerf3]ou encore

KryJov [5]. 1-,a condition principale iimpos6e est une condition d'uniforme ellipticit6 :

il existe une canstante c ) 0 telle que

y' o(r,a)o' (r,a)y > "lyl',Yr, a€ R', Va e A.

Soulignons a,ussi dans la v6rification des conditions (az) des th6ordmes {t.2.1 et 3.2.2 qu'il

n'est pas touiourrs facile et parfois probl6matique d'obtenir I'existence d'une solution A I'EDS

assor:i6 au r:andir:lat ri pour Otre le contrdle optimal.

3.3 ,l la r aA.pprrrcatlons

3.3.1 lP:rob,l€me de choix de portefeuille de Merton e.n horizon fini

0n a,l'exempile sirivant :

Un agent irtlestil; d, chaque date t une proportiono,l de sarichesse d.ans un actif risqu6,S et

L - o4 dans uin a::tif sans risque ,S0, avec la contrainte qu'd toute date, c1 rloit 6tre d,,u,aleurs

dans ,4 ensenrble ferm6 convexe de [R. Son processus de richesse 6volue selgn I'EDS :

37

dx, : #,"ot# &5@rtl
: Xr(arp + (1 - u)r)dt * Xp1od,W1.
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3.3 Appliications

d'une rich€sse initiale X1 = fr ) 0 au temps t, I'agent veut ma:rimiser l'espdrance

it€ db sa rirhesse terminale d, un horizon T > t. Notons par Xt'' le processus de

parbarrt de r en t. Observons que les coefficients de X ne vGrifient pas strictosensu

ition de fips{hitz uniforme en lss contrOles a. En fait, on se ra;mdne usuellement d, ce

en corsiddrant Ie logarithme de la richese pasitive. La fonction va,leur du probldme de

a(t,r): supE lu(x!i')1, (t,*) € [0,?] X R+,
aF-,A

est l'ensemble de processus a progre*sifs d, valeurs dans A et tels que :

,ll,'b,t'?ds] ( *oo.

ion d\rtitite U est croissante et concave sur 1R... V6rifions que u(t,.) est croissante et

0'( r :! y e,t o un processus de contrdle dans 
"4.

Z": X?* - x:'.o.

d;2" : Z"t@"lr+ (1 - a")r)ds * a"odW"l, Zt : y - r ) A,

z")0,

X:'' >-Xj'" pour tout s ) f.

U est croissante, on a U(X!1\ S U(X!ie) d'orl :

E lu{xy)l < n lu6!i')l 3 u(t,y), va € At,
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u(t,n) < u(t,y).

: 0 < ri, rz, a,tr, e2 deux processus de contrOle d.ans "4 et A € [0, ],].

i fis: A{l.+(l- \)r2, Xt''r Le processus de richesse partant de 11 et control6 par

le proce*sus de richesse parta,nt de 12 et control€ par oz.

a^ _ 
^x:'".a! 

+ (L - A)X!,,,a?
" )X:'" + (1 - ))Xj'',

que pax convexit6 de A,le processus a^ € A. De plus, d'aprCs la structure lin6aire

ution de I'@uation de la richesse, le processus :

xl : \xt,,' + (1 - \) xt,,z,

pax:

par ol.

la concavitd de la fonction [/. on a :

dX] : x] (olp + (1 - "])") ds + Xla] od,W", s ) f.

xl : n1'

r![r€ Lf,t''r +(1 - x)xt'" est un processus de richesse partarrt de r1 en f et

a Axf'+ (1 - ^)xf,) 
> .\u (xb\ + (1 - x) u (x?,,) .

u (.\q + {1 - })rz) > AE lu(xy')l + (r - })E lu(xk?l .

pour tout er, e2 dans 
"4. On en d€duit que :

u(.\r1+ (1 - 
^)"r) 

> \u(r) + (1 - ))u(r2).



&3 AppUcatiorrs

En on r,roit que si U est concave et s'il oriste un contrOle optimal, alors les

ci-dssus montrent la fonction u est aussi strictement concave en c.
On donc drercher.d, r6soudre l, ion de Bellman :

0t'.t
- * +j:l I-

la condlit'ion terminale

w(t,r)l : g, (3.1e)

w(T,r) : U(r), € IR+. (3.20)

L"w(t,r):

(3.19) -{3.20) n'a en pas de solution explicite pour une fonction d'utilitE

clans le cas particulier 'une fonctioa puissance :

n):nP, rlA, p<L,

r€ssrdre e,rrplicitement ce . Cherchons une solution de la forme :

dans (3.19) - (3.20

w(t,r): O(t)rP.

on obtient que O satisfait :

'(t) + pa&)

o(")

ap,+ (r - q4# +|"o',,ffi.

:0.
1l.

+f,"'n1t - u)*1. (3.21)



3-3 Applications

r) : exp(- p(T - t)).

Ainsi, la fon::tion donn6e par :

w(t,t;): exp(-p(f - t) (t,r)e[0,7] xtfu,

est rdgulidre, strictement

De plus, la frrnction :

(3.22)

et strictement concave, et est solution de (8.19) - (3.20).

0,-,)-rp+*OoO-p)o',a€A-'+

sst strictement cronvexe sur I' convexe A donc atteint son minimum en d constant.

llar corstrucbion, d a,tteint I d" i€l [-Lw(t,r)].
De plus, 1'6qrnation de la richesse ifu au contrdle constant d :

@tr+$-Qr)dt*XldodW1,

admet bien une unique solution,

ment d'apr€s le th6ordme de v6ri

donn6e une condition initiale. Ceci prouve donc finale

que la fonction valeur du probldme de maximisation

est donn€e pru (i1.22) et que la

est constan'be et donn6e par A.

optimale de richesse d investir dans l'actif risqu6

Notons que lrrsgne A : R, on a :

p-r
(3.23)o"(t - )'

0t-r)' p
2o2 t-p - rp.

3.3.2 Un nrod€le de uction et consommation en horizon infini
tOn considdre le mod€le suivant d' unit6 de production. ta valeur K1 de son capital d la

et

rCate f varie stlon le tar:x d'in 16 en capital et le prix 
^9, 

par unit6 de capital :



i-g Applications

dI'1:f I'dt - too + (It + ct)dt.

On choisit un moddle d'€volution 4" (X : lnSr,4) selon :

dy F f, - +) dt + ofiw|,\- z/
dPt F bdt+o2dwf,

,or1 (lF,172) est un mou'rrcment Urfv,rnien de dimension 2 sur un espaf,e de probabilitd filtrd
(QrF., F : (J,r,)o_s , P) et F, b, oL, d2 sont des constant€s, dt, o2 ) A.

:La valeur netrte de I'unit6 de produbtion est :

dKt: Kr# + Idt.

r.as variables <te contr6le d'investiss{ment et de consommation.

La dette trt de cette unit6 de ion 6volue selon le taux d'int6r6t r, la consommation

Cs et le tanx de productivit6 Pg capital :

Xt: Kt - Lt.

lln impose les contraintes :

CtlO, Xr>0, r>0.

0n note par :

let: KtlXr,

q: Ct/Xt.

rt



S"3 Appllcations

La dylramiqre du syst€rne est donc gouvern6e par :

dX1 - Xrth {p -, + be-a) + (r c)) dt + kx to fiWl + tq x te-Y o 2ffi

irY, * {- - {) d,t + ot

Etant donn6 un facteur d' p > O et une fonction d'utilit6 :
j

a'l
U(C):L,C>0od0<l<1.

On nate par ,4(c, y) I'ensemble d$ Rrocwus de contrdle (ft, c) progressifs d, valeurs dans

R* x Ratels que :

pT 1T

| *iat + | clat < *oo, ps, V? > o,
Ja Jo

,f f* "-eu(",xf'u)drl < *,
LJto j

oi (X",u,yv) est Ia solution de l,EpS @.24) - (3.2b) partant de (r, y) en t : 0.

L'objeetif mt de d€terminer l'invespissement et lia consommation optimale de I'unit6 de pro-

On chsrche d r€.soudre le probldme]de contrdle stochastique en horiaon infini :

u(t'n): 
1*,"ffi",, .,uvr.* e-Ftu @xf9 o'] (8'26)

L'6quation d''Hamilton-Jacobi -Belhnan associfo est :

p, _ / a?\ dr.' 0u ol02u . "l *y _ u@\f +\'-;) au-'"u-ian*igff ox .r

#, [-- Q, -, + ua'l') "# - lr',' (4 + 
"-"oZ) # - r,"fffi]

:0.

h rerrarquant que X',v s'enprime sous la forme :



I

&3 Applkations

X',e: rexp(Z {y)),

oe Z(y) s'6crit corrm€ une

que:

de processus en fonction de (k, c) etYu, on en d6duit

utr,y): r1u(I,y).

&r cherclre doac une solution de $fn $.ZT) sou,s la forme :

u(x,a) : * "*p(p(il),
oA p(g) est une fonction de R danf IR.

En substituant cette forme dans (fl.27), on obtient l'dquation diffdrentielle ordinaire (EDO)

que doit satbfaire (p :

,?)-Q -nt,*ig{ f"t - au-oj+riSc (v,eo,k) : 0,

k2
G(y, p, k) : ; (L -t i@? * ole-zv| - k(p - r * be-s + olp).

On peut montrer qu€ pour B ussez F*d, il existe une unique solution r6gulidre C gborn&
d I'EDO (3.28).

Corome G(y,p,$):0, on a qu'en {out point y extrdmum de gu, i.e. g*(y) : g .

o < 0 - 1r - (, - +) pntu) - fv?ut- (1 - iere.
Comme g est bom€e, ceci prouve {ue go est aussi bornde sur R.

Par cowtruction, la fonction positrlre w(n,y) : @r ll) se{o 6b solution de HJB (J.27).

Dtaprcs la premicre partie du th6o{dme de v6rification, on en d€duit que tu ) u.

D'autre part, consid6rons les fonctipns :

u-r,** (v* +

ori

(3.28)



€ argminG(A,Wu,k).

et

t{u) :"-f (#) . **B* tm - t"-u1.

Comlrt€ g et gs sor'rt'born€es, ceci ]implique que les fonctions 8, rt,, e-ut sont aussi bornfus en

a.

On en d€dui{ qu'il existe une cons]barrte M > 0 telle que :

" [l&"1'] 
< x2 exp(Mt), vr > o,

orl on a not€ par k',v la solution 
+e 

(2.40) contr6l6e p* (lgg ,Atyil) 
rr_o.

Ceci qontre pue le contrdle (it(Yfl,e(Yf))r>o est dans A(*,g):

"'ll: a,up1;1il*f,n)drJ . +oo (3.2e)

De dus, comlme g est born6e, la ftnction 6(9) est born6e inf€rieurement par une consta,nte

strictement pmitive-

On en dduit I'existence d'une conptante B > 0 telle que :

o 1e-trw (fA,"fl) < Be-oru (uVAl *?,)

Ce qrd combifrd avec {3.29), montrp que :

On corrclut 
{,vec

(*rn,es/J),*

'I1[E fe-orw$fio 'Yfl)f 
: o'

la denxi€me narjbie (zi) du theordme de verificatiron que ?!) : ,t) et que

est un contr6le {ptimal markovien.
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3.&3

of a est un

On le procmsus contrdlQ r6el gouvern6 par :

de prolldme de contr0le stochastique

d'X": a"dW",

progressif d valeurs dans .4 : IR et telle que :

singulier

ull,' to,t'u"] ( *oo.

On nofte ,41 de ces procqssus de contrdles.

Soit g une mesurable positive ou d croissance lin6aire sur R,, et consid6rons le pro
hltme de

a(t, It Elo{xf)1, \t,r) e [0,?] x R. (3.30)

I{ous allons que pouJ un large fhoix de fonction g, la fonction valeur u n'est pas r6guliBre.

Draprfu le de la progra,nrrpation dyna,mique, on a pour tout temps d,arr6t 0 e frg,
et tout rcnstant ar :6, € lR :

u{t,x) < E lu(0,4i1] (3.31)

Supposons u et r6gulidre C1,2 et appliquons la formule d'It6 d u{s,X!,") entre :

s: f € [0,?[,

s = 0 : (t + h)4 r o" T : inf {" 2 t' lxj* - "1 > 1}.

Alors I stocha"stique appa,faissant dans la formule d'It6 est une martingale arrOtee

et

,et €n dans {3.31), on o$-tient :



0<
1,,+!,n*'* 

(#. f#;) 
(s,xj'')a"]

r rcntinuit6 p.s. de lf, trajectoire de Xj'',

EJ, \a * 1," * )ls,xl'")d'sf' (3.32)

rcntinuit6 p.s. de lf, trajectoire de xj'', on a que pour h < h(r\ suffisa^rnment

/ 0u .B2u\(.t * "" a", )(t'n)'
vers z€ro, de phu, cette variable al6atoire 6tant born6c par une constarrte

de h, on peut appliquer le th6ordme de la convergence dominee et obtenir

rrcrs z6ro:

=*e,d + dff|t,*), Y(t,r)e [0, r[xm.

lFotons que

petit, f : f lz p.s.

On en par le th6or6me de 14 moyenne que la variable aldatoire sous le signe esp6rance

dans (3.32)

quand h

quand h

(3.33)

6kmt rralable pour {out a da.n" lR, on doit avoir en particrrlier qrJe # } 0 sur

.) mt convexe sur lR pour tout t e [0, ?[. (3.34)

D'autre part, le contrdle cogrstarrt nul est dans A, il et imm6diat que :

u(t,r) < g(r), V(t,r) e [0,?j x )R.

En notarrt g*o Yenveloppe co{tvexe de g, i.e. la plus grande fonction convexe minora^nt

L'onen dlaprds (3'34) :

t,r) 1g*"(n), V(t,p) e [0,?{xR. (3.35)

( g , I'in6galit6 de Jensen et la propri€tE de martinga,le de X!,* pour n € ,4,



483,3 APPlicatirons

u(t,r) 2: int E ls*'6'i')1

a€At-

En combina,nt a,vec (3.35), on en d'6duit que :

v(t,r) - g*"(r), 1r(t, r) e [0, ?[xR' (3'36)

On aboutit d urre contradiction ddsrlorsque la fonction g'*o n'est pas C2(n), par exernple si :

g(s) :max(z - /c, 0) : g* (r)'
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