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Introduction

Une distribution sur un ouvert O est une fonctionnelle lin6aire continue sur
I'estrrace des lbnctions tests. Comme la plupart des grandes th6ories scien-

tifiques, la thdorie des distributions est construite sur des bases provenant de

travaux effectu6s par de nombreux chercheurs.

En 1894, Heaviside introduit la fonction indicatrice de l'intervalle [0, +oo[.
Conrme la d6riv6e H' ne peut 6tre une fonction usuelle, Dirac la r6introduit
en 1926 pour le besoin de la physique quantique et on l'a appeld couramment
fonction de Dirac, en la notant d. Le faii que d n'avait pas une d6finitio:r
mathdmatique rigoureuse n'a pas emp6ch6 Heaviside et d'autres d'obtenir des

r6sultats con'ects en rrnrripularrt la tbnctiorr d airrsi que ses ddriv6es.

En .[945, L. Schwartz retrour,'e, ind6pendamrnent, la thdorie des distributions
et t1,6ffurit les distributicns telrp6r6es et leurs tra,rrsfbrrn6s tle Fourier.

Urre autre motivation pcur f ir*rotluction tles distributiorrs a 6t6 la n6c6ssitd

de d.6finir des solutions appeldes faibles pour certaines 6quations aux d6riv6es

partielles. Un exemple cdlEbre de telles solutions a 6t6 donn6 par Leray dans

sa construction de solutions "turbulentes" des 6quations de Navier-Stokes qui
mod.6lisent le mouvement d'un fluide visqueux.
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O

(D

(D

(E

Le plan de ce m6moire est le suivant :

Orr dorrne un r6surr6 succint sur la th6orie tle tlistributiorr et la rrotion de

d6rivatiori faible..

Nous tldfinissorrs les espace.s tle Sobolev tl'ortlre errtier qui st-rrrt les espaces

'haturels"de ftrnctiorrs pennetta,rrt de r6soudre les fbrrnulatiorrs variation-

nelles d'6quations aux d€rivdes partielles. Nous faisons,, ensuite, un lien

entre la theorie des distributions et ies espaces de Sobolev.

Nous aborderons qrielques exemples d'6qnations aux ddriv6es partielles

elliptiques et leurs fcrmulations variationnelles.

On termine ce m6moire en rappelant 1es thforbmes des injections de

Sobolev et certaines de leurs applications en analyse fonctionelle en par-

ticulier I'in6xistence de Ia solution du Problbme de Dirichlet dans IR..
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Les Distributions et leurs Propri6t6s

Nous pr6senterons, dans ce Chapitre, un rappel succint sur les espaces fon-
damentaux en analyse fonctionnelle ainsi que les propri6t6s essentielles des

distributions et celles des espaces de Sobolev qui seront d'une grande utiliti:
dans l'6tude des problbmes aux limites.

Soit Q un ouvert de lR" de point g6ndrique fr: (nr,"' ,,rn). Sauf mentiorr

du contraire, toutes les fonctions seront h valeurs dans lR. On note par n, k:

vecteur unitaire sur la fiontibre EQ, dirig6 vers I'extdrieur de {-).

2.1. Rappels sur les Espaces Fonctionnels

Un espace fonctionnel est un espace dont les points sont des fonctions. La

r6solutit"rrr d'ut puibliure d'analyse consiste souverrt il clu-risir un espace fonc-

tionnel muni d'une norme ad6quate. Depuis leurs cr6ation par Banach en

1922, ies espaces norm6s jouent un r6le central en analyse fonctionnelle.

Les espaces de Banach sont des espaces norm6s complets. La compl6tude

perrpet de prouver la convergence d'une suite ou d'une s6rie sans connaitre
Lcs cspaccs dc Hilbcrt g6n6raliscnt lcs cspaccs cuclidicns de di-sa li[nitc.



W. Bouguerne et A. Brahmia Espaces Sobolev et Injections

mension finie, ils sont des espaces de Banach dont la norme provient d'un
produit scalaire ce qui permet de ddfinir les notions d'orthogonalit6 et de

bases hilbertiennes.

Pour s : tfrr,-.. ,nn) € lR" et g -- (h,.-. ,Un) € R', on utilise les notations
usuelles relative au cadre euclidien :

llrll r: @?+.'.* rz*1rtz, 1n,u ): ntgt *...* rnyn.

Soit u : u(r) -- u(ru- . . ,frn) une fonction d valeurs reelles de classe 82 d6finie

sur un ouvert fl de IR", On introduit respectivement les o$rateurs gradient

et laplacien par :

vu :: ( y. 
. 
g) € tR' et aLr:: * * ozu

\drl'"''a^)tlK"r oni '+an1€tK'

De la m6me manibre, on d6finit le Laplacien d'une fonction vectorielle u :
(ut,... ,%n)T h valeurs dans lR* de classe 82 sur 0 par

On adopte 6galement la notation multi-indicielle pour les d6riv6es partielles.

Pour cela, si o: (ot,-'.,CI",) e NI" et si u est une fonction d6finie sur un

ouvert CI de IR' ir valeurs dans IR; on note

Lu :: (Vut, . - ., Vurr)T € IR'

,. 0q }un _^
Otv u :: Arr*...+ A;; e ttt.

Alol"
H"@),: u;fu@), lal ::L*t

et sa divergence

Dans la suite:

8



]{,_Eq"gerne et A. Brahmia Espaces Sobolev et Injectionsr

div(/u) :/divu* 1u,Vf ), div(V/) : Lf .

| :: *lllera systdmatiquement par {bnction rdeulibre toute fonction de

I classe rJ", ou fol est choisi suffisament grand. pour que les cacluls aient unf sens.

Rappelons enfin, quelques identit6s qui peuvent 6tre facilement obtenues ipartir des d6finitions : pour les fonctions r6guribres / d6finie sur e b, valeurs
dans lR et u d6finie srrr f,) i valerus rlans lRr, on a :

Pour tout L < p ( oo, on note .[r(o) l'espace des fonctions u mesurables te[esque

ll"llus,,1n, :: / lu(r)ip rd < *oo.
a

I.TOTSQU€ P : oO, I'espace ,."(fr)
mesurables telles que

est ibrm6 pa"r les fbnctions u Lebesgue_

c!'est un espace de Banach. ces espaces sont #parabre pour L < p < oo etrdflexifpourl<p<oo.

Dans le cas particulier, p: 2, on dispose d'un cadre hilbertien trbs commode
d'utilisation- Ainsi, pour, et u donn6es dans .L2(f,)), r,apprication

ddfinit un produit scalaire sur ,r2(f,)), qui lui conftre une structure d,espace de
H.ilbert.

I

llulls*1n) :: supess".nu(r) : inf{M > 0,lu(r)i S ltf p.p. dans 0} { oc.



2.2 Ltespace des fonctions tests

L'espace D(ct) ddsigne l'espace vectoriel des fonctions / de classe €*, d6finies
et ind6flniment d6rivables dans CI et a support compact dans o c-d,d que pour
tout f e D(o), il existe un compact K c o tel que /est nulle en d.ehors d.e
K.

La topologie dans D(o) en ddfinissant la notion de limite comme suit :

Une suite (p,") con rerge vers p si et seulement si :

O Il existe un compact K c CI tel que le support d" gnest inclus dans
I{ pour tout ra.

@ Pour tout multi-indice a € NIu, Togn * 0og uniform6ment sur ff.
Autrement dit

sup ld'p"(r) - 0gl -+ 0
t€u

lorsque r, -+ +oo.

L'ensemble D(Cl) est loins d'6tre vide. En effet, on v6rifie facilement que la
fonction

( { 1\
J: IR'-+ lR : r'+ { 

exp 
\-1 -FPl si lzl < 1

I o sil*l >1.

est dans D{(-)) et que son support est exactement la boule unit6 ferm6e 4D.
Gr6,ce d cette fbnction, on construit une infinit6 d'6l6ments de D (o). pour cela,
consid6rons rs € o et e > 0 suffisamment petit, Il est clair que la fonction

r-+r(T)
appartient e t(cr) et a comme support la boule ferm6e FOA de rayon e.

10
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2.3 Espaces de Distributions

L'espace des distributions t'(fl) est I'espace des fonctionnelles lin$aires et
continues pour la topologie de D({-l). L'espace des distributions est le dual
topologique de D(a). on note par < ., . ) le produit de duaiit6 entre D,{f))
et 

"(fi)
DBs lors, T e D'(f)) si et seulement si f : D{$ -+ lR. : p -+ T(p) :1T,V }
satislbisant :

O ? est une application lin6aire.

@ T est continue c'est h dire : si g,, -+ 0 dans g(CI) alors T(V.) :<
T, tpn )1 A

Il est h remarquer que dans le cadre foncionnel classique. on a l'habitude de
d6finir une fonction comme agissant sur des 6l6ments r de JR', alors qu'ici,
une distribution est d6finie par son action sur les foncions test. Par exemple,
pour montrer que deux distributions sont identiques, il faut montrer que leurs
actions sont identiques pour toutes les foncions test de D(lR"). I
g- Exemple 2.3,L (Delta de Dirac). Soit a € f,) un point fixe. La delta
de Dirac en a est la distribution :

J" : D{'()) -+ lR : p -+ p(a).

La lirr6arit6 d6corrle de Ia d6finition de la somme et la multiplication scalaire
dans 2(a). Porr la contimrit6 : Si ?n i 0 dans t(CI). D'aprds la definition
de la topologie dans t(CI), on a sfi.rement sup,.e lV*@)l -+ 0 ce qui implique
forc€rnent lp"("]l -+ 0. Donc d(rp,) -+ 0. I

.L'espace des fonctions localement int6grables sur fl est :

L!""to): U Lr(K).
K compact de O

11



Prop'osition 2.3.L L'application i,: f € ,h"(CI) + T1D,(g) rldfinic par

vp e D(cl) , i(f) : Tr(p): 
lnf @)*(r) d,n,

est une injection continue.

IV. Bouguerne et A. Brahmia Espaces Sobolev et Injections

on identifie I'espace Ll".({t) i un so*s-espace de D/(CI). ceci identifie

Prsuyei : La lin6arit6 d6coule de la lin6arit6 de l'int6grale. Pour la continuit6,
co.nsid6rons (g;€D'(o) une suite qui converge vers 0. p',sons K le compact
co:ntenant les supports de (rp,r)rr, alors

| [ raw,@ drl : | [ rrq*-@) anlIJ"' I rLx I

JK

*qr\ J K

Ce qui irnplique qrcTy{g*} : fnf @)p*(r)d,r -r 0 puisqu€ rn&x"614 lp^(r)l +
0 et que {"lf(r)ldr est fini. I

t2

les fonctions localement int6grables comme des distributions
dites r6gulibres. Toutes les distributions qui ne s,6crivent pas
de cette manibre sont dites singulidres.

grAce au r6suitat suivant :

ltronosition 2.3.2 La d,elta d,e Dirae t)s est une d,i,stribuion singuli,ire.
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Preuve : supposons qu'il existe / e rf"(R) telre que de - ?y dans Dr(n).
on aura alors 

I r@]*{*) d,r: p{0), v9 e D(R.).
JR

Fixons 9 e 9(]0, +oo[)n9(]- 
"o,0[), 

on en d6duit que "f 
: 0 presque partout.

Autrement dit f est la fonction nulle. Donc

9(o) :0, Vp e D(R).

Ce qui est impossible. I
En identifiant .Lz(fl) avec son dual, on a les inclusions :

Preuve : En fait, pour tout g e D{a) et K compact de o tel que supp rp c ff,
ona

|,trt, o*: 
.l*lpl, 

d*< t2* lel2 mes K.

D'oirge.fz(n;. I
En fait, on n'a plus que I'inclusion. On montre que :

2.4 D6riv6es et convergence de distributions

Passons maintenant h la notion de D6rivation des distributions :

L3



W. Bouguerne et A. Brahmia Espaces Sob@

soit 7 e D/(a) et considd,rons'n mrrlti-inrlice a € N'; la d6riv6e Dor est
d6finie par

le r€sultat suivarrt tilorrtre que les tl6riv6es tl'urre distrtl:utir-rrrs srnt des distri-
bution c'est b tlire que I'espace tles tlistributit-rru est stable par tl6rivation.

lslmme 2.4,1 Si f € g,(fl) et c € NI*, alors D,T e D,(O).

keuY-e- : Ceci d6coule de la lin6airit6 de la d6rivation et de celle de ?. Soit(g") un suite de distributions qui tend vers 0 et B un murti-indice. Alors
supp Dogn c supp(pz C K, te qui fournit la premibre propri6t6 poar Dopn.
D'autre part, on a

sup IDF D' V"@)l : sup lD"* o p.(r)1.
c€o ceo' "-\ ''

Ceci tend vers 0 puisque gn i A. I

€ Exemple 2.4.! pdrivations]

o soient o :]0,1[et / € gt([O,1]). comme / ainsi que ses d6riv6es /, sont
continues (donc f et f' € Lt*) on peut leurs associees des distributions
notees TS et Ty. On va montrer que

DT7 - ly

En cffct, potlr plnD(ft), on a pax unc int6gration par partics :

1DTy,g): -1T1,gt)

14
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rl: _ I f@)e,@)d,r
Jo'

f1: 
Jo f'@)w(r)tu - f (r)vO + /(o)p(o).

Comme p(0) : p(l) :0, on obtient < DT1, g ):1 Ty, , g ) pour tout
I € D({)). D'ori l'6galit€. l.

@ Prenons f,): iR et consid6rons la fonction d,Heaviside r/ d6finie par :

r/:iR-+lR:.-f siz)o
|.0 si r < 0.

on a bien fr e i|,.(1R), de ce fait on lui associe ra distribution ey. pour
tout g € D(()) Calculons DTs :

I DTp,g ): - 1Tn,g, ): _ [** g,@)d,r: p(0) :( d6, g ) .
JO

ceci 6tablit DTs: d's. Remarquons que la d6riv6e Ht de H auseas de
f.onctions est nulle sauf en 0, dans ce cas on a DTs * .fu,.

(D si o: lR et /(r) : lrr. un calcul identique i cerui 6tabrit pr6c6dement
montre que DTS : TzH_t, donc D2Ty :26o.

Nous terminons cet apergu par la formule des sauts. On se donne une distri-
bution ? associ6e d une fonction liocalement int6grable continue par morceaux
et t-rrr t"herr*re l calculer sa d6riv6e au sens tles distributions dans iR.

Pro'osition 2.4.'J" soit J une fonction localement int€erable sur IR. de
d6riv6e usuelle /' localement int6grable sur iR telle que / est continue

lil::"JrTuf 
en un noint 

lo 
ori eue pr6sente un saut h : f (*t) _ /("0 ).

Tl:Tr' + ht''.

15
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D6finissons enfin la notion de convergence de distributions.

I Soit (?,)".ru une srite d'6l6ments de D'(f)). On dit qtteT,,- converge vers 0

I dans D'(Q), on note Tn 10, si et seulement sit
t
I . Tn,p )+ A, Vrp e D(A).
I

Il est clair que si Tn ) 0 dans ,'(fr) alors D"[, -r 0 dans t'(Cl) pom tout
a € NI".

tr Exemple 2.4.2 Si une suite (/,),, d'6l6.me.nts de I2(A) est telle qrre /, -+
/ dans tr?(O), alors 71. + Tr dans D'(Q). En effet, ceci r6sulte de I'in6galit6
de Cauchy-Schwarz :

=l f^tr"ol - f @))v@l o.l=lf,-/ll,,r,,rllp)ll,,tnr.
l.la

I_6



Espaces de Sobolev et In6galit6 de

Poinc arr6

3.1 D6rivations faibles (.,r sens des distribu-
r' \tlons,

Les d6riv6es faihles se.ront introduites en utilisant la d6,rivation par partie

comme d6finition.

Lemme 3.L.1 Soit {^l un ouvert de IR', ! < i < n. Pour tout rp e €f (fl) on a

{ Po*: r. (3.1)
Jn dre

Preuve : En posant v{"} -- 0 pour tout r € R'\ (}. orr peut prernhe

p e D(lR). Supposons alors que suppg C l-M, Ml" pour un certain M e 1R..

Sans perdre de g6n6ralit6, on peut supposer que i : n. Il s'en suit que, pour

(rr,rr,''' ,*,,-t) € R'-1, l'on a

f0q.
I x-tsr, "' ,frn-t)drn:g(fir,fizt"' tfrn-L;M) - Q(fit,t2,"' sfrn-rt-M)'

Jw ofrn

77
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-

Et alors t 9^P ar: o. r
Jp. dtDn

D'aprbs (3.1) on d6duit gue porn / € el(f,l), rp e e$(CI) (donc /p e efi(O)),
ona

f Af . f A,n

J,ftt.)w@)dx: - Jnf @#@e@)d,r. (s.2)

Par it6ration, on obtient pour / € e2(f,)), <p e €fr(e), on a

l.ffiotr@)d,r 
: - I*HorH@)d* 

: 
l"ratffi@)d,r. (s r)

En prenant la somme pour L < i < n dans (3.8), on trouve

* 
t'nxruaf(r).gradp( 4: fnf @)Ltp(r)d,r.l,o'o'*@)d'n:

Dans l'int6grale du milie;rr le point d6signe la produit scalaire clans lR".

Norr^s allons utilis6 le^s formrile^s pr6c6.dentes cofilme motivation porr intro-
chrire le coneept de difiF.rentiation de ce.rtaines fonctions qrd ne le sont pas
n6c6ssairement dans le sens classique.

Ddfinition 3.1.2 soit / € LL.{a) une fonctionu e L}o"(cl) esr dite d6riv6e
faible de / dans la direction ri, fr : t*r,. . . ,fin) € 1R.", si

!n"@)v(t)d,n 
: - .l*r ot #(n)d,n.

(3.4)

(3.5)

cst v6rifice pour toutc fonction tcst g e D (t-t).

on note a : D$. Dans lc cas oir / admct dcs d6riv6cs faiblcs Dll pour
'i : 1,...,h,on 6crit Df : (D:f,..., D^f).

18



w. Bouguerne et A. Brahmia Espaces sobolev et Injections

Il ressort de (3.2) et (3.5) que chaque / e el(ct; admet des d6riv6es faibles dans
tottte direction h savoir, D$ :0f lAU. Cependant, il existe des fonctions qui
admettent des d6riv6.es faibles mais qui n'appartiennent pas i l'espace et(a).
D'autre part, il existe des fonctions dans l'espace Ltr."(Q) qui n,ont pas d.e

d6riv6es faibles.

's Exemple 3.1.1 soient Q :]-1, 1lc R et /(r) : lrl.Elle admet la d6.riv6e
faible

(l sio( r<rDfh\:{-
[-1 si -1 < r 10,

car pour tout g € , (] - L,1[), on a

10 pt S1

| ?e@Dd,r+ | e@)dr:- I e'@).lnld,r.J-r Jo J-r

's Exemple 3.1.2 La fonction

(t sio( r<Lf(r):{'
L0 si-1 <n10,

n'admet aucune ddrivee faible, si c'est la cas Df (r) devrait 6tre 0 pow r f A,

et puisqu'elle est Ij* alors Df = 0. Mais pour p € D(] - 1,1[) on a

11 rL sr0: I e@).\dr:- I e'@).f(r)h:- I e'@)d,r:p(0). rJ-r J-r Jo

.e Exemple 8.1.9 Soit f,) :]0,2[C ]R. Soit

(* si0< n17u{xl: { -
L1 si1<n<2

et
(t sio< r.-Lu(n\: { -
[o si 1< r <2.

19



W. Bouguerne et A. Brahmia Espaces Sobolev et Iniections

Montrons que u' : u alLL sens faible. Pour cela, choisissons p € ,(Cl). On

dewait montrer que

v2 f2

Jo "@)p'(r)dr: - Jo 
,@),p(n)dr.

Un calcul simple, nous donne

p2plf
I u(x)e'@)dr : I r,p'(r)d"+ I q'@)dr
JoJo-Jt -pr - p2

: - | tp(r)dr+p(t) -eG):- I u(n)e@)dr,
Jo Jo

comme convenu. t

€ Exemple 3.L.4 Soit fl :]0,2[C ]R. Soit

(* si0< n<-I
u(n\: { -

[2 si1(r<2.

Montrons que u' n'existe pas au sens faible. Pour cela, supposons qu'il existe

u tel que ltt :'t). Alors pour tout p € D(O), on a

f2 f2 7L 72

- I ued,r: I u@)p'(r)dr : I re'@)d,r+2 | g'@)dr
Jo Jo Jo Jt

: - | e@)an-e\)'
.to

Choisissons une suite {g*}ffi:r d" fonctions tests v6rifiant

a 1 9* !1, 9*(1) : 1, p^(n) -+ 0 pour tout r 17

et remplagons g par gm et en faisant tendre ?n vers I'infini, on obtient

l!2 fI I
1 - j'45 e,,$) - Jg5 lJo 

uv*@)dr - Jo v,.@)d"l : o'

Contradiction. t
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Les d6riv6es faibles d'ordre sup6rieures sont d6finies d'une manidre analogue,
Soit / e Ii,"(Q),a :: (a1, - -.,nn), rri) 0 (d : 1, ...,n), l*l : ILral ) 0,,

et

Dop::-- i:i- 
pour p u gr*r(f,)).Y' 

}ot xt...}onxn
une fonction u € Ltr".(a) est dite la ddriv6e a-faible de f , ce qui s'6crit;
u: D*f si

3.2 Espaces de Sobolev d'ordre 1-

Soit O urr ouvert de R.*.

Nous ddflnissons maintenant une cat6gorie d'espaces fonctionnels trBs utiles
pour l'6tutle de problbrnes variationrrels.

Toute fonction I € .L2(()) s'itlentifie lr urre distribution sur O, rrot6e /. En
effet : Pour tout compact I{ de fl. L'in6galit6 de Cauchy-Schwartz montre
que

r / r \1/2 / r \1/2

J*rf @)td* < lJ"*) \J;ralra.1 : \@|f|,,tn ( *oo

D'trt l'on ddduit quo ,f cst intdgrablc sur tout c<-rrrpact dc O, donc / € Ll."(tl).
af

En gdn6ral, ;h 4 L'{n}, il sera donc l6gitime de consid6rer le sorrs-ensemble

de fonctions de tz(O) dont le gradielrt est urre distribution sur O :

Ddfinition 3.2.1 On appelle espace de Sobolev d'ordre 1 sur f,), I'espace

2L

|nu{*) v@) d,r : ( - t;t't ln1 {d o' e@)rtr, Vcp e €t*t(f,)).

{t . tr'(o), X rr'(o) ,L I is "}rr1(o) :
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L'espace .I{1(0) est le sous-espace de .L2(Q) form6 des fonction u dont le gra-

dient s'identifie i, rrne fonction de {r2(f,}))'.

ll/ll''rn : JG:flH,&: (ttf t ?t,p.*llv/ll?r,rnr,,,)'''

La preuve du theorbme suivant peut-Otre consid6r6e comme un exercice :

Thdr:rErne 3.2.L Muni drr rrrodrrit scalaire rrr6cdrlement cl6flni, I'espace

Ht(f)) '.,l*et trne strtrcttue ,l'.*p** de tlilbe.rt.

<r Bxgngple 3.2.1 Posons O :] - 1, 1[ ei consid6rons la fonction f (x): lrl.
tt'apris lcs cxcmplcs pr6cidcnts) orl a DTf : Tzn-t La fonction 2H - 1 n'est

pas continue sur [-1,1] mais elle appartient bien e ,2il - 1,1D car elle est

cr:ntimre sauf sur un ensemble de mesure nulle et on v6rifie :

[' prq*1 - tl2dr : f rd,r :2.
J-t' J-r

Dronc,f € f{t(] - 1,1D. Par contre f 4 H'(l - l,tl) car DzTy :260 #
L,rQ * 1, 10. I

Un rdsultat g6n6ral permet de voir que D(CI) est dense dans I2((-l). Il est alors

int6r6ssant de se clemander si D(fl) est dense dans f{l(ft).

l)ans le cas orf f,l '- lRn) on a le r6sultat suivant

22

On munit /1'{(-)) du uit scalaire :

La norme correspondante sera not6e

(.r, g)s,rnr : l.(tn. I XH) : (r,s)n,(n) + I (#, #) **,
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fteoreme 3.2.2 L'espace D(R') est dense dans lfr(lR') ,

E(R;T - IIl(tR')

Pour la preuve de ce th6orbme, on utilise une technique trds g6n6raie en analyse
fbnctionnelle qui se d6compose en deux 6tapes i savoir : la troncature et la
r6gularisatiorr.

RernLarque ce r6sultat est extr6mement utile en pratique. par exemple, pour
montrer qu'une in6galitd est vrai sur .I/l(lR'); il sffira de la montrer dans
D(R") ce qui est plus commode puis conclure par densit6.

On s'int6resse, h pr€sent, au cas oir O g lR.. On commence par

O==lR? r:{* e IR*:c," }0} alors Efl:l: {r €R*:r,-- 01.,

La surface f est la fronibre de o qui s'identifie topologiquement d lR."-l.

Consid6rons I'espace D(CI-) qui est I'ensemble des fonctions de classe e* a"

support compact dans 0, donc eventuellement non nulles sur la fiontibre I :
40.

On a le r6sultat suivant qui se d6montre par troncature et r6gularisation (voir
:r6f6rences) :

Thriorbme 3.2.3 L'espace D(0) est dense dans fIl(fl).

il s'agit maintenant de d6finir prdcis6ment ce que l'on entend par valeur d'une
lbnction de fJl ({)) sur la frontibre f : df,} de I'ouvert fl : lRi ,: {" € R' :

:vn > Aj.
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(r',rn) €lR':o( snl-RT":; ?Yl' ':1t^: :i '""t positir ter que suppp c {r :i;;:il *i.',,:f;:"*1 ^1':':: 
pour.tout 

'' . s"ri ;;:;;#;{ a" + }2 rralable pour tous r6els a et b on a :

Is(d'$'l 

- 
*lr;1* 

,-,*',r':l': 
- .1,. **(x"x')t2drn

= -' J, 'p('', r-)#e(x', xn)d,rn

ra/

Ceci rlontre pa,r.irrtdgratiorr sur.IRr-l que

f
Ju,-,1*('" rn)l2d'n'

\ lotr"
s llpll'r,,<wit*'lt$ le,,^-. ' /

D6finition S.Z.Z On d6finit l,op6rateur de trace ?o de O(Ki i, valeur dansD(m"-t; d6finie par

to(f): f (.,0)

En d'autres termes, ra trace d'une fonction / d6finie sur Ri est la restriction decette fonction au bord I de Ri. Le th6ordme de densit6 
"i 

r" r"**e pr6c6dent(qui assure Ia continuit. de cet op6rateur ,", D(Rltt i"L"rrurr, de montrer
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cette notion de trace a encore un sens dans re cas ori {-l est un ouvert born6s'ffisammcnt rigrrrie,r crc rRo. prd"i;;:, cc q',on cntcncl par rcg'iarit6 crc o :

D6finition 3'2'3 un ouvert 0 de IR.' est_ dit de classe €i si sa frontidre I esr
ffi:H:[$.dimcnsion n-1 de classe 81 ave,c n -- i.,"r"** locaJcmcnr d,rm

En g6n6r4l, r'esDace des fonction. ,"rl: D({^r) n,est pas dense dans l,e,space

f -l?Lr"#;:$.::ff*;ffiC; t'*,pu"*r",m"*i* a" D(c,) dans r/r(o)

3.s 
$space "Fq(O)

Dans les rfoutem"s variationnels, ils convient de consid6rer des espaces qui
::::T:TJ[:r'fi:;nn*:T- siaanurenr sur re uo,J r a* r,ou,*,t n=uu

25
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Ainsi,

Les fonct
sibles des

Ainsi, Hl$t est un t'errl6 de f/i(l).
On note
norme
peuvent €
espace de

s de I'espace ff'l(fl) 
fgrment l,ensembre de toutes res rirnites po*.ites d'di6ments de D(Cl) au **;;l;;opotogie de f/1(0).

Sobolev et

J7-t(CI) le dual de l/sl(O) qui est un espace de Hilbert pour IaComme D(rt) **t 
1"r.,:rg*r //d[i; les forrcrion, a" ,l_rfrU

;lr*'ffi: 
i des disrributions. ;;;;". H_r(tt) est ators urr

3.8.1 pour tout CI ouvert de IRr, on pose

{CI) est I'adh6rence de D(CI) dans l/r((-)).

26
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3.4 In6galit6 et thdorbme de poincard

Nous donnons d, pr6sent une estimation trds utile, valable lorsque fl est bo1n6
'dans une direction. cet estimation est connue sous ra forme d,in6gar.it6 de
.Poincar:6.

I Henri Poincar6 (n6 le 29 avril 1gb4 e rancy - 1z juillet 1912 e paris) est

I un math6maticien, un phvsicien et un philosophe Franqais. Th6orici6ns de

I G6nie,-ses-apports en 
'raints domaines des mathdmatiques de la ph.ysique

J ont radicalement modifi6 ces deux sciences.

Pour tout f e Ht(Q), on pose

/ n ' 1tn

lf I n,stt,: ( I tt#t6,,,,)
\'r:t " *r /

Ceci perrmettra le r6sultat snivant, connu sous le nom d'in6galit6 de poincar€i 
:

--_*.qE--./'

Thdonbme 3.4.1 on suppose que f) est born6 dans une direction. Alors.
r].."*.lu.*: .:i-lTte C (cons!**:.d."_poincar6) ne d6pendant que de Ia
g6omdtrie de f,) telle que pour / e aj(A) on a telle que

llf llr'r"l S Clf lll,rol.

F!9,ry:g : sans resiriction de g6n6ralit6, on perrt supposer qle fl est lnrn6
dans la rlirection de trn, c'est A, dire

0 c,S : {r : (n,,rn) € lR.o-1 x lR : o < fin < b}.

p'rur des valeurs de a et b donnees. On se donne pour commencer une {bnctio:n
(p € D({',1), pour laquelle

f(*',**) : f{n',", . l: #r*,,y)dy 
: 

1"." #O,,y)dy

27
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ori (r', ,^) € 5' on en ddduit de |in6garit6 de cauchy-schwarz que

If @', *,)1, 
=ll"^ #r*,,odyl s (,, -, I_' l#o,, a)l' ay.

Par intdgration de cette indgalit6 sur la bande, on arrive d l,estimation sur lanorme L2 de f :

fbf
J, Ju__,lf(*,, 

q)l'd,cd,x* t io - dz 
I^' A__,|#,n,,r)!' or, or.

ceci nous conduit h, r'estiriation d6sir6e qui reste valable sur r/i(o) par conti-nuitd et par densit6. I
Dans la cas d'un ouvert born6

{-r c ff loo,u,1,
LSi<n

on obtien une estimation exacte de la const ante c en foncion de la g6om6trie
de fl, d savoir

llull?"r,t 
= *,!ffi(oi - b)llv ulll",s1y,

qui reste valable pour toute / e ffolqffl.

Preuve : Il est clair par eonstnre.tion q'e |on a |in6galit6

l"fln'rnl S I l"fllr,rol

28
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valabre pour tout u dans }/;(CI). En .tilisant l,in6galit6 de poincar6, on vrritque

ll/lla'rnr : llfll?,pt + If l?,u> < (c + i_)lf l\r,u,t.IIn Posant 0 :1/(C * 1) on obtient :

6llllll*'a"y < i,fla,tni S ll.fllrr,toi. I
Terminons par la d6flnition des espaces de soborev d,ordre sup6rieure.

pt!flg$lion 3.4.1 Soit & € Nf, 1 ( p ( *oo, '' tl6f it l,espace tle SobolevlYn'k(f,lt) par

on munirt lcs cspaccs dc sobolcv par unc structurc d,cspaccs norm6s dorrt lesnorrucs sorrt tldfirrics uar

llfllwo*,1n) :: 
/ " 1r/r'

{,*I- Jntn'r@)ro-) ,

ll.fllrr,,,*1n) :: p*::X ID"f (*)1,

Llp(*oc>

P: *m.

Lorsque p : z,les espaces de sobolev d,ordre k e N[, sont not6s f/e(n) ctd6linis par

29

1ryr/e(,dl): {f € Le(n): Dof existeer D*f € Lo(e), vfaf < k}

Ils deviennent des espaces de Hilbert pour le prod.uit scalaire
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Lr& rorfile associ6e est notee ll.lln*rni.

fi,ffi ltiTff"kffi ;|Til,Trr" 
d* .u,".t6riser tes espaces de soborev i

30



r
Chapirre .r 

J

Problbmes aux limites elliptiques

4.L Problbme abstrait

soit 7 un espace de H'bert muni du- produit scaraire (., )u dont Ia normeassocirS6 st ll.i[r. Fixons une forme bilindaire continue

a:V x V r-r lR (u,,u) _+ a(u,u).
La bilindarit6 signifie ra rin6arit6 de a en u et,,tandis que la continuit. suppose,I'existence d'une constante C > 0 telle que

consid6rons le probldme abstrait (ou variationnel) suivant ;

Etant donn6 F € V', trouver u € V solution de l,6quation :

(P)
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Pour l'erdstence d'une solution i ce problbme,
I'hypothise rle la coercivitd ou la V_ellipticit6 :

Dtifinitkm 4.1.1 On dit que la forme a estsur I/ si et seulement si iI existe e ) 0 tel

la forme a devrait v€r:ifiel

Y-ellip,tique ou coercice
que

Ntlus avons besoirr tle ia repr6sentatit-rrr tle Riesz qui s,6norrce comme suit :

llheior.Eme de repr6sentation de Riez :

f)6sign,ons par I/, I'espace dual de V . Soit .F € V,. Alors, il existeun et uin seul 6l6ment Tp e V tel que :

1 F,,a ): (Tp,,a)o Vu e V.

D'e plus, on a lfrFll : llFilrr,. Autrement dit, l,application ?, :V'' -+ V' ddfinie par .F _+ f; est un isomorphisme.

jf reuve : Fixons u € V et consid6rons l,appiication

.4, : V _+ R. tel que A,(u) : a(u,u).
Ceci cl6flnit une forme lin6aire continue sur V c_d,_d. que A,, e Vt cat

lA"(u)l : la(u,u)l ! cllullvllullv, vu e v

#ffi:',il* {tax-Milsram)' t: " *m
a l,esrimatio" rrir;rJlbmc 

(p) a unc solution uniquc u€i. O;0,*,;;

llult" < *llFll'.
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et en plus on a

IlAullv' < hr.llullv.
Pour un paramdtre € € lR+, introduisons :

e" : V _+ V tel que Or(u) : rtr _ eT(A* _ F)
oi I'applir:ation ? :v'-+ I, ita't rt6,finic rla's rc th6ori,mc clc repr.scntationde Riasz' Pour e 

.suffisament p*ut,-i'upplication ;;;;; une contraction. rrneffet' par ia d6finition de ou,l* uiiioe*it6 du o.oiurr-*"aiaire et gr6,ce ar:rxpropri6t6s de l,application ?, on obtient

llo,(u) - o.(u)ll : llu _ ,ll?r+rrllA,_ A,ll?,_Zeal(u_u,u_u).
D'aprds (*) 

"t 
la /_cllipticit6. on arrivc a l,cstimation

la,(u) * o.(r)llr < (1 _ 2ea * ez l,tzl1lu _ ut!?.
Ainsi, o, sera une contraction si L - 2ea + e2 w < 1 ce qui est 6quivalent il: 0 < e < Za/M'' 

,"th6orbme du point fixe assure'er<istence d,un certairrus € v tel que er(ao) : u0. Appliquons l,6garit6 (p) pour u : u donr:

llijlJ";,fl1?;ult"", 
par la *",.ioitc dc o otlo *u,,ioJu*6 dc F, l,ittc't*ri

(*)

D'oi

4.2

"!1"1fl 
{ a(u,u): F(u) < Ilnllv,Jlullv.

It"ll,- < !ilril,,.1tuilr. t

Problbmes de Dirichlet et de Neurnann endimension 1

Dans ce qui suit on'rutrera par des exempres qui montrent comment .crirecertains probldmes concrets sous forme variationnelle.
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e Exernplg 4'2'1 [Problbme de Dirichlet en dim t] consid6rons l,ouvert[-] '=j - 1,1[ de R. soit f € Lz(a), on veut montrer ],existence de la sohrtior,a rle l'6ryration diffdrentielle :

ffi"nnaire
i.,ff,:::i:"11::lr:r:n 

u repr6sente te d.placement de cette corde dans tadircctio* p*pcndiculairc i, **ll"-"i par rapport i la p*iti.n l""ffiilT::;la' dcnsit6 dc la forcc ct rcs conditions aux bords (1.aj ct (1.b) significnt quela corde est fix6e par ses extr6mit6s.

supposons que ra sorution de probl.me (r.a)-(r.b) existe et qu,elle est suft_isarnc.t r6gulidrc par oxcurp cr u € H2{tt). Alors, 
"r, 

,rrurtipriant (1.a) par unefoncl;ion test o € gl(O), orr obticlt :

- [' u"(*)u(r) d*: [' f @)u(n) d,r.J0 JO 
v \ / \--'t *"'

En int6grant par parties dans le premier membre de cette irdentit6, on obtient
f:t

- Jo "'@)u'(n) d,r+u/(0)u(0) -u,(l)u(L):: ['f @)u(r) d,x.
Jo

Comrne la condition (1.b) signifie que u € f4({-)) c_d_d que ulao : 0, o.nobtient

1r
- .lo "'@)z/(r) 

da+ u/(0)u(0) - u,(r)u(r) :: 
.lr'' 

f (r)u(r) d,r. (p)
Le bon choi:r: consiste i prendre :

(v:fliro)
t"""
7"fu,u) 

: 
.[o' u, (r)u, (r) dt

[r(u) : fi f @)r,(r) d,r.

(1.a)

bords

(1.b)

{.-
l-u',:f dans O

i 
et satisfaisant amx conditions aux

|.r(o):z(t)-0



E 
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Grace au lemme je rax-M'gram, Ie. probrlm* (p) a une solution unique'u e H](a). R,esre i yrifie,r r-.irrun*rreses. La r,,r*i.J*u ae a er Ia lin6ariir6
;f ;II':'ff; t i:ff TT r;* :**hi1':ff "'a" 

c.,,.,,u+;;;;,;

lr(u)l < ll/llo,n.llullo,n.
comme la norme -L2 est toujours prus petite que Ia norme H., onconclu Ia co*_tin*iti r{c 'F (on procddc ,r" **i1"" ,irrur.r*,,* n.,..,r rll'n".t" n virif.cr ra r:o.r_civit6 de ra forme o sur -f;r'l{f)i c--i o.."renJ cle rin6galitJ de poincar. puisqueali''u'u) == !ur?,n'comme r(o) c 4rn), (p) esr;ffi;. En cons6quence erau sens des distributions, u satisfait I'

u":-f dans D,(A).
Comme par hypothbse / e Lr{)) on en d6duit que :

rt,r.r'et ue t2(n1 .:> ue lt2(A).
L'(iquatio:n (1.a) est donc satisfaite au sens .[z(f,)). I

;ffi#i;?"r"tlliiJffi,f;"\;ffiin en dirn 1r p,rs,,'s {):rr},1[.

Soit / e= Lz(e), trouver u solution de

Lt"+r.r:/ dans0 (,t\[r)
u'(0):u'(I)*0 (Afr).

supposons qu'une r:Tlt-r: d* (AL)-(Arr) existe et qrr'ete appartient n f{z(f}).Alors en multipliant (Af1) p*'u* fonction test u e .I/1(a); on obtie,nt
Sr

J, t_u,,t*)u(r) + u(r)u(r)) a*: [' f @)u(r)dr.
JO
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En int6gr,ant par parties dans re premier membre de cette identit6, et en terrantcompte 4., (AIr), on obtient

f.L

,f , tu'{*)rr'(r) + u(r)u(r)) d,r : 
.lo' 

f @)u(x)dr, vu € ff,(a). (xr')
On a ains.i rnorrtrd alle si u e Hz(Q) est soiutit-rrr tie (Af1)_(Afr), alors il est

;:::f:i.de 
(^ru)' ce tle.rrie. o,obla'.," esr 6quiJ"i ,u pr.obldr'e (p) en

v ='Hl({t')' a(u,u): 
{'@'t4u'(n)+u(r)u(*))d,r et F(u): [' f (*)r(*)o*.J0 \ /-\*'/t ww vu 

JO
Gra':e au lemme de.Lax-M'gram: Ie probrbm* (ar") a une sorution unique u €Hr(la)' co.mme pr6c6demm*rrt, *orrt.ons que la solution u e Hl(e)de (Ni)apper,rtient d f/2(A) et satisfait (AII)-(J%). pr, 

"S"t,""o**" D(Cl) c Ht(r^t),(Ar3) implique u satisfait -,r," + i': y^dans D,(()j. ^r,tuir, par rrypotrrlsc,f et u e l',z(st) ators u,, : u _ f e r26t1. D;;, € f/z(o) ct satisf,ajt(Ar')' on r:evient^maintenant e (Ah) et en int6grant par parties, on obtienru'(7)u(t)-tl(0)u(0) : g vu e niin] 
|1,n **r o(4:retu(r):L_:c,on conclut que ur(1) :0 et u,(0) :0 c_d_d (Nr). i

4'3 Existence d'une sorution au probrbme dr:
Dirichlet en dimension supdrieure

on appelle p,robrbme de Dirichlet une 6quation de Laprace avec conditions auxlimites de type Dirichlet.

,Hj?"":vert 
de rR'et f :: de re probldme de Dirichlet s,6nonce de ra fasorr
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D6terrniner une fonction u dans un certain espace fonctionner z telre quer :

{ -1":.f dans f}

t,=o dansf.
ori / cst unc fonction donn6c daris un ccrtain cspacc fonctionncr /y'.

Dire que les 3 formurations sont dquivarentes est equivaut i dire que si a estsolution de I'une d,elles le saura po* Ies 2 autres.
une solution a, l'un des probrbmes est appel6e solution faible ou sorutionvariationnelle du problbme de Dirichlet {D).
Preuve;

t (2) ===v (1): si u est sorution de (FV) alors, puisque D(f,I) c J/01((-l),on alors pour tout g e D(A) :

fnvutd.va(fi d,u: p I# atffot a..

et A. Bratrmia
Fspaces Sobolev et Inject

t

l
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Ce qui donne

-Lu: f dans D,(fl).
t (1) ==+ (z) : En remontant res calcuis pr6c6dents, on obtient

f v"61.ve(r) d,n : f t@)*(r) dr e e D@).
or D(a) est dense daas f/j(Q), le r6sultat s,obtient dans //j(f)).

r (3) ==9 (2) : Soit u e 1Jo1({^l) qui minimise la fonctionnelre .,I et soito e I/ot((-l). Alors, pour tout , € IR, on a J(u) < J(u * tu); oH?
J(u+tu) : */nlV(u+ tu)(r)12 d,r_ {nfe){u(r)+u(x)) d,r

: J(u) +t fnVu.Va a, +{ {nlvalz ar
-t .[n f u d,r. - (E) (4.1)

Donc

t( [ vu.va d,- [ fu a*\.* [ lyulz d,r> o.\./n .lnt" / z.tn
On a deux cas

@ En divisant pat t )r0 et en faisant tendre f vers 0, on obtient

Jnv".v, d" _ | fu d,n > o.

@ En divisant pat f ( 0 et en faisant tendre t vers 0, on obtient
fy

JnVu.Vu*_ J,fud,r<0.
D'ori a vdrifie {FV).

' (2) :> (3) : Si.1.est sorution de (FV) arors avec (E), on obtient que,pour tout u e f/j(O) :

J(u+u):J(u).+ [lVul2dr (*)t Jn,
ce qui prouve que u r€alise Ie minimum de J sur f/;(f,)). O
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t lqiections

-kqua*e 4.8.1 si |un queiconque des problbme tous .quivalents admet u:nesolution, alors cette solution **t *iqu".

Preuve : Soit u1 et u2sont deux solutions alors d,aprbs (*) on a

J(ur) : J(uz) : J(ui * t IVfu, * u2)!2 dr;
ceci implique que V(u, - ur) :0 et donc ,r.r2: rr,ldans ff01(O). t

4'4 Existence drune solution au problbme deNeumann en dimension sup6"iuu*u
Etant donnd f e r'2p1. on veut trouver la solution u du problbme

( -O" + cu: f dans ,e
)
lau
[70* :0 sur f

Corurne pr6cedernrnerrt, on. voit qu,il faut prerrdre :

y : Ht(e), a(u,u): f I ou au r
E rn66 d* * 

Jnc(r)u(x)u(t) d'n'

et

F(u): If@1o1*70*.Ja
La v-ellipticit6 dc la formc a sur r11(f,,) rrdco,le rlc |cstimation

a(u,,u) > llull?,n + qllrllB,n ) min(1, q)llull?,n.

lffofj:*" 
de Lax-Milgrarn, il existe une solution unique u e f/l(r-r) du

a(u,u): F(u), Vu e f/l({^t).



"*,
Comme D(0) c //r(fl), cette solution v6rifie

_Au * eu: f dans D(O).

Mais, cette identit6 ne nous fournit aucune infbrmation _ 0u
u appartient i fr2(CI), d'aprds ra formule de Green. 

"r'J;1#' 
si la sotution

f0u
Jr"lo5;^lou do :0, Vu e Hr(A).

comme I'image d* ?o est dense dans .L2({-)), on concrut que ra sorution usatisfait Ia condition de Neumann sur l.

4.5 Exemple : Le problbme de Ia plaque en_
castr6e

::**#ouve't 
b.r'r6e i bt'd ripschitzie'. soit f e r21tt1, ,rr crrerche u

(Nu = 1 dans o
(Enc) {lau

[ 7oz : 7og; : O. dans 1'

I 
Ce problbme repr6sente l'6quation d,une plaque :

| 1r] 6tant le d6pracement perpendicuraire a. celle-ci au point r, f radensit6

I fil:r." 
et res conditions au bord signifiant que la plaque est encastree an

une formulation variationnelle de ce problbme est obtenue en choisissant :

v : H&@)
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a(u,u) : I farar- (1 - ,l {*fu , 02u02u n ffu 02u )1rnL \ r/ VAW*WM-tffiffijla*au,
F(o) : If@)r1,1 or,Jn-'

oi,u eJ0, lf est le crefficient de pcisson du rnat6riau constituant Ia praque. r)

4'6 Exempre : systbme de L,6rasticit6 lindarisrde
Nous appliquons l'approche variationneile a,la r6sorution {p svstdme {,6qrrationsde l'6lasticit6 iin6aris6' ces 6quations moddlisent Ies d6formations d.,un srclidr:sous I'hypothlse de petites d6formations et de petits d6pracements. on con_

ffH: 
*- dquations stationnaires de r'6lasticit6 c'est e ;;" ind6pendantes du

soit Q urr ouvert born6 de R'. soit une farce f(n),une fbnction de ,, da.nslR"' L'inconnu u (le d6placement) 
".t uuuri une fonction de e dans rR,. Lamcrd6lisation m6canique fait intenenir re te'seur a", aelorroations not6 e(u)"qui est unLe fonction d valeurs dans |ensemble des matrices sym6tricues

e(u) : 
* F"+ (vu)') : I (0u; du,\: I 

--+ 
" Iz \dri aq ) I<i,j<n

ainsi que re tenseur des co'traintes o (c,est une autre fonction a vareurs dansI'enscmble dcs matriccs svm6triq'as) q,i cst rcli6 a e(u) par Ia loi de Hooke

o : Zpe{u) + )rr(e(u))Id,

or) )t et p sont les cmfficients de Lam6 du mat6riau homogdne isotrope qui 
'c_

cupe f)' Pour des raisons rle thermodynamique les cmfficiJnts de Lam v6rifieat

p>A et Zp,+i/)>0.
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on ajoute d cette roi constitutive Ie bilan des forces dans Ie soride

-div a :,f dans f,)

or)' par d6finition. ra divergence de a est re vecteur de composantes

En utilisant le fait
1(a(n:

diva: (p w),...
que tr(e(u)) : div ,u) on en ddduit les 6quations pour

avec f6 et t'c6, pour 1 < ? < n, les composantes de / et , o.ffioniquede R'' En ajoutant une condition aux rimites a. orr*rrr"t, et en ut'isant desn'tatio's vect'rietes. Ie pro'llr'" ou" rir'ites co.sitl6r.6 est :

{._aiupu"(u) + )tr ("(u)) rd) : y dans e
[u:0 sur d,e.

on nrantre' et nous 
f'ajmet^tons) que ce problhrne admet une unique solutionfaible u e lfol((-l)tr, si ,f E 1r1g2;r--- 

' 
O

#, (' (#.W+ )(div eal) : yo
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'cttnpitre )- 

-l

J

Th6ordmes des Inclusions de soborev

Dans ce chapitre, nous corlectons une liste de propri6t6s de base des espace dr:
::J:*fft,:: 

oo""ur les preuves qui se trou-r"r,t a"*lo,,t livre consacr6 ir

Notre but est de donner une preuve de ia non-existence de la sorution auproblbme aux limites de Dirichle, tor*Ou" f,l : lR..

5'1 rnjections continues et compactes entre res
espaces de Banach

soit (E,ll'llg) et (4ll'rlr) deux espaces de Banach tels qu,' existe une ap_plication lindaire continue et injectiie de .o dans r 
","rt d dire que .E est unsous-espace vectoriej norm6 de f,.

On dit que cette inclusion est :

@ Continue : S'il existe une constan te C >0 tel que

ll"llr < Cllu!|", Vu e E.
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c)*mpacte : si de toute "suite born6e de .o ( pour la norme de J?) onpeut extraire une sous_suite qui converge dans F, pour ta norme 
f l.f fe,.

Irense : Si pour tout u € .F,il existe une suite (u,) durr* .O telle que]I\"": r, pour la norme de F.

5.2 lnclusions des espaces de Sobolev
Plus pr6cis6ment, on fera un rapper sur les injections d.e soborev dont Ie but;de montrer que lorsque l'exposanl rn est suffisamment grand, les fonctions de,H'(Q) ont dex propri6t6s de continuitd et de differentiablrre uu sens classirlue.

;lt(ffiT:;:i*,i#'l o"* f,) : lR', pour k entier d6nnissons le sous-es1:ace

llallsn6"y ': f sup lD*u(r)j.
lolilr'€R"

Le 
'6sultat 

suivant montre que po.o m > ft res 6r6ments de ff-(iR,) sont cresfonctions contirures tendant vers 0 h l,infini.

O

/6i\u')

1J[g ll"r(r)] : o vo € ]s", lal < fti.

cet espac:e est un espace de Banach pour la norme suivanre :

#trtrT5,1;?;l#JilryJ; so* rn e rR et * . *@
Ff-{R'") 

-+ 
tsft(R').
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Pour k : 0 c'est i dire pour rn > fi arors l,espace rt-(R') est form6 par lesfonctions continues sur rR' et tendint vers 0 i l,infini. po* ft f 0; on end6duit le r6.suitat srivant :

on 6tend les r6sultats de ce thdorbme au cas oi fl est un ouvert r6gulier.
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Ce qrii signifie :

f u e er(R)
(

[,,,tS*u(r) 
: s " hrgT* 

u'(r) : s.

L'6galit6 -rtr" : / a lieu dans .Lz(lR.), au sens des fonctions de .L2()R.) donc
presque partout. Pour tous a,b €. jR. ters que -co < a < b < +oo, on a
L'(lo,bl) c LL(la,b[). On pcut tloric icrirc :

fb u"@)ar : u'(a) - u'(b) : fo f @)d,r.Jo Jo - ,

En faisant tendre a -+ -oc et b -+ *oo, on obtient

l'** f (r)0" : 
- Ji$ I'u y1*70* : o..l-x 4,0-++m Jo -

Une condition n6c6ssaire et srffi.sante porr que le problbme 6e Dirichlet ad-
mette une solution est que

o,Ilt* l"u 
f tdo*:o'

Or, toutes les fonctions de .t2(lR) ne v6rifient pas cette conditions. Contradic-
tion. I
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