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|
Chapitre
Introduction

Une distribution sur un ouvert €2 est une fonctionnelle linéaire continue sur
I'espace des fonctions tests. Comme la plupart des grandes théories scien-
tifiques, la théorie des distributions est construite sur des bases provenant de
travaux effectués par de nombreux chercheurs.

En 1894, Heaviside introduit la fonction indicatrice de lintervalle [0,+o0].
Comme la dérivée H' ne peut étre une fonction usuelle, Dirac la réintroduit
en 1926 pour le besoin de la physique quantique et on I'a appelé couramment
fonction de Dirac, en la notant §. Le fait que § n’avait pas une définition
mathématique rigoureuse n’a pas empéché Heaviside et d’autres d’obtenir des
résultats corrects en manipulant la fonction § ainsi que ses dérivées.

En 1945, L. Schwartz retrouve, indépendamment, la théorie des distributions
et définit les distributions tempérées et leurs transformés de Fourier.

Une autre motivation pour introduction des distributions a été la nécéssité
de définir des solutions appelées faibles pour certaines équations aux dérivées
partielles. Un exemple célebre de telles solutions a été donné par Leray dans
sa construction de solutions ”turbulentes” des équations de Navier-Stokes qui
modélisent le mouvement d’un fluide visqueux.
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Le plan de ce mémoire est le suivant :

@  On doune un résumé succint sur la théorie de distribution et la notion de
dérivation faible..

@  Nous définissous les espaces de Sobolev d’ordre entier qui sout les espaces
“naturels” de fonctions permettant de résoudre les formulations variation-
nelles d’équations aux dérivées partielles. Nous faisons, ensuite, un lien
entre la théorie des distributions et les espaces de Sobolev.

3 Nous aborderons quelques exemples d’équations aux dérivées partielles
elliptiques et leurs formulations variationnelles.

@  On termine ce mémoire en rappelant les théorémes des injections de
Sobolev et certaines de leurs applications en analyse fonctionelle en par-
ticulier I'inéxistence de la solution du Probléme de Dirichlet dans R.




Chapitre

Les Distributions et leurs Propriétés

Nous présenterons, dans ce Chapitre, un rappel succint sur les espaces fon-
damentaux en analyse fonctionnelle ainsi que les propriétés essentielles des
distributions et celles des espaces de Sobolev qui seront d’une grande utilité
dans I'étude des problemes aux limites.

Soit £ un ouvert de R™ de point générique z = (z1, - ,z,). Sauf mention
du contraire, toutes les fonctions seront a valeurs dans R. On note par n le
vecteur unitaire sur la frontiére 0€), dirigé vers l'extérieur de 2.

2.1 Rappels sur les Espaces Fonctionnels

Un espace fonctionnel est un espace dont les points sont des fonctions. La
résolution d'un probléme d’analyse consiste souvent a choisir un espace fonc-
tionnel muni d’une norme adéquate. Depuis leurs création par Banach en
1922, les espaces normés jouent un role central en analyse fonctionnelle.
Les espaces de Banach sont des espaces normés complets. La complétude
permet de prouver la convergence d’'une suite ou d’une série sans connaitre

| sa limite. Les espaces de Hilbert généralisent les espaces cuclidiens de di-
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mension finie, ils sont des espaces de Banach dont la norme provient d’un
produit scalaire ce qui permet de définir les notions d’orthogonalité et de
bases hilbertiennes.

Pour z = (z1, -+ ,2,) E R* et y = (¥1, -+ ,yn) € R™, on utilise les notations
usuelles relative au cadre euclidien :

|z := (22 +--- +22)2, <z y>=Ty1+ -+ ToYn

Soit u = u(z) = u(zy, - - - , ) une fonction & valeurs réelles de classe €* définie
sur un ouvert 2 de R™. On introduit respectivement les opérateurs gradient
et laplacien par :

ou ou 8%y 0%u
e —_— e | — Rn A e ‘i Roas i R
Vu ( . ; 6%) e et Au s 4+ 4 322 IS

n

De la méme maniere, on définit le Laplacien d’une fonction vectorielle u =
(uy, - ,un)T & valeurs dans R™ de classe €% sur Q par

Au = (Vuy, -+, Vu,)T € R

et sa divergence

Ouq Ouy,
divu:==—+---+=—€R.
o0ry 0z,
On adopte également la notation multi-indicielle pour les dérivées partielles.
Pour cela, si @ = (a, -+ ,a,) € N" et si u est une fonction définie sur un

ouvert €2 de R™ & valeurs dans R; on note

Slalu n
Opu(z) =z (@), laf == ay.
=i

= =
6:171 " 9zom

Dans la suite:
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on appellera systématiquement par fonction réguliére toute fonction de
classe €%, ou |/ est choisi suffisament grand pour que les cacluls aient un
sens.

Rappelons enfin, quelques identités qui peuvent étre facilement obtenues 3
partir des définitions : Pour les fonctions régulieres f définie sur Q & valeurs
dans R et u définie sur O & valeurs dans R™ on a :

div(fu) = f divu+ < u, V£ >, div(Vf) = Af.

Pour tout 1 < p < 0o, on note L? (€2) Pespace des fonctions u mesurables telles
que

[u(z)|P zd < +o00.

Lorsque p = oo, 'espace L*>(Q) est formé par les fonctions u Lebesgue-
mesurables telles que

C’est un espace de Banach. Ces espaces sont séparable pour 1 < p < 0o et
réflexif pour 1 < p < o0o.

l|u]| Loo g2y == sup ess,equ(z) = inf{M > 0, |u(z)| < M p.p. dans Q} < .

Dans le cas particulier, p = 2, on dispose dun cadre hilbertien tres commode
d’utilisation. Ainsi, pour u et v données dans L*(Q), I'application

définit un produit scalaire sur L*(0), qui lui confére une structure d’espace de
Hilbert.
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2.2 L’espace des fonctions tests

L’espace D(Q2) désigne 'espace vectoriel des fonctions f de classe €, définies
et indéfiniment dérivables dans () et & support compact dans 2 c-a-d que pour
tout f € D(Q), il existe un compact K c ) tel que f est nulle en dehors de
K.

La topologie dans D(f) en définissant 1a notion de limite comme suit :

Une suite (p,) converge vers ¢ si et seulement si :

@ 1l existe un compact K C Q tel que le support de ©r, est inclus dans
K pour tout n.

@ Pour tout multi-indice o € N", 0%p, — 0%p uniformément sur K.
Autrement dit
sup [0%py(z) — 8%p| = 0

TEW

lorsque n — +o00.

L’ensemble D(Q) est loins d’étre vide. En effet, on vérifie facilement que la
fonction

1
exp | ——mm—— silzl <1
J:R"sR:z— p( 1—|$'2> =
0 si|z| > 1.

est dans D(2) et que son support est exactement la boule unité fermée B (0,1).
Gréce a cette fonction, on construit une infinité d’éléments de D(Q2). Pour cela,
considérons zg € €1 et € > 0 suffisamment petit, Il est clair que la fonction

m—)J(m—xO)
€

appartient a D(Q) et a comme support la boule fermée B (0,¢) de rayon «.

10
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2.3 Espaces de Distributions

L’espace des distributions D’(0) est l'espace des fonctionnelles linéaires et
continues pour la topologie de D(€2). L’espace des distributions est le dual
topologique de D(€2). On note par < .,. > le produit de dualité entre D’ Q)
et D(Q)

Des lors, T € D'(Q2) si et seulement si T: D(Q) - R: 9 = T(p) =< T, >
satisfaisant :

@ T est une application linéaire.

@ T est continue c’est & dire : si ¢, — 0 dans D(§2) alors T(p,) =<
T o, >—=0

Il est & remarquer que dans le cadre foncionnel classique, on a Uhabitude de
définir une fonction comme agissant sur des éléments z de R”, alors qu’ici,
une distribution est définie par son action sur les foncions test. Par exemple,
pour montrer que deux distributions sont identiques, il faut montrer que leurs
actions sont identiques pour toutes les foncions test de D(R™). &

<" Exemple 2.3.1 (Delta de Dirac). Soit a € € un point fixe. La delta
de Dirac en a est la distribution :

0o : DY) = R : ¢ — p(a).

La linéarité découle de la définition de la somme et la multiplication scalaire
dans D(€2). Pour la continuité : Si ¢, — 0 dans D(2). D’apres la definition
de la topologie dans D(2), on a sirement sup,cq |¢a(z)] = 0 ce qui implique
forcément |, (a)] — 0. Donc é(¢,) — 0. a

L’espace des fonctions localement intégrables sur ) est :

L= |J I'K).

K compact de

11
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On identifie 'espace L. (Q) & un sous-espace de D'(Q). Ceci identifie

les fonctions localement intégrables comme des distributions
dites régulieres. Toutes les distributions qui ne s’écrivent pas
de cette maniére sont dites singuliéres.

grace au résultat suivant :

Proposition 2.3.1 L’application : f € LL () — 177D’ (2) définic par

Ve e D@,  i(f)=Ti(p) = fn f@)o(z) da,

est une injection continue.

Preuve : La linéarité découle de la linéarité de lintégrale. Pour la continuité,
considérons (¢,)eD’(Q) une suite qui converge vers 0. Posons K le compact
contenant les supports de (¢y,),, alors

/é F()¢n(z) dz

f F(@)en(z) da
K

< [ @@l
< maxlen@)| [ |£(@)lds.

Ce qui implique que Ty(0n) = [, f(z)pn(2)dz — 0 puisque MaXyex
0 et que [, |f(z)|dz est fini. [ |

on(z)| =

Proposition 2.3.2 La delta de Dirac 8 est une distribuion singuliére.

12
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Preuve : Supposons qu'il existe f € L _(R) telle que 6, = Ty dans D'(Q).

On aura alors
| 1@0(@) &z = 50), v e D).

Fixons ¢ € D(]0, +00[)ND(] — o0, 0[), on en déduit que f = 0 presque partout.
Autrement dit f est la fonction nulle. Donc

9(0) =0, Vp € D(R).
Ce qui est impossible. ]

En identifiant L*(Q2) avec son dual, on a les inclusions :

l DY) C LU c D). I

Preuve : En fait, pour tout ¢ € D(0) et K compact de ) tel que supp ¢ C K,

o e

/ lo|? dz = / lp|? dr < max |g|? mes K.
Ja JK K
D'olt ¢ € L2(0). &

En fait, on n’a plus que l'inclusion. On montre que :

Proposition 2.3.4 L'espace des fonctions tests D(f2) est un sous-espace

dense de L?(Q).

2.4 Dérivées et convergence de distributions

Passons maintenant & la notion de Dérivation des distributions :

13
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Soit T € D'(2) et considérons un multi-indice o € N7 la dérivée DT est
définie par

<DTp>= (- < T, D7 >, yeDO)

le résultat suivant montre que les dérivées d'une distributions sont des distri-
bution ¢’est & dire que Pespace des distributions est stable par dérivation.

Preuve : Ceci découle de la linéairité de la dérivation et de celle de T. Soit
(¢n) une suite de distributions qui tend vers 0 et B un multi-indice. Alors
supp D%py, C suppy, C K, ce qui fournit la premiere propriété pour D%p,,.
D’autre part, on a

sup | D’ D*p,(z)| = sup | D, ()]
zEQN zEN

Ceci tend vers 0 puisque ¢, — 0. [ |
< Exemple 2.4.1 [Dérivations]
@  Soient 2 =]0,1[et f € €'([0,1]). Comme f ainsi que ses dérivées [’ sont

continues (donc f et f’ € L} ) on peut leurs associées des distributions
notées Ty et Tp. On va montrer que

! DTJL - Tf/ '

En cffct, pour p;nD(0), on a par unc intégration par partics :

<DTj,o> = —<Ts¢ >

14
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1
- / f(@)¢/(@)dz
_ /O F'(@)p(@)dz — f(1)e(1) + £(0)0(0).

Comme ¢(0) = ¢(1) = 0, on obtient < DTy, >=<Tp, p > pour tout
¢ € D(8). D'on I'égalité, m.

Prenons Q = R et considérons la fonction d’Heaviside H définie par :

1 siz>0

HRSR:z—
0 siz<O.

On a bien H € L}, (R), de ce fait on lui associe s distribution Ty. Pour

loc

tout ¢ € D(€2) Calculons DTy :
+o0
< DIy, p>=— < Ty, ¢ >= —/ ¢'(z)dz = p(0) =< do, 0 > .
0

Ceci établit DTy = 6. Remarquons que la dérivée H' de H au sens de
fonctions est nulle sauf en 0, dans ce cas on a DT #* Th.

@ SiQ=Retf (z) = |z|. Un calcul identique & celui établit précédement

montre que DTy = Top_y, done DTy = 24,

Nous terminons cet apercu par la formule des sauts. On se donne une distri-
bution T associée & une fonction liocalement intégrable continue par morceaux

et on cherche a calculer sa dérivée au sens des distributions dans R.

Proposition 2.4.1 Soit f une fonction localement intégrable sur R de
dérivée usuelle f’ localement intégrable sur R telle que f est continue
partout sauf en un point z; ot elle présente un saut b — fzd) — flzy).
Alors on a

1 ‘]’c &= Tfl + hdxo.

15
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Définissons enfin la notion de convergence de distributions.

Soit (T7)nen une suite d’éléments de D’(Q2). On dit que T}, converge vers 0
dans D’(€2), on note T,, — 0, si et seulement si

Il est clair que si T, — 0 dans D'(£2) alors D*T,, — 0 dans D’(Q) pour tout
a € N",
< Exemple 2.4.2 Si une suite (fy,), d’éléments de L%(Q) est telle que f, —

f dans L*(Q), alors T}, — T} dans D'(Q)). En effet, ceci résulte de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz :

< T~ = | [ (o) - £@)eta) ds| < 1~ s,

16
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Chapitre

Espaces de Sobolev et Inégalité de
Poincarré

3.1 Dérivations faibles (au sens des distribu-
tions)

Les dérivées faibles seront introduites en utilisant la dérivation par partie
comme définition.

Lemme 3.1.1 Soit O un ouvert de R”, 1 <7 <n. Pour tout ¢ € C}(£2) on a

op , JE
/axzdx (3.1)

Preuve : En posant ¢p(z) = 0 pour tout z € R" \ Q. ou peut prendre
¢ € D(R™). Supposons alors que suppy C [~M, M]" pour un certain M € R.
Sans perdre de généralité, on peut supposer que ¢ = n. Il s’en suit que, pour

(:CI? T2, xn—l) € R‘n—’l, I'on a

0
/dw (z1,* , Tn—1)dZn = @(T1, T2, - , -1, M) — p(x1, T2, - ) Tn—1, —M).
R

17
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Et alors / e dr = 0. B
w O,

D’apres (3.1) on déduit que pour f € C1(Q), p € CL(Q) (donc fp € CL(N)),
on a

/ 52 @@ =~ [ f@) 22 ()p(a)aa (3:2)
Par itération, on obtient pour f € €%(Q), ¢ € @2 (Q), on a
02 0
| @enia=~ [ Lo au- [ 107 @n 5

En prenant la somme pour 1 < i < n dans (3.3), on trouve

/ Af(z)p(z)dz /gladf(i) grady(z /f(x )Ap(z (3.4)
Q

Dans I'intégrale du milieu le point désigne la produit scalaire dans R™.

Nous allons utilisé les formules précédentes comme motivation pour intro-
duire le concept de différentiation de certaines fonctions qui ne le sont pas
nécéssairement dans le sens classique.

falble de ¥ dans la direction xz, g = (xl, . ,a:n) € R", si

o= [

cst vérifiée pour toute fonction test ¢ € D (9).

On note v = D;f. Dans lc cas ot f admet des dérivées faibles D;f pour
t=1,---,n, onécrit Df = (D;f,---, D,f).

18



W. Bouguerne et A. Brahmia Espaces Sobolev et Injections

Il ressort de (3.2) et (3.5) que chaque f € C1(Q) admet des dérivées faibles dans
toute direction a savoir, D;f = df /0x;. Cependant, il existe des fonctions qui
admettent des dérivées faibles mais qui n’appartiennent pas & 'espace gL,
D’autre part, il existe des fonctions dans l'espace L} () qui n’ont pas de
dérivées faibles.

= Exemple 3.1.1 Soient Q2 =]—1,1[C Ret f(z) = |z|. Elle admet la dérivée
faible

1 si0<z<1

=1 s§l=1<Lag<(,

Df(z) = {

car pour tout ¢ € D (] —1,1[), on a

/_i(*‘ﬂ(x))da: + /01 o(z)dx = — /_l ¢ (2).|z|dz.

1

< Exemple 3.1.2 La fonction

f(m)={1 sio<z<l1

0 si—-1<z<0,

n’admet aucune dérivée faible, si c’est la cas D f(z) devrait étre 0 pour z # 0,
et puisqu’elle est Ly, alors Df = 0. Mais pour ¢ € D(] —1,1]) on a

0= [1 o(x).0dz = —/—11 ¢ (z).f(z)dz = —/(;1 ¢ (z)dz = (0). L]

1

<" Exemple 3.1.3 Soit  =]0, 2[C R. Soit
rz si0<z<1
u(r) =
l sli€eL?
et

wlz) =

1 si0<ax<1
0 sil<zxz<?2

19
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Montrons que v/ = v au sens faible. Pour cela, choisissons ¢ € D(2). On
devrait montrer que

/02 u(z)y (z)dz = — /Ozfu(x)cp(x)d:c.

Un calcul simple, nous donne

/02 w(z)' (z)dz = /01 zv:p'(:v)d:c - /12 ¢'(z)dz 2
= - [ o@io+p) o) = - [ v,
0 0

comme convenu. E
< Exemple 3.1.4 Soit  =]0,2[C R. Soit

z si0<ax<1
u(z) =
2 sil<z<?2.

Montrons que ' n’existe pas au sens faible. Pour cela, supposons qu’il existe
v tel que o' = v. Alors pour tout ¢ € D(1), on a

- A 2vsod:c: /0 2u(w)s0’(w)dm = /0 1 ¢/ (z)dz + 2 /1 zw'(m)df”
= [ @iz o).

JO

Choisissons une suite {¢m,}3_; de fonctions tests vérifiant
0< pm <1, om(1)=1, @n(®)—0 pourtout z# 1

et remplagons ¢ par @y, et en faisant tendre m vers l'infini, on obtient

2 1
1— lim @n,(1) — lim [/ vcpm(w)dw—/
m—>0o0 m—r00 0 0

Contradiction. B

cpm(fv)dm} =0.

20
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Les dérivées faibles d’ordre supérieures sont définies d'une maniére analogue.
Soit f € Lj,(Q), = (ou,« ,am), % 20 (i=1,---,n), || = Yo >0,

et
ol

6alwl i et 8anxn
Une fonction v € L}, () est dite la dérivée a-faible de f , ce qui s'écrit
v=1*f g

D%p = pour ¢ € €l*l(Q).

/ v(z)p(z)dr = (-1)I* | fz)D%p(z)dz, Vo € Cl(Q).
Ja Ja

3.2 Espaces de Sobolev d’ordre 1

Soit € un ouvert de R™.

Nous définissons maintenant une catégorie d’espaces fonctionnels trés utiles
pour I'étude de problemes variationnels.

Toute fonction f € L?()) s’identifie & une distribution sur €2, notée f. En
effet : Pour tout compact K de €. L’inégalité de Cauchy-Schwartz montre

que
[ r@ia < ([Lae)" ([ 15@Pas) " = Vil < e

D’ott Von déduit que f est intégrable sur tout compact de €2, done f € L1 _(€)).

loc

0 o ey
En général, 9f ¢ L?(Q), il sera donc légitime de considérer le sous-ensemble
z.

de fonctions de L?(£)) dont le gradient est une distribution sur €) :

of

2

Iﬁgn:{feL%m,

eﬁum1gi§n}
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L'espace H'() est le sous-espace de L?(Q) formé des fonction u dont le gra-
dient s’identifie & une fonction de (L%(Q2))".

On munit H'(Q) du produit scalaire :

)L’Z{Q) .

(f, Q)HI(Q} == /
JQ

La norme correspondante sera notée

1/2

1fllz@ = vV D = (I1fllf2@ + HVfH{fmm)“)

La preuve du théoréme suivant peut-étre considérée comme un exercice :

H' () admet une structure d’espace de Hilbert.

< Exemple 3.2.1 Posons Q =] — 1, 1] ct considérons la fonction f(z) = |z|.
D’apres les cxemples préeédents, on a DTy = Thi—;. La fonction 2H — 1 n’est
pas continue sur [—1,1] mais elle appartient bien & L?(] — 1,1[) car elle est
continue sauf sur un ensemble de mesure nulle et on vérifie :

1 1
/ |2H (z) — 1|°dz = / lde =2
= ~1

Donc f € H'Y(] — 1,1]). Par contre f ¢ H?(] — 1,1]) car D*Ty = 24 ¢
r2]-1,1). .

Un résultat général permet de voir que D((2) est dense dans L*(92). Il est alors
intéréssant de se demander si D(Q) est dense dans H'(2).

Dans le cas ou1 {) = R™ on a le résultat suivant
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Lhéoréme 3.2.2 L'espace D(R™) est dense dans H'(R") :

DR") = H'(R")

Pour la preuve de ce théoréme, on utilise une technique tres générale en analyse
fonctionnelle qui se décompose en deux étapes & savoir : la troncature et la
régularisation.

Remarque Ce résultat est extrémement utile en pratique. Par exemple, pour
montrer qu'une inégalité est vrai sur H'(R™): il suffira de la montrer dans
D(R™) ce qui est plus commode puis conclure par densité.

On g'intéresse, & présent, au cas o £ Z R™. On commence par
M bl

Q=RY:={z €R":2, >0} alors N =T = {z €R": &, = 0}.

La surface T est la froniére de 2 qui s’identifie topologiquement & R,

Considérons l'espace D({2) qui est I'ensemble des fonctions de classe € 3
support compact dans €0, donc eventuellement non nulles sur la frontidre T —

oS

On a le résultat suivant qui se démontre par troncature et régularisation (voir
références) :

Théoréme 3.2.3 L'espace D(£)) est dense dans H!(Q).

Il s’agit maintenant de définir précisément ce que 'on entend par valeur d’une
fonction de H'(£2) sur la frontiere T’ = 9§ de l'ouvert Q) = R :={z e R":
B 2 Ok
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Lemme 3.2.4 Poyr toute fonction ¢ dang DR?), on a

#

e, 0)]] pan- 1 < |le]]

Hl(Rn).

Preuve : Comme v € DR +), Soit R un réel positif tel que Suppy C {z =
(z',z,) e R* : ¢ < Zn < R} Alors pour tout 2’ € R™ ! et en verty de
I'inégalité 24b < a? + b? valable pour tous réels a et b on g :

AT = e O~ o B == [ 0,

2
) dz,,.

dp
E(x ’ xn)

. ol
= -2 /a n) 5 f n n
/0 oz w)axnso(w,w)dx

R
< /o (l(p(x’,xn)fzdxn—#-

Ceci montre par intégration sur Rn-1 que

/RM1 (e, z,)|2de’ < /Rﬂ_l /ORI (<p($/, )¢

S
< H@f@ﬂ(}xg)- i

Oy
E(ﬂf'a Tn)

2
) dz'dx,

l%z(m)

Définition 3.2.2 On définit 'opérateur de trace Yo de D(ﬁi) a valeur dans

D(R™1') définie par
} Yo(f) = f(.,0) '

En d’autres termes, la trace d’une fonction f définie sur R” + est la restriction de
cette fonction au bord I de R%. Le théoréme de densité et le lemme précédent
(qui assure la continuité de cet opérateur sur D(R, +)) permettent de montrer
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Cette notion de trace a encore un sens dans le cas o7 ) est un ouvert borné

suffisamment régulier de R™, Précisons ce qu’on entend par régularité de () -

Définition 3.2.3 Uy ouvert () de R™ est dit de classe €' si sa frontiere T est

une variété de dimension n, — 1 de classe €! ayec 2 sc trouvant localement d’'un
seul coté de T,

Théoréme 3.2.6 Soit Q un ouvert borné de classe €1

de R” de frontisre
L. Alors D(0) est dense dans H 1) et Popérateur de trace Y U= ul-se

prolonge par densité et par continuité en une application linéaire continue

de H'(Q) dans 2 (T), appelée encore trace ot notée . 1l existe alors une
constante C' > 0 telle que pour tout y € ! (2), on 3

roullz2y < Cllul| g (.

En général, Pespace des fonctions tests D(Q) n’est pas dense dans Iespace

HY(Q). Ceci nous ramene A considérer l'espace fermeture de D() dans H! ()
et etudié ses propriétés.

3.3 Espace H;(0)

Dans les problémes variationnels, ils convient de considérer deg espaces qui
traduisant le fait que les fonctions s’annulent sur le bord T de l'ouvert Q2 au
sens de g définie précédemment.
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Définition 3.3.1 Pour tout ouvert de

R™, on pose

H5(@):=D®) dans HY(q),
Alnsi, H}(Q) est 'adhérence de D(Q) dans H? ().

Les fonctions de I'espace [} (€2) forment Pensemble de toutes les limites pog-
sibles des suites d’éléments de D(Q) au sens de Ia topologie de H L.

Théoréeme 3.3.1 On su

bpose que 2 est borng, de frontiére 60 de classe
€', Alors, il existe un opérateur linéaire continy

Yo : H'(2) - L?(69),

appelé opérateur trace, tel que

Hi(Q) = Ker v, = {v € HY(0), vou = 0}

‘application You est appelée la trace de ¢ sur 9f).

-
Ainsi, H}(62) est un fermé de H().

On note par If () le dual de H§() qui est un espace de Hilbert pour Ia
norme duale. Comme D (g ) est dense dans Hy(9), les fonctions de [ e (?)
beuvent étre identifides 3 deg distributions. L’espace H ~H€Y) est alors un
espace de distributions,
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3.4 Inégalité et théoréme de Poincaré

Nous donnons & présent une estimation trés utile, valable lorsque ) est borné
dans une direction. cet estimation est conmue sous la forme d’inégalité de
Poincaré.

Henri Poincaré (né le 29 avril 1854 3 \ ancy - 17 juillet 1912 & Paris) est
un mathématicien, un physicien et un philosophe Francais. Théoriciens de
Génie, ses apports en maints domaines des mathématiques de la physique
ont radicalement modifié ces deux sciences.

Pour tout f € H'(Q), on pose

" 1/2
0
|fle) = (ZH'—@;(.”%Q(Q)) :
= T

Ceci permettra le résultat suivant, connu sous le nom d’inégalité de Poincaré :

Théoréme 3.4.1 On suppose que § est borné dans yme direction. Alors,

1l existe une constante C' (constante de Poincaré) ne dépendant que de la
géométrie de Q) telle que pour f H; () on a telle que

l Fllz20) < Clflae)- I

Preuve : Sans restriction de genéralité, on peut supposer que (2 est borné

dans la direction de z,,, c’est & dire

QcS={z=("2,) eR""'xR:a <z, <b}.

pour des valeurs de a et b données. On se donne pour commencer une fonction
¢ € D(S1), pour laquelle

Tn T 8
f(a:’,:cn):f(x',a)—!—/ %(m’,y)dyz/ %(x',y)dy

27



W. Bouguerne et A. Brahmia Espaces Sobolev et Injections

ou (2, z,) € S. On en déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

[ 2w <@ /a'b

Par intégration de cette inégalité sur la bande, on arrive 3 I'estimation sur la
norme L2 de f :

[ [ @i, < 5~ )//R

Ceci nous conduit 4 Pestitiation désirée qui reste valable sur H(} () par conti-
nuité et par densité. |

2 2

[/ (&', z)|* < dy.

5}:(90', )

2

dz'dy.

of ,,
&;(w ) y)

Dans la cas d'un ouvert borné

Bc H ]az-,bj[,

1<j<n

on obtien une estimation exacte de la constante C' en foncion de la géométrie
de Q, & savoir

1
llellZ2g) < 5= max (a; — oIVl [F2 gy

2n 1<j<n

qui reste valable pour toute f € HZ(1)).

Théoréme 3.4.2 (Théoréme de Banach). Si 0 est un ouvert de R

borné dans une direction, alors la semi-norme |.| g1(qy induit sur H () une
norme équivalente a la norme usuelle.

Preuve : Il est clair par construction que on a l'inégalité

[flee) < 11Fllm ey
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valable pour tout u dans H}(Q). En utilisant I'inégalité de Poincaré, on voit
que

[y = ”f”%?(n) * !f‘%’z(w) <(C+ l)ff]%ﬂ(n)-
En posant 8= 1/(C + 1) on obtient :

:BHf”Hl(Q) < flag < 12 ) [ |

Terminons par la définition des espaces de Sobolev d’ordre supérieure,

Wek (E;’) par

mem) ={f € L7(Q) : Df existe et D=f € Lr(1), V]a| < k} ]
AR i e

On munit les espaces de Soboley par unc structure d’espaces normés dont les
normes sout définies par

I llwera) = (Z

lx|<k

1/p
/ fD“f(fE)!pdm) » 1<p<+4oo
(9]

fllweeei) := 3 sup [D2f(x)), p = 4.

la<k ®€

Lorsque p = 2, les espaces de sobolev d’ordre k € N, sont notés H*(Q) ot
définis par

HYQ) = {f € I*(), 6f € IX(0), 0 < |a| < m}.

Ils deviennent des espaces de Hilbert pour le produit scalaire

9 H@) G o= T [ s,

la<m
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La norme associée est notée ||| HE(Q)-

Dans le cas oy ) =Rn

. il est p
1

ossible de caractériser les eg
"aide de 1a transformée de Fou

paces de Soholey §
rier.
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Chapitre 4

Problemes aux limites elliptiques

4.1 Probléme abstrait

Soit V' un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-,.)v dont la norme
associéé est ||.||y. Fixons une forme bilinéaire continue

a:VxVi=R (u,v) = a(u,v).

La bilinéarité signifie la linéarité de ¢ en 4 et v, tandis que la continuité Suppose
Pexistence d’une constante C > 0 telle que

la(w, ) < Cllullv-fjolly,  Vuvev.

Considérons le probléme abstrait (ou variationnel) suivant :

Etant donné F ¢ v/ s trouver u € V solution de Péquation

a(u,v) = F(v), YVoeV (P)
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Pour Dexistence d’une solution 3 ce probleme, la forme ¢ devrait vérifier
I'hypothese de 1a coercivité ou la V-ellipticité :

Définition 4.1.1 On dit que la forme a est V-elliptique ou coercice

e e e e

sur V' si et seulement sj il existe a > 0 tel que

la(w, w)| > alull?,  vuew

Nous avons besoin de 14 représentation de Riesy qui s’énonce comme suit -

Théoréme de représentation de Riez :

Désignons par v’ Pespace dual de V., Soit F ¢ v, Alors, il existe
un et un seul élément Tr €V tel que :

< F,v >= (Tr,v), Yv € V.

De plus, on a el = ||F|y. Autrement dit, Papplication T :
V' — V définie par F' — Ty est un isomorphisme.

Théoréme 4.1.1 (Lax-Milgram). Si Ia forme bilinéaire ¢ est V-

clliptique, alors la probléme () a une solution unique u € V. De plus, on
a Pestimation suivante

lully < L)|F||y.

Preuve : Fixons u € V et cousidérons 'application
A,V 3R tel que Au(v) = a(u, v).
Ceci définit une forme linéaire continue sur c-a-d. que 4, € V' car

[Au(0)] = la(u, v)| < Cllully-llofly, Vo eV
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et en plus on a
1 Aullv: < M.[Ju]|y. (%)

Pour un parametre € € R*, introduisons :
PV SV el que O (u) =q — eT(Ay - F)

ot Papplication 7' : 17 — V étant définic dans Jo théoreme de représentation
de Riesz. Pour ¢ suffisament petit, 'application ®. est une contraction. En
effet, par la définition de ®., la bilinéarité dy produit scalaire et grace aux
propriétés de Papplication T, on obtient

12<(u) = @ (0)]] = [Ju - v}, + Nl Au = Aullf ~ 2ea](u — v, — v).
D’aprés (*) ot 1a V-cllipticité. on arrive 3 I'estimation
[®e (u) — &, (v)| ]2 < (1—2ea+ EM?)||u — 3.

Ainsi, ®. sera une contraction s I -2ca+e2M? < 1 ¢e qui est équivalent 3
P 0<e<2a/M2 Le théoréme du point fixe assure l'existence d’un certain
up € V tel que De(up) = w,. Appliquons I'égalité (P) pour u = ¢ done
a(u,u) = F(u). Ainsi, par la cocrcivité de g ¢t la continité de F, Pidentité
ci-dessus implique

ollully < a(u,u) = F(u) < IE vl

Dol ]
il < P dllly. @

4.2  Problémes de Dirichlet et de Neumann en
dimension ]

certains problémes concrets sous forme variationnelle.
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< Exemple 4.2.1 [Probléme de Dirichlet en dim 1] Considérons I'ouvert
=] —1,1[ de R. Soit f € L*(2), on veut, montrer Pexistence de la solution
u de 'équation différentielle -

—u” = f dans Q (1.a)
et satisfaisant aux conditions aux bords
u(0) = u(l) =0 (1.b)

On peut interpréter cette équation comme représentant ’état stationnaire
d’une corde. La solution 1 représente le déplacement de cette corde dans la
dircction perpendiculaire celle-ci par rapport 3 la position de repos, f est
la densité de la force ct los conditions aux bords ( L.a) ct (1.b) signifient que
la corde est fixée par ses extrémités.

Supposons que la solution de probléme ( 1.a)-(1.b) existe et qu’elle est suff-
isament régulicre par exempel w € H2(5)). Alors, en multipliant (1.a) par une
fonction test v € H(12), on obtient -

_/01 u"(z)v(z) dz = /Ol f(z)v(z) dz.

En intégrant par parties dans le premier membre de cette identité, on obtient

~/-L u'(2)v'(z) dz + w'(0)v(0) — u/(1)v(1) :=/ f(@)v(z) dz.
0 0

Comme la condition (1.b) signifie que v e Hi () c-a-d que vlagn = 0, on

obtient
a

- /‘1 v (2)v'(2) dz + o' (0)v(0) — (o) == [ f)v(z) de. (P)

Jo
Le bon choix consiste & prendre :

V = H}(0)
a(u,v) = ‘](')I u'(z)v'(z) dx

F(v) = [ fz)v(z) de.
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Grice au lemme de Lax-Milgram, le probléme (P) a une solution unique
u € Hy(Q). Reste 3 vérifier les hypotheses, La bilinéarité de g et Ia linéarité
de F découle de 1a linéarité de lintégrale. Par I'inégalité de Cauchy—Schwart;z,
on vérifie que la forme a et F sont continues, en effet -

IF@) < I flloa-llv]log.

Comme la norme [,2 est toujours plus petite que la norme f7 1, on concly Ig, con-

tinuité de £ (On procede de manitre analogue pour a). Reste A vérifer Ia coer-

civité de la forme a sur H}(Q). Ceci provient de I'inégalité de Poincaré puisque

a(u,u) = [ulf g. Comme D(Q) c H} (), (P) est vérifiée, En conséquence et
au sens des distributions, u satisfait :

u'=—f  dang D).
Comme par hypothese f L*(Q) on en déduit que :
LY et ue LP(Q) = o € H?(1).

L'équation (1.a) est donc satisfaite au sens £2(0)). 2

<" Exemple 4.2.2 [Probléme de Neumann en dim 1] Posons §) =10, 1].
On considére cette-fois-ci le probléme suivant -

Soit f & L?(Q), trouver v solution de

W' +u=f dans( (V1)
W(0)=v'(1)=0 (INV3).

Supposons qu’une solution de (IN1)-(IV2) existe et qu'elle appartient & 7 ().
Alors en multipliant (V1) par une fonction test € H'(Q); on obtient

/01(_u//($)z)(x) +u(z)v(z)) dr :/0 F(z)v(z)dz.
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En intégrant par parties dans le premier membre de cette identité, et en tenant
compte de (N3), on obtient

/0 (v (z)v' () +u(z)u(z)) de = ./o. f@)v(z)dz, W e H'(Q). (N3)

On a aiusi montré que si y € H 2(£2) est solution de (N1)-(IN,), alors il est
solution de (N3). Ce dernier probléme est équivalent an probleme (P) en
prenant :

V=HQ), afu,v)= /0 (@) (2} u(e)o(z)) do et F(v) = /0 f(@)v(z)dz.

Gréace au lemme de Lax-Milgram, le probleme (IN3) a une solution unique u €
H'(Q). Comme précédemment, montrons que la solution u € H! (©2) de (IV3)
appartient & H?(Q) et satisfait (IN1)-(IV3). En effet, comme D(0Q) ¢ H Y(w),
(NN3) implique u satisfait —u" +u = f dans D’ (£2). Mais, par hypothese,
fetue L) alors v = 4 — f € L*(Q). Donc u e H2(Q) ct satisfait
(IN2). On revient maintenant 3 (INs) et en intégrant par parties, on obtient
Y(u(1) = (0)w(0) =0 wye H'(Q). En prenant v(z) =zetv(z) =1,
on conclut que u/(1) = 0 et u/(0) = 0 c-a-d (V). 4

4.3 Existence d’une solution au probleme de
Dirichlet en dimension supérieure

On appelle probleme de Dirichlet une équation de Laplace avec conditions aux
limites de type Dirichlet.

Pour 2 ouvert de R” et T := 90 le probléme de Dirichlet s'énonce de la fagon
suivante :
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| Déterminer une fonction 4 dans un certain espace fonctionne] 1/ telle que :

—Au = f dans
u=29_ dans T,

ot f cst une fonction donnée dans un certain espace fonctionnel 7.

Proposition 4.3.1 Soit f € L*(92), alors on a équivalence - ‘{
©  Trouver y e Hj telle que —Ay = [ dans D'().

@ [Formulation Variationnelle (FV)] Trouver 4 € Hj telle que :

/ Va(z).Vo(z) do / f@)(@) dz o € Hi(Q).
Q Q

@ [Pri incipe de Dirichlet] Trouver v Hj qui minimise dans H s
fonctionnelle :

J(v) :=’% [) Ve(a) do — /Q F@Yo(z) do

L

Dire que les 3 formulations sont équivalentes est equivaut & dire que si v est
solution de I'une d’elles Je Saura pour les 2 autres.

Une solution & I'un des problemes est appelée solution faible oy solution
variationnelle du probléeme de Dirichlet (D).

Preuve :

¢ (2) = (1): Si u est solution de (FV) alors, puisque D(Q) c Hi (),
on alors pour tout ¢ € D(Q) -

/ Vu(z).Vu(z) dz = Z / e (z) (:c) dzr.
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Ce qui donne

—Au=f  dang D'().

* (1) = (2): En remontant les calculs précédents, on obtient

/QVU(:L‘).VQD(.Z‘) dyp = /Q f@p()dz oe D).

est dense dans H}((2), le résultat s'obtient dans H}(()).
®* (3) = (2): Soit u e B
v € Hj(9). Alors, pour tout

Or D()

2) qui minimise la fonctionnelle J et sojt
teR, ona J(u) < J(u + tv); oR?

Ju+tt) =1[ |Vt tv)(z)[? dz — [, f(:;)(u(x) +v(z)) dz
=J(u) +t [, Vu.Vv dg + %fﬂ [Vv|? dz
—t [, fv dz. (E) (4.1)

: ; 2
t(/ Vu.Vvd:c—/fvdx)—f—%/IVUIEd:czO.

On a deux cas

Donc

@  En divisant pat t > 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

/ Vu.Vu dx —
Q

@ En divisant pat ¢ < 0 et en faisant

/ Vu.Vov dx —
Q

fvdz>0.

S~

=g

endre ¢ vers 0, on obtient

S~

fvdz <o.
D’ott u vérifie (FV).

* (2) = (3) : Si u est solution de (FV)

alors avec (E), on obtient que,
pour tout v € H}(Q) :

Tt )= 7w+ [ [Vof e )

e qui prouve que u réalise le minimum de J sur H}(9). L 2
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Corollaire 4.3.1 Sj I'un quelconque des probléme tous équivalents admet une
solution, alors cette solution est unique.

Preuve : Soit U1 et uy sont deux solutions alors d’apres ( *) on a

J(u1) = J(ug) = J(uy) -f-/ﬂ IV(w — uy)|? da;

ceci implique que V(ug —u;1) = 0 et done Uz = uy dans H}((). @

4.4 Existence d’une solution au probléme de
Neumann en dimension supérieure

Etant donné f ¢ L?(9), on veut trouver la solution u dy probléme

—Au+cu=f dans

7()% =0 sur I’

Commne précedemment, on voit qu'il faut prendre -

V=H(9), afu,v)= ; L %g—; de + /ﬂ o(z)u(z)v(z) da,
et
Flv) = /Q f(@)o(z) da.
La V-ellipticité do Ia forme a sur F(0) déeoule do ostimation
a(u,u) > |lu]f?, + colullf ¢ > min(1, co)lul]3 5.

Par le lemme de Lax-Milgram, il existe une solution unique v € I Q) du
probléme

a(u,v) = F(v), Yu € HY(Q).

39



W. Bouguerne et A. Brahmia Espaces Sobolev et Injections

———

Comme D(0) c 7 '(€2). cette solution vérifie

—Au+cu = f dans D).

Mais, cette identité ne nous fournit aucune information sur n Si la solution
n

U appartient a H2(Q), d’apres la formule de Green, on obtient

Ou i
i 105700 do=0, YweH Q).

Comme I'image de Yo est dense dans L*(), on conclut que la solution
satisfait la condition de Neumann sur T'.

4.5 Exemple : Le probléme de la plaque en-
castrée

Soit 2 un ouvert bornée a bord lipschitzien. Soit f € L*(Q), on cherche 4

solution de
APy = f dans ()

(Enc)

ou
YoU =Y%— =0. dansT
n

O

Ce probléme représente I'équation d'une plaque :

u(z) étant le déplacement perpendiculaire & celle-ci au point z, f la densité
de force et les conditions au bord signifiant que la plaque est encastrée au
bord.

Une formulation variationnelle de ce probleme est obtenue en choisissant

V = HXQ)
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Pudv 92y 2% Py 6%y
s = A = {1 =~ - .
a(u,v) /ﬂ [ ulAv — (1 - p) { p) o - E 2 Ev 39 9ady 2 }] dzdy,

F0) = [ f@p) da,

ot i €]0, 1 est le ceefficient de Poisson dy matériau constituant la plaque. @

4.6 Exemple : Systéme de L’élasticité linéarisée

Nous appliquons P'approche variationnelle ala résolution du systeme d’équations
de Pélasticité linéarisé. Ces équations modélisent les déformations d’un solide
sous 'hypotheése de petites déformations et de petits déplacements. On con-
sidere les équations stationnaires de 1'dlagticité c’est a dire indépendantes du
temps.

Soit © un ouvert borné de R™. Soit une force f(z), une fonction de O dans
R™. L’inconnu v (le déplacement) est aussi une fonction de Q dans R™. Ia
modélisation mécanique fajt intervenir le tenseur des déformations noté e(u),
qui est une fonction & valeurs dans I’ensemble des matrices symétriques

DOJ b=

&) =

1 /0w, Ou,
Vu+ (Vu)t) = = (—Z-i-‘])
( (Vo) ) 2 \0z; Oz, 1<i,j<n

ainsi que le tenseur des contraintes ¢ (c’est une autre fonction & valeurs dans
I'ensemble des matrices symétriques) qui est relié 3 e(u) par la loi de Hooke

0 = 2pe(u) + Atr(e(u))Id,

>0 et 2u+ N)X>0.
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On ajoute & cette loi constitutive Je bilan des forces dans le solide

—diveo = f dans

oll, par définition, Ia divergence de o est le vecteur de composantes

avec f; et U, pour 1 <4 < n, les composantes de f et u dans

joutant une condition aux limites de Dirichlet,
uotations vectorielles. Je probléme aux limites considéré est

la base canonique
et en utilisant deg

{-div(Q/ue.(u) + A (e(w)) 1) = f dans O

=] sur 9f).
On montre, et nous Iadmet
faible w € HY(O)V 5 f ¢ L)V,
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Chapitre 5

Théorémes des Inclusions de Sobolev

ces espaces|, , .

Notre but est de donner une preuve de la non-existence de la solution ay
probléeme aux limites de Dirichlet lorsque () = R.

9.1 Injections continues et compactes entre les
espaces de Banach
Soit (E,||.||z) et (F,[]|F) deux espaces de Banach tels qu'il existe une ap-

plication linéaire continye et injective de £ dans F c'est a dire que E est un
Sous-espace vectoriel normé de F.

On dit que cette inclusion est :

@® Continue : $’i] existe une constante C' > 0 tel que

lullr < Cllul|g, Vue E.
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@ Compacte : Si de toute suite bornée de E ( pour la norme de & on
peut extraire une sous-suite qui converge dans F pour la norme ||.||p.

@ Dense : Si pour tout g € F il existe une suite (u,) dans E telle que

lim u,, = u pour la norme de F.
n—o0

9.2 Inclusions des espaces de Sobolev

Plus précisément, on fera un rappel sur les injections de Sobolev dont le but
de montrer que lorsque I'exposant m est suffisamment grand, les fonctions de
H™(2) ont des propriétés de continuité et de différentiabilité ay sens classique.

Supposons tout d’abord que 2 = R™, pour k entier définissons le sous-espace

B*R") de C*(R™) par :

B*R™) == {u e C*R™ : Iim |IDu(z)| = 0 Va € N, |a| <k}.

|z|—00

Cet espace est un espace de Banach pour la norme suivante :

”u”Bk(Rn) = Z sup | Du(z)|.

laj<k ZER"

Le résultat suivant montre que pour m > 7 les éléments de H ™(R™) sont des
fonctions continnes tendant vers 0 & linfini.

Théoréme 5.2.1 [Morrey]. Soitm € Ret k ¢ N vérifiant m > ot

alors on a 'inclusion continue :

H™(R") — B*(R").
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Pour & = 0 c'est & dire pour m > % alors 'espace H "(R") est formé par les
fonctions continues sur R® et tendant vers 0 & linfini. Pour # 0; on en
déduit le résultat suivant

| Corollaire 5.2.2 Si Q est un ouvert de R", alors Vk € N et m € N tels
que m > >3, alors on a Vinclusion continue : F ") - ek
COny

Théoréme 5.2.3 [Injections de Sobolev]. Soit 0 < m < %, alors

@ Sim= %, alors

H™[R*) — Lk(R"), Vq € [2, oo].

@ Si()gmm<§,alors

Tm(mn ‘n‘ 2n
H™(R") — LI%(R™), Vq e [2 —-—[

’ n—2s

On étend les résultats de ce théoreme au cas ou §) est un ouvert régulier.
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— - Drabmia Bspaces Sobolev et Iu

——

- Théoréme 5.2.5 [Rellicthondrashov].
classe €'  on 3

@ Sin< 2k, alors

@ Sin=2 aloms

Hl(ﬂ) e Lq(ﬂ)a Vq € [15 +oo[

@ Sin>2 alors

En particulier, on a toujours

H'(Q) Tm;? L2(9).

Lorsque O est un ouvert lec—{
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Ce qui signifie :

u € CY(R)
lim wu(z)=0 li lz)=0.

L'¢galit¢ —u” = f a lieu dans L2(R), au sens des fonctions de L*(R) donc
presque partout. Pour tous a,b € R tels que —00 < ¢ < b < 400, on a
L?(Ja,b]) c L'(Ja,b]). Ou peut done éerire :

_ / " (@)ds = /(@) — /() = / ’ o).

En faisant tendre a — —oc et b — +00, on obtient

+co b
_ Hlade — a,bll)n;oo /a Fleidr =1,

Une condition nécéssaire et, suffisante pour que le probléme de Dirichlet ad-
mette une solution est que

b
lim / Hzidz =1

a,b—to0

Or, toutes les fonctions de L2(R) ne vérifient pas cette conditions. Contradic-
tion. L]
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