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Chapitre
Introduction

A partir de la physique on obtient des modéles simples qui régissent I’évolution
de divers phénoménes tels que la convection, 1a diffusion de 13 chaleur, 1a propa-
gation des ondes électromagnétiques, du traffic routier et enfin d'un gaz incom-
pressible. Dans tous les cas, ces modeles s’écrivent sous la forme d’équations
aux dérivées partielles.

L’équation de transport est obtenue comme une conséquence du principe de
conservation de la masse au sein d'un doamine fluide que I’on suit dans son
mouvement. C’est le modele le plus simple provenant de I3 physique. Cette
terminologie d’équations de transport inclut une grande variété d’équations,
selon que la vitesse est constante ou pas, selon la dimension de Iespace et selon

que la solution cherchée est scalaire ou vectorielle.

Le plan de ce mémoire est le suivant:

@  Nous présenterons, dans ce Chapitre, les propriétés essentielles des équations
de transport qui seront d’une grande utilité & la résolution celles-ci.

@ Nous démontrerons I’existence des solutions au probléme de Cauchy ainsi
que I'étude certains exemples de I'équation de transport.
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®
@

On démontre Pexistence des ondes de choc et de raréfaction.

On étudie un probléeme de Riemann concernant le flux non-convexe.



N 2
Chapitre
Equations de Transports

Nous présenterons, dans ce Chapitre, les propriétés essentielles des équations
de transport qui seront d’une grande utilité 3 la résolution celtes-ci.

2.1 Motivations Physiques : Fluide en mouve-
ment

Considérons un fluide en mouvement le long de axe réel. Soient alors =
u(z,t) et p = p(, 1) les profiles de vitesse et de densité du fluide au point z et 3
Pinstant ¢, que I'on suppose réguliers par rapport & z et ¢. Soit Q(t) =la(t), b(t)]
un domaine fluide de R ( a(¢) et b(t) sont suppose’es a aussi réguliers) que l'on
suit dans son mouvement.

On suppose que :

Le principe de la conservation de Ia masse s’applique c’est & dire qu'il n'y a
pas création de la masse.
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Dans ce cas, la quantité
b(t)
M(t) :=/ plz, t)dz
a(t)

reste constante au cours du temps, ce qui entraine que sa dérivée s’annule iden-
tiquement. En utilisant alors 13 formule de dérivation des fonctions composées,
cette dérivation s’écrit pour tout temps

b(t)
M(t) = / . g—f(x, t)dz +¥(8)p(b(t), 1) — o/ (t)p(a(2), ¢).

Comme le domaine est en mouvement avec e fluide, alors les quantités a'(t)
et b'(t) sont liées A la vitesse par

a'(t) ==u(d't)) et V(t) = u(b't)).

On en déduit de ce qui précede que

- | (()) {%6at) + 2ot 0} -0

Puisque ce raisonnement est valable pour tout intarvalle de R, on en déduit
que l'intégrande est identiquement nul pour chaque z et ¢, de sorte que

Dans le cas d'une vitesse constante u(z) = ¢, on obtient I équation de transport
(ou équation de convection) :

10
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En dimension d’éspace supérieure, on obtient une ralation analogue, 3 savoir

Op
at

Ici encore si I'on suppose que le fluide a une vitesse constante w(z) = ce R,
'équation précédente devient simplement

+div(pu) = 0.

dp

== .
6t+<c,Vu> e

2.2 Définitions et exemples

L’équation aux dérivéees partielles la plus simple est I'équation de transport
dans le demi-plan, il s’agit d’une équation linéaire d’évolution du premier ordre.

On cherche une fonction qui vérifie :
Définition 2.2.1
— f— = z€R, teRt
(2.1)
u(z,0) = up(z) z€R.

0l ¢ est la vitesse el ot ugy est une fonction donnée dans 1 (R).

Un tel probléme est appelé probléme de Cauchy.

Les solutions sont des fonctions défnies dans D = R X R% dont la frontiére est
0D =R x 0.

Pour ce probléme, les solutions sont trés facilement caleulables en utilisant la

notion de courbes caractéristiques ou la Transformée de Fourier :

@ Courbes caractéristiques : On définit les courbes caractéristiques
comme étant les courbes du plan cartésien R2 formées par les points

11
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(X(t);¢) ou la fonction X (t) est solution de Péquation différentielle or-
dinaire

On peut définir les courbes caractéristiques comme étant une famille
paramétrique de courbes (C¢) définies dans le plan cartésien R? par

Ce={(X(t),1), teR - X'(t) =, X(0) = ¢}

ot ¢ est donné initialement dans R. Ainsi, les courbes caractéristiques
prennent le formes suivantes -

£ 4 £ ¥

Courbe caractéristique C dans le plan (z t)
~OQULbe caracteristique C; dans le plan (z,¢

Transformée de Fourier : Supposons que u € LI(R"), pour £ € R»
on définit :

-~

Ful€) = B(¢) = /R = Ou(a)dr,

et
Fu(€) = i(e) = ﬁ /}% (g dg,

Un des avantages de 1a transformée de Fourier est de changer la dérivation
en multiplication et de convertir le produit de convolution en multipli-
cation.

Théoréme 2.2.1 S; Up est dérivable sur R, alors il existe une unique so-
lution du probléme de Cauchy en (z,t), elle est donnée par:

w7, 1) = uo(x — ct) Vz e R,Vt > 0.

12
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Preuve 2.2.2 Pour des raisons techniques, On donne les deux versions de 1a
preuve.

@  Courbes caractéristiques : e long des caractéristiques, la solution
de I'équation (2.1) vérifie :

d dXou oy

ce qui implique que les solutions sont constantes le long des caractéristiques.
Soient (z*,4*) un point du plan avec t* > 0 et X *(t) 1a caractéristique
passant par ce point, alors, elle vérifie

x>

dt
XA} =g,

= C

La solution est alors
X*t)=ct+z* - ct*
Pour ¢ = 0, ceci donne :
X*(O) — .’L’* == Ct*
eton a :

u(z*,t*) = u(X*(0),0) = u(z* - ct,0) = uo(z* — ct).

@ Transformée de Fourier : Supposons pour cela que u ainsi que ses
dérivées admettent A tout instant t des transformées de Fourier en espace,
on a alors

En utilisant le fait que

F, (Z—?(.,t)) = a—ta(.,t) i (g—z(.,t)) = i€u(., 1),
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on voit que I’équation de transport est transformée en Péquation différentielle
ordinaire suivante -

d

dans laquelle la dérivée en temps est une dérivée totale, le réel ¢ figure
en tant que paramétre. La condition initiale correspondante est

Fou(, 0) = (¢, 0) = Gy (¢)

pour chaque ¢ € R. La résolution explicite de cette équation différentielle
nous donne immediatement pour tout couple (£,t) e R x R :

u(g, t) = e tye)

En appliquant la formule d’inversion, on obtient

we =760 = o [ e pag

1 o
— i(z—ict)¢ i
o Uo(&)d¢

= u(x — ct) V(z,t) e R x R,

C’est le résultat obtenu avec la méthode des caractéristique. De plus,
dans les deux cas » IOUs sommes passés d’une équation aux dérivées
partielles & une équation différentielle ordinaire.

Interprétation du résultat - En effet, le graphe de 1a solution en (z, t)
ne dépend que de la valeur initiale uq de Cauchy en ¢ = 7 — ¢t. En fait
la graphe de la solution se déduit du graphe de Ug par une translation
horizontale de vecteur 7 = cst.& (€ étant le vecteur de base de 1'axe des
abscisses). Cela entraine, en particulier, que

La solution gardera & un instant ¢ donné les mémes propriétés
(régularité, décroissance 3 Pinfini) que celle de la donnée
initiale de Cauchy.

14
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2.2.1 L’équation de transport i vitesse variable

On considére maintenant le cas de I’équation de transport ot la vitesse varie
en temps et en espace. On cherche des solutions u définies dans Ja; o[ xR*
vérifiant :

Ju ou
5(37’ t) + c(z, t)—B;(x, 1)=0 Vzelab], V>0

(2.2)
u(,0) = up(z) Vz €la, b

On suppose vérifier 1a condition c(a,t) = c(b,t) = 0.

La technique qu’on a utilisé pour montrer existence et 'unicité pour I’équation
de transport 3 vitesse constante peut se généraliser ay cas ot la vitesse n’est pas
constante. On cherche alors les courbes caractéristiques qui sont les solutions
de I'équation différentielle ordinaire :

dx
— = c(X(1)2).

Le long de ces courbes on a:

d : ou ou dX Ou ou

— t),1)) = — _— == | 5 vl ) (X, 8=,
w00 = Z X0 X0 = (Fr e n2) xi0,g
Ceci veut dire que les solutions sont constantes le long des caracteéristiques, il
suffit alors de prendre en compte la condition initiale. I,g solution au point
(%0,%0) est égale & la valeur de ug(z*) od z* est la valeur pour £ = 0 de Ia
caractéristique qui passe par le point (z,, to), en d’autres termes

u(zo, to) = ug(z*); 2* = X(0)

et X(t) est solution de -

X(to) = Xg-.

15
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< Exemple 2.2.1 Cherchons les solutions de Péquation aux dérivées par-
tielles suivante -

B u
a_;‘ +2(1 - x)g—x =0 sur [0, 1[x]0, +o0] (2.3)
(o) = up(z) sur |0, 1]

au point (zg,1,), la caractéristique qui passe par ce point est solution de
I’équation :

ax
— = X(1 —
7 = X(1-X)
X(to) = Zg.
On peut résoudre cette équation différentielle par séparation de variables -
dX
e =
X(1-X)

Par intégration, on obtient -

X i
/ L: / s
TG 5(1_5) Jig

L’expression de la caractéristique est :

 mg¥{l~ Tp)eto—t’

La solution de(2.3) est alors :

u(Tg, to) = ug ( = ) . |

To + (1 — zp)eto

2.2.2 Un premier exemple de condition aux frontiere

On va montrer un premier exemple d’une équation aux dérivées partielles avec
condition au frontiére. Pour simplifier on regardera uniquement le cas de

16
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I'équation de transport & vitesse constante pour x positif :

ou ou

E-}-C%:O Vt>0,x>0
w(z,0) =up(z) Vz>0 (2.4)

u(0,8) = g(t) V>0

dans R.

Théoréme 2.2.2 Le probléme (2.4) a pour solution -

Uo(x—ct) siz—ct>0
T

g(t——) six—ct <0,

e

Pour se convaincre de ce résultat, il suffit de regarder la figure 1.1, et de noter
que la ligne pointillée représente la, caractéristique qui passe par le point (0; 0),
c’est-a-dire, la demi-droite z — ct; t > 0. La partie du domaine a droite de
cette caractérstique vérifie z — ot > 0 et la partie 4 gauche 2 — ¢t < 0. Pour
cette dernieére partie les caractéristiques touchent I’axe z = 0 avant de toucher
Paxe ¢t = 0. On ne traitera pas le cas général d’un domaine borné o1 la vitesse
ne s’annule pas sur les bords, on peut néanmoins s’apercevoir que le probléme
peut advenir si une courbe caractéristique touche un point (a,t) ol (b,t) pour

17
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t > 0. II faut alors ajouter une conditio

n de frontiere 3 Péquation et I'utiliser
pour remonter I'information. C

eci se comprend mieux sur la figure :

z(t) = at + z,

I

0

Figure 1.1, Caractéristiques dans le plan (z,3)

2.2.3 L’équation de transport conservative

On étudie maintenant une équation proche des équations qu’on vient d’

étudier
Il s’agit de Iéquation de transport conservative
a :
-6_? + a—x—(c(x, u)(z,t) =0 sur 2 €la,b[,t >0 (25)
u(z, 0) = ug(z) Vz €a, b

c(z;) est une vitesse donnée et vérifie c(a, 1) = ¢(b, 1)

= O et ug est une fonction
donnée. On va voir pourquoi on appelle cette éq

uation conservative.

Proposition 2.2.3 Lintégrale en z de g solu

tion de l'équation (2.5 ) se
conserve dans le temps, c’est-a-

dire :

b 5
/ u(z, t)dzs :/ ug(x)dz Vi> 0.

a

Preuve 2.2.3 Comme  est solution de (2.5) on a :
. 0
/a (% + 6-—37(6(%7 t)u)) (z,t)dz =0

18
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et
b
/ %(c(w, t)u)(x, t)dz = [e(, tu(z, t)]f; e
car c(a, t) = ¢(b, t) = 0. D’oi le résultat. |

On remarquera que cette équation posséde un terme supplémentaire, par rap-
0
port a Péguation de transport ( alu et de ce fait on ne peut plus dire que
T

la solution est constante le long des caractéristiques,

En effet, de -

d [ . Su
a/ﬂ u(x,t)da:+/ c(:v,t)a(x,t)d:c—ﬂ

a
On conelut que :

b b &
dit u(z, t)d:c:/ (9—;(1', tu(z, t)dz

ol on a utilisé le fait que c(a,t) = ¢(b, t) = 0. Si on écrit I'équation conservative
le long d’une caractéristique, on obtient -

a—iu(X(t), t)+ B%(C(X(t),t))u(}((t),t) = {j,

On note maintenant que

a%u(X(t), t)+ ‘fi—f(t)%(x(t),t) - %u(X(t), )

ce qui entraine -
d Jdc .
EH(X(t)’ t) + %(X(t), Hu(X (), 1) = 0.
Si on définit la fonction -

w(t) = u(X(t), t)ek XN

19
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elle vérifie -

‘Z’ - ( du (X(2),1) + (u_> (X(2), t)) elo B2(X(r),r)ar
(BT(X(L‘) 1)+ ——(X(t) t)+ (u——) (X(@), f)) eh B X()m)dr

(5‘u 1)+ 5 - 52 (X (), )u)(X (8), 1) ) efs B (X(r),r)dr
0.

o

On peut donc conclure que :
w(X (t), t)el 55X (M) mar _ uo(X (0)).

On a ainsi montré :

Proposition 2.2.4 Le long d’une caractéristique la solution de | équation
(2.5) vérifie : t
rt 3¢
u(X(2), 1) = ug(X(0))e Jo e(X(r),r)ar

<" Exemple 2.2.2 On va résoudre 1'équation :

du B
_ = 0
at+a(ztu) 0 Vz>0, vt>

u(z,0) =z Vz > 0.

(2.6)

Cherchons tout d’abord la caractéristique X () passant par le point (z,¢). Elle
est solution de

X = X(6)0,
il s’agit d’une équation A variables séparées. Sa solution est :
92
X(0) =ber.
On détermine la constante b 3 partir de Pégalité :
Xt)=z

20
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ce qui donne :
+2

b= ze 7
et
6242
X(6) = e~
La vitesse et sa dérivée partielle ep Z sont données par -

ou
) = ot — =

et la solution de (2.6) est donnée par :

u(@t) = ug(X(0))e~ i X))

= uo(xe‘%)e“fﬂt“#
12

ot
b

Ie z2eg
-2

Il

xe

Il

2.2.4  Solutions auto-semblables

Pour terminer ce chapitre on va présenter la notion de solution auto-semblab]e
et 'appliquer 3 I'équation de transport & vitesse constante. On appelle so-
lution auto-semblable une fonction qui est invariante par un changement
d’échelle en temps. Ce type de fonctions est tras important en physique car
elles modélisent des phénoménes qui sont indépendants de léchelle de mesure.
La méthode de recherche des solutions auto-semblable consiste § Imposer une
certaine forme & la solution recherchée, et de ce fait 3 transformer I'équation
aux dérivées partielles en une équation différentielle ordinaire. Voyons ceci sur
un exemple.

<" Exemple 2.2.3 On cherche des solutions de Iéquation (2.1) qui vérifent -

u(z,t) = f(t%) (2.7)

21
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ol f est une fonction quelconque, o et B sont des constantes & choisir pour
que les solutiong existent. Calculons les dérivées partielles d’ordre 1 de y -

du a—1 g1, & a—B~1_ 1, &
?t(x’ t)=atoly (;5) - pt zf (EE)
et : 5
i
L’équation (2.1) devient alors :

a—1 1y T o= - T
at lf(t—ﬁ)—i—(ct B _ gta—8 lzs)f'(t—ﬁ}:()

on choisit 5 = 1 et ¥ = z/t. On se ramene ainsi a I'équation différentielle
ordinaire :

af(y) +(c~y)f'(y) =0

qui peut s’écrire -

%=ﬁéln]ﬂ=aln]y—c[+/\o

ol \g est la constante d’intégration. On conclut qu'une solution auto-semblable
de P'équation de transport & vitesse constante est

u(z,t) = At"}—‘:- —c|* = alz — ctf®

o0 A est une constante 3 déterminer & partir des conditions initiales. On
remarque que la solution retrouvée dépend uniquement de 7 — ¢t

22
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Chapitre

Résolutions et études des cas

3.1 Meéthodes caractéristiques : Cas général

(R™)

aux problémes de transport, cette méthode est utilisée dans de nombreux do-
maines tels que la mécanique des fluides ou le transport de particules.

Dans certains cag particuliers, la méthode des caractéristiques peut aidé 3 la
résolution purement analytique de 'EDP. Dans les cas plus complexes (ren-
contrés par exemple en modélisation des systémes physiques), la méthode des
caractéristiques peut étre utilisge comme une méthode de résolution numérique
du probléme.

Pour une équation aux dérivées partielles (EDP) du premier ordre, la méthode
des caractéristiques cherche des courbes (appelées “lignes caractéristiques”,
ou plus simplement “caractéristiques”} le long desquelles I'EDP se réduit 3

23
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une simple équation différentielle ordinaire (EDO). La résolution de 'EDQ le
long d’une caractéristique permet de retrouver I solution dy probléme original.

Le cas simple qui se présente est le cag ot le seconde terme est nul. Autrement

%u +c(2,t).V,u =0 Vi> 0¥z e R®
u(0,z) = uy(z) € C1R™).

des caractéristiques.

Pour cela, on ajoute les hypothéses de Cauchy-Lipschitz (C.L) suivantes -

1 Il existent deux constantes IM(T,R) et M3(T) telles que pour tout ffi<T
on ait :

pd@@—W@wﬂsﬂhﬁﬂmr-m Vz,y € By (32)

le(t, 2)] < My(T)(1 + [z]) Vz € R™.

Avec ces hypothéses on peut définir leg caractéristiques :

Définition 3.1.1 Dans ce cas, on appelle caractéristiques de transport

(3.1), Les trajectoires du systéme différentiel -

{ X'(ty) = c(t, X (t;y)) (3.3)
X(t=0y)=yeRr

24
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On rappelle que ces trajectoires existent pour tout temps et que I’application,
appelée flot, suivante :

est un difféomorphisme de classe C! pour ¢ ¢ CYR),

Théoréme 3.1.1 Spus les b
prenant ¢ € CY(R x R™),
Uéqaution de transport (3.

ypothéses de Cauchy-Lipschits (22) et en
il eziste une unique soluti

on u € CYR x R") de
1), donnée par la méthode des caractéristiques -

[ Vi, s €R, vyeRe u(t, X (t;9)) = u(s, X (s; Y)) = u’(y).

On dit que 1a solution de I’équation de

transport est “
caractéristiques” .

constante le long des

Preuve 3.1.2 L5 regle de dérivation composée nous donne -

d g
— fog)) == su. X'
dtu(t,X(f, y)) Ut V,u

or X'(t,y) = c(t, X(t,y)), dou

Lult, X(t,y) = 0 S+ oft,2). V=

et la formule énoncée est donc démontrée ains; que 'unicitée. Poyr conclure,
il suffit de rappeler que y — X(t,y) est un difféomorphisme de classe B et
la formule des caractéristiques définit

donc bien une solution u(t,z) en tout
point.

25
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Proposition 3.1.2 (Propriétés d’hyperbolicité). La solution de
léquation de transport (3.1) vérifie les pPropriétés suivantes -

D u(t,x) ne dépend que de u’(y) avec
9l < lo] + [le L¢].

En d’autres termes, il y a vitesse finde de propagation,

1l y a propagation des singularités.

w)
e

min u’(y),cpn < [u(t, )| < max u(y)yern.

@

pour ¢ = cst, Uapplication S(t)[u’] = u(t,z) définit un groupe sur
CHR").

Ces propriétés sont bien siir Opposées aux propriétés des solutions de 'équation
de la chaleur qui dépendent instantanément de la donnée initiale, avec un éffet
régularisant.

Remarque : Les propriétés @ -@ sont typiques du caractére hyperbolique
des équations de transport. Elle s’opposent aux propriétés de vitesse infinie
de propagation et aux effets régularisants des équations paraboliques telle

Péquation de 1a chaleur,

0 1
gu— §Au— 0.

Les propriétés de Péquation de la chaleur se lisent sur la solution qui est donnée
par la convolution

}. _imw?z'fi 0
(2, ) = = e 2 u(y)dy
27t Jrn

Preuve 3.1.3 Ces propriétés se déduisent immédiatement de la formule du
Théoréme 3.1.1. Notons simplement que @ signifie

S0} =T, S(t+s)=5’(t)05'(s)<=>X(t+s,y):X(t,X(s,y)). |
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3.2 Equation de transpot, solutions faibles

Définition 3.2.1 On dit que u est Solution faible de (2.1) siu € L*®(Rx
R, R) et vérific pour tout ¢ € C(R x R, R) lidentitée -

/R /R{u(x, t)ps + cu(x, t)o(z, t)]dtdr + /}% uo(z)p(z, 0)dz = 0. (3.4)

Notons que dans la définition ci-dessus, on note C1(R x R, ) I'ensemble des
restrictions & R x R, des fonctions C¢(R?). 11 découle de ce choix qu’on peut
avoir p(z,0) # 0.

Cherchons maintenant les relations entre les deux notions de solutions. A
savoir, la solution classique et la solution faible.

Proposition 3.2.1 $iy est solution classique de (2.1) alors u est solution
faible. Réciproquement, siu € @ (Rx]0, +00[)NE(R x 0, +00|) est solution
classique de (1.a) alors u est solution, forte de (2.1).

La démonstration de cette proposition est effectuée dans le cadre plus général
des équations hyperboliques non linéaires.
Notons que si on prend ¢ € €. (Rx]0, +o00[, R) au lieu de ¢ € CL(Rx]0, +00[, R)
dans (3.4), on obtient :

U+ cuy =0

mais on ne récupére pas la condition initiale. Il est donc essentiel de prendre
des fonctions dans C1(Rx]0, +oo], R).

Théoréme 3.2.2 (Existence et unicité de la solution faible). $;

u € L (R), il existe une unique fonction u solution Jaible de (2.1).
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Preuve 3.2.2 On va montrer que u(z,t) = uo(x — ct) est solution faible.
Comme u € I (R), on a 4 L®R x Ry). Soit ¢ € C:(Rx]0, +oo[, R), on
veut montrer que :

// u(z, t)gat(a:,t)da:dtJr// cu(z, t)py(z, t)da:dt+/ up(z)ip(, 0)dz = 0.
RxR BxRy R

Posons

A= / f (@, t)ge(z, t)dudt + / f cu(, t)py(w, t)dudt
RXR+ RXR"“

Si u(z,t) = ug(z — ct), on a -

A= / /lll:xR+ uo(x — ct)oy(z, t)dzdt + // cuo(z — ctypy(x, t)drdt

RXR+

En appliquant le changement de variable Y = —ct et en utilisant le théoreme
de Fubini, on obtient :

/ uo(y) / [oey + ct, t) + couly + e, t)|dtdy.
JR R+

Posons alors
Yy = oy + ct, t).
On a donc

A= [t [ vywanay

et comme 7 est & support compact sur [0, +oo0[,alors

A= “/Ruo(yﬁby(o)dy-

Donc finalement :
A= —/ wo(y)¢(y, 0)dy.
R

On a ainsi démontré que la fonction définie par u(z,t) = ug(x — ct) est solu-
tion faible de Iéquation(2.1), d’ou I’existence d’une solution faible. Montrons
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maintenant que celle-ci est unique. Soient u et v deux solutions faibles de
(2.1). On pose w = u — v. Par définition, w satisfait -

r
J [ wle o0+ o) = 0vp € i R“R) (35
RXR+

Par le lemme 3.2.2 donné ci-dessous, pour toute fonction f€CR xR, R)
il existe » € CL(R x R*,R), telle que o, + ep, = [, et par (3.5) on a :

// w(z,t) f(z,t)dvdt = 0,Vf e Ce(R x %, R).
RxR.,

Ceci entraine que w = 0 p.p. |

Lemme 3.2.3 Soit f Ce(R x R%,R) alors il eziste

v € CLHR x R*, R) telle que @, + cpp, = f.

Preuve 3.2.3 Soit f ¢ C(RxR:,R), et T > 0 tel que flz,1) =08 t>T.

On considére le probleme -

(*\ Pt + cp, = f
e(z,T) = 0.

On vérifie facilement que le probleme (*) admet une solution classique

o(z,t) = — /tT f(@—c(s—1t),s)ds.
En effet, avec ce choix de w, on a
p € C;(RxRy,R) et Petrep,=f
De plus, comme f est 3 support compact, ¢ est & support compact. iE

Remarque (Sur les propriétés de la solution). Remarquons que la solution
faible de (2.1) posséde les propriétés suivantes -
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@® up > 0 p.p alors u > 0 p.p.

@ Nl Dllzomy = [[uo(2)||omy, Vp €]1, +o0].

3.3 Advection

Considérons la variante conservative de ’équation de transport suivante -

ou
— 1 di =D
Y + div(cu) = 0,

: (3.6)
ut =0,7) = u%z) € CHR™).

Cette variante a une structure assez intéressante a étudier.

Théoréme 3.3.1 (Solution forte). Sous les hypothdses de Cauchy-
Lipschitz et en prenant ¢ e CYRxR™) et div ¢ € CY(R x R™), et pour tout
u’ € €', il existe une unique solution u € C'(R x R) donnée par -

u(t, X (t,9))J (t,y) = u'(y).

avec

J(t, y) - ef;(divc)(s,X(s,y))ds — det (aX(t’ yl) '

Oy

Remarque : En fait, la quantité J(t,y) n’est autre que le Jacobien du flot
des caractéristiques (3.3). On a alors

d 0X ox
i = Dac(t, X (t;y)). ——(t, v),
3y () = Declts X t:0) 5 (0,0)
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et
T(try) = dive(t, X (1;y))J (1, )
{J(O, yl==1
On en déduit donc que
7). 4

J(t,y) = det (@) : (3.7)

Preuve 3.3.1 On utilise Ia méthode des caractéristiques pour obtenir -
g—? +eVou+ (divelu=0
Ce qui équivaut 3 -
0 X0 0) + (@ive)(t, X (vt X(t,) = 0.
Donc

%[u(t,x Gy)J(ty)]=0. m

L’intérét principal de cette forme de I'équation de transport apparait surtout
dans une propriété que nous énoncons maintenant -

Proposition 3.3.2 (Solutions faibles, conservation). Sous les hy-

potheses du théoreme précédent sur ¢, on suppose que u° € LY(R") alors
I'équation d’advection admet une unique solution au sens des distributions
donnée par la formule du théoréme précédent. De plus

D@ uft,z) € C(R, LY(R)) et |u| € C(R; L'(R))
@ [ ult,z)ds = f’@idz o Jon (2, 2)|dz = Jgn 11°(2) |dz
@ wW>0=ult,z)>0

@ on a aussi 5
-B—t[uf +div(cju|) =0 dans D'(R?)

lu(t = 0,2)] = [u"(z)].
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Remarque : Eq d’autres termes, on a le drojt d’intégrer une équation con-
servative et d’utiliser I régle :

. % % ;
mgn(u)au = a—tfu{, et sign{u) c.V,u = c.Vlul.

Preuve 3.3.2 On commence par montrer @ , Poyr cela on utilise 1a forme
explicite de la solution, voir le Théoréme 3.3.1, pour écrire

Iu(tr X(ts y))ij(t, y) = ‘uo(y”

On calcule alors (voir légalité (3.7))

/ fult, X ()| (t, y)dy — / () dy

_ / lu(t, X)) det (%)cz‘y
_ / lu(t, X)|ax

Ce qui prouve que u(t) € LY(R™) pour tout ¢ € R et aussi la seconde égalité
dans @ Puisque I'intégrabilité est démontrée, on déduit la premiere égalité
de @ par le méme argument sans les valeurs absolues. La propriété de con-
tinuité @ peut se démontrer par densité. Soit u? e Clomp — u° dans LY(R™),
La suite u,(t,x) des solutions correspondantes sont C' et & support borné en
Z pour des temps bornés (grace A la solution explicite). Elle appartient donc

a C(R, LY(R)). Par ailleurs, en utilisant @ poyr U, — u, on déduit
/ [un — ul(t, )dz :/ [u) — u0)(x)dz — 0,vt € R.
Bn B

Ceci prouve la convergence de u,, vers u dans Pespace C(R, LY(R)). La propriété
@ se déduit directement de Ig forme de la solution dans le Théoréme 3.3.1
car J > 0. Pour montrer la propriété @ ; On raisonne en deux temps, d’abord
pour des données initiales réguliéres, puis pour les solutions faibles. D’abord,
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pour les solutions u(t,z) € CL, on considere des fonctions régulidres {8
R — R. En utilisant la régle de dérivation composée, on trouve

3%5" (u) +div (cS(u)) + div[us’(u) - S(u)] = 0.

On voudrait utiliser cette régle pour S(.) = -, qui n’est pas @ Pour cela, on
considére une famille de fonctions de classe @1 convexes, S, : R — R telle que :

Se(u) = u| - ¢ pour lu] > 2¢
S.(0) = 0.

Remarquons alors qu’ on a :

0 < ful—S.(u) < min(y, )
0 < S(u)—uS(u) < min(u, s).
";5‘:' (‘E }
o NP
o

La fonction S, qui régularise |e|

Comme on a
-,(%Sg(u) +div (¢S.(u)) + div cluS:(u) — S.(u)] = 0.
Lorsque £ — 0, au sens des distributions on obtient -
(—%{ui +div(clul) + 0 = 0.

En effet, grace aux propriétés énoncées ci-dessus de Se,on a S. (u) = |u| dans
C(] = T, T[; L(R™)) et le troisitme terme du membre de gauche tend bien vers
zéro car div ¢ est borné et Se(u) — uS(u) = 0 dans C((-7,T); L*(R™)).
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Ceci établit @ pour les solutions réguliéres. Ensuite, pour les solutions wu(?, z) €
C(R; LY(R™)), on considére une suite 40 ¢ Coomp(R™) telle que u) — 4° QOp
4 vVu que u, — u est dans C(R; Lt (R™)). On peut alors passer 3 la limite au
sens des distributions dans @  gerite pour u,,. 2

Remarque : Op beut aussi remarquer qu’en prenant { solution de I’équation -
Oip+ .V p = 0,

on a
ot X(t,y)) = o°y).

On cacule donc

[ ey - [ vt X001 o x0 v))dy
J 1wt Xttt x, ) 0, (det %) o
= / lu(t,:z:)}ga(t,s:)(ir

Il

aprés le changement de variable y — 7 = X (t,y). On a done montré que :

/ 1) 0"y dy = / lu(t, 2)|(t, 2)dz

pour toute fonction ¢ vérifiant (3.1). Ceci est une forme faible de ]a définition
des solutions dans D’

3.4 Lois de Conservations scalaires et singu-
larité
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ou f = f(u) est une fonction suffisamment régulisre et u’(z) la donnée initiale,
Cette équation exprime la conservation de 1a quantité u. Pour s’en convaincre
il suffit d'intégrer ( 1.a) sur l'intervalle (4, B]

'j—t/A u(®, t)dz + [flu(z,8))]Z =0

Sile flux, f = f (u), est une fonction linéaire (resp. non-linéaire) de la quantité
u, on parle de loi de conservation linéaire (resp. non-linéaire).

3.4.1 Lois de conservation linéaires

Dans le cas linéaire, le flux est donné par
flu) = au,
ol ¢ est une donnée qui est homogeéne & une vitesse.

Cette vitesse peut étre fonction de I'espace et du temps. Dans le cas particulier
ol cette vitesse est constante, le probléme (1) devient

o Bu—o (2.a)
ot a(‘?;{:_ -

u(z,0) = u’(z) (2.b)
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La solution analytique de ce probléme est obtenye en utilisant la méthode des
caractéristiques.

On définit dans le Plan (z,¢) les courhes caractéristiques assocides 3 (2.a)
comme les solutions de I'équation différentielle ordinaire :

d

-£=m %(0) = ¢°. (3.8)
L’intégration de (3.8) est immédiate et 1ous conduit & #(t) = 2% ¢ g4 Teg
courbes caractéristiques forment une famille de droites paralléles dans Je plan
(z,8).

Dans ce cadre, x(t) désigne la position d’une particule 3 Vinstant ¢, initialement
située en 2°. Si 4 est solution de (2.a), la variation de u le long deg courbes

d Oudzr Oy

d“tu(fc(t).»t) “nE
Ju N ou

B T

Sachant que v est solution de (2.a) nous en déduisons —tu(x(t), t) =0, ainsi v
est constante le long des caractéristiques et donc

u(x(t), t) = u(x(0),0) = u’(z?),

W, t) = u(z — at) (3.9)

puisque z° = 5 — gz, Cette solution correspond au transport de la donnée
initiale A la vitesse g et ce quelle que soit 1a régularité de 40, Dans le cas o
u® présente des discontinuités (par exemple un créneau), celles-ci sont trang-
portées a la vitesse g
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Si I'on considére le probleme, plus général, pour lequel la vitesse dépend de
Pespace, i.e., f(u) = au avee g — a(z) ot a(z) est une fonction réguliere, alors
u est solution de

T+ =0, ue,0) u(a) (3.10)

Supposons que a(z) est une fonction Lipschitzienne, les caractéristiques sont
solutions de

;Ta: =a(a(t)), z(0)= . (3.11)

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure que pour z° donné, I'équation différentielle
(3.11) admet une unique solution z(z?, t), permettant de définir la courbe car-
actéristique correspondante.

Notons que ces courbes ne sont pas nécessairement, deg droites. Sachant que u
est solution de (3.10), sa variation le long de la courbe caractéristique définje

d Sudr oy

—u(z(t),t) = 248 ou

ge)t) = o 7 o
= —d'{z)u,

7

ou a' désigne la dérivée de ¢ bar rapport & z. Ainsi le long des courbes
caractéristiques définies par (3.11), u est solution de I'équation différenticlle
ordinaire

d Hah r
7740 1) = —d/(@)u(a(t), 1), (3.12)

Tant que les caractéristiques sont définies 1ious savons calculer la solution dy
probléme (3.11).

Ce ne sera pas toujours le cas comme nous allons le voir dans g section suiv-
ante.
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3.4.2 Lois de Conservation non-linéaires

Dans ce cas, le flux /, est une fonction non-linéaire de la variable 1, Pour des
solutions suffisamment réguliere, la vitesse de Propagation associée est définie
par

a(u) = f'(u) (3.13)

ou f'(u) est la dérivée de f par rapport 3 la variable 4 qui est alors solution
du probléme

Ju Ju
i — =0 5, 0) =4 i
£y + a(u) r o u(z,0) =y (z), (3 4)

La vitesse de propagation a(u) dépend de 4 d’oli le caractére non linéaire
du probléme présent. On Suppose que a(u) est une fonction suffisamment
réguliére. Comme précédemment les caractéristiques sont définies par la solu-
tion de I’équation différentielle

j—‘: = afu(s(2), 1], 2(0) = 2° (3.15)

On vérifie sans peine que si u est solution de (3.14), la variation de u, le long
des caractéristiques définies par

Judr Oy
@-«}-a(u) Y
gy

On en déduit que v est constante le long des caractéristiques, i.e., u(z(t),t) =
u®(2°). Ainsi a(u) = a[u®(z%)] et les caractéristiques sont des droites d’équation

z = z° + a[u®(z%)]¢ (3.16)

Contrairement au cas linéaire, les pentes des caractéristiques dépendent de la
donnée initiale.
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En particuarisant le probléme (3.14) nous allons mettre en évidence le fait

b

que Pexistence deg caractéristiques n’est bas assurée quelque soit ¢ > 0. Pour

a(u) = u munie d’une donnée initiale u° qui est une fonetion régulidre et
décroissante.

Soient les deux positions initiales z, et xz tels que z; < z,, alors w(zy) >
u®(z5) de sorte que la pente de la caractéristique issue de T2 est supérieure 3
celle issue de z;. Avee ces hypothéses le temps critique £, > 0 pour lequel les
caractéristiques issues de 7 et de z, se rencontrent est défini par
g — X1
B —?60(3@2) — u%(zy)

En ce point nous avons u(@(te), ) = u(zy) = u’(72) ce qui remet en cause
I'unicité de la solution de I'équation différentielle (3.15). Plus précisément, on
souhaite déterminer le temps minimal & partir duquel cette situation apparait.
En utilisant le théorsme des accroissements finis, ¢, se met sous la forme

1

tc(f) - d o/
@)
OU T €x1, 2,[. Le temps minimal de croisement des caractéristiques est alors
défini par

t* = mingegt. (7).

Ce qui s’écrit dans le cas général

1

t* = —

w = min —a(u°
min(w, 0)’ YER dy (')

Par conséquent la méthode des caractéristiques est mise en défaut & partir du
temp ¢*.

Afin de préciser le comportement de la solution dans cette situation, donnons-
en un exemple.
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Equations de Transport

Théor éme 4.1.1 (Onde de choc). Il existe des solutions au sens des
distributions, discontinues, appelées ondes de choc, de la forme -

) Ur 1< ot
ut,z)=4 "9 P
Ud pour x> gt

Elle sont caratérisées par la relation de Rankine-

Hugoniot .

Remarque : Les ondes de choc

sont des solutions autosimilaires (i.e qui ne
dépendent que de g

v=i(), wg-{n <o

Uq pour £ > g.

Une onde de Choc

Preuve 4.1.1 Cherchons & quelle condition une solution de la forme donnée
est solution au sens des distributions. Supposons par exemple que o > 0, (le
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meéme calcul s'applique & ¢ < 0). On évalue d’abord -
% X
Ou=46(t= ;)(ug = ug) = —[u)é (t = ;)

et de méme,
G f(u) = [f(w))b(z = ot),

II reste & remarquer que (tester contre des fonctions continues):

) (t = g) = |o|d(z = ot).

On en déduit que Iéquation a lieu si et seulement si la relation de Rankine-
Hugoniot est vraie. ®

4.2 Existence des ondes de Raréfaction

Théoréme 4.2.1 Pour alu,] < a(ug), il existe des solutions au sens
des distribution, Lipschitziennes, appelées ondes de raréfaction ou
détentes, de la forme:

Uy pour z < &.¢
Utz — Lot (%) Powr { i<z < ¢4
Ug pour &t < x
avec
& = aluy)
& = aluy).

Remarque : Les ondes de raréfaction sont aussi des solutions autosimilaires

= (2
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u(x,t)

Ty = §,t Tg = {4t

Détente : Caractéristiques Solution & un temps donné

T

Preuve 4.2.1 A quelle condition une fonction autosimilaire est elle solution
de (2.a) ? On pose & = £ et on calcule
0

() =-vo, 2r6®) = Zalu@)(€)

L’équation (2.a) s’écrit donc
w(O[-¢ +au(€))) = o, (4.1)

ce qui signifie que soit u'(¢) = 0, ou bien ¢ = a(u(¢)). On vérifie bien que la

fonction de 'énoncé est une solution. Il ’agit d’une solution au sens “presque
partout”, qui est équivalente au sens )'. W

4.3 Entropies

Commengons par une définition

Définition 4.3.1 On appelle “probléme de Riemann’lo construction d’une so-
lution autosimilaire u($) pour une donmée initiale discontinye

U our @ < 0
W(z) =14 3
Ug  pourx > 0,
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Le probléme de Riemann se résoud en général en Juxtaposant des états con-
stants et des “ondes simples” (chocs ou raréfaction). La juxtaposition d’ondes
simples s’appelle “onde composée”. pour le cas particuliérement simple des fux
f(u) convexes. Voir, aussi, le probleme pour le cas plus complexe d’un flux
cubique.

Les deux types d’ondes (choc, raréfaction) fournissent un exemple de non
unicité des solutions faibles dy probléeme de Riemann.

On choisit en effet une donnée initiale discontinye dans le cas compatible avec
une onde de raréfaction et on a donc deux solutions, Ponde de raréfaction
et 'onde de choc. On doit donc introduire une condition supplémentaire
d’unicité. La condition d’entropie permet de sélectionner la “bonne solu-
tion” physique.

Pour cela considérons une fonction S(.) € CY(R; R); alors pour toute solution
€' de (2.a), on a

9 9
= il =1
a> () + 5o (u)

( 1) = a()S'0).

Mais la manipulation non-linéaire utilisée (loi de dérivation composée) n’est
pas vraie pour les solutions au sens des distributions et cette égalité est fausse
pour les ondes de choc.

Définition 4.3.2 Une solution de (2. a) est dite entropique si, au sens des

distributions,

o . . 0 L,
a—tb’(u) + ;ﬂ?ys(u) <0, VS(.) conveze.

La fonction S(u) est appelée entropie convexe.
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Notons que 'inégalité ci-dessus, au sens des distributions, s’entend en rem-
plagant ’égalité par une inégalité dans P'intégrale définissant la solution D’ et
€n se restreignant aux fonctions test positives.

Théoréme 4.3.1 Une onde de choc est entropigue si et seulement si elle

satisfait la relation de Rankine- Hugoniot pour lentropie:

olS] = [n] VYS() convege.

Preuve 4.3.3 Reprendre la démonstration du Théoreme 4.1 1. ]

Proposition 4.3.2 Sei F() un fluz conveze alors on a:
D Un choc est entropique si et seulement si Uy > Uy,

@ & Uinégalité est vraie pour une entropie S conveze, elle est vraje pour
toutes les entropies convezes.

Preuve 4.3.4 Reprenons la relation de Rankine-Hugoniot pour la vitesse o
du choc, on est amené 4 démontrer

f(ud) - f(ug)

Ug — U, [S(ua) = S(ug)] > Ms(ua) — 1s(uy).

On montre, et nous I'admettons, I'équivalence de cette inégalité (pour f et

S convexes) avec uy — ug < 0. Considérons seulement le cas de Burgers-Hopf
a2

2
Flg) = -‘;— et de I'entropie quadratique S(u) = % On doit alors démontrer

e / 9 2 2 2 3 ( 3
(ﬂ;zzbd*_ (;Lg)) (ua) ;(ug) 5 (ua) ; C Ms(Ua) — 7s(ug).

Cette inégalité s’écrit aussi

3(ua + up)*(ug — ) = dlagy — ug)(uZ + Uqy + -ug);
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L.e.
02> (ug — uy)(u2 - 2uqu, + ug) = (ug — uy)?,
ce qui est équivalent 3 uy — u, < 0.

Notons que ce calcul montre aussi que la dissipation d’entropie est le cube de
la ”force du choc” i.e. du saut de u. [

On en déduit la solution dy probléme de Riemann pour un flux convexe et
qu’elle est formée d’une seule onde unique (parmi les ondes composées),

L’énoncé de la Proposition 4.3.2 est faux pour un flux non-convexe, on renvoie
au probéme ci-dessous pour un contre-exemple. Par contre on peut montrer
que le probléme de Riemann admet toujours une unique solution entropique
formée d’une onde composée.
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Chapitre

Flux non convexe : Probléme de
Riemann

Le probléme de Riemann associé 3 I’équation

A Af(u)
at - ox

consiste a déterminer 15 solution correspondante & la donnée initiale 4% définie
par :

U, six <0
W(a)={"
ug 510 < 7.

Nous allons donner la solution de ce probléme pour une fonction f strictement
convexe, la vitesse de Propagation a(u) = f’(u) étant une fonction strictement
croissante. Suivant les valeurs de Uy et de uy on distingue deux cas :

Premier cas Yy > Uy : la solution est une onde de choc qui se propage A la

vitesse
o= L) ~ f(u,)
Ug —uy
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Cette solution s’écrit

f(Ud) - f(ug)t

Uy, S17<
Ug — U
u(z, t) = g
) ug) — f(u
ud ST. 71 > wi)-t‘
Ug — g
¥ o = L= r(uy)
Ug—ug
Ug
UU(.SU) “(‘T!
Uy
& Flug)—fluy)
(a) Caractéristiques () Profil g, -t

Solution du probléme de Riemann : onde de choc se propageant dans le send des z > 0.

Elle se propage dans le sens des z > 0 (resp.z < 0) si o > O(resp.o < 0). On
a représenté, Figures (a) et (b), allure des caractéristiques dans le plan (z, ¢)
et le profil de la solution.

Deuxiéme cas u, < u; : La solution est une onde de détente centrée et les
vitesses de propagation sont telles que a(ug) < a(ug). On va détailler la con-
struction de la solution dans le secteur a(ug)t < z < a(ug)t. On cherche u sous
la forme d’une solution auto-semblable en posant u(z,t) = U(¢) avec ( =

%. La fonction U est solution de I’équation différentielle

dUu dUu
—(— U)— =0.
¢ i +a(U) i
L'élimination de la solution triviale U = cte nous conduit & a{V) = ¢ avec

¢ € la(yy), alua)]. Comme a est une fonction strictement croissante ,a réalise
une bijection de [u,, ug] sur [a(u,), a(uq)]. Nous en déduisons que I'équation
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a(U) = ¢ admet une unique solution, soit U = a71(¢), d’out

i m,d) =t (%) i

Ainsi la solution du probléme de Riemann s'éerit :

Uy siz < a(ug)t
ulm, i) = a' (%) sia(u)t<z< a(ug)t
Ugd six > alug)t.

Il nous reste & distinguer trois sous-cas afin de déterminer le sens de propaga-

tion de I'onde de détente.

@ 0 < a(u,) < alug) : L'onde de détente se propage dans le sens des z > 0

comme on peut le constater sur les Figures (c) et (d)

z =la(ug)t == a(uy)t

---------- Ud
u%(x) E_ g
0 4 : -

a(ug)t alug)t
(c) Caractéristiques (d) Profil

Solutions du probléme de Riemann : ondes de détente se propageant dans le sens des x>0
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@ a(u,) < afug) < 0 : Cette fois onde de détente se propage dans le sens
des z < 0. L’allure des caractéristiques et du profil de la solution
représentés en Figures (e) et (f).

t]
= a(ug)t T = afu,)t

g

T alug)t  alugt O

(e) Caractéristiques (f) Profil

Solutions du probléme de Riemann : Ondes de détente se propageant dans le sensdesx < 0

® a(uy) < 0 < a(ug) : Ce dernier cas est appelé cas sonique par analogie
avec la mécanique des fluides. La ligne z = 0 contenue daus le faisceau
de caractéristiques issues de lorigine transporte la valeur Umin QUi cor-
respond & la valeur de u pour laquelle f(u) atteint son minimum, on a
également a(umi,) = 0, voir les Figures (g) et (h).

T = O(u.g) i T = afuy)
&) ut
-
(z.8) * /1
A
« e
0 x alu )t 0 alut)t =
(g) Caractéristiques (h) Profil

Solutions du probléme de Riemann : Ondes de détente se propageant dans le cas sonique
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0.1

Asma Equations de Transporf

Application : Flux non convexe

ne seule inégalité d’entropie ne s
probleme de Riemann.

Pour cela, considérons la loi de conservation scalaire -

ou Oy
—+——=0,{>0.. :
é;?t+(’ja: 0,:>0,zeR (5.1)
auquel on ajoute I'inégalité d’entropie
d(2u?) d(3ut)
— <0 5.2
ot u or — (5.2)

dounée initiale

<0
u(r,t =0) = w(z) ={ " pour (5.3)
Ug # u; pour z > (),

On devrait répondre aux questions suivante :

@ Donner une Justification simple de (5.2).
@  Ondes de choc : 1] existe touj

ours une onde de choc au problame (5.1)
et (5.3). Calculer sa vitesse o

et montrer que
o> ]udugf ?

@  Montrer que I'inégalité d’entropic ( 9.2) est équivalente 3 1a condition :

uj < ul (5.4)
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® Ondes de détentes : 11 existe des solutions @! par morceaux, continues
et de la forme u(%) au probléme (5.1)

et ces solutions sont forcément
données par la formule -

Uy pour § < ¢, = 3u?
u(é) = { ug pour § > &; = 3u2
) =¢ pourg,<¢<e,

®  On suppose u, # 0 et uy # 0. Montrer qu’il existe une unique solution

“‘onde de détente” au probléme (5.1), (5.3) sous des conditions, de signe
entre autre, & préciser sur Ug €t uq. (Faire un dessin).

Réponse

@  Cette égalité est vraie pour les solutions @!
d’entropie abordé avant). D’autre part S(u)
justifie I'inégalité.

(d’apreés le caleul du flux
= 2u? est convexe ce qui

@ La relation de R.H donne

3 .., -
ug‘ud

Ug — Ug

a =

2 2
= Uy + UqUg + Ug.

De plus 0 > uqu, et 5 = (ug + uy)? — Uglly > —Ugu,.

€))

Pour I'inégalité d’entropie on écrit I'inégalité de R.H.

20 (u2 — u?) > 3(uf — 1) == 8{ud -+ ul)(ug — ul).

Donc on doit avoir

20+ vty + ug) (u§ ~ uF) > 3(ud — u2) (1 + 1)
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Ou encore

02> (uf — 2uqu, + ul)(uf — i) =l — u2)(ug — ug)?.

ce qui équivaut a
2 _ 2
0> u; Ug.

@  De telles solutions vérifient -
Y W€ =0 ou a(u())=c.
Ainsi, pour :

@ ¢¢)- c0,3u?], on a

'U;(f) = ug;
@ ¢ € [3ul, +oof on a

U(f) = Ud,
@) gg 18 § < §d7 on

3u’(€) = €.

On peut construire une solution onde de détente des que u2 < 2 en

choisissant u(¢) = \/g ou u(§) = ~\/§ (on a bien ¢ > ¢, > 0),et la

continuité de u impose que ug et ug ont le méme signe (uguq > 0).

ug
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