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ffit
fntroduction

Le plan de ce m6moire est

O

A partir de la physique on obtient des modbles simples qui r6gissent l,6volution
de divers phenoan€nes ters qge la conrection, ra diffnsion de ra dlaierrr, ra propa-gation des ondes dlectromagndiiques, du traffic routier et enfin d,un gazincom_pressible- Dans tous les cas, ces modbres s,dcrivent sous Ia forme d,6quationsaux ddriv6es paatielles-

L'6quation de transport est obten*e comme une consdquence du principe deconse.'ation de la masse au sein d'un doamine fluide {u" r,on suit dans sonmouvement. c'est ie modbre Ie prus simple provenant de Ia physique. cetteterminologie d'6quations de transport inejut une grande vari6t6 d,6quations,
selon que la vitwe est constante ou pas, selcn la dimension de l,espace et seronque la solution cherchde est scalaire ou vectorielle.

Nous pr6senterons, dans ce chapitre, Ies propri6t6s essentietes des 6qr
de transport qui seront d'une grande utilitd i, ra r6solution cefies_ei.

@ Nous d6montrerons I'existence des solutions au probldme de cauchy ainsique l'6tude certains exemplm de l'6quation d.e lransport.



@ on ddmontre l'existence de ondes de choc et de rar'faction.
@ on dtudie un problhme de Riemann concernart re fiux non-conve'(e.

CHEBLI Wassila et SAyOUD Asma uations de Tlansporr
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Chapitre /

Equations de Transports

Nous prrgsenterons, dans ce chapitre, res propri6tr5s essentieges des 6quations
de transport qui seront d'une grande utitit6 * Ia r€solution cette+ei.

2.1 Motivations Physiques : Fruide en mouve-
rnenf

co*sid##js pn f*ide * z**vvewd b hsrs de r,*:ce reel. sobt sbss r* :u{r,t} et p - p(*,t} les profiles de vitesse et de d.ensit6 du fluide au point c et iI'instant f, que I'on suppose r6guriers par rapport ar r et t. soit o{t) :ja(r), b{r)iuu domaine fluide de R ( a(t) a 6(f) sont suppose'es a aussi r6guiier4 que l,onsuit dans son mouvement.

On suppose que :

I 1t:::ll. O: Ia consenrarion de Ia masse s'applique c,esr d, dire qu,il n,y aI pas cleation de la masse.



CHEBLI Wassita et SAyOUD Asma Equations de Tlansport

Dans ce cas, la quantit6

M(t):: [u"' ofu,r)a*
J a(t)

reste constante au cours du temps, ce qui entraine que sa d6riv6e s,annule iden_tiquement' En utilisant alors la formule de ddrivation d* fonctions compos6es,cette d6rivation s'6crit pour tout temps

Ar'(t): I:;' ffA,flda + u{t)p{b(t),t) - a,(t)p(a{t),t).

comme Ie domaiae est en mouvemeat av'- le fruide, arors I€6 quar,,itffi a,{t)et tr(t) sont li6es d, la vitesse par

d(t1 -- u(a't)) et 6,(r) : u(b,t)).

On en d6duit de ce qui pr6cide que

tw'(t: fb(')(ao' a )| : 
J*ut \=frt''t) + fr,(P(*,t)u(r,t))i : o.

Pnisqee ce r*isssnemeat si vdable ponr te*t intarvalle de B, e* es ded*itque l'int6grande est identiquement nul pour chaque r et t,de mrte sue

X* ft{*}:0.

Dans le cas d'une vitesse constante u(r) : c, on obtient l,$quation de transporf,(ou 6quation de convection) :

H*"H:o-

10
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En dimension d'rispace supdrieure, on obtient une ralation anarogue, i savoir
dp,
5g+div(pu):0.

Ici encore si l'on srrppose que Ie fluide a une vitesse c.onstante r{r) : c € Ro,I'6quation prdc6dente devient simplement

ilp
At+ a c,Vu ):0. f

?.? Ddfiniti*ns et exemples

L'6quation aux d.riveees partieiles ra plus simple est l,6quation de transportdans le demiilan, il s'a,git d.'une .guaticn lin.aire d,drclution dupremier ordre
On cherche une fonction u qui v6rifie :

Ddfinition Z.Z.I

(A tu'

)An'6:o a€lR, t€lR+

)
[r(*,0i:us{c) c€R*

ori c est' la ui,tesse et o& u,s est une fonction d,onn6e d,ans ct{R).
Un tel prablime est appet|problime de Cauchv.

{2.1}

Les solutions sont des fonctions d6fnies d.ans D : lR x Ri dont la frontibre est0D:Rx0.
Pe*r ss preblbne, les sd*tiffi sa*t tr# faeiler&€*€ e*,lc*I*bt* e* :lailisaclt i*notion de courbes caractdristiques ou l* kansforrn6e de Fourier :

@ courbes caract6ristiques : on d6finit les courbes caract6ristiques
comme 6tant les courbes du praa cart6sien Rz form6es pa,r les point,

11
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('Y(t);c) ori la fonction x(f) est solution de l,6quation diff6rentielle or_diinaire 
X,(t) ,: lX

on peut d6finir ro ,ou,uo ;;;rR;: ,"**e 6rant une fam*reperam6trique de courbes (c6) d6finies dans re pran cart6sien rR, p",
C€:{(X{t},t}, te R : X,{t}:c, X{e}:41

oir { est donn6 initiarement dans R. Ainsi, res courbes caract6ristiquespt:nnent le forrnas suivantes :

Tlzrnsform€e de Fourier : Supposons que u e .Ll(R.,), pour { € R.*an ddfi-ait :

s"(€): a({) ,: [ "-@,€)u1*y4*.et -/n"

F"{{): a({) ,: #* { "'o.<tu1n\dn.
un des avanrages de la rransfo.*ul?rJfi". -r- ;;;"ser la d6rivationen multiplication et de convertir le produit de convolutio, 

"o 
multipli_cation.

L2
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ffi 
2'2'2 Pour dm raisons techniques, on donne les deux versions de I

o courbes caractdristioues : Le long des caract6ristiques, la solutide l'quatioa (2.1) v6ri6e :

d

ft{"txt),q): ## * *4: o,

f,T:t:ytr::" q*e lce #yriwts effrt r$rrsr**t€c le la*s *€F f,&re€*fri*r;soient (r*,f*) un point du plan *o*. rl-i-;;.]injfi"ffiffi'ff
passant par ce point, alors, elle vdrifie :

{ dx*

1T: "
IX.(t.) : s*.

X"(t)-ct*s*-ct*
Pour l:0, ceci danne :

X.(0):n*-ctn
etona:

u{r",t*) : u{X.(D), 0) : u{n* - rt,D) _ ,r*d** _ rt).

Transform.e de Fourier : supposons pour cera que z ainsi que sesderiv6es admetteat ir tout isetant t des traaeform6ee ae Be*.ier e,. espa€e>on a alors

s- (&*.&\ -'"\$*"t):9"(o):0.
En utilisant Ie fait que

[,a sd*tion e*t al*r* :

s" (#(,')) **(,,, r" (fft ,,)) i€a(,il,

13



;:##.r"j,ffi-r,* 
o" transporr est rransform6e en r'6quation diff6renrie$e

d.

ia{.{,r) + r4ai{, c) : o
darrs raquelte ra d&vee err temps est une d&v&totale, Le #er { 6gureen tant que parambtre. La condition initiale correspondante est

T,u(.,O) : 0(€, 0) : 0o(€)
pour chaqu. { € R:. La rdsolution e>cplicite de cette 6quation diff6rentierenous donne immediatement pour tout couple (€, t) g R x R :

a({, t) : 
"-04'0({)En appliquant la formule d,inversion, on obtient

u(r,t):F;tfr((,t) : + f ei,€t(€,t)dtnr Jn \r'/ /--!

lr:'" 
J*"t{a-e"-)€6;11144

: us{r_ct) V(r,I)€Bx&.
c'est le r6sultat obtenu avec la m6thode des caract.ristique. De plus,dans les de.x cas . nous sommes pass.s d,une 6quation a*x d6riv6espanbielles i une 6q*atioa diffdrentieile ordinaire.
Interpr6tation du rdsurtat : En effet, le graphe de ra sorutioa en (r, t)ne d6pend que de la valeur initiale as de Cauchy en { : r _ ct. En faitla graphe de ]a sorution se d6duit du graphe de up par une transrationhoriaontale de vecteur ti: cst.e- {d 6tant le vecteur de base de r,rure desabscisse). Cela srtraine, en particulie, que :

La solution gardera i un instant f donn6 les m6mes propri6t6s(r6gularit6, ddcroissance i l'infini) que celre de la donn6einitiale de Cauchy.

L4
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Le long de ces courbes on a :

uations de Tb

2'2'1 L'dquation de transport i vitesse variable
on considlre maintenant re cas de r,6quatian de transport ori ra viteose varir
;:rrrTi: 

et en espace. On cherche des sotutions , jgn'iu. 
dans Jo;Ufr.Ui1

( ou, r\ . , .,0'u .

{ 6;(",t) + c(x,t)#(*,rJ : o yu €la,b[, vt > o
[u(",0) : ue(r) vr eJa,6l.

On suppose v6rifier la condition e(a,t) : e(b;) : 0.
La technique qu'on a utilis6 pour montrer |existence et runieit6 pour i,6quationde transport i vitesse constante peut se g6n6raliser au cas oir la vitesse n,est pasconstante' on cherehe alors les courbes caract6ristiques qur sont ls solutionsde l'6quation diftrentielle ordinaire :

dX
E : c(X(t),t).

(2.2J

d
fit"txt),al:fttxo,q**(Xft),r)#: (# * c(n,r)*) (x(,),r): j
,ffi1 ",T:..:T :::" :T^.11"1,": :"i, **: l:t es ]e rong des caraerr$ristiques, ir

illl*:: j:"1'-:i::.:: '"io* '::"*'*" ;*,':il- -r"'il':nTi,l
caract6ristique qui passe par le point (ro, Co), en d,autres termes :

u(rs,ts) : *o(r*); r* : X(0)
et X(t) est solution de :

(dx
I a : c(n't)

[X(to) - &o.

15
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tielles

au point
i'6quation

On peut

Par

L'expressi

La solution

x(t):

e(2.3) est alors ;

zo a ([lo;p='

CHEBLI Wassila et SAYOUD Asma ations de

2.2.I Cherchons les solutions de ltquation aux d6riv6es par_

(2.3)

"so,to), 

la ca.ractiristique qui pa.sse par ce point e.st solution de:

(dxr__X(r_Xi
ldt
IX(rr) : no.

cette 6quation diff6rentielre par s€paration de variables :

dX
i-@:dt'

t':#:f'o'
de la caract6ristique mt :

2'2'2 un premier exemple de condition a.,x frontibre
on va tnontrer un premier exemple d'une 6quation aux d6rivfu partielles aveecondition au frontidre. pour simplifier on regardera uniquement Ie cas de

16
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l'6quration de transport d vitesse constante pour r positif :

Vt>B,zlA
Vs)0
vt>0

{#."#:o
1u(*,0) 

: uo(r)

( z(0, t) : s(t)
(2.4)

Dans ce cas) on peut trds facilement construire la solution, il suffit de g6n6raliser

[i1:''*at'ion 
du rdsultat pour 1'6quation de transport i vitesse constante

Pour se convaincre de ce rdsurtat, il suffit de regarder Ia ffgure 1.I, et de noterque la ligne pointillSe repr6sente Ia caract€ristique qui pasee par r€ point (0;0),c'est-ildire, la demi-droite r : ct; t > 0. La partie du domaine a, droite decettesrae#rstique v,6ri€e s- tt, > set la prtie i g*e*b*s$_es < $. pe*r
cette dtxnibre partie res caract6ristiques touchent ya>re r : 0 avant de toucherI'axe I == 0' on ne traitera pas Ie cas g6n6rar d,un domaine born6 ori ra vitessene s'annule pas sur les bords, on peut ndanmoins srapercer,-oir que Ie probrimepeut advenir si une courbe caract6ristique touche un point (o, t) of (6, t) pour

L7



CIHEBLI \4iassila et SAYOUD Asma Equations de Tlansport
t > 0' Il faut alors ajouter une condition de frontidre a r,6quation et l,ut'iserp'ur remonter'information. ceci se comprend mieux sur Ia figure :

s,{t)-a,t*ao

Zg

F[*re 1.1- C*rx*r$r!*klrs #m tre ** {sF,S}

2.2-3 L'6quation de transport conservative
on 6tudi'e maintenant une 6quation proche des dquations qu,on vient d,6tudierll s'agit cle l'6quation de transport c'onservative :

{a" , 0,,
{ a * 6;G@,t)u)(n,r) : o sur a €la, bl,t > o

I o(t, o) : ,o(r) vr e]r,, bf
(2.5)

c(r;t) est une vitesse donnde et v6rifie c.(a,t): c(6, l) : 0 et us est une fonctiondonn6e' {)n va voir pourquoi on appelle cette 6quation cons€rvative.

Preuve 2.2.5 Comme u est solution de (2.b) on a:

/"' (X + fik@,q-)) (r,t)d,r: e

t8
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fuu
J " frk@, t)u) (r, t)dr : [c(a, t)u(r, t)]I : 0

car c(a,t) : 
"(b,t) 

: A. D,ot Ie rdsultat. f
on remarquefa que cette 6quatigl noss.de un terme suppr6mentaire, par rap_port ;* l'****tien 

i lry &4 *6 de c* r*ir o*r &e F*xs sr*: dire q*eIa solution est coastante t" jonsY; /a,rwh6nstique.s.

iTfrtiT';,1,*t-HT::;:r,i:,*xort 
i vitesse non consrante, margr6 re

J'int6grate n, u* ,Lr-, o*. 
t constante le long dw carac{ff**;

En effet, de :

0n conclut que :

# f"' 
u(r,t)d,r + f' "@,ilfffu,t)da : o

d gb 
fb A".

& J" 
u(r,t)dx: 

I^ #a,flu@,t)dt
oti on a utilis6 le fait 

31ec 
(a,t) : c(b,t): 0. si on 6crit l,6quation conservativeb b"rg d'r:*e e*r*t6ristiq**, oo o+*or* ,

A^
6u(x (t), t) + frt"tx {t}, t)}u(x {t}, t7 : s.

O* Erote *r*inten*clt qtr*

ftuutft),il + #(t)fttrut,t): #u6ft),t)
m qui eclbraisle :

_d A^

o\u(x(t),t) + ;{x(t},t}u{xtr), r) : 6.

Si ogl d6fi*it l*, f*cfi*n ;

w{t} - u(X('t},t}eli #{xr"tlDa,

19
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elle v6rifie :

!- (dn,,,,E := 
[ 4* txra, u. t:fr) rrr+, 4) fitxq,1,,1a,

== 
t#,*ur,u. ffy.{x(t),, ; 0#) {x{t),,,} ff*G.'ya.

=. 
(#r,ur,il + fit"r*nr,nrr-ir,ij ",r*,,,n 

,nn

On peut donc conclure que :

u(X (t), I eIJ * tx t"),t)dr - uo(X(o)).
On a ainrsi montrd :

{eu A,
{ ft " 5;lrtu) :o vr) 0, vr> o

[r(",0):r Vr>0. t2.6)

::*TJr-::- 
d,abor* la c.araer€risriq*e X{#} passanr par }e point {r, f). E}le

X'(0): X(0)0,
il *'agit d'**e equation * v*ri*bl* #par6s. sa ml*,ti*n *t :

X(0) : be*.

O* d6terrs:irx Is c**st**te # i prtir de l,6g*lit*4 :

X{t}: *

20
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CHEBLI Wassila et SAyOUD Asma

ce qui donne :

d

ations de

,i40: te-T

x@) = *'t#.
La vitesse et sa d6riv6e partielie en r sont donn6es par :

c\fi,t) : fit

et Ia solution de (2.6) est donn6e par :

u{u,t) _ us(X{n))e- fi #tx@,,ta,
: uq(re-t)e- flrdr
: ,"-* 

"-*: ,"-*"

2.2.4 Solutions auto_semblables

Pour terminer ce chapitre on va pr6senter la notion de solution auto-semblableet i'appliquer i, r'6quation de tran"po* i vitesse constante. on appe*e so_lutioa auto-semblabre urre fon"tioo qui est invariante par un ehangementd.'e.helle e"a temps- Ce type de foaeU
eres mod.liseat i* pnaoo*** n* _1ffifi:oT;ffiT:t#_rJJ:Nff
La m6thode de recherche des *oru=tiorr. *,rto-**mbrable consiste i, imposer unecertaine forme d, la sorution recherch6e, et de ce fait a transformer r,'quation

il:l-",;f 
partielles en une 6quation diff6rentien. orarrrxr.. voyons ceci sur

€ Exemple z-z-J on cherche des sorutions de r,dquation (2.1) qui vdrifent :

u(n,t) : t" t(#) 
e.T)

2l



oti / est une fonction quelconque, c et g sont des constantes i ctroisir pourque les sorutions existent. c*t.oton* tes d6riv6es o*iu'*, d,ordre 1 de a :

ffA,t): o1a-tf t#l - 0t -B-rr1(I)
" 'tlet : 

ou,
#t",t) - t*-F 7( ,

L'dquatioa (2.1) darieat alors :

ot'-'f'{#} + kt"-B - #*.---p-ts}f,{fi}: *
1 et y : x/t' on se ramine ainsi i r'.quation diff6rentiere

*f fu) + (" _ ilf,U): a
qui peut s,6crire :

f!{u} - &
76 = 

s - " 
+ ln [/f : oln ts - cf +.ts

ori '\o est la constante d'intdgration. on conclut qu,une solution autosemblablede l'ew&tie de tr*nryort i, *tffi w:s6antr est

u(x,t) : Al,*l;- 
"lo 

: alr - ctlo

oti 'i est une constante i ddterminer i, partir des conditions initiales. onremarque que la solution retrouvrde depend uniquernent da n _ d-

on choisit f :
ordinaire:

22
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iChzrpitre J
Rdsolutions et 6tudes des cas

3't M.thodes caract6ristiques : cas g6n6ral
(R,,)

E:r urath6aatiques, la s6thode des caractdrisiiq,.re-.i est qne teebai+ge p,eraaet_tant de :r6soudre les dquations aux ddrivdes partielles. particuiidrement 
adapt.eau:x probldmes de transport, cette m6thode est utilisde dans de nombreux do_maines rlers que la m6canique des ffuides ou 

'e 
transport de particules.

Dans certains cas particuliers, ra m.tirode des caract6ristiques peut aidd i rar6solutic'n purement anarytique de l,EDp. n*, ,*-.**oruu .o*orexes (ren_contr6s par exempre en mod6lisation des systdmo prry*rq,res), ra m6thode des

;T:::ffiT:ues 
peut 6tre utilis6e comme une mcthode de r6solurion numdrique

Po$r une'6quation aux ddriv6es partie*es {EDp} du premier ordre, ra mdthodedes caractdristiques crrerehe de courbes (apper6e ,,6;;,,*act6ristiques,,,
ou plus simplement "caract6ristiques,,) te tong d*;J* r,EDp se r6duit i

23



re
une simpre 6quation diff6rentiete ordinaire (EDo). La r.sorution de'EDo leIong d'une caract6ristiqu* pur*ut ;;;;;*** rr rorution au probrbme originar.

fr,Tffif;ff;l pdseete er te cas eli te seesde rerse esr arrr- Lrlkemear
transport , 

u(r' c) solution du problame o" 
".*G 

paur l,dquation de

Vf>0,VeeR"
(3.1)

Sul H*ffi;::es solutions explicites de cette equation gr6ce i ra m.rhode

Psur cela, oa ajsute tes hypothises de cauchy-fups cttitz {c-L)zuivantes :

II exl*tent deux con
on ait , 

**a*te Jjt"{r{?,A} *t Mr(T}telks qt:e pa*r tetit *t} S f

Yn,g € Bn
Vu € lR'.

(3.21

G" * c{r,t).V,u: a

lu@,r): uo(r) e cl(R^).

{,."(.r,r) - c(t,il1 < twr(r, R)lr _ yl
I f 

c(t, r)[ s Ir[2(T)(r + I*l)

Avec ces hypothdses on peut d.finir res caract.ristiques :

D.finitioq 9.1.r Dans_ @ eas, on *ppe*e caract6ristiques de transport(3.1), ks trujecto,ires d,a systdme di,$6renti.el :

[*'ft,a) : "(t, 
x(t;u))

[x1t: B;y):ee R,. (3.3)
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,Httff 
Ij;, 

i::":T-:':'ect 
oires existent p ou r t ouft emps er que rappr icati on,

est u:n diff6omorphisme de classe g1 pour c € g1(R,+r1.

.""1t-3i:.ffiia 
solution d'e l'6quation de transport est "constante le long des

Preuve il'1'2 La regle de ddrivation eompos6e nous donne :

dt
Au(t, X (t, a)) : #" * V *u.x,

or -Y'(t,!t) : c(t,x(t,9)), d,ori

d

dtu{t,X{t,il): o# *"n c{t,n)-l,u:a
et ia formure dnonc.e est donc d'montrde ainsi clue'unicit6e. pour conciure.il suffit de rappeler 

T: v -+ x(t,.ry) .:t un diff60morphisme de crasse el et

[rH**'des 
caract6ristiques cen*it donc bien un* *ru*,*o u{t,r)en tour

Th6qrbrrrs s.r.1 
":: 

r:: oou"
prenant c e €l(R * u")l r *ti" "" uni,que 

"r1riu"r'*e gr(re x R*) del'^qaution de:answrt' It u, ir"n" wr ta m,thode d,es caract{ristigues :

Is e R,, ,(r, * (t;a)): a(s, X(.r; 
"t;(r).

25



ues propridtds sont bien sfir opposdes aux propri6t6s des solutions de I,6quationde Ia chal€ur qui dipendent instaatandrneat de ia donade lnitiah, avec un dfietrdgularisant.

Rer'narque : Les propri*tes o -@ soat typiques du caraetlre hyperboriquedes 6quations de transport. EIte s'oppment aq:c propridt6s de vitesse infiniede propagation et aux effets r6gularisants des riquations paraboliques telle1'6quation d.e la ehaleur.
a1

Les propri6t€s de l'6quation de ffi;i,':uu;:;, sur la solurien qui est donndepar la convolution

./t ., I f u-nf ^uc\t' n ) : m Jn,"- - uo (a)da

Preuve 3.1.8 ce propri6t& s€ deduisent imm6diatement de la formule duThdor€rne 9.1.1- Notons simplement que @ signifie-

,9(0) : 1r, 
^y{t + s) : s(t) o,9(s) +=+ -f(, + s,a}: X(f, X(",y)). f

CHEBLI Wassila et SAYOUD Asma Equations de Transport
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3'2 Equation de transpot, solutions faibles

D6finitio:,. 3.2.1 on d,i,t qaeu estsorution faibre de (e.I)sa.u € trm(RxlR+,lR) et u*rifie pour tout e € g:{R x lR1, R} l,i,d,entit6e :
ff

Jo Ju["G,t]p, 
+ cu(r,t)e@,t)ldtdn + t' "r!jpr-,o)d,r :0. (3.4)

Not'ns que dans la d6finition ci-dessus,_on note e](rR x Rr.) I,ensembre desrestrictions a, R x R-. des fonctions g:(Rr). Il d6coule a" *" 
"rroi" 

qu,on peutavoi:r g{a,O] 10.

Cherchons maintenant les relations entre les
savoir, la solution classique et la solution

deux notions de solutions. A
faible.

La d6m,onstration de cette proposition est effectu6e dans Ie cadre plus g6n6raldes dquietions hvperboliquea noa lfur€aires.

Notons rtrue si on prend ,p e si{lRx]', +sol, R) au lieu de p e sl(Rx]', +ool, R)dans (S.4), on obtient :

Wtcu":g
r**is *n ne rr**plre ps l*, e*n#ti** initi*ie. Ir e*t dc&* s.se*tie} de pr**dre
des fonctions dans e](nxlO, +oof, R).

Prpppsitiorl 8.2.r Si,u est sotltjln:r:rrn*y: O, p.m
f:u^,:,:*lu:o::*?*:"t, s,i u e er(Rxl', +oo[)ne1;*;'fo,;* f) est sotuti,on
classi,que d,e (I.a) alors u est soluti,on forte ie (g'ii
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Preuve 3.2.2 On va montrer que u(r,t) : uo(r _ ct) est soluiion faible.Comme u e I*(RJ, onau €,[*(]R.x R+J. soii 9 e el(Rxl0,+ml,JR), onr'eut montrer que :

ft
J J*uu(n, t)'p6(n,t)dndt+ f |-*cu(n,t)e1(r, t)dndt+ ! usb)eb, ,)dr : 0.

Posons

ff
A : 

J d.u. 
u(r,t),p1(r,t)d,rd,t * | A_*_cu(r,t)tp6(x,t)drdt

Si u(r, t): W(r - ctj,on a :

o:{{ uo(r-dlvt(r,t}dnd. f f
J ./n*m* 

*01r - a|Vt\n't)dndt * I ln.u_ 
*o{" - d}wt{r,t}drdt

En appliquant ie changement de variable A : r _ ct et en utilisant le th6orbmede Fubini, on obtieut :

t' ,rrtfi t' -t*tn * et,t) * c?,{y * ct,t}}dtdy.

rhs: P{Y t ct,t).

- t /'+ooA: l_(uo(y) | 4\1t1afiaEJR JO

est i support cornpact sur [0, *oof,alors

A- - 
fuuo(d,b,0)da.

*: - t' "r{v}*{v,*}&.

fuons ahcrs

On a donc

et comme rl'

0n a ainsi
tion raible

montr6 que la fonction d6finie par u{r, t} : uo(* _ eC} est solu_
l'6quation(2.1), d'ori l'existence d'une solution faible. Montrons
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ma:ntenant que ceile-ei ast unique. soient u et rs de*x sorutions faibres de(2.1). On pose ?r: u - u. par ddfinition, u satisfait :
ff

I l*-*. w(u,tJ(tp1(x,t) * cv*(n,t)J : a v,p eclfn x R+, R) ts.b)

Par le lernme 3.2.2 donn6 ci-dessous, pour toute fonction / € g:(R x 1R+, rR.)il sxiste !r € e:{R X R*, R}, te}}e que p, * ep,: 
"f, €t par {g.5} un & :ff

I /o.*_ 
w(n,t)f (r,t)dad't: 0, V"f € C"(R x Ri, R).

Preuve 3.2.8 Soit./.€ g"(lR * Ri,JR), et T > }tel que f (r,t):0 si t>7.On considdre le problbme :

op vdrifie fss*slest q*e le probli.me {*} sd}r*i *ne sdntio* eJss*}$€

p(x,t) : - [' f@ -c(s- r),s)ds.
Jt

En e#et, ar€e es ehoix de gz, on a

p e C!{R x R..',, R) et Ft* cA,: I
De plus, eoln'oe / et i support compaet, rp et & support compact. I
Remarque (sur les propri6t6s de la solution). Remarquons que Ia solution
faible de (2.1) possbde les propri6t6s suivantes :

Ceci entraine q\e w: il p.p- t

{vt+cen:f
lP(*'?) : o.

(*)



CHEBLI Wassila et SAYOUD Asma

O uo>op.palorsu>op.p.

@ llu(.,t)lla,t*) : f luo(r)f l*1uy, vp elt,+m[.

3.3 Advection

considdrons la variante conservative de r,6quation de transport suivante :

(0u
lA * div(cu) :0,

Iu(t: o, r) : uo(z) e er(R*).
(3.6)

cette variante a une structure assez int6ressante i 6tudier.

Remarque : En fait, ra quantit6 J(t,y)$'est autre que Ie Jacobien du flotdes caract6ristiques (e.S). On a alors

d0x,
## a, s) : D*c(t, x (t; il).ff (t, a),
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{tUty) 
: divc(r ,X(t;a))J(t,y)

[J(0, s) : 1^

On en d6duit donc que

J(t,y): d*l /ax\
'\un )

Preuve B.B.L on utilise la m6thode des caract6ristiques pour obtenir :

0u
51 * c.V,u * (div c)u: A

Ce qui 6quivaut b :

du.
A{* x{au}} + {dive}{r, xg,y}}*{*, X{*,3r}; : s

Donc 
d.
4lu\t, X(t,y))J(t,u)J : 0. I

L'int6r6t principal de cette forme de l,6quation de transport apparait surtoutdans une propri€td q*e nous 6nongons maintenant :

(3.7)
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lSemru'que : En d'autres termes, on a Ie droit d,int.grer une 6quation con_servative et d'utiliser Ia r6gle :

"ign(, 
. a Dr)diu: 

6lul, et sign(u) c.v,u: e.v,lul.

Preuve S.B.Z On
expricil;e de ra sorutffiffi"tr#:il:T.f,, riff;;::'" 

urilise ra rorme

lu{t, X {t, *)l J (t, il : lo! till.
Oa calcule alors (voir 1,6galit6 (i-Z))

f wa,xg,s))lr(t,y)ds :

I.,u^-ul(t,da*: I^

f w"totta

f 
,,un,x)f 

det (X).
J lu(t, x)ldx

ce qui prnruve que a{t) € tl(lR") pour tout t € lR et aussi Ia seconde 6galit6dans @ ' puisque l'int6grabiitta'u"iJa*ontr6e, 
"" agaur, Ia premidre 6galit6de (9 par le m6me argument sans res valeurs ab,sorues. La propri6t6 de con_tinuit' €) peut se ddmontrer p* a*ritg- soit rul , e**-| a0 dans trr(R*).La suite u,(t,r) des sorution* 

"or."rooodarrtes ,orrt gilf d, support born6 enr pouF dr* temps bornes {grace i }a solution expricite). Ere appartient d.onci e{R,It(R)). par ailleurs, en utilisan* g o.*?'1,u,'oodeduit

lul - uol(r)dr -+ 0,Vr € tR.

Ceci prouve la convergence de ?rn vers ,1*: I,espace g(lR, ,r(R)). La propri6t6@ se d6duit directement de Ia forme-de ra sorution dans Ie ?h6ordme s.3.1ca.r J ) 0. pour montrer la propri6t6 @ , ";;;;;;;;;;_** temps, d,abordpour des cloaa6ee iaitiale.* r6guriires, puis paur res sorutians faibles- D,aLrord,
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pour les sojutions u(t,r) € g1, on considbre des fonctioR + lR. En ut'isant Ia rbgle de d6rirarion composde, 
"" 

n;;:tlidres 
(cr)s :

a
ats(r) * div (c^f(u)) + div[u,f(u) _ s(u;1: s.

on voudrait ut'iser cette rdgre pour ,s(.) :J.[, qui n,est pas gr. pour cera, onconsiddre une fam*re ae ronJrons de cra,sse gt 
"r""*"_, i , u _+ R terle que :

{t"fu) 
: lul -s pour lu! > 2e

Is,(0) : o.

Remarquons alors qu'on a :

Co*r:me o* a
a
ds,(") * div (cs,(u))* div c[us,"{u}_ &(u}J : 0.

Lorsque e -+ 0, au sens des distributions on obtieat :

ft,,,todiv(crzr) *o:0.
En effet, grdce ari-x propri6t6s 6aonc6es ci-dessus de &, on a s"{u) _l fu! danse{] - 

"' "[;rl(]R")) 
et re troisibme terme du membre de gauc]re tend bien versz6ro car div c est born6 et .9"(u) - us!(u) _r 0 dans aff:r, T); Lr{W,}}.

La fonction ,9" qui r6gularise lef
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p(t,X{t,g)): ,po(il.
Ol cacule donc

.{ w"wr*o{ild,u

aprds le changement de variable a _) z : X{t,.y). Oo a done montr6 que :
f

I l"'fu)tvo(y)da: f fuft,elpft,n)dr

E:l?T:fff:f, veri€aar {3'1}' ceei e-sr uae fsme faihre de ra rrd€rrruc,a

3'4 Lois de conservations scalaires et singu-larit6

Le but de cette section est d,introduire querques notions math6matiques con_cernant lesr systbmes de 10is conservation pour une variable d,espaee. ce sujet

ceci 
'tabrit 

(D pour les-sorutions r6guritsres. Ensuite, pour les solutions u(t, r) e:S:;:.;i);";l"*'d6re une *'i" p;^-:*Jil::ilJ'" que uff -+ uo on
sens d*s 0,.*,.,oo,,oiliT:3-'r1.lT l';:#;t;'pa'sser i, ra rimire au

trLernar'qge : on peut aussi remarquer qu,en prenant ir sorution de l,6quation :

1tgIc.V,V-0,
ona

t wft, x (t, y))lJ {t, a)s{t, x {t, y}}d,y

/.,uu, 
x {t, u}}l*tt, x {t, a))r {t,oi (a-t #)' *

| fu#,*)+*{t,s} s
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est I'objet d,une litt6rature abondante
appliqudes.

9*- tout ee qui *rit * > 0 rt6.dgae l€
Soit u : u(r,d) solution du problLe

dans le domaine des rnathdmatiques

teaaps et s € &. la vaciabh d,espace-

ilf";j*J"::::::"u donn6e in*iaiecette 6quation orprime ra conservati'". a. i;"-ffi;;. rjj: fi:'""j"{jlr*:il sufiit d'intdgrer (1.a) sur l,interrralle tA. 81

#, l^" 
u{r,t}dn+ [/(u(r, r)]Jf : s

si le Bux, f - f (u),est une fonction iin6aire (rop. non_rineaire] de la quantit.u' on parre de roi de conservation rin6aire (ru"p. non-finJaire).

3.4.1 Lois de conservation lin6aires

Dans le cas lindaire, Ie ftux est donn6 par

f (u): ou,
oir a est une donn6e qui est homogdne i une vitesse.
cette vitesse peut 6tre fonction de l'espace et du temps. Dans re cas particurieroir cette vitesse est constante, le probl6me (1) devient

(au , affu)(1) {ar*-u--o (r.u)
(u(r,0) = uo(z) (1.b)

(Ou Ou

lat+a6;-o
lu(*,O) : uo(a)
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.f#*Hianal-r'tique de ce probldme est obrenue en urilisanr ra m6thode des

:llffrff .ffi"f, :fi,,f,iiff;.H"iffiffiffi:* sssoeiees n {2.a}

dr
A: o r(0): so.

i3.8)
L',int6gnation de (3'si et immddiate et nous eonduit e z(t) : ao + ot. Les
ffi:* 

caract6ristiques form*t u*- r**ile de or"n* o*aililes dans re plan

Dans ce cadre, r(f] designe la positien d,une particule i, r,instant f, initiarementsitu6e en a0. si , est sotution ae 1za;, ra rariation J. ,,'* long des courbes
*Trffuttttiques 

est fournie rn ."l.ur*ni Ia d6riv6e de u(r(tj,t) parrapport au

fiu{*(t},t}

Sachant que ?r est solution de (2.a) nous en d,6duisons $u(r(t)1) : 0, ainsi zest r:orst€inte le long des caractdrjstiques ; ;;;;""-" A

u{s(t), ti : a{c{0),0} : uo(*o},
d'oi

t*{lr, t} : ao(;r _ e*} 
{g.g}puisque tro : r - &f- cette soiution eorrespond au traasport de la donn6einitiare i ra vitesse a et ce quelre que soit ra r6gularit6 de uo. Dans re cas or)

,"rlm[ fff:t"*,'""t'et io-t ;ono* un cr6nea-u), cenes-ci sont rra,ns-

_ }udr 0u--WF"uF
- at*ot.
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Si i'o.n considdre Ie

j*1t.'r..yg)'-iT'J.,l;?:'["T:f ;[igi::T.:;1,:f H"ff :.T j:
0uA
* + 6;La{r)u}: o, u{r,a) : uo(r) 

{g.10)

a(r) est une fonction Lipschitzienne, res caractdn-stiques sont

dr

[:if:ffi111.*n"-Lipschitz 
assTe que pour r0 donnd, r,gquarioa diff6rentie'e

acrdrirft iqu- *-#LoJiillution 
r (no, t), p*r*rttuoile d6fi atr la courbe ca,r-

Noton's que ces 
":T?o ne sont pas a6cessairement d.es droites. sachant que ?r.;:?:ll'il*:S*g';'#:Jjii t" to,,g o" ru 

"o.,,u-* 
caract6ristique dJ'nie

d.

f,,u1r1t1,tl :#f*,:#
: _e;\#)u7

oii a' d6signe ra d^6rivee de a par rapport a, c. Ainsi Ie long des courbas
::;ff:ilr'iques 

d6finies par (s-rr;, u est sorution de l,.quation diff6rentielle

d

6u(u(t),t): -a'(r)u(r(t),t). (3.12)

ffi1r*: l[;l:***tstiques 
sont ddfinies nous savons carcurer ra sorution du

*":rJ" 
sera pas toujours Ie cas comme nous ailons le voir dans la section suiv_

Supposons que
solutions de
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3.4.2 Lois de conservation non-lindaires
f)ans ce ca's, Ie flux /, est une fonction non-lin6aire de ra variabre z. pour des

it*tt"t"" 
suffisamment rdguii6re, Ia vitesse de propagation associde esi d.finie

a{u): f,{u) (s.13)

;l f.*ifi:la 
d6rivee de / par rapport i la variable u qui esr arors sorution

Eu.,,&u
5; + alu) u;: ot u(n,o) : uo(n), (3.14)

La vitesse de propagation a(u) d.pend de u d,ori le caractdre non lin6airedu probri(irne preeent. & uuooo* que a(u) ert u*e f*retioft firffisammentregulibr*' comme pr6c6demm*.rt t", c'aract6ristiques sont d'finies par ra soru_tion de I'(iquation diff6rentielle

dt& 
: okr@ft), t)1, r(o) : *o (3.15)

on vdrifie sans peine que si u est solution de (3.14), ra variation de u, le rongdes carar:tdristiq*e di*nie p*r

flutuft),t): ##*#
: ff."{")#

on en d6trrrit que ?r est constante le long des caract6ristiques, i.e., u(r(t),t) :uo(*o)'Alnsi a(u) : aluo(re)Jet les caract6ristiques sont jes droites d,.quaiion

n:ra+a[us(re)]t
(3.16)

contrairernent au cas rin6aire, les pentes des caract6ristiques d6pendent de radonn6e irritiaJe.
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En particuarisant Ie nrob.r6me (3.1a) nous a,'ons mettre en *vidence re faitque I'existence des caract6ristiques n;est pas assur6e querque soit t > 0. pour
ce fsire sous co$sidecons r'6quation de Burgeeso peur ra4uelle ;{*} : g ;-
;::].;rf*t* d,une donn6e initiale u0 qui est une il;t;;fr ;
S*ies* les deu:c po*iti+*s i*itiel€s #1 et sz tels eire n1 1 *zt*iors **o{s'} >u'trz) de sorte que ra pente de ra caract6ristique i"sue de 12 est supdrieure icelle issue de rt. Avec ces hSpotheses Ie temps critique ,., opour requer lescaract6ristiques issues de 11 et de r2se rencontrent est d.fini par

En ce point nous avons u(r(t"),t.) : uo(*r) : uo(rr) ce qui remet en causel'uniciit6 de la sorution de l'6quation diff6reniie'" 1:'.#;. elus pr6cis6ment, onsouhalte d6terminer ie temps minimar i. partir duquer cette situation apperait-Bn ut:ilisant le th6ordme des accroissements finis, J" se met sous la forme

*"(e): --l--
*uo6\ar

o* F ci4, *r{. b te"nps rr:inirs}a} de creis*}ext d* ear*ct6*stiq** *t *rorsd6fini par

t* : mineent"(Z).
Ce qui s'6crit d.ans le cas g6n6ral

+_tto 
- -

X;Z - 11

uo(szj - uo(*r)

Par eorasdquest l8 adthode des caraetdristiqrres est eise ec &ifaut i paxtir dutemp l*.

AIin de pr6ciser le comportement de Ia solution dans cette situation, donnons-e& un exemple.
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Remarque : Les ondes de choc sont des solutions autosimiiaires (i.e qui ned6pendent que de f)

":r(;),rtet :{l' pourf <r
lua pour{)o.

Une onde de Choc

Preuve A'r'L cherchons i quelre condition une sorution de ra forme donn6eest solution au sens des distributions. supposons par exempre que o > 0, {re
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m6me ca,lcul s'applique d o < 0). On 6v*lue d,abord :

et de mime,

a"f(u) : lf(u)16(r: ot).
II reste I remarquer que (tester contre des fonctions continues):

, (r : :) : @!5(x : ot)

on en d.duit que I'6quation a lieu si et seulement si la relation de Rankine-Hugoniot est vraie. I

a.u: 6(t - !)t", - oa): -[uJd {r: I)

4'2 Existenee des ondes de Rar*faction

Remarque : Les ondes de rar6faction sont aussi des soiutions autosimilaires

u(t,n): t (;)
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Preuve 4'2']- A quelle condition une fonction autosimilaire est elle solutionde (2.a) ? On pose { : ? et on caicule

o.- rt\ € ,,., a
ao (;/ : -in r{r , slr (o (f)) : 

}o{u(€))u,(e)
L'6quation (2.a) s,6cnt donc

L/({X-{ + c,(u({))J - o, (4.1)
ce qui signifie que soit u'(€) : 0, ou bien { : o(u({)). on v6rifie bien que rafanction de l'6naned est une salution- Il s,ryit a,ur,u *totion au sens *presque
partout", qui est 6quivalente au sens Dr. t

4.3 Entropies

Commengons par une d6finition

Ddfinruon 4.s.1 on appelre furobrime d,e Riemannura construetian d,,une so_lution autosi,mi,laire u(i) ,our une d,onn€e i,nitiare di,scontdnue
(

uo(*):|"n Pourr<O
Iza pourn>0.

44
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Le problbme de Riemaan se r6soud en g6n6rar en juxiaposant des 6tats con_stants et des "ondes simpres" (chocs 
'u rardfaction). La juxtaposition d,ondessiml*es e'ap;relle *oade 

ctrmpos4e" - pour le ca, pa.tieufiaremeat eiropie des flux/{u) convexes. voir, aussi, re probldme pour i. "* prus comprere d,un fluxcubique.

Les de'x types d'ondes {choc, rardfaction) fouraissent un exempre de aonunicit6 des solutions faibles du probldme de Riemann.
on choisit en effet une donn6e initiale discontinue dans le cas compatible avecune onde de rar6faction et on a donc deux solutions, r,onde de rardfactionet I'.nde de choc' on doit donc introduire une condition suppl6mentaired'r:ni'cit€- La coaditioa d'eatropie pe.rmet de sdlectiea*er la ,,bon*e 

solu_tion" physique.

Pour cela consid6rons une fonction s( ) e gr(R;1R); alors pour toute sorution€1 de {2.a), on a

It,,l* u
ot i;rl"\u) : B

{tvec

":{.i: 
o(.}s'{.}.

Mais la manipulation non-rin6aire utilisee (loi de ddrivation compos6e) n,estpas w'aie pour les solutions au sens des d.istributions et cette 6galit6 est fa*ssepour les ondes de choc.

!)6finiition 4.3.2 une sotuti,an de (e.e est d,,iteentropiqu e st, &tt sens desd,istribwti,ons,

La foncti,on S(u) est appetde entropie convexe.
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Notons que I'in6galitd ci-dessus, au sens des distributions, s,en.t*nd en rem-pla4ant I'dgalitd par une indgalitd dans I'intr6grale ddfinissant la soiution D, eten se restreignani aux fonctions test posiiives.

Preuve 4,9.4 Reprenons la relation de RankineHugoniot pour Ia vitesse adu choc, on est a,men6 i d6montrer

on monf,re, et nous l'admettons, I'€quirr.arence de cette inegalit€ {pour f et,9 convsres) avec ua - us { 0. Considdrons seulement }e 
"as de Burgers_Hopfr/. \ u,2 _ o,Z

::) 
: T "t de l'entropie quadratique s(u) : T. on doit alors d6montrer(rtre

W -W\uo)'- (u),, (ta)'- (*r)' rz(ua-u) 2 '--Y:T"1u4i-4"{us).
Cette in6galit6 s,6crit aussi

3{uo + u)' tua - u} 2 afuo - u}(o3 + u&rs + orn),
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i.e.

o 2 (aa - ")(u3 
_ 2u4un * 

"?) 
: (ua_ un)r,

*e q*i mt equivale*t i W - us < g.

Notons qu€ c€ calcur rnontre aussi que ra diseipation d,entropie est h cube dela "force du choc', i.e. du saut de u. I
on en ddduit Ia sorution du probrEme de Riemann pour un ffux convexe etqu'elle est formee d'une seule onde unique {parmi les onde,s composees).
L'dnoncd de la proposition 4.J.2 est faux pour un flux non_conv$(e, on renvoi.au probBme ci-dwsous pouf un contre-urernple. par corrtfe or peffi montrerque le probllme de Riemann admet toujours une unique sorution entropiqueformde d'une onde compos6e.

47



{Chapitre J
Flux non convexe : probltsme deRiemann

Le probldme de fuemann associ6 A l,6quation

tut 0f (u) 
^*+ #:o

;f-i"- 
i' d6terminer la solution co*espondante d, ra donnde initiate u0 d6finie

(
uo1*1 : lun si t <o

l"o si'0<r'
Nous aJlons donnerra sorution de ce probrdrne pour une foncti*n f strictementconvexe, Ia vitesse de propagation a(a) : f,(u)€tant une-fonction strictementcroissante' suivant les vareurs d* un'Jt de uaon distingue deux cas :EtqigLcas ,n=_Ed : Ia solution est une onde de chocvitesse v'u' (rc cloc qul se propage d la

o:f(ua)-f{un)
ua - 'lrs
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Cette solution s'6crit

u(r,t):{:,
si, z 1f fuo) - f (u,)t

'rl'* - uE

sirlffua)-f\")r.
ad_&s

ugw t-tI lua
(blPre€l l$#dt

solution du probldrne de Riemann : onde de choc sepropageant dans le send des r > 0.

Ellesepropage dans lesens des r> a (resp.r < 0) si a > O(resp.o < 0). on
a 

'epr6sent6, 
Figures (a) et (b), I'alrure des caract6ristiques dans Ie plan (a, t)et le preifil de la solution.

Deuxiime cas un < u,, : La solution est une onde de d6tente centr6e et les
vitesses de propagation sont teiles que atus) < atua). on va ddtailer Ia con_struction de la solution dans le secteur a(u)t < ft < a(ua)t. on cherche ?, soustf t:.i. d'une solutisn aut+semblable eriposant u(r, t) : U{e} &xec ( *
T. Lu f'nction u est, sorution de r'6quation diff6rentierle

-rdu - '--' du-( o. * a\u lE: o.

L'6limin*tion de la soh*ion triviare {J : cte nous cunduit e a(#} - { avec{ e [n{u',,),a(u'd))'Corirrne o est une fonction strictement croissant e ,a r;alise
une bijection de [u'n,u6] sur la(un), a{uil,Nous en d6duisons que r,6quation
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e{U) - ( admet une unique solution, soit U: s-1((), d,oi

u(r,t): o-t (9) .
\ t,/

Ainsi la solution du probllme d.e Riemann s'6crit :

{"n sis( a(un)t/ .\ | . ,u\n,t) : 
1 
o-'(?) si a(au)t S r ( a(ualt

["0 siu ) a(ua)t.

Il nous reste a, distinguer trois sous-cas afin de d6terminer le sens de propaga_
tion de l'onde de d6tente.

o 0 < a(un) < a(ua): L'onde de d6tente se propage daas le sens des r ) 0
corrme on peut le constater sur les Figures (c) et (d)

(c) Caract6ristiques
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@ a(un) < a(ua):_a: cette fois l,onde de ddtente se propage dans Ie sens
des z < 0. L'alrure des caract6ristiques et du profir de ra sorution
repr6sentds en Figures (e) et (f).

(e) Caract€ristiques (f) Profil

o 
"fud:!*4d: -ce 

dernier cas est appel6 cas sonique par analogie
avec la a€ca,reique des fluides. La ligae s : 0 eanteaee daas le faisceau
de caractdristiques issues de l'origine transporte la vareur ?A)*n qui cor_
respond i, Ia valeur de u pour laqueile /(u) atteint son minimum) on a
dgalement e(u"*r):0, voir les Figures (g) et (h).

(g) Caractdristiques (h) Profil
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5.1 Application : FIux non convexe

t L'objectif tle cette secti,' est de r'orrtrer que, porlr 
'rr flux 

'o' corrvexe.

| ;Tdil:il"tr"'ffJ',e'ntropie 
*e s'ffir pa^s i.rin"o'** sor'rion ,rniq,," u'

Pour cela, considdrons la loi de conservatiaa scaJaire :

0u }ug
at*A;:o'l)o,relR

auquel on ajoute I'in6galit6 d,entropie

0(2u2) . 6(Bua)-E---?;-s0.

:H:f,'r*:re 
le problbme de Riemann, c,est i, dire la solution de

u(r,t:0) : uo14 : {un pourr<0
lua* us pour r > 0.

(5.3)

on devrait r6pondre aux questions suivante :

O Donner une justification simple de (5.2).

@ Ondes de choc ; Il existc tordours rrnc onrlc clc r,hret (b.l). carcurer sa vitesse, ut *ontru, qu* 
rc atr probllmc (b.1)

o > luaunl ?

@ Montrcr quc l'indgaliti cl'cntropic (5.2) cst 6rpdvtr,lcntc i in contiition :

"3<"3 (5.4)

(b.1)

(5.2)

(5.1) avec la
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(o Ondes de d6tentes : Il existe cles solutions gl par morceaux, continueset de la forme u(f) au probldme is-lJ et can solutioas soat forerimenrdonn6es par la formule :

(
,,\ lun Pour { S €o:3u3

u\1) : jua pour { > €a: Su\

[Su2i1; :g pour{n <€ <€a.

€l 
fn sumose ug * a et u6 / 0. Montrer qu,il existe une unigue solution"'oade de d.teate"au probliae (b-li, (s-:) so*s io *o**itiorq d,e sigaeentre autre, A, prdciser sur ?re et, u,4. (Faire u1 ao*irr).

R6ponse

o cette 6galit6 est waie pour res sorutions g1 (d,aprds Ie carcul d.u fruxd'entropie abordd avant). D'autre part ,S(u) 
': 

Zur.** .o*.*. 
"" Ou,justifie I'in6ga1it6.

@ La relation de R.H donne

o:'t-ul
us - Ed: u3 + uaun * u2n-

De plus o 2 uaug et o : {ua+ un), - u6un } _udus.

@ Pour I'in6galit6 d'entropie on 6mit l,in6galit6 de R.H.

2o(u] _ 
"?) > s("1 _ ut) : 3(u26 + u|)fui _ u?).

Dorrc on doit avoir

2(u?a + u6us * 
"l)@i 

_ 
"?) 

> r(u?o _ 4)@i+ ,rl),
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ou encore

a > {"3 - 2uauo + urr)(u} _ 
"Z) 

: fuT_ u,"}{uo _ uo)r.

ee qui 6quirraut i
02u3a_uzn.

(D De fulles strlutions vdrifient :

V€ ri(€) : 0 ou 
"("(€)) 

: f.
Ainsi, pour :

O € €J - oo,3ulJ, on a

@ { e [su2a,*oo[ on a

u(t) : uo,

u(€) : ua,

@ {n{{{{4,on
3u2(4):4-

on peut coastruire une solution onde de d6teate des que ul < ul ea
c&oisissant a(€) : 1f ou z({) : -16 {on a bien { > 6n 2 o),et lacontinuit6 de z impose que uo et u4 orit t" m6me sigo; (ard > 0).
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