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Chapitre 1

INl]RODUCTION

Durant les dix dernidres ann6es beaucoup d'efforts ont 6t6 effectu6s dans le d6veloppement
de m6thodes n'm6riques capables de caract6riser des structures guide d,ondes composites.
un grand nombre de m6thodes telles la m6thode d'adaptation modale (Mode-Matching Method)' la ter:hnique de la r6sonance transverse, la m6thode des lignes, et la m6thode spectrale,ont 6t6 propos6es et rffin6es selon les applications.

En g6n6rale le choix de la m6thode num6rique est bas6 sur un compromis entr. la pr6cision,
I'efficacit6' I'adaptation d la structure 6tudi6e, etc... et ce choix n'est pas forc€ment unique.Pour des lignes de transmission planaires, simple couches ou multicouche de di.6lectrique, lam6thode approuv6e et utilis6e est la m6thode spectrale.

L'utilisation de la m6thode des moments et plus particulidrement de la m6thode de Galerkin,permet d'obtenir un r6sultat pr6cis bien que le d6terminant associ6 d, l,6quatio,n caract6ris_
tique' soit dr: dimension faible' La mdthode est habituellement employ6e en choisissant unjeu de fonctions de base qui satisfait les conditions de singularit6 sur le bord des r:ond.ucteurs,
pour l'approdhe du courant sur res rubans ou des champs dans les fentes.
D'un point de vue math6matique, ]a m6thode spectrale transforme un probldmr: d,6quation
int6grale dans le domaine spatial en une 6quation alg6brique dans le domaine spe,ctral associ6
d la th6orie ciles transformations de Fourier. son principal avantage est la simpJ:ification du
traitement analytique et num6rique.



!f_fg 
es spectrales

1'1 JPolyn6mes orthogonaux et les m6thodes spectrares
Les m6thodes spectrales ont commenc6 a 6tre utilis6es lors de |apparition des premiersalgorithm'es de transform6e de fourier rapide (cooley & T\rrkey 1965). on notera cependantque l'algor:ithme avait d6id 6te d6crit au XIX" sidcre (Gauss 1g66). Depuis, elles ont souvent6t6 utilis6ers dans les probldmes turbulence homogdne isotrope (orszag & patterso n r9T2) carelles permettent d'obtenir une vitesse de convergence trds 6rev6e et donc excetente r6sorutiondes petites 6chelles.

1.1.1 Polyn6mes orthogonaux

D6finitionr 1.1.1. soi,t (pr)^rN ?ne fami,Ile d,e polynvmes, cette fami,lle sera orthogonalerelat'iuemen:'t d' une foncti'on-po'id,s a d,onn€e, sur un i,nteruare ra,br si,

f"u 
n,{r)n*(r)w(r)d,r : o,

(1. 1)

pourtoutn,,m; n+rn,et

yb

J, (n"(r))'u(r)d.x : c(n) , (1.2)

oit c est une constante ne d"6pend, que d,e n.
Toute fami,tt'e de polyn|mes pl,ptt.,., od chaque pn est d,e d,egr6 n, est une base d,e l,espaceuecto,ielk[r] (de d'imens'ion .nfin'e) d,e tous les poryn,mes, <ad,apt€.e au d,rapeau (k, ir]),.*>>.

Propri6t6s rdes polyn6mes orthogonaux Toute suite (p,,),".* de polyn6mes rortfu6gs114ruc
possdde un grand nombre de propri6t6s remarquables. pour commencer :

Lemme 1.1.1. (po,...,pn) est une base d,ek, kJ .

Lemme L.L.Z. pn est or-thogonal,i [<,_r [r].

Lemme 1'1'3' Pott'r toute sui,te de polyn6mes orthogonaur, i,l eri,ste une relatzon d,e r€,cur-
rence relat'iue,,ment d, troi,s polyn6mes conslcuti.fs

Pn*L: (anr * br) p, - cn pn_L



ndmes orthogonaux et les m6thodes

Les coffiqients an, bn, c, sont d,onn|s par

an - k'+r (yt- &) cn : o, (!,:rh,\ 
,

-k.' on:an 
\il -d, 

\ k,hn_t/.
od, ki et k.l d€si,gnent les d,eua prem,iers coeffici,ents d,e pi :

Pi@) = kiri + Hi"i-' + ...6

et hi le prqdui,t scalai,re d,e pi par lu,i_m€me : hi : bi, p) .

Propositiqn 1'1'1' Pour tout ent'ier posi,ti'f n, les z6ros du polynvme p, sont r€ers, d,i,sti,ncts,stri,ctement compris entre _l et I.

D'monstratf'on' soit / le nombre de z6ros distincts de pn, qui sont r6els, d,ordre impairet strictemqnt compris entre -1 et 1. Notons rl,r2,. ,rtles z6ros correspondants. si /est inf6rieur d, n, le polyndme pn sera orthogonal au polynome (, _ ,r). . . (n _r7), d,orifrp,(')(' * 
'r)' ' ' (r - r1)u(r)d,r: 0, ce qui impossible puisque la fonction int6gr6e ne

change pas 4e signe. Donc / : n.
n

L.L.z P$lyn6me de Legendre

on appelle nltyn6rne d,e Legend,re de degr6 n,le polyn6me d6fini par la relation de r6currence

(n + 1) L"+t (r) : (2n * I) rL, (r) - nL,_1 (r) (1.3)
initialis6e pa,rl

Ls (r) : 1, L1(r) : 7

(1) Les polynpmes de Legendre sont des polynomes orthogonaux relativement d, la fonction

de poids u(r) :1 sur I'intervalle g : [_1,1].

En particulier; Z1(r) : 1 et

/_*rt 
,,(r) r,^(r) d,r : #u,,^

Il L,ll, : (l_.r' r'* @) or)"' rl#,



ry,7

(2) Pour ibout entier , > 0, re poryn.m e L, v'rifier,6quation diff6rentielle
d

a ttt - ,') L; @)) + ,@ + l)L,(r) : s (r.4)
D6'monstro'ti'on' on remarque que le polyn.m 

" #((1- rr)L,,(r) ) est de degr6 ( n et qu,ilv6rifie, pout tout polyn6me <p de degre { n _ 7

7t rt

J_, * ((1 - r'z)Li,@)) e@)d,r : _ 
['.o _ r2)L,(r)e,@)dr

ri-. o: 
J_,t"(r)# (0 - ,r),p,(r)) dr

comme # (t - rr)p,(r)) est alors un polyn.me de degr6 { n _1, ceci entraine

f' d ,,
J_,i (Q - r'z)r"@)) e@)dr : o

On en d6duit qu'il existe un nombre r6el ), tel que

# fr._ - r2)t-t (r)) + s,t,1r1 : s

En comparant les coefficients dominants, on trouve bien )r, : n(n * l) n
L'op6rateur,4 d6fini par

Ae : -# U, - ,,)p,(r)) 
(1.5)

est clairemerLt auto-adjoint et positif dans tr2((-)). Ir est de type sturm-Liouv're. L,.quation(1'a) se tradrdt par le fait que les polyndmes de Legendre en sont des f onctions propres, ceciest d I'originer du qualificatif "spectral,, des m6thodes expos6es ici.
une cons6quence de l'6quation (1.4) est que l'on obtient par int6gration par parties, pour
tous entiers nz et n positifs ou nuls

l_' rt *rr,(r)e - r2)d,r : n(n * t /_' rL^(r)L^(r)d,r (1.6)

ceci signifie que \es L'n, n) 7 forment une famille de polyndmes deux d, deux orthogonaux
dans I'espace Ll_,, (e) .

(3) Les polyniimes de Legendre satisfont la relation de r6currence

(1 - ,') L. (t) : -nrLn (r) + nL^_1 (r1



( ) Formille de Rodrigues

(5) Major{,tions

L.(r): h#(r, - r)"1

Vry

Vr

Yr

€ [-1,1] ,

€ [-1,iJ ,

€ [-1,1J ,

lL"(n)l < t

lL'^ (r)l . n(n + L)

2

t - L'z" (r)
a 2n+L
- 3n(n + L)

@;rffifu(2, - 1) (?) + 1) \ t';\r) - Ln-t (r) L"+, (r)

(6) Les polf,nOmes de Legendre v6rifient les relations

L"(+1): (+1)".

(7) Les polyfirdmes de Legendre v6rifient la formule

r+7

l'- t,,(r\-L- 2'/'
J-t '{I-r 2n*I

(8) on peut aussi d6finir cette suite de polyndmes par sa fonction g6n6ratrice

l? 1

lL- (rll
1/6rn(7 - 72)

Relation df Recurence et 6quation diff6rentielle.
Rappelons la reration de r6curence entre res polyn6mes orthogonaux

P"lt: (anr * b,.) p, - cn pn-tt avec an: k?:' 
et c.-: !t, 

^: 
o.kn an_r' ."J -

Dans le cas d{s polynOmes de Legendre, on a

2n*1an: #, bn:0 et q - n
"_i;{,

L*+,(n) -T:i,t,(,) + ffir,-,(z) : o

+=+ (n * L)L"a1(r) _ (2" + l)rL,(r) t nLn_1(e) _ O (1.7)

soit la relatioq



s spectrales

Si on d6ri*p g par rapport d, e, on a

W*O : z(r _ 2zr + z2)t :;f;7e(z,r)

5e (1 - 2zr 4 ,2109(",r) , \

d;-z9\z'r):o;
remplagons P par son expression en fonction des L^(r) et identifions les termes

L!.*r(") _ 2rL!,(r) + L!,_r(r) _ L,(r) :0, D: 0, 1, ...

D6rivons (1j7)

(n+I)Lt"+r(") _ (2n+I)L,(r) _ (2n+L)rLt (r) *nLt *r(r):g
et 6liminons L!,_r(e) avec (1.g)

L,-, (r) - rL,(r) : (n * I)L,(r), n : 0,I,2... (1.g)

De m€me 6li{ninons L!,*r(r),toujours avec (1.g)

(1.8)

(1.10)

(1. 1 1)

rLl"(r) - L,_, (r) : nL*(r), n : I,2, ...

Ajoutons (1.q) + (1.10)

L!"*r(r) - L!,_r(r) : (2n + I)L,(*) , n: t,2,...

enfin remplagpns n parn _ 1 dans (1.10) et 6liminon s L!,_t(z), ce qui donne

(t - "') t,(") : DLn_7 (r) _ nrL,(*), n : r,2,... (r.12)

on obtient ainpi une expression de L',(r) en fonction des porynomes de Legendre; si on d6rive(r'12) et que lfon r6utilise (1'9) pour 6limin er L'n-1 (r) , on obtient

[(t - "') L, (")l' + ,1, + l)L^(r) : 0, D : 0,7,2, ...

Ceci montre qqe \es L, sont solution de l,6quation

f(t - r'z) a'f' + n(n * l)a :Q g=y (1 - r\a,, - 2ra, * n(n* l)E : g

(1.13)



1.1 Polyndmes orr ux et les m6thodes spectrales

Example r, (Euatuation d,,une comb,inai,son ri,nEaire d,e porgndmes d,e Legend,re)
1. Premidre 6tape : Ecriture d.,une fonction A : CombLi,nLeg(r,c) calculant les valeursd'une comLbinaison lin6aire donn6e de polynomes de Legendre (1.14) en des po'nts constituantles abscisses d,un vecteur r

p
\--aA: LcnL*-t(r)
h:r

2' Deuxii:me 6tape : Ecriture d'un script apperant la fonction combLinLeg, avece quidiscr6tise I'intervalle f-l' 1] suffisamment finement pour une bonne repr6sentation graphiqueet c contenant res coefficients correspondants d la combinaison rin6air e Lo _ 2Lt + 3L5.Le progranrme suivant r6aiise ces deux 6tapes :

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% function y - C omb LinLeg (x,c)

%Evaruatio'n d'une combinaison rin6aire en des points x1,...xn
% Arguments d'entr6e :

To x : un ver:teur cle composantes (x1<*ra...<xn)
% c : tn vecteur de composantes (c1,c2,...,cp)

% Argume:nt de sortie :

% y : un vecteur de composantes (y1,y 2,...yn)
%%%%%%,o%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

n:length(x"l; % nombre de points of on calcule la valeur de la combinaison li'6airep:length(c); % degr6 maximum des polyndmes de la combinaison lin6aire
if p)0,

poll:oners(1,r) 
;

Y:c(1)xpol1;

else

Y:il;
end

if p>1,

Pol2:x;

(1.14)



ux et Ies m6thodes spectrales

y:c(1)]pot1+c(2) *pot2 
;

for kp3 :p

pol:([2*k-3) *x. *pol2_(k_2) *poll) 
/ (k_1.) ;

Y=Y*p(k)*pol;

poll:pol2;

pol2:pol;

end

end

La repr6sen{ation graphique de Lo-2Lr+3L.sur l'intervalle [-1,1] est faite dans le script :PIotPolLeg

%%%%%%T'%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% PlotPolle$ : comparaison du temps de calcul avec la fonction mailab legendre
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

close all

x:linspace(fl,1,500) ; % abscisses de repr6sentation graphique
deg-5;

g:U 72;0;0 ;Q ;3]

%deg:53 '

%c:rand(de$*1,1) 
;

tic;
y:ComblinlgS(x,c) 

;

Rec:toc:

tic;

L:legendre(0,i );
z:c(l)*L(1, :);

for i:1 :deg

L:legencife(i,x) 
;

z:z*c(i4l)*L(1, :);
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L:2

end

Mat-toc;
plot(x,y,x,z)

legend ('r6currence',,matlab, 
)

title(['co:nb' lin' de pol. de Legendre de degr6 ,,num2str(deg)J)

fprintf('t,:mps de calcul par r6curre nce: %fet par maflab: %f,,Rec,Mat) ;

Remarque r.1.1. Ir erzste une fonction Mailab , d,e syntare d,apper L:Iegend,re(n,n) qui,renuo,ie un tableau L d,e (n * 7)li,gnes , d,ont Ia (nt,I I)_i,ime li,gne conti,ent les ualeurs d,e lafonct'ion det legend're art'r poi'nts sp|.ci,fiEs d'ans le uecteur r. Donc on peut calczr,rer res uareursdu polyn6m'e d'e Legend're auec cette foncti,on, en n'uti,l,isant que Ia premi,d,re li,gne d,u tableaurenaoy| en sort,ie.

Remarque: L']''2' Le scri,pt PlotPolLeg conlpare auss,i les tem,ps d,e calcul d,es d,eur mE_thodes' en nppellant la foncti'on tic aaant l'appel d,e comblinleg et Ia font:tion toc justapris' La ua'leur renuog^e par toc conti,ent le temps d,'erLcution.on refai,t la m€.me chose auantet aprds Ie STroupe de command,es pour la m6,thod,e utili,sant legend,re. pour que les temps d,ecalculs soit signi"ficati'fs, i'l uaut m'ieur augmenter le nombre d,e points d,e calcul d s00 poznts,
ains'i que le deqre' d'e la combina'ison li,nEa'ire d, s0. Le rapport entre les temps d,e calcul, alorssup'ri'eur d '100' est'incontestablement en faueur du script comblinleg, l,utili,sati,on d,e Ia

foncti'on legtznd're d,ans ce conteate impli,quant une grand,e quantit| d,e calculs uni,ti,Is ou bi,en
redondants.



L.2 A mation polyn6miale

Com,b..lin. de Fol, de l-egendre de degrd S

--, rdcurrenc:e

mailab

-21'{

4-l

-0.8 -0.6 _0.4-- {:; 0.2 0.4 0,8

Figurel.l Combinaison lin6aire de L6 _ 2Lt+ BLs

L.2 Atrrproximation polyndmiale
L.2,t A.pproximation polynomiale par morceaux
soit / une fonction continue, d6finie sur l'intervaile f0,1], on cherche d, approcher / par uneautre fonctio-n '9 qui soit polynomiale par morceaux, une tele fonction test apper6 e spri,ne.L'int6r0t de l'approximation polynomiale par morceaux r6side dans la possibilib6 de mieuxcontroler ler probldmes li6s au manque de r6gularit6 globale de la fonction, un autre int6r6tpratique est la stabilit6 dans les calculs : on commet moins d,erreur en carcurarnt plusieurspolyndmes de bas degr6 qu'en calculant un seul polyndme de degr6 6lev6, d, pr6cisi'n de calcul

6gale.

on d6coupe I'interva'e -I : f0,1] en sous-intervalle 1, de m.me longueur, It ,= fr6,r5y1f ,14:'ih, h: r/n. sur chaque sous-interva'e I on approche f parun poryndm e p,,,i d.edegr6n. On note ,S, la fonction polynomiale pax morceaux coincidant avec pr,i stJtl,intervalle I.



1.2 A imation polyn6miale

Approx ron constante par morceaux

Soit,96 fonction constante sur chaque intervate { et coincidant avec f auxpoints ri+1/2:(q + ro+t

Supposons

que

of M1 est

vers /.

Cette fois, I'

!t; et I,;41

On en d6duit

oti M2 est

vers / .

So\ro(") : f (r+rn).

la fonction / de classe Ct sur /, pour tout e e fi: [rt.r+t];il existe {,.6 e I; bl

f (") -,96(r) : (, _ ,o*r/r)f'(€,,0).

It, avec frt+t - It: h: Lf n, qUe

ttr nil/-Doll."=rrr,

borne sup6rieure de /, sur .I. Donc, lorsque O __, g,Ss converge uniformement

Aporoxi affine (Iin€aire)

sr,re(") - (f (ro+r): f @)) 
@ _ ro) + f (rr)

Supposons que la fonction / soit de classe C2 sur -I, pour tout r € I;: lh,r;-,.1], ilexiste {",; € tel que

imation ,Srest ffine sur chaque intervalle { et coincide avec f aux points

f (") -sr(") : (t - r) (n - r+) 
f,,((€,,0)

B,Yac fr6q1 - ri: h: |, eue

h2
ll/-&ll* =i*,

borne sup6rieure de /r, sur.I. Donc, lorsque O _-+ 0,S1 converge uniformement



Approximation cubique par morceaux (spline cubique)
cette foisr' l'approximation s3 est de classe c2 sur1, cubique sur chaque { et qui coincide

ffi l;;t""t*r 
x;.; et ri.t 1. Soit p; ia resrriction de .93 d, l,intervall" 4. On peut chercher p1

Pr(r) : oo(, - r;)r + bo(, - ro)2 + q(r _ r) * d,t

Les fonctions / et p; coincidant aux points ri Et r1.py, orr a,

4: f (r;)
(1.15)

et

f @o*r) : athT + bih2 + cih + d,i (1.16)
Nous allonsi exprimer les inconnu es a;,biet c; en fonction des d6riv6es secondes de la fonction.on note a'; : ?l(h)' on 6crivant la continuit6 de la d6riv6e seconde aux points 16 (i.e.Pi-t@) : r)!l(ri)), on obtient

1,roi: ;eiz

o _ !:tr_?_"6h
Substituant ces deux relations dans (1.16), on obtient

d'ot I'expression de c;

f @o+r) : Tn, + 
)*o h2 + crh + fe

cr : rtt|- fi - 2ai +-o,r+t 
n.

lrn 6crivant maintenant la continuit6 de la d6riv6e premidre au point r,i, orrobtrLent

Saaah2+2bilh*c;_1_ 
60 (1.20)

Itemplagant les aa, bi et c;figurant dans (1.20) par leurs expressions donnees par (L.17), (1.1s),
(1'19)' on obtient n - 1 6quations qui expriment une relation de r6currence entre d,i-1, a6 Et
dt+t

h(*,-r]-4..;1- 6 'a'i+t) : 
;,Ur-t - 2"fr + "fo+t).

A ces n - 1 6quations, il faut en ajouter deux autres pour fermer le systdme et d6terminer lesn* 1 valeurs rl;. On peut par exemple, poser (r0: crn:0, on parle alors de spline naturelle.

(r.17)

(1.18)

(1.1e)



tion num6rique

on peut aussi fixer les pentes de la spline aux extr6mit6s de |interva,lre. Da,ns Ie premier car;("0 : an:O),le vecteur o : (ar,...,on-r)t est sorution du systdme lin6aire tridiagonale

Ar-A

1.3 fnt6gration num6rique

D'une fagon g6n6rale, les m6thodes d'int6gration num6rique permettent de calculer une valeurapproch6e de I'int6grale d'une fonction quand on ne connait pas sa primitive mais qu,on peut6valuer les valeurs de la fonction elle-mdme en un certain nombre de points. ces m6thodes ser6partissent en deux grandes cat6gori6s : les m6thodes compos6es dans lesquetes la fonction
'/ est remplacee par un polynome d'interpolation sur chaque intervalle 6l6mentaire [rt,rt+t]rle la subdivision et les m6thodes de Gauss fond6es sur res porynomes orthogonaux pourlesquelles les points de la subdivision sont impos6s.

lL'3'1 r*t6gration num6rique par ra m6thode des trapdzers
Soit/unefonctioncontinuesur[a,b],d6rivablesur]a, bfeta:f,O( rr...{tn_r{rn:b
une subdivision r6guli6re de I'intervalle [a,b]. on note hle pas de cette subdivision.Dans
la m6thode des trapdzes, ra fonction / est remprac6e sur chaque intervalle [rt , r+t]par la
d.roite joignan.t les points (r,i,f (rn)) et (r,i,r1,/(z;a1)), soit

@-:Uf",t,l _ lg r+)f(rt)

(410 
l) (ro-2r,+rz \

^:rl: : 
'f, t ii) "lr_,_,,r,_,*r.)

La matrice '4 est inversible, car d diagonale strictement dominante. connaissant res o;, ond6termine 
'[es 

p; par ]es rerations (1.15), (7.77),(1.1g), (1.1g) et la spline es1; parfaitementd6termin6e sur chaque intervalle.

h.(r) :
Ti+t - rt i r € fra,r;al



La m6thode s'6crit

fb n-7

f, f(t)a":I(ri+r-rz) f@o)+ f @o+r

Lorsque la subdivisi '=o A
on se r6duit d sa plus simple expression, ro: a , rr : b on a7b1

J" tt")a, = ,tr' - ")(f (o) + f (b))Ja 2\- */\'tYw,1 -r-J\u))

::;::]:,T:::::"':l:" "" m6thode d'ordre 1 L'erreur dans ra m6rhorre des trapdzeseffi donn6e par l,expression

l.["",o,0,- "/ = +ry ffitr,,{,)1La somme S s,exprime par

s:*(,a,+r(b).i 
r@,)\\fr/

Pour am6liorer la precision' on considdre parfois ra formure des trapdzes corrig6e suivante1b r/
J" r{"to' = * (rat + r(b). 

E r@,)) - $u'tut - r,(a))

L'3'2 rnt6gration 
'um6rique par la m6thode de simpson

Dans la m6thode de Thornas simpson (rz10-116r), ra fonction / est remprac6e par unpolynome d' second degr6 d6finissant un arc de parabore passant par les points d,ordonn6es
,f (r), f (ro*t) et f (r;a2). La m6thode s,6crit

1b,-\-, (ir. /
J" r@)a' = ); [@o*, - ,s (ta;+r) + f @) + 4f e!r-\\

)n, uo : a, r-1 : 1l* U71r, rz : bla formule pr6c6dente devienl;

f"u 
,{,)o'= jr, - a (ral + +r19a!) + /(b))

La m6thode de simpson est une m6thode d'ordre 4. L'erreur dans la m6thode de Simpsonest donn6e Par 
I rb I

La somme,s clui "oo-lt ff[-:l;l*- "1;n, lr'" 
{")l

s : *Trr, + i,h) + f (o + (i, + 1)h) + af (a + ih + L))
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1.3 fntGgration num6rique

1'3'B rnt6gration num6rique par quadrature de Gauss_Legendre
Lorsque Ia famille de polynome orthogonaux est la famille de polynome de Legendre rerative.

;li"ffi"tion 
de pond6ratio n w (r): 1 sur |intervaile f_1, 11, l,int6grale est approch6e,

;1 s

J _rf {4a, : f f @o)rr + R,(f)

ff:J' 
tiont les z6ros du porvnome a" r,.l"nare z" et ori res poids Ldl so't; donn6s par ra

2
*?--;----

I-l 
--2\lr,/- 

\\r - :x; )11 
,"\ri)12 '

D / r\ 22s+r(sl\4ri"("I'J : 
@, ffip f(")G), avec f e ]-t, 11

est nul pour res polyn.mes de n<2"-1. pour ces fonctions, ra formure de quadrature

7ls

J_,f{")a" =f f@o),0,

(1.2r)

(1.22)

Le reste

trr; et les

atricielle

valeurs

urrence

est exacte. 
;-1

Pour utiliser numeriquement cette formule, il faut tout d'abord calculer les poidspoints ra d'int.gration. on propose pour cela la m6thode ci-dessous.
Le relation (1'3) sur les polyn.mes 

'j 
pou, j :0,..., s peuvent s,6crire sous forme mMu: ru*:u, en posant ai: j/(2j +I), bj: (j +I)lej* 1), et

lo 1 \ t

lo,, o bt ) /o\ (Lo(') \n,:l I l;l | ' I

I o"-r o b"-zl'':u"-'L"(')lil'':l ' I\ 0"-r o ) [ol I i/ \;/ (,r"_,,,/
Pour r racine de Lr, on a u: 0 et le systdme lin6aire devient Mu :ru. Donc lespropres de la matrice tridiagonale M sont les racines de .L".
Pour calculer les poids ar1, donn6s par la formule (1.2r)on combine la relation de r6c(1.3) avec ia relation suivante

(7 - f)L,"(r) : -srL"(r) + sL"_1(r), s ) 1.



Comme 4"@o):0, on obtient finalement

'o: '2(7 
- *7)

(sr"_1(2,))2
et on calcr{rre ra valeur L"-r(ro) en utilisant ra reration de r.currence (1.3).Calcul les poids et les Abscisses ,
Le calcul des abscisses et poids d'int6gration de Gauss se fait dans la fonction xwGauss :

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% functio4 [x,w] _=;6q7Gauss (s)

% Fonctio'pour calcurer res abscisses et poids de Gauss de degr6 s
% ArgumQnt d'entr6e :

% s : degr6 pe la m6thode d,int6gration

% Argumefrts de sortie
% x : abscisfes de Gauss xl...xs
7o w : poids de Gauss w1...ws

%%%%%%yp%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Ca^lcul def z6ros du polyndme tr"
A:zeros(s,s);

for i:1 :s-2

A(i+1,i+2) :(i+t) / (2*i+1) 
;

A(i+1,i)=1 lQxi+I) ;

end

if s>l

A(s,s-1):(sf 1)/(2xs_1 ) ;

A(r,z;:1,

x:eig(A);

x:sort(real(x)) 
;

else

x:[oJ;

end



% Calcull. des poids

pO:ones(s,1);

P1:x;
for j-2 :r;-1

p2: (2'* j-I)*x. *p1 f _ 
0_ 1 ) 

*pgfi 
;

po--pl;

p1:p2;

end

if s::1
w:[1];

elseif s:=2;

w:[0.1i;0.b];

else

w:2x(1.-x. ^ 2). / (s*p2). ^ 2 ;

end

Remarque J''3'1' Les absc'isses sont les ualeurs propres d,e ra matri,ce M, on construit d,onccette derni'ire et on uti'Ii'se Ia foncti,on Matlab eig pour obtenir son spectre. Le scri,pt res_trntGauss t!;este la formule de quad,rature s'r,r une fonction regul,iire, i,c,i Ie fonct,on eup(r),et compare Egalement cette mhthod'e d,'i'nt€graton auec la mEthod,e proposee par Matlabt pro_gramm4e d,ans Ia foncti,on quad,.

Ce programnte mesure le temps de calculs respectifs des deux
Gauss)

Algorithme : TestfntGauss

m6thodes : (Simpson et

%rntdgration d'une fonction test avec la quadrature de Gauss Legendre
%%%%%%%9^%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

k,w]:xwGauss(20) ;

fprintf('fonction exp : int. exacte:%fquad. Gauss:%f\n,,exp(1.)_exp(_l.),exp(x),xw)



n:10

IPmat:qpad(@exp,_1, 
1) ;

for i:2 :rt

[x,w]=4wGauss(i) 
;

fprintf('%d points pour exp : int. exact e=%fquad. Gauss:

.rr]t 
nuu,t. matlab: /ef\ n,, i, exp ( 1 . ) 

_exp (_ 1 . ), exp (x), xw,Ipmat)

nbeval:1000;

tic;

n:4;

k,w]=xwG$,uss(n) 
;

for i-=1 :nb$val

exp(x),xr,y;

end

cpu_qg:to4;

tic;

for i:l :nbe{al

IPmat:e4ad(@exp,_1, 
1) ;

end

% nombre de calculs d,int6graies

% 4 points suffisent pour avoir
% 6 chitrres significatifs dans l,approximation

cpu_mat:top;

fprintf(' %d pvaluations de euad Gauss en %fsecondes, de quad
en %f seconde$',nbeval,cpu_qg,cpu 

mat) :

Remarque L13'2' Pour comparer les performances de la mtthode d,,i,nt6grati,on de quad,auec la mEthofle d'e Gauss d'u poi'nt uue temps d,e carcur, on choi,si,t un nombre d,e poi,ntssuffisant pour 
Que la quad'rature d'e Gauss donne ra uareur d,e l,i,ntEgrare eracte auec s,ir chiffressi'gnifi'cati'fs : Qgt'atre poi'nts sufftsent pour ra fonction erp(r) par enernpre et on mesure reternps de calculp respectifs d'es d,eur mithod,es pour ,uaruer un grand, nombre d,e foi,s ra m,meint^grale' d' I'aif"e des foncti'on tic et toc. La m6thod,e d,e si,mpson €tant moi,ns pr6ci,se que Ia



tion numt6rique

m'thod'e de Gauss d'e d"egr€ 4' elle n€cess'ite prus d,'Eaarrlation d,e ,i,nt€grare pour obtenir 
tr.a

m€me pr€'c'is'ion et est plus lente' Donc i,l est auantageu,r d,,uti,r,iser ra quadrature d,e Gauss.



Chapitre z

M6thode spectrale sur un probldrneunidirnentionnel

2.1 Position du probldme

Les m6thLodes spectrales sont des techniques d's,pploximation des sorutions d,6quationsaux d6riv6es partielles' Elles consistent a rechercher ra sorution approch6e dans un espace depolynomes' La pr6cision de ces m6thodes n'est rimit6e que par la r6gularit6 de ra fonction a,approcher' ti I'oppos6 des approximations de type diff6rences finies ou 6r6ments finis bas6essur une discr6tisation du domaine de d6finition de Ia solution. La technique pour calculer'[a so]ution approch6e repose essentiellement sur Ia formuration variationnelle du probldmecontinue' L'elpproximation consiste d' remplacer l'6space de fonctions test par un espace depolyn.mes el; d' 6varuer res int6grares au moyen de formures de quadrature appropri6es.cet m6moire propose de mettre en oeuvre une m6thode sp6ctrale pour r6soudre num.riquement le probldme aux limites pos6 sur l,intervalle e : l_t. tj

{-T,::f:{[ "itl 1o'
avec f € L2@) et c un r6el positif ou nul.

(2.1)



2.2 Pr6sentation g6n6rale des m6thodes sp6ctrales

2.2 pr6sentation 
g6n6rale des m6thodes sp6ctrales

Le principe de base des m6thodes sp6ctrales est de d6composer Ia sorution z d,une 6quatiorn
diff6rentiete sur une base(infinie) de fonction orthogonale

u(r):irrrr",,
,k:o (2.2)

;nI;H: ?;: ;:base 
orthogonare de lespace des ronctions sur (ro, rt)muni d,unr

(d*,dt) : 
/:' Qa@)Q1@)u(r)d,r:5*,

;::;ffffJ"#il:,. #:::" 
scaraire on peut arors v6riner a:*6ment que res

i,, = 
fzt

' J,o 
u(r)Qe@)a(r)dz

;i:::::::::ffijque 
consiste arors d tronquer ra base des /u de sorte que ron ecrive

ua(r):irrr*n,

,i;:noterar 

que les coefficients Da sont , rrulli oruurents de ceux de ra d6composition exacre

tCn peut alors obtenir

lVr6thode de Galerkin : Dans cette m6thode, on cherche d, obtenir la projection exacte de zsur la base tronqu6e' c'est d' dire tt, : inpour k e [0,1{ . cette m6thode pr6sente l,avantagede fournir colnme solution une fonction de l,espace r6el, qui peut donc 6tre calcul6e sur unegrille spatiale aussi fine que voulue.

2.3 Formulation variationnelle

2.41

La formulatio'variationnelle 
du probldm e (2.1)est la suivante

I Trouverue Hl(_t,t)

t :t)''! ;:{?:;e ni(-,,r)
(2.3)



d'une fonction en-s6rie de Legendre

ori

a(u,u): [t,u'(r)u'(r)d,r*, [' u@)u(r)d,z et L(u): ft f @)u(r)d,r.J-t Jt J_t
On cherche d' montrer I'existence et I'unicit6 de la solution de (2.3). pour cela, on utilise le
th6ordme der Lax-Milgrafr, qu,on rappelle ici :

Theordme 2'3'L' (Lan'Mitgram) soi'ent H un espace d,e Hi,Ibert r6el ou com,plere muni
de son prod,ri,t scala'ire not€, (.,.) d,e norme assoc,i€,e notEe ll.ll, o(.,.) une forme bi,r,in€.a,ire hu
une forme sesquili,nEai,re si, H est complere) qui, est

- continue sztr HxH

lc ) 0, y(u,u) e Hr, la(u,u)l J cllull llull

-coerc,iae sur H

!a > 0, Vu e H, a(u,u) > *ll"ll,
et L (') une ,forme li,n€ai're cont'inue sur H . Sous ces hypothd,ses i,l ex,iste un uni,que u d,e H
tel que I'€,quattion a(u,u) : f(d soi,t u|ffiEe pour tout u d,e H

3lu e H, Va € H, a(u,u) : L(u)

Si' de plus la forme bi,li'n€.ai,re a est sym1trique, alors u est I'uni,que 6,l1ment d,e H qui, m,ini,imise

Iafoncti'onnelleJ : H ---+R d,EfinieparJ(u):io(r,u)-L(u) pourtoutu d,eH, c,est_d,_d,i,re

1tu e H, J(u) : min J(u)
u€H

A noter qu'u:ne solution r6gulidre u (i.e dans l1o2(-1,1)) du probldme aux limil;es (2.1) est

aussi solution du probldme (2.3) et rdciprocquement : toute solution regulidre de (2.3) est une
solution de (2.1).

2,4 D6'veloppement d'une fonction en s6rie de Legendre

Pour une fonction f e L2(-t,1), on d6finit las6rie de Legendre

L(f\:iEr,\r,t LJJ"J
j:0
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of les coeficients fr sont donn6s par

a 2j+7 fI ^.._lt: t J_rf 
(,)Li@)dr 

e.4)

on d6finit 'une approximation de la fonction / par sa s6rie tronqu6e a l,ordre p

p

L,(f):D,f,r,.
j:0

Cette apprcximation est exacte pour les polynomes de degr6 inf6rieurs d, p puisque les (L)l_o
forment uner base orthogonale de [<o. Le calcul des coefficients fr doit se faire par une formule
de qudrature approch6e. L'erreur induite par cette approximation des termes i; aoit 6tre du
meme ordrer ou negligeable devant l'erreur globale de la m6thode, il faut donc utiliser une
quadrature d'ordre 6lev6e, et pour cela la m6thode d'int6gration de Gauss-Legendre 6tudi6e
au chapitre pr6c6dent est toute indiqu6e.

Example 2. (Approri,mat'ion d,e la foncti,on f auec Lr(f) )

6tape 1- :.Ecriture d.'un script qui calcule la s6rie de Legendre Loff) d,une fonction / d,

I'ordre p qui contient :

- Callcul des abscisses et poids d'intdgration pour la formule (1.22) pour un s fix6.

- Calcul approch6 des coefficienl 
/'-\P

't (/i/*=o d6finie par (2.4)

- Repr6sentation sur Ie m6me graphique de Ia fonction / et de sa s6rie /Jo(f) st:r

I'intervalle [-1, 1] .

.Etape 2 : ciomparaisons avec I'exemple repr6senter sur la figure 2.lpour

f (r) : sin(6r)exp(-r)

lDtape 3 : Ex6cution le script avec des fonctions moins r6gulidres. (On pourra utiliser par
rxemple les fbnctions abs(r) et si,gn(r).)

Etape 4 : Trace la courbe d'erreur en norme infinie entre la fonction et sa s6rie en fonction

du degr6 de la s6rie.

Itemarque 2.4.L. On commence par calculer les (absc et poi,d,s) par un prograrnnle qu,on

appelle frlt)Guuss :
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Et un autre programme qui calcul une combinaison lin6aire entre les polyn6mes de Legendre
Combl,iniLeg

Algorithme : CalSerleg

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Functio n [x,y, err] :CalSerleg (s,p,npt, Test )

%

To Calcul et repr6sentation graphique de la s6rie de Legendre d.,une fonction
v/o

% Arguments d,entr6e :

% s : degr6 'de la quadrature de Gauss utilis6e pour calculer les coefficients de l.a s6rie
To p : degr6 de la s6rie

To npt: norrLbre de points d'6valuation de la s6rie, dans l,intervalle [-1,1]
% Test : fonction dont on calcule la s6rie

% argumenLts de sortie :

% x : points d'6va,luation de la s6rie

To y : valeurs de la s6rie aux points x

Yo err: erreur en norme infinie entre ra fonction et sa s6rie

%%%%%%y,%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

(V
70

% calcul des poids et abscisses d'int6gration de Gauss de degr6 s

[absc,poids] :xwGauss (s) ;

t:feval(Test,absc) 
;

% Calcul des polynomes de Legendre aux points absc, dans les tableaux LXO, L.X1 e1:,LX2.

% CaJcal des coefficients de la s6rie dans le tableau c

u:t.*poids;

LxO:ones(s,1r;

LXl:absc;

c:zeros('P*1,1) 
;

c(1):1'*t,oids/2;

c(2):3xrr'xLXIl2;



for k

% Calcti valeurs de L7.-1aux points d' int6gration nL,,(absc):(2n-1).absc.L,_1(absc)-(n_
7)L"-z( )

LX2:( 2*k-3) *absc. xLXl- (k-2) *LXg)/ (k- 1) ;

% Cal,cti fn-t dans c(k)

c(k)-( k-L)*u'*LX212;

% Onvlri que les polyndmes sont orthogonaux efire eux
Lx2.*Lx1)xpoids : %f\n', (LX2.*LX|),*poids) 

;

*LXO)xpoids : %f\n', (LX2.xLX0),*poids) 
;

LX1

end

de la s6rie en npt points de I'intervalle [_f ,1]
x -1,1,npt);

v- nl-,eg(x,c);

% Erreur la s6rie de Legendre et la fonction

err:no (x)-y,inf)

fprintf('

forintf('
LXO:LX
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2,5

1E

0.5

0.5

-1

..1.5
,1 0,8 -0.6 -0.4 _0.3

Figure 2.1 Approximation de la fonction f(x) avec L6 et Ls

Remarque 2'4'2' Le choir d,u nombre d,e poi,nts d,'zntEgration s d,Epend, d,u d,egr6, d,e la
sErie qu'on ueut calculer. En effet, on sai,t que la formule d,e quad,rature (r.22) sur s points
est eracte pour les polyn,mes d,ek2r-1. Par ai,lleurs, la d,Ecomposi,ti,on en sErie d,e Legend,re
tronquEe d' l'ctrdre p d'un polynbme d,e d,egr| p est en fai,t une d,6,cornpositi,on d,ans la base d,es

(L.)o<o<o' ont' ai'merait d,onc que le calcul d,es coffici,ents fa soi,t eract si f est un polyn6me
de degr€'p. Ltans ce cas Ie terme d,e prus haut d,egrE, f, consi,ste d, ,int6,grer un polyn1rne d,e

degr| 2p, i'I faut donc que s soi't au mo'ins €gal d, p I I pour assurer l,eracti,tud,e d,e la formule
de quadrature' on peut u€'rifier num€,riquement que si la foncti,on est d,e classe C*, l,errel,tr
en nonne L* d€'crott plus ui'te que n'importe quel polgndme en fonction d,e l,inuerse d,u d,eor6

de la s(,ri,e.

Remarque 2'4'3' Quand, on fai,t tourner le script Pour- une fonction mo,ins rEgulid,re, c,est
d' d'i're qu'i n'est pas de classe C* , les r1sultats se d,Et€ri,orent : pour la foncti,on lrl, l,approri-
mation conaerge lentement quand 0n augnxente le d,egr€. d,e la sIrie et iI reste toujours une

0.4 0.6 0.8

l\
fonction

L'tr
1\

i
', L

'f

I

1\
11

1

\
rl
1 7\\

,/,

''' I



t d'une fonction en s6rie de Legendre

d,l'oe'il nu prds de ra si,ngulari,tE. La figure 2.2 montre ra d,€pend"ance r,inEa,ire d,e
I'erreur en iondeLfp.

erreur ui,si,

Remarque

EIle pr1sente

le ph1nomd,ne

et leur sErie

_€* llf-h{fll*

0.05 0 1 fl.15 -E'l ,CI,?5

p
fl-35 4 0.45 0-5

2.2 Erreur en norme L- entre f(x):lrl et sa s6rie tronqu6e d, i'ordre p

- Pour Ia foncti,on d'isconti,nue si,gn, la s6rie ne conaerge pas en norme L* .

osci'llati,ons d'am,pli,tud,e born1e ma,is d,ans la fr1quence auec Ie d,egrE, c,est
de Gi,bbs. La figure 2.J et la fi,gure 2.4 repr|sentent les foncti,ons lrl et si,gn(r)

d, l'ordre 30.
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Figure 3 compara'ison de Ia fonction si,gn(r) a,t)ec sa sErie tronquEe d,I,ord,re s0



par la m6thode spectrale du probldme

lr,4

r.2

Cet espace

Il est clair

2.4 comparaison de la fonction lzl avec sa s6rie tronqu6e d, r'ordre 30

ution par la m6thode spectrale du probldme
)

le sous-espace vectoriel de k,,

ln}(Q) : {p e [<_,p(-1) :p(1) - 0].

de dimension nl, - 1 et s,6crit aussi sous la forme

kg(Q) : {p: (L _ ,r)q, q € k__z} .

kfl,(CI) c H01(CI) et I'on peut donc sans difficultd d6finir une m6thode d,ap

, dite m6thode spectrale variationnelle de Galerkin.

Trouuer u- e n<fi(C)) tel que, pour tout u_ € n<L(CI), on ait

Ilrut,(r)o'^(r)d,r + 
" I:ru*(r)u^(r)d,r : Il, f@)r,-(r)d,r. 

Q'5)

proxlmatlon



2.5 R€solution par la mdthode spectrale du probldme (2.8

On choisit comme base de n*(O) la famille de polyndm es F^: (Fn)ryr.<^_r

Fr: (I _ frr)Li

of les z1 s'cnt les polyn6mes de Legendre 6tudi6s pr6c6dement. La forme matricielle de la
formulation: variationnelle s'obtient en 6crivant la fonction inconnue u- dans cette base

m-L
\--au*: Lu*;Ft (2.6)

et en faisanb varier o- dans F^ d,ans la formuration variationnelre (2.b).

2.5.L Construction du systdme lin6aire

En injectiorL la combinison lin6aire (2.6) dans (2.s) et en choisissant comme fbnction test
successivement fl, pour i : 7, "'ffi - 1 on obtient un systdme lin6aire de m -- 1 6quations
dont la solul;ion est le vecteur d,*: (u,n,;)1<is-_r des coefficients de u_dans la base frn

A*il-: b*,

rtr)

(A*)o,i := ry#,,,, * "ffiffi (#;g* _ r*# _ T5),
77

(b^), == l'tt"lntr)d,r:2iti+r)( 1? 7 
" \Jtr \*/+ t\a/q& - 2i+1 \zr- rrt-r- ri+3J+r)'

IJne fois r6sc'lu le systdme lin6aire, on connait les coefficients spectraux de la solut ion T,^
dfans la base 'F,n' on obtient facilement l'expression dud,*dans la base (L5)i=o , en utilisant
k:s relations

(t - r\ri: t#fL;_r - L+). (2.7)

2.5.2 Etude la convergence de la m6thode

N'ous allons rnLontrer quelques r6sultats de majoration de la distance de fonctions d, r6gularit6
donn6e d' un espace de polyn6mes, toujours dans le cas des polyn6mes de Legendre. cette
distance sera .alcul6e au moyen d'op6rateurs de projection orthogonale.
On fixe ly' un entier positif, on note k,^r(c)) I'espace des polynomes de degr6s irrf6rieurs ou
6g;aux d, ry', et on note 41,, l'op6rateur de projection orthogonale de tr2(cl) sur [<l_,(f)).



2.5 Rdsc,lution par la m6thoc@ 
tZ.S)

Th6ordmre 2'5'L' Pour tout entier m ) 0, i'l eri,ste une constante c pos,itiue ne d,Epend,ant
que de m telle que, pour toute fonction g d,e H^(g), on ai,t

llp - "*pll.r,1o; S cN-^ llpllu*tnl. (2.s)

on commence par prouver un resultat de continuit6 sur l'op6rateur auto-adjoint ,4 d6fini par

As:-#,1u,-,')p'(,))

Lemme 2'5J' Pour tout enti,er r ,) 0, r'op,rateur A est continu de Hr+2(e) dans Hr(e) .

Pourtous e:nt'iersl) 0 etm) 0, I'op€rateurAm est conti,nu d,e Ht+r^(e) d,ans Ht(e).

DEmonstrati'on. on v6rifie grace d, rleibniz que, pour tout entier k ) 0,

dr(A,p) _ /1 2,dk+2p ^,. dk+r@ ,tk,nd.^ : -(r -"')A;# +2(k+t)rffi +k(k+D;#
En appliquant cette formule, on voit que, pour tout ft, 0 < k < I,

ttd'r(Pll 
= 
,(lltySll * n-:.ll .lltyll )Il-dF- lir,,n, = ' \lllrru,llr,@,* II*^]1,,,n, lld,o llr"et)

d'ot la prem'idre affirmation du lemrne. on en d6duit la seconde en it6rant rn fois le r6sultat.

!
'D6monstration du th6ordme. Etant donn6 une fonction rp de H^@).que l,on d6compose
selon la base des polyndmes de Legendre, il faut estimer

llp - n*pll?"(n): i fr"f lL,ll'",rnt
n:N*1

On va distinguer deux cas, suivant qtJe n-L est pair ou impair :

1) Lorsque rn est pair 6gal d, 2k, d'apr(isl'6quation diff6rentielle (1.4) v6rifi6e par les polyn6mes
1',n, Tt ) 0, On a

w" : j- ['.v{dr,-(:c)dr: -=l---]r- [' e@)@t,)(n)dr' 
llL,,ll'r"p1 J-t' ' ' '"t t u* - llL"ll^rr.("+ r) J: ..

Comme I'op6:rateur ,4 est auto-adjoirLt dans tr2(e), on obtient

_rlfl
e " : WM;,;;6il J -,@d@)1"(r)dr
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En it6rant fr fois ce r6sultat, on en d6duit

,tn:--I. 
- 

7 fIY : im;("-G-+Itr J-,@rd@)1,(r)d'r
On constate donc que

llv,-nNpll2r,(Q): i t;t 
1 ( t:,@kQ@)L.(r)d'r\2

,,fiq,1"1"T r)p \W/ llL,ll'",rnt

On minore alors les n(n * 1) p* fl.2, ce qui donne

llp - nupll?"py . N-n, i ( f, (er?) (!)r'"@)a,) ' 
,, ,_,,?#.'\ llL-llT,rnt-)ttLntt*lgtl

, r'.(.tr"comme res -rrffifffle ,"", l; coefficients de Aksdans la base des polyn6mes de
Legendre, on a

llp - "*pll?,,(a) 
1 N-ak lltt,rlt"",nr.

En utilisant le Lemme (2.5.1), on conclut

llp - "Npll\,pt 
. cN-2^ llpllL^u,t.

2) Lorsque m est impair 6gai d, 2k j- L, on obtient comme pr6c6demment

,nn_ 1 i fr ,.,.
'P 

: 
WM;GGlltr J-,@r') 

(t)I"(r)d'r

puis on utilise une fois de plus 1'6quation diff6rentielle (1.a) et on intdgre par parties une
seule fois. OnL en d6duit

g,"- 1 1 [',0r,^r,,_= [M@)66 +I]+l J-rlo"') (r)r'^(r)(r - r2)dr

On voit alors que

llp - " 
*pll'1,1s1 S,i, .,'6#-rW |1,|27"p1

on note que les polyndmes L!r, n ) 1, sont deux a, deux orthogonanx pour la mesure
(1. - r2)dr, toute fonction { de Hr (cr) admet le ddveloppement

oo

,1,:frbnL,,, avec tftn - Il"lt'@)u'@)(1- r2)dr - ln=o W Pourn)l
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(1.6), on d6duit alors

l_t r4''tt)tr - r2)dr,= * #r,
(t, rt" td r,;(") (r - rr, ar)'E
- Akp et en minorarft (n(n* 1))z*+r

En appliqu cette formule pour la fonction ,r/,

1y'2(2*+r), on voit que

Et on concl

d'ori, d'

IIp - nnplllr,p1S N-2(2k+r) [' 1Or*1,rrr - r2\dr- \'-l J_t, | / \- * /**

t

lle - "xpll'",p1 3 cN-2*ll@rr)'ll' s cN-z^ ll.qkrll2.ll ' ' ' llL2(O) ll-- rll}tl(O) 
'

le Lemme (2.5.1),

llp - "*pll\,pt . cN-2^ llplltn^u,t.



Chapitre 3

Etude de comparaison(M6thode
spectrale et dilT6rence finie)

3.1 M6thode de dift6rences finies : principe de la m6_
thode

On considdre le probldme unidimenrsionnel

- u"(*) =: f (r), yr € [-1,1] (3.1)

"(-1) =: u(1) : g, (3.2)

ot / € C(l-L,l]). Les conditions aux limites (3.2) consid6r6es ici sont dites de type Dirichlet
homogdne (Je terme homogdne d6signe les conditions nulles). Cette 6quation mod6lise par
exemple la diffusion de la chaleur dans un barreau conducteur chauff6 (terme source / ) dont

les deux extr:6mit6s sont plong6es deuns de la glace.

Soit (zs)4:0,...,N+r une subdivision de [-1, 1], avec

t0: -I ( :r1 ( rz { ... ( uLr ( 56ry+t : 1.

lPour z : 0,...,ly', on note hia112: ri+! - :x,i et on d6finit le ,,pas"d.u maillage par

' 
: 

,$Tr hr+t/2. (3.3)

I?our simplifier I'expos6, on se limitera dans un premier temps d un pas constant

hi+rt2: hYi, e [0,l/].
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on 6crit l''6quation aux d6riv6es piartie'es (3.1) aux points ra

-u"'(r) : f (ro),yi.:1,...,ff,

Effectuons un d6veloppement de Tbylor en r;

u(r+) : u(ro) + )\u,(ra) + (u,,(roS +1u,,,(16) + lurnlg ,,Z 6 \-L/ 24- \\i'

u(rr-r) : u(ri) - 1ru" ' h2 hs h4
\ri) + Tu" (r,) - tu',, (ro) * firrn, (r),

avec (, € fri, r;a1f , rrt e [r;t, rl. E)n additionnant, on obtient

u(r+t) * u(,ri_) : 2u(r) -f hzu,,(r1) + o(h2)

Il semble donc raisonnable d'approcher la d6riv6e seconde -u,,(ri,)par le ,,quotient diff6ren-
tiel"

2u|g) - u(rj_,t) _ u(r+) 
.

Sous des hypothdses de r6gularit6 sur zt, on peut montrer que cette approximation est d,ordre
2 au sens

R,i : u" (ri1 *)2u('") - u(,l,:t) - u(*o*r) : o(h2)

On appelle erreur de consistance au point r; la quantit6 ft1.

,3.1.1 Qruestions d'analyse num6rique

'Voici un cert;ain nombre de questions, qui sont typiquement du domaine de l,analyse num6
t:ique, auxqu,elles nous tenterons de r.6pondre dans la suite ;

JL' Le probldnne qu'on a obtenu en dimension finie, (avec des inconnues localis6es aux noeuds
du maillage clans le cas de la m6thode des diff6rences finies) admet-il une (uniqu.e) solution ?

On montrera que oui.

2i' La solutionL du probldme discret corrverge-t-elle vers la solution du probldme continu lorsque
l: pas du maillage h tend vers 0 ? DarLs le cas des diff6rences finies en une dimension d.,espace,
k: pas du mailiage est d6fini par

lz : sup la+t - nrl.
i=1...N



l;l.|#l$ff#, methode diff6rences finies pour un probleme euiprique

on chercher d discr6tiser le probldnle aux rimites, suivant

I -""(") + c(r)u(r) : f(r),_l < z < 1,

I utl: z(1) : s,
(3 4)

D"YEC c'; : c(t:6) et f 6 - f ("0). On pe,ut 6crire ces 6quations sous forme matricielle

A7,fr1, - b6, Eve:c r^: ( ": \ et b.,:f I ) (3.6)\,'/ \ r'/
(2+cth2 -1 0 ...

' 
| -1 2tc2h2 -1etA6:;l 0 ...

tL 

| ' -1 2, c.-rh2
\ o "' o -1

Les questions suivantes surgissent al'rs naturellement :

1. Le systdmer (3.6) admet-il un unique solution ?

2. A-t-on conyergence de U1, vers z?

0

0

-1
2 + cNh2

(3.7)

Nlous a'llons rilpondre par l'affirmative d, ces deux questions. CommenEons par la premidre.

P'roposition 3.2.1. Soi,t c: (q,...,,cN), € IRN ful que c,; ) 0 pour i,: 1,..., N; alors la
rnatri,ce A1, diifi,ni'e par (J.T) est symEtrique d,6.fi,ni,e positiue, et d,onc i,nuersibre.

3.2 Etude de Ia m6thode diff6rences finies pour un pro_
bl€me elliptique unidimensionnel

orj c € c([--L,1], R*), et f e c([-1,1], R), qui peut mod6liser par exemple un ph6nomdne de
diffusion-r6iection d'une espdce chimique. on se donne un pas du maillage constant h : Fhetunesubi[ivisionde]_1,1[,not6e(,r)r:o,..',*-,1aVec,.fig:_1<r1{:[,2<...<

?N+1 : 1. Soit z; I'inconnue disc'dte associ6e au noeud i (i : 1, ..., rtr). on pose u6 :
zN+r:0' On obtient les 6quations discrdtes en approchant u,,(rr) par quotient diff6rentiel
par d6veloppement de Tavlor.

{ # tz"o - ur-L - u;+t) r c;ui - fo
I UO : zN+r :0.

'i : 1, ..., N 
(3.S)



3.3 Convergence de la m6thode des diffGrences finies 40

D6'monstra'tion' La matrice ,47, rest 6videmment sym6trique. Montrons qu,elle est d6finie
positive' Soit r,': (ur...r.nr)', on pose u0: uN+r:0. Calculons le produit scalaire A.ru.u:
utA1,u. On a

. (2+cth2 _1 o \ /rr\
A1,u.u : frfr, ,*l1l -l'L 

\ o -1 ,fj.n, )\,t. )'
c'est-d, -dirt:

A.,u.u: *;i ur.(-ut-r + (2 + cih2)ui - ur+t).ho i-:,
On a donc, par changement d'indice

r [N N
A.u.u: # lf , -ut-nt)+ irz + qr,,),? [ ,,_*,1

Et comme on a pos6 uo :0 eturya1 : 0, on peut 6crire

l-NrN
A6u.u : 

nr)l,fz + c,h2)ul * fi ff - 2u6u6_1)
i.=7 .- |

soit encore
NIN

A6u 'u : D cpl '+ 
#D,t-rrru;r * ul + ul-r) + ,k .

on a donc finalement 
,:L i:1

t\r,N
A;,u.u: f cnul +* )_-tr, -u+t)2 +or*>0, Vu: (ur,...,u') € lRN.

=- 
nzfr'"

Iii on suppose A6u.u: 0, on a alors

N

lcth2ul: r0 et ut - ut-t: 0, Va : 1,..., ff.
i:l

On a donc 'ur:'u2:... : ,uN:,t)o 
== uN+l :0. Remarquons que ces 6galit6s sont v6rifi6es

nnome si les q sont nuls. ceci d6monrbre que la matrice A7 est bien d6finie. tr

3.3 convergence de la m6thode des diff6rences finies
Nlous ailons maintenant nous pr6occuper de Ia question de Ia convergence.



de la m6tho,de des diff6rences finies

D6finitiorr 3.9.1. (Matrices monotones) SoiLA e Mr,,(lR ), d,e coffic,ients a.,i,,i : I,...,N
et j - 1,...,ff. On di,t que A est gtos,iti,ue (ou A> 0) si ooj ) 0,Vi, j: 1,..., N. On d.i,t que
A est monotone si, A est inuersi,ble: et A-r ) 0.

L'avantage des sch6mas d' matrices monotones est de satisfaire la propri6t6 de conservation
de la positivit6, qui peut 6tre cruciare dans res applications physiques.

D6finition 9.8,2. (conser-uation:, d,e Ia positi,a,itE) soiL,  e Mar(rR ) d,e coffic,ients ai,i,i:
1,...,ff et.i:1,...,N;on d,i,t que: A conEeruelaposi,ti,ui,t€ si, Au t 0 entratneu ) 0 (tes
i,n4g ali,t €,s s' ent endent compo s ante p o,y compo s ant e ) .

On a en effet la proposition suivante :

Proposition 8.8.1. (Monotonie et posi,tiuitL) soit A € Mr,,(R). Arors A conserue ra
posi.ti,uitE si et seulement si A est m:,onotone.

D'monstrafiion' supposons d'abord que ,4 conserve la positivit6, et montrons que,4 inversible
et que A-1 ades coefficients ) 0. Si r; est tel qtte Ar: 0, alors Ar ) 0 et donc, par hypothdse,
'r ) 0' Mais on a aussi Ar 10, soit A(-r) ) 0 et donc par hypothdse, r S 0. on en d6duit
:x : 0' ce quli prouve que ,4 est inverrsible. La conservation de la positivit6 donne alors que
:E > 0 + A-ta ) 0' En prenant gt : eL on obtient que la premidre colonne de ,4-r est
positive, puis en prenant a: ei on obtient que la i, - dme colonne de,4-r est positive, pou
'i:2,...,.ltr. lDonc ,4-1 a tous ses coe:fficients positifs.

Ileciproquement, supposons maintenant que .4 est inversible et que A-r ades coefficients
trrositifs. Soit r € IRN tel que Ar == A > 0, alors r _ A-rA ) 0. Donc .4 conserve la
prositivit6.

rtemarque 3'3'1-' (Principe d,u m,aaimum) on appelle pri,nci,pe du marimum continu le
fai't que si f )'- 0 alors le mi,n'imum d,et la foncti,on u soluti,on d,u problime e.a) est atte,int sur
les bords' Cette propri^t, math\matique correspond, d" l'intuition physi,que qu,ort, peut auoir
du phEnomdne : si' on chauffe un ba,rreau tout en ma,intenant ses d,ettn extrEmi.t€s d, une
tempdrature fi're, la tempErature au,r ioo'ints i,nt€rieurs d,u barreau sera suplr.teure d, celle d,es
e'rtr4m'ites' Il est donc souha'itable que la soluti,on approchEe satisfasse la m€me propri6t6,.

tr
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Lemme 3'3'1' Soit c : (ct, ..., cu)t € RN, et An €Mro(R) d.€,fini,e par (3.7). si, c6 ) 0 pour
tout i:1,..., N, alors 46 est mortotone.

D6,monstro,ti,on. On va montrer qrue si,u € Rtr A1,u ) 0 alors u ) 0. On peut alors utiliser
la proposibion (3.S.1) pour concltrre. Soit u : (ur,...,uN)t € IRff. posons ?16 : tr1,,a1 : Q.
Supposons que A1,u > 0. On a donLc

- #ru-, * (3 * c)u4 - #o,*, t o, i: 1, ..., ff
Soit

p : min.{i € {1, ..., N};ro: 
,:Tilr rr}.

Supposons que minT:1 ,...,w uj < 0. On a alors p ) 1 et

7,-. \ L

hr\ro - ur,-t) * cou, * nr@o- up+r) ) 0.

On en d6duit que
2 _ 1 1.
F"oro 2 

nz@n-r - u) f- fi(rr*, - uo) > 0
Si c, > 0, on a donc u, ) 0, et donc u; ) 0, Vz : 1, ...,,1/. Si cp : 0,, on doit alors avoir
up_r : up : up+t ce qui est impossib.le car p est le plus petit indice j tel que e : rrinl: t,...,x ut.
Donc dans ce cas le minimum ne peut pas 6tre atteint pour j : p > 1. on a ainsi finalement
montr6 et" ,,.{Tll, }ro 

} 0, on a d.on.c u ) 0. D

D6finition 3'3'3' (Erreur d'e consistance) on appelle e*eur d,e consi,stance Ia quantit;,
obtenue en remplaEant l''inconnue por la soluti,on eracte d,ans le schima num€r,ique. Dans le
cas du sch4'nta (3'5), I'erreur d,e con,sistance au point ri est d,onc d.€.fi,ne par

n : ${z'(rn) - u(r*t) - u(rr,+)) * c(r1)u(ro) - f (ro). (3.e)

L'erreur d'e consistance Ri est d,onc I'erreur qu'on commet en remplagant l,opErateur -u,t
par Ie quotient di.ff€,rentiet

1.
*(2u(,rr) - u(r;) - u(r+)).

Cette erreur peut Etre Eualude si u est suffisarnrnent rEgul,idre, en effectuant d,es d,6ueloppe-
ments d,e Taylor.

(3.8)
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D6finition g'g'4' (ord,re d,u st:hEma) on d,it qu,un schEma d,e d,i,scrEti,sati,on d, N pointsest d'ordrtz p s'i,r e,iste c € rR, ne d,€pend,ant que d,e ra sorut,ion eracte, ter que,erreur decons'istance s at isfass e

Hl*) < ch''
oti h est le: pas du mai,rlage d,Efi,ni, par (J.J) (c.d,.d,. re ma,imum d,es Ecarts nr+r _ 16 on ditqu'u,n schEma de d,iscr\tisation est conszstant s,i

H!.3) 
-----+Q torsquen >0,

od N est le' n6*6r" d,e poi,nts de d,iscritisation.

Lemme B'i8.2. si ra soruti,on d,e e.a) uerffie u e c4([- r,r]),alors re schima (3.b) est cons,is_
tant d'ordre'.2, et on a plus preci,shnent

hz

lftrl < #.ryo. lr(n,!, Vz : 1,..., ty'.\21-1 1l

DEmonstration. (voir : [Z) ) n
Remarque 8.9"2. (Sur l,erceur tle consi,stance)

1' si on not'<>47": (u('o))r:r-...' le'recteur dont les composantes sont les valeurs exactes de
la solution de (3.4), et [J7,: (ur...utu)r la solution de (8.5), on a

43

(3.10)

Ri

2. On peut remarquer que si u@) =, 0
r6sument d :

: An (un -gn) (3.11)

les d6veloppements de Taylor effectu6s ci-dessus se

-,,r(n.\-Ad-u(rt-i* \&z) - --- h,
et on a donr: & :0, pour tout z : l,...,/y',et donc ui : u(fri), pour tout i : 1...,V.
Dans ce cas, le sch6ma de discr6tisation donne la valeur exacte de la solution en ff;, pour
tout z : 1, "", N' Cette remarque est bien utile lors de la phse de validation d.e m6thodes
num6riques e1:f ou programmes informatiques pour Ia r6solution de l,equation (3.4). En effet,
si on choisit J! telle que la solution soir un polyndme de degr6 inf'6rieur ou 6gal d 3, alors on
doit avoir une erueur entre solution ercacte et approch6e inf6rieure d l,erreur machine.
La preuve de convergence du sch6ma utilise la notion de consistance, ainsi qu,une notion de
stabilit6, que .nous introduisons maintenant :

- u(r+)
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Proposition 3'3'2' on d'i't que l'e schima (3.8) est stabre, au sens oir, ra matrice d,e d,i,scr6-tis ati,on A 6 satisfai.t

(3.12)

D6monstnttion. (voir : [T]) 
!

D6finitiore 3'3'5' (Erreur d'e d'iscrEtisation) on appeile erreur d,e d,i,scrEtzsat,ion en 16,Ia d'i'ff'rence entre Ia solut'ion eracte en 16 et la'i-d.me composante d,e ra sorution d,onn€,e parle sch€ma num1ri,que

ei: u(ri) - ui, V1, ...,lf.

Th6ordme 8.8.1. Soi,t u Ia solutzon eracte d,e

(3.15)

t -d'+cu: f 
'

L "(-t) : z(1) : 0.

on supposeu e ca([-r,r])' soi'tu1,la solut'ion d,e (3.b). Alors l,erretff d,e d,i,scrEtsati,on d,Efini,e
par (3.I5) satisfait

h2

,Jt?1, l",l = *li"(o' ll- .

Le schd.ma est donc conuergente d,,ord,re 2.

D€.monstration. Soit (In : ([h,...,(Jn)t et UE U1" : (ur,..., u")' et u : (u(r1),...,u(r*))r, on cherche d, majorer
llan - uoll*,' on a A V; - gn) :j? ori -R est l'erreur de consistance (voir rem.arque 3.3.2).
On a donc

llao - unll* s;. ll.+;1ll_ linil_ 
= * 

,. fiil,,^,ll*
D

Remarque 3'3'3' (sur Ia conaer',gence) on peut remarquer que Ia preuue d,e Ia conuer-
gence s'appui'esur la stabiti,t€ (elle-m\me d,Ed,ui,te d,e Ia conseruati,on d,e la posi,ti,ui,tE) et sur Ia
consistance' 

'Dans certa'ins l'iures d"arralyse num,rique, aous trouuerez la ,,formule,, : stab,ili,tE
* cons'istance =+ conuergence. It ,faut toutefoi,s prend,re gard,e au fait que ces not,ions d,e
stabili't€ et conuergence peuuent €tre ,ariabres d,'un type d,e m6thod,e d, un autre.

Exemple 3'3i'1' Pour tester la m\thodn spectrale, la programmat'ion Matlab, Eri,ge les Etapes
su'iuantes :

441
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Etape I. : Construction de Ia matrice A^
litape 2 : construction du second membre b-. cette 6tape comprend le calcur des coefficientsfr,Iltapu B : R6solution du systdme linEaire.

Iitape 4 : calcul des coeffici ents t^1,de la solution num6rique, en utilisant la relation (2.7)Iitape 5 : calcul de l'erreur en norme infinie entre la solution exacte et la sp6ctrale.Iltape 6 : Calcul de la solution diff6rences finies.
Iltape 7 : Repr6sentation sur le' 1166" graphique de la fonction z et de la solution num6-

rique : spectrale et diff6rences finies.

Remarque 8.9.4. On choi,s,it comn-re cas test la foncti,on u(r) :sin(zrr) cos(10u) qui, uiri,fier
les cond'iti,t)ns altr limites u(-I): r(1) :0 et prenant comnte second,e membre

f (r) : (ur2 + taO) sin(nz) cos(tor) i 2}rcos(n z) sin(t0z)

et la constante c: 30, Ia foncti,on u est soruti,on d,u probrd.me (2.r). Le progrartme c,i _d,essous
permet d'enchatner les d'i'ff'rentes Etapes d,u calcul et finalement d,e co.nparer la soluti,on
calcul^e pa, la mEthod'e spectrare auec ra soruti,on par d,i,ff6,ence fi,nies.

3.3.1 Programme de conlparaison

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

'%YoRlsolution de -,, + 
"u 

: f par la m6thode spectrale de Galerkin
'Yo%%%%%%6%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

rn:16; % degt.6 de I'approxirnation par Legendre

sr:m*l ; % degr6 de la quadrature de Gauss pour le second membre.
gJobal c

c:30;

'% Construction de la matrice

A.:zeros(m,rn);

ftrr i:1 :m

4Ii



%

3.3 Co

A(i,t
end

for i:l :

A(i,i+2

end

for i:3 :

end

% du second membre

[absc,poi

t:fbe(absc ; u:t.xpoids;

,1) ;

LXl:absc;

C:zeros( 2,L);

C(1):1'x 12; C(2):3*1'*LXL/2;

f6 dans c(k+l)

valeurs de L7. arx points d, int6gration

2k - I)rLp_L -(k - I)Lx*z

k-1) *absc. *LX1- (k-1 ) 
*LXg)/k 

;

(2xk+1)xu'*LX2f 2:

end

i+ 1 ) 
x 

( C (i) / (2* i-r) -C (i+2) / (2* i+J)) / (2x i+ L) ;

du systdme lin6aire

de la m6thode des diff6rences finies

i* (i+1) ) ^ 2 * (1. / (0.s+i) + a.x c / ((2. xi+1.) x (2xi_1) x (2xi+B))) 
;

2xcxi* (i+ 1 ) 
* (i+2) x (i+ J) I (2* i+1) * (2*i13; * (Z*i+b) ) ;

A(i,i-2) 2xcxix (i+1 ) 
x (i-2) x (i-1 ) / ((z* i_t)*(2xi_t) x 

12xi+ 1 ) ) ;

for k:2 :m
To calcul

% calcd,

% IeLr:

LX2:((

c(k+1)

LX0

LX1:

end

B:zeros(m,

for i:1 :m

B(i):2*;

U_A\B;



de la m6thode des diffdrences finies

% Changpment de base

%(1- ,')+i: U,U + D/ei,+ 1)).(r,_1 _ L+)
UN:zeros (1,m-t2) 

;

for k:l :rri

CC: (k+[) xk*U(k) 
/ (2*k+1) 

;

uN(k):IliN(k)+cc 
;

IIN(k+fl):uN(k+2)_cc 
;

-1*h,l-h,mdf-1), 
;

et de l'erreur

A:toeplitz

B-fbe(xdf);

%

%

7o

- l,zeros ( 1,mdf-3)] 
) /h ^ 2+c*eye (mdf_ 1,mdf_ 1 ) ;

-A\B;

graphique

plot ( (xa),xa,y,'-',xdf,ydf,,x,)

legend('exac ','spectrale',,diff. finies')

spectrale: %e ditr. finies: %e\n ,fprintf('
,...es,norm(ydf-speciale(xdf),inf)) 

;



3.4 Conclusion
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Figure 3;'L Comparaison de la r;olution exacte, spectrale et la solution diff6rences finies
avec 50 inconnues

3.4 C,onclusion

1-Il est claire sur la figure 3.1 montre que la m6thode sp6ctrale est beaucoup
plus pr6cise que la methode des dliff6rence finies puisque la solution approch6e dans k!,
se confond a:,vec la solution exacte.

2-L'effeur en norme sup est 5.10-5 alors qu'elle est 6gale d 6.10-2 pour la solution
diff6rences finies' Il faut faire le calcu.l aux diff6rence finies sur environ g00 points pour arriver
ii une erreur en norme infinie aussi petite qu,avec la m6thode spectrale.

3-Iln revanche, dds que la solution du probldme continu n,est pas c*, les perfor-
Inances de la m6thode spectrale en terme de precision chutent et deviennent comparable-voire
inf6rieure, d, ,:elle des diff6rences finiers.



3,4 Conclusion

4-Le lecteur poura v6rifier ce point en calculant re second membre / du probldrnLe(2'1) de 'mani6re d ce que la d6riv6e seconde de la sorution exacte soit constante pax morceaux.
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