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Chapitre 1

INTRODUCTION

Durant les dix dernieres années beaucoup d’efforts ont été effectués dans le développement

de méthodes numeériques capables de caractériser des structures guide d’ondes composites.

Un grand nombre de méthodes telles la méthode d’adaptation modale (Mode—Matching Me-
thod), la technique de la résonance transverse, la méthode des lignes, et 1a méthode spectrale,

ont été proposées et raffinées selon les applications.

En générale le choix de 1a, méthode numérique est basé Sur un compromis entre la, précision,
Pefficacité, I’adaptation & Ia structure étudiée, etc... et ce choix n’est pas forcément unique.
Pour des lignes de transmission planaires, simple couches oy multicouche de diélectrique, la

méthode approuvée et utilisée est la méthode spectrale.

L’utilisation de la méthode des moments et plus particulierement de 1a méthode de Galerkin,
permet d’obtenir un résultat précis bien que le déterminant associé & I’équation caractéris-
tique, soit de dimension faible. La méthode est habituellement employée en choisissant un
jeu de fonctions de base qui satisfait les conditions de singularité sur le bord des conducteurs,

pour l'approche du courant sur les rubans ou des champs dans les fentes.

D’un point de vue mathématique, la méthode spectrale transforme un probleme d’équation
intégrale dans le domaine spatial en une équation algébrique dans le domaine spectral associé
a la théorie des transformations de Fourier. Son principal avantage est la simplification du

traitement analytique et numérique.
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1.1 Polynémes orthogonaux et Jes meéthodes spectrales

Les méthodes spectrales ont commencé 3 étre utilisées lors de Papparition des premiers
algorithmes de transformée de fourier rapide (Cooley & Turkey 1965). On notera cependant
que l'algorithme avait déja été décrit au XIXe siecle (Gauss 1866). Depuis, elles ont souvent
€té utilisées dans les problémes turbulence homogene isotrope (Orszag & Patterson 1972) car
elles permettent d’obtenir une vitesse de convergence tres élevée et donc excellente résolution

des petites échelles.

1.1.1 Polynoémes orthogonaux

Définition 1.1.1. Sojt (Pn)nen une famille de polyndmes, cette famille serg orthogonale

relativement ¢ une fonction-poids w donnée, sur un intervalle la,b] si

/ Pa(@)Pm(@)w(z)dz = 0, (11)

pourtoutn, m ; n#m, et

b
| o) i) = o), (1.2)

0U ¢ est une constante ne dépend que de n.
Toute famille de polyndmes py, p, .., OU chaque p,, est de degré n, est une base de l’espace

vectorielk[z] (de dimension infinie) de tous les polynémes, «adaptée qu drapeau (k,, [2]) en »-

Propriétés des polynémes orthogonaux Toute suite (Pn) ey de polynomes orthogonaux

possede un grand nombre de propriétés remarquables. Pour commencer :
Lemme 1.1.1. (Po,--sPn) est une base de k,, [x].
Lemme 1.1.2. p, est orthogonal a k,,_; [z].

Lemme 1.1.3. Pour toute suite de polynémes orthogonauz, il existe une relation de récur-

rence relativement ¢ trois polynémes consécutifs

Pnt1 = (CLnZL’ + bn) Pn — Cp Ppq
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Les coefficients Un; by, ¢, sont donnés par

Ky K. K kn_1h
n — - ) bn: n n-f-l___n = i
==k, ¢ (k%+1 kn> ’ =i (khhn—y>’

ot k; et k; désignent les deus premiers coefficients de By &
pi(T) = k;z? + ko'l .6
et hy le produit scalaire de Dj par lui-méme : hj = (p;, p;) .

Proposition 1.1.1. Poyr tout entier positif n, les zéros du polynéme Dn sont réels, distincts,

strictement compris entre —1 et 1.

Démonstration. Soit | le nombre de zéros distincts de Pn, qui sont réels, d’ordre impair
et strictement compris entre —1 et 1. Notons zy, z,,- - - , %1 les zéros correspondants. Sj |
est inférieur & n, le polynéme p,, sera orthogonal au polynéme (z — ) - - (z —x), don
f_ll pa(z)(T — 21)- - - (2 — z)w(z)dz = 0, ce qui impossible puisque la fonction intégrée ne
change pas de signe. Donc | — n. O

1.1.2  Polynoéme de Legendre

On appelle polynéme de Legendre de degré n, le polynéme défini par la relation de récurrence

(0 +1) Lnys (2) = 20+ 1) oL, (2) - nlo_y (2) (1.3)

initialisée par

(1) Les polynémes de Legendre sont des polynémes orthogonaux relativement a la fonction
de poids w(z) = 1 sur I'intervalle () = [—-1,1].

+1 2
/_ In (@) L (@) ds = 525,

1

En particulier, I; (z) = 1 et

20 = (7 2 ) s s
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(2) Pour tout entier 5, 2 0, le polynéme I, vérifie I'équation différentielle

Zi% ((1 —2) I (%)) + n(n + 1)L,(z) =0 (1.4)

Démonstration. On remarque que le polynéme L((1- 2%)L (1)) est de degré < n et qu’il

vérifie, pout tout polynéme ¢ de degré <n —1

[ 2 (- @) ey = - [ =000 @

1

= [1 Ln(:v)% (- x2)<p'(x)) dx

Comme L ((1 — 22) (z)) est alors un polynéme de degré < p, — 1, ceci entraine

1
/—1 % ((1- 12)L;(£)) o(z)dz =0
On en déduit qu’il existe un nombre rée] A tel que
d 2y 77
o (=23 (=) + AnLn(z) =0
En comparant les coefficients dominants, on trouve bien A =n(n+1) ]

L’opérateur A défini par

Ao = -2 (1-)p(a) (15)

est clairement auto-adjoint et positif dans L*(Q). Il est de type Sturm-Liouville. L’équation
(1.4) se traduit par le fait que les polynémes de Legendre en sont des fonctions propres, ceci
est & lorigine du qualificatif spectral” des méthodes exposées ici.

Une conséquence de Péquation (1.4) est que l'on obtient par intégration par parties, pour

tous entiers m et n positifs ou nuls

/_i Ly (2) Ly, (z)(1 - 2%)dz = n(n+1) /_1 L (z)Ly,(z)dz (1.6)

Ceci signifie que les Ly, n > 1 forment une famille de polynémes deux & deux orthogonaux
dans I’espace I2 2 (9).

(3) Les polynomes de Legendre satisfont la relation de récurrence

(1-2?) L (z) = —nzLy () +nl,_ (z)
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(4) Formule de Rodrigues

Ln(@) = 5 (2 )

(5) Majorations

Vz e [-1,], |Ln (z)] < 1
Yo € 1, |1 () s 2et

1
Ve € [-L1], |L.(z)| < N
112 () , 2n+1
m S Ln (:E) - L”_l (l‘) Ln+1 (.I') S 3n (n + 1)

(6) Les polynomes de Legendre vérifient les relations

Ln(£1) = (+1)",

(7) Les polynémes de Legendre vérifient la formule

+1 3/2
/ Lo (2) dx _ 2
=7 11—z 2n+1

(8) On peut aussi définir cette suite de polynémes par sa fonction génératrice

1 o0
= Lo ",
) e = 2 el

Relation de Récurence et équation différentielle.

Rappelons 1a relation de récurence entre les polynémes orthogonaux

k a
Prt1 = (Gpx + bn) Pn— ¢, Pn—1, avec g, = —+1 o Ch = —" ¢5=0.
n n—1
Dans le cas des polynémes de Legendre, on a
2n+1 n
e b — O t, A y

soit la relation

2n+1 n

Ln+1 (2?) — A l‘Ln(I') + an—l (I’) =0

= (n+ 1)Ly (z) - (2n + 1)zLy(z) + nl,_y(z) =0 (1.7)

mes orthogonaux et les méthodes spectrales
—_— 8
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Si on dérive ¢ par rapport a z, on a

Op(z, ) —3 2
———— =2(1-2 e = 2
Ox g )z 1 _2Z$+Z2g0(z,m)

= (1-2zz + 2?) 0@22, z) _ 2p(z,z) = 0;
remplacons ¢ par son expression en fonction des L, (z) et identifions les termes
L, (x) — 2zL; (x) + L ()~ Lu(z)=0, n=0,1,... (1.8)
Dérivons (1.7)
(n+ 1)L, () - 2n+1)L,(2) - (2n+ )zl (z) + nk, ., (z) =0
et éliminons L!_, (z) avec (1.8)
L1 (2) — 2L (2) = (n+1)Ly(z), n =0, 1,2 (1.9)
De méme éliminons L, .1 (z), toujours avec (1.8)
zLy(z) — L), (z) = nly(z), n=1,2, ... (1.10)
Ajoutons (1.9) + (1.10)

/

w1 (T) — Ly (2) = (2n+1)L, (z), n=1,2,.. (1.11)
enfin remplacons n par 7 — 1 dans (1.10) et éliminons L, (x), ce qui donne
(1—-2®) L (z) = nLp-1(x) = nzLy, (z), n=1,2, .. (1.12)

On obtient ainsi une ex ression de I (z) en fonction des pol nomes de Legendre : si on dérive
D - poly )

(1.12) et que 'on réutilise (1.9) pour éliminer L}, (z), on obtient
[(1~2%) L, (@)] + n(n + Ln(z) =0, n=0,1,2, ... (1.13)

Ceci montre que les L,, sont solution de I’équation

[(1 =) y’]/+n(n+ y=0<(1- )y — 2zy’ +n(n+ 1)y =0
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Example 1. (Bvaluation d ‘une combinaison linéaire de polynémes de Legendre)

L. Premiére étape : Ecriture d’une fonction gy = CombLmLeg(a:, ¢) calculant les valeurs
d’une combinaison linéaire donnée de polynomes de Legendre ( 1.14) en des points constituant

les abscisses d'un vecteur z

et ¢ contenant les coefficients correspondants & la combinaison linéaire [, — 2Ly + 3Ls.

Le programme suivant réalise ces deux étapes :

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% function y= CombLinLeg(x,c)
%Evaluation d’une combinaison linéaire en des points x1,...xn
% Arguments d’entrée :
% x : un vecteur de composantes (x1<x2<...<xn)
% ¢ : un vecteur de composantes (cl,c2,...,cp)
% Argument de sortie :
%y : un vecteur de composantes (y1,y2,...yn)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
n=length(x) ; % nombre de points ot on calcule la valeur de Ia combinaison linéaire
p=length(c); % degré maximum des polynémes de la combinaison linéaire
if p>0,

poll=ones(1,n);

y=c(1)*poll;

else
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y=¢(1)*poll+c(2)*pol2;
for k=3 :p
pol=((2*k-3)*x. *pol2- (k—2)*poll)/(k—1)
y=y+c(k)*pol;

)

poll=pol2;
pol2=pol ;
end

end

La représentation graphique de L, — 211+ 3Ls sur l'intervalle [—1, 1] est faite dans le script :
PlotPolLeg

%%%%%%‘%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% PlotPolLeg : Comparaison du temps de calcul avec la fonction matlab legendre

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

close all

:leinspace(-l,l,500) ; % abscisses de représentation graphique

deg=5;
¢=[1;-2;0;0;0;3]
%odeg=50

%c:rand(deg+1,1) ;
tic;

y=CombLinLeg(x,c)

Rec=toc;

tic;

L=legendre(0,x) ;

z=c(1)*L(1, :);

for i=1 :deg

L=legendre(i,x)

z=z+c(i+1)*L(1, 1
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end
Mat=toc;
plot(x,y,x,7)
legend ('récurrence’, ‘matlab’)
title("Comb. lin. de Pol. de Legendre de degré num2str(deg)])
fprintf(*temps de calcuy] par récurrence= %f et par matlab— Pof ;Rec,Mat) ;

Remarque 1.1.1., J existe une fonction Matlab , de syntaze d’appel L:legendre( n,x) qui
renvoie un tableau L de (n + 1)lignes , dont g (m + 1)-iéme ligne contient les valeurs de la
Jonction de legendre qug points spécifiés dans le vecteur . Donc on peut calculer les valeurs

du polynéme de Legendre avec cette fonction, en n'utilisant que la premiére ligne dy tableau

Tenvoyé en sortie.

thodes, en appellant la Jonction tic avant | ‘appel de CombLinLeg et I Jonction toc just
aprés. La valeur renvoyée par toc contient le temps d’exécution. On refait la méme chose avant
et apres le groupe de commandes pour la méthode utilisant legendre. Pour que les temps de
calculs soit signaficatifs, il vaut mieug augmenter le nombre de points de calcul a 500 points,
ainsi que le degré de I combinaison linéaire ¢ 50. Le rapport entre les temps de calcul, alors
supérieur ¢ 100, est incontestablement en Javeur du script CombLinLeg, l'utilisation de la
fonction legendre dans ce contexte impliquant une grande quantité de calculs unitils ou bien,

redondants.
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Comb. lin. de Pol. de Legendre de degré 5

-1 : U6 04 02 a 02 04 08

Figurel.1 Combinaison linéaire de L, — 2L; + 3Ls

1.2 Approximation polynoémiale
1.2.1  Approximation polynomiale par morceaux

Soit f une fonction continue, définie sur l'intervalle [0,1], on cherche & approcher f par une
autre fonction S qui soit polynomiale bar morceaux, une telle fonction test appelée spline.
L’intéret de P’approximation polynomiale par morceaux réside dans la possibilité de mieux
contrdler ler probleémes liés an manque de régularité globale de la fonction, un autre intéret
pratique est la stabilité dans les calculs : on commet moing d’erreur en calculant plusieurs
polynémes de bas degré qu’en calculant un sey] polynéme de degré élevé, A précision de caleul
égale.

On découpe l'intervalle J — [0,1] en sous-intervalle I; de méme longueur, Ii = [z3,:4],
Ty =1h, h=1/n. Sur chaque sous-intervalle I; on approche f par un polynéme Dn,i de degré

n. On note S, la fonction polynomiale par morceaux coincidant avec Pn,i sur Pintervalle J;.
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Approximation constante par morceaux
Soit Sy une fonction constante sur chaque intervalle J; et coincidant avec f aux points z;, j2 =
(@i + 2:11) /2

S0\, (2) = f(@iny ).

Supposons la fonction f de classe O gur J , pour tout z € J, = [%:,2541]; il existe s € I; tel

que
fz) - So(z) = (2 — Ii+1/2)f/(§z,i)-

On en déduit, avec Tit1 =% =h=1/n, que
h
If = Soll, < > M,

ou M; est une borne supérieure de f’ sur J. Donc, lorsque A —s 0, So converge uniformement

vers f.

Approximation affine (linéaire)

S1.5: (z) = w

Supposons d’abord que la fonction [ soit de classe C2? sur J » pour tout z € I; = [z;, 4], il

(@ —z;) + f (2;)

existe &, ; € I; tel que
T—z;)(x — Z; /
f@) =Sy = LB E0m)
On en déduit , avec Tipy1 —x;, =h = %, que

I =il < St

ot M, est une borne supérieure de f” sur J. Donc, lorsque h — 0, S, converge uniformement

vers f .
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Cette fois, ’approximation S3 est de classe C? sur I, cubique sur chaque J; et qui corncide

avec f aux points Zi et z;;1. Soit p; la restriction de Sy 3 Pintervalle I;. On peut chercher Di

sous la forme
pi(z) = a;(z — z;)% + bi(z — x;)% + ci(z — z;) + d,

Les fonctions f et p; coincidant aux points z; et Tir1, 0N a

di = f(x;) (1.15)
et
f(QTH_l) = Cl,z'h3 + bth + Cz‘h + dl (116)
Nous allons exprimer les inconnues ai, bi et ¢; en fonction des dérivées secondes de 1a fonction.
On note o; = P! (z;). On écrivant 1a continuité de la dérivée seconde aux points z; (i.e.
Pi_1(2:) = p(z;)), on obtient
1
b, = —q; (1.17)
2
Qg1 — O
P 1.18
a; 6h ( )
Substituant ces deux relations dans (1.16), on obtient
i+l — Q 1
f(@it1) = %Ta}f + 5 h? + cih + f;
d’otl Pexpression de Ci
6 — Jiy1 = f; 205+ Qit1, (1.19)
h 6
En écrivant maintenant la continuité de la dérivée premiére au point z;, on obtient
3&1'_1}1,2 + 2bi_1h + Ci—1=¢; (120)

Remplacant les a;, b; et ¢ figurant dans (1.20) par leurs expressions données par (1.17), (1.18),
( 1.19), on obtient n — 1 équations qui expriment une relation de récurrence entre o1, a; et
Qg

Mooy + 4oy + a4 = g(fi—l = 2fi + fiy1).
Acesn—1 €quations, il faut en ajouter deux autres pour fermer le systéme et déterminer les

n+ 1 valeurs a;. On peut par exemple, poser ap = o, = 0, on parle alors de spline naturelle.
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A=
avec
41 0 ...0 fo=2fi+ f,
1 4 1 : . ;
A=h| o - .0 ’b:E fz‘—1—2fz‘+fi+1
: 1 4 1 5
0 0 1 4 It = 3oy + 4,

La matrice A est inversible, car 3 diagonale strictement dominante. Connaissant, les Q, on

détermine les p; par les relations (1.15), (1.17), (1.18), (1.19) et la spline est parfaitement

déterminée sur chaque intervalle.

1.3 Intégration numeérique

approchée de lintégrale d’une fonction quand on ne connait pas sa primitive mais qu’on peut
évaluer les valeurs de 1a fonction elle-méme en un certain nombre de points. Ces méthodes se
répartissent en deux grandes catégoriés : les méthodes composées dans lesquelles 1a fonction
f est remplacée par un polynéme d’interpolation sur chaque intervalle élémentaire [ , Ti4]
de la subdivision et les méthodes de Gauss fondées sur les polynémes orthogonaux pour

lesquelles les points de 1a subdivision sont imposés.

1.3.1 Intégration numérique par la méthode des trapézes

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur Ja,bl et a = zy < 1. <Zpy1<z,=0
une subdivision réguliére de I'intervalle [a,b]. On note 4 le pas de cette subdivision .Dans
la méthode des trapézes, la fonction f est remplacée sur chaque intervalle [%; ,Zi41] par la

droite joignant les points (@i, () et (241, f(zi11)), soit

hz) = (& = 2i)f(241) — (z— 113i+1)f(93i); 2 € [54, T
Tiv1 — x;
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La méthode s s’écrit

/ flz)de ~ Z(x“rl — ;) M

=0

Lorsque la subdivision se réduit a sa plus simple expression, zp = q | T1=bon a
/ f(@)de = 5(b - a)(f(a) + (3

La méthode des trapeézes est une méthode d’ordre 1. L’erreur dans la méthode des trapézes

est donnée par Pexpression

[ sy - 5| < p =g 1)

La somme § g’ex rime par
D b

rb n—1 2
| 1@t <f(a) +1)+ Y f<xi)) - 35 (O - ).

1.3.2  Intégration numeérique par la méthode de Simpson

Dans la méthode de Thomas Simpson (1710-1761), la fonction f est remplacée par un
polynéme du second degré définissant un arc de parabole passant par les points d’ordonnées

J(:), f(@ig1) et f(%ir2). La méthode s'écrit
b n~1 . .
/ f(z)dz ~ 2: é(ﬂ?iﬂ —~ ;) <f(l'i+1) + f(x;) + 4f(wl%+xl)>
a i=0

Lorsque la subdivision se réduit sa plus simple expression, 7o = a, z; = (g + b)/2, z, = b

la formule pracédente devient

JRCT . (160 + 47222 +10))

La méthode de Simpson est une méthode d’ordre 4. L’erreur dans 1la méthode de Simpson

est donnée par
(b—a)®

— su
/ f(z)dz l—2sso e

La somme S qui approche I'intégrale s’ exprime par

@)

n—1

S= 53 (fatih) + flo+ G+ D)+ 4f(a+ i+ 1),

=0
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ment & la fonction de pondération w(z) = 1 sur Vintervalle [~1,1], Vintégrale est approchée

par la formule

1 S
[ 1@ =3 s+ m)
= i=1
relation

Le reste
Bi(f)= 260 avec £ € |1, 1]
8 (25 + 1)[(2s) 17 ) ¢ )

est nul pour les polynomes de kos—_1. Pour ces fonctions, la formule de quadrature

[1 f(z)dz ~ Zf(q:l)wl : (1.22)

est exacte.

Pour utiliser numériquement cette formule, il faut tout d’abord calculer les poids w; et les
points x; d’intégration. On Propose pour cela la méthode ci-dessous.

Le relation ( 1.3) sur les polynémes L; pour j = 0, -++» § Peuvent s’écrire sous forme matricielle

Mu = 2u+ v, en posant 2 =3/(25+1), b; = (j + 1)/(25 4+ 1), et

0 1 0 Lo(z)
ap 0 b : :
M = : yU = bs_1Ly(z) U=
as—2 0 by, 0 :
as—1 0 1 Ls—l(z)

Pour z racine de Lg,onav=0etle systeme linéaire devient My = g4, Donc les valeurs
propres de la matrice tridiagonale M sont les racines de L.
Pour calculer les poids w;, donnés par la formule (1.21) on combine la relation de récurrence

(1.3) avec la relation suivante

(1-2*)L(z) = —82Ly(x) + sLs_y (z), s> 1.
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Comme I, (z:) =0, on obtient finalement

o 2(1 - z2)
" (5Leoa(m))2

et on calcule la valeur Ly_1(z;) en utilisant la relation de récurrence (LH).

Calcul les poids et les Abscisses :

Le calcul des abscisses et poids d’intégration de Gauss se fait dans ]a fonction xwGauss :

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% function [x:,w]:waauss(s)
% Fonction pour calculer les abscisses et poids de Gauss de degré s
% Argument d’entrée
% s : degré de la méthode d’intégration
% Arguments de sortje
% x : abscisses de Gauss x1...xs
% w : poids de Gauss wl...ws
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Calcul des zéros dy polynéme I,
A=zeros(s,s) ;
for i=] :5-2

A(+1,i4+2)=(i+1) /(2%+1)

A(i—}-l,i):zi/(2*i+1) ;
end
if s>1

A5 1)=(-1)/(2*s-1)

A(1,2)=1:

x=eig(A);

x=sort(real(x));

else
x=[0];

end
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% Calcul des poids
pO=ones(s,1);
pl=x;
for j=2 :s5-1
p2=(2*i-1)*x-*Pl/J-(J-l)*pO/j ;
p0=pl1;
pl=p2;
end
if g
=[]
elseif s== :
w=[0.5;0.5] :
else
W:2*(1.-X.A2)./(S*p2).’\2;

end

Remarque 1.3.1. [es abscisses sont les valeyrs propres de la matrice M, on construit donc
cette dernicre et on utilise g Jonction Matlab etg pour obtenir son spectre. Le script Tes-
UntGauss teste lg Jormule de quadratyre sur une fonction régulicre, ici le fonction exp(z),
et compare également cette méthode d’intégraton qvec la méthode proposée par Matlab, pro-

grammée dans la fonction quad.

Ce programme mesure le temps de calculs respectifs des deux méthodes - (Simpson et
Gauss)

Algorithme : TestIntGauss

% Intégration d’une fonction test avec la quadrature de Gauss Legendre

%% %% %% % % %% o%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

[x,w] =xwGauss(20) ;

fprintf(*fonction exp : int. exacte=%f quad. Gauss=%f\n’,exp(1.)-exp(—l.),exp(x)’*W)
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n=10
IPmat:quad(@exp,—l,l) -
for i=2 :n
[x,w}::waauss(i) ;
fprintf(*%qd points pour €Xp : int. exacte=Yf quad. Gauss=

%f quad. matlabz%f\n’,i,exp(l.)-exp(—l.),exp(x)’*W,IPmat)

end

nbevalleOO; % nombre de calculs d’intégrales
tic;

n=4; % 4 points suffisent pour avoir

[X,W]:XWGauss(n); % 6 chiffres significatifs dang I'approximation

for i=1 np eval

exp(x) *w;
end
CPu_qgg=toc;
tic;

for i=1 :nbeval
IPmat:quad(@eXp,-l,l) :

end

Cpu_mat=toc;

fprintf(* %d évaluations de Quad Gauss en %f secondes, de quad

en %f secondes’,nbeval,cpu_qg,cpu_mat) :

Remarque 1.3.2. Pour comparer les performances de Ig méthode d’intégration de quad
avec la méthode de Gauss du point vue temps de caleul, on choisit yn, nombre de points
suffisant pour que Ig quadrature de Gauss donne la valeur de | ‘intégrale ezacte quec s1x chiffres
significatifs : quatre points suffisent pour lq fonction exp(z) par exemple et on mesure le
temps de calculs respectifs des deuz méthodes pour évaluer un grand nombre de fois la méme

intégrale, & laide des fonction tic et toc. Iq méthode de Simpson étant moins précise que la
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Les méthodes Spectrales sont des techniques d’approximation des solutions d’équations
aux dérivées partielles. Elles consistent 3 rechercher la solution approchée dans un espace de
polynoémes. L précision de ces méthodes n’est limitée que par la régularité de 1a fonction &

approcher, Popposé des approximations de type différences finies ou éléments finis basées

continue. L’approximation consiste & remplacer I'éspace de fonctions test par un espace de

N

polyndmes et & évalyer les intégrales ay moyen de formules de quadrature appropriées.

ment le probléme aux limiteg posé sur l'intervalle () — [-1,1]

—u’+cu=f,
u(-1) =0, (2.1)
mfd) =1,

avec f € L?(Q) et ¢ un réel positif ou nul.
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2.2 Présentation générale deg méthodes Spéctrales

Le principe de base des méthodes Spéctrales est de décomposer 15 solution 4 d’une équation

u@) = 3" Gy (2) (2.2)

ou les fonctions Py, sont une base orthogonale de Pespace des fonctions sur (o, 1) muni d’up

produit scalaire, c’est-a~dire

@)= | 6@ ow)da - s,

ot w la fonction de poids associée ay produit scalaire. Op peut alors vérifier aisément que les

ty, s’obtient bar projection de u sur 1, base

La discrétisation numeérique consiste alors & tron uer la base deg de sorte que Pon écrive
q k :

la solution sous la forme

N
Ua(z) = 3 U, ()
k=0
Ol on noters, que les coefficients Uy, sont g priori différents de ceux de la, décomposition exacte

(22).

On peut alors obtenir

Méthode de Galerkin : Dang cette méthode, on cherche a obtenir la projection exacte de 1
sur la base tronquée, c’est & dire Ur, = Uy, pour k € [0, N]. Cette méthode présente lavantage
de fournir comme solution une fonction de I’espace réel, qui peut donc etre calculée sur une

grille spatiale aussi fine que voulue,

2.3 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du probleme (2.1) est la suivante

Trouver 4 € Hj(-1,1)
a(u,v) = L(v) Yy € Hi(-1,) (2.3)
u(l) =u(-1) =90
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ou

a(u, ¥) = /_1 v (2)v' (z)dx + c/l

1 =

1
u(z)v(z)dz et L(v) = / f(x)v(z)dz.
-1
On cherche a montrer 'existence et 'unicité de la solution de (2.3). Pour cela, on utilise le

théoréme de Lax-Milgram, qu’on rappelle ici :

Théoréme 2.3.1. (Laz-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel ou complexe muni

de son produit scalaire noté (.,.) de norme associée notée Ill, a(.,.) une forme bilinéaire (ou
une forme sesquilinéaire si H est compleze) qui est

- continue sur Hx H
3¢ >0, V(u,v) € H, |a(u,v)| < c|jul |v

-coercive sur H

Ja >0, Vue H, alu,u) > a|ul?
et L(.) une forme linéaire continue sur H. Sous ces hypothéses il existe un unique u de H
tel que équation a(u,v) = L(v) soit vérifiée pour tout v de H

due H, Yoe H, a(u,v) = L(v)

8t de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est ["unique élément de H qui minimise

la fonctionnelle J : H — R définie par J(v) = 50(v,v) — L(v) pour tout v de H, ¢’est-a-dire

dueH,  J(u)=minJ(v)
veH

A noter qu'une solution réguliére u (i.e dans HZ(—1,1)) du probléme aux limites (2.1) est
aussi solution du probleme (2.3) et réciprocquement : toute solution réguliere de (2.3) est une

solution de (2.1).

.4 Développement d’une fonction en série de Legendre

Pour une fonction f € L?(—1,1), on définit la série de Legendre
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ol les coeficients f; sont donnés par

h=25= [ @@ (2.4

On définit une approximation de la fonction J par sa série tronquée & 'ordre P
p —~
Ep(f) = ijLj-
j=0

Cette approximation est exacte pour les polynémes de degré inférieurs a p puisque les <LJ')§')=0
forment une base orthogonale de k,. Le calcul des coefficients f; doit se faire par une formule
de qudrature approchée. L’erreur induite par cette approximation des termes ]J doit étre du
méme ordre ou négligeable devant I’erreur globale de la méthode, il faut donc utiliser une
quadrature d’ordre élevée, et pour cela la méthode d’intégration de Gauss-Legendre étudiée

au chapitre précédent est toute indiquée.
Example 2. (Approzimation de la fonction f avec Ll T} ]

Etape 1 : Ecriture d’'un script qui calcule la série de Legendre L,(f) d’une fonction f a
l'ordre p qui contient :

- Calcul des abscisses et poids d’intégration pour la formule (1.22) pour un s fixé.

- Calcul approché des coefficients (ﬁ) Z:o définie par (2.4)

- Représentation sur le méme graphique de la fonction [/ et de sa série £L,(f) sur

lintervalle [—1,1].

Etape 2 : Comparaisons avec I’exemple représenter sur la figure 2.1pour

f(z) = sin(6z) exp(—2x)

]F]tape 3 : Exécution le script avec des fonctions moins régulieres. (On pourra utiliser par
exemple les fonctions abs(z) et sign(z).)
Etape 4 : Trace la courbe d’erreur en norme infinie entre la fonction et sa série en fonction

du degré de la série.

Remarque 2.4.1. On commence par calculer les (absc et poids) par un programme qu’on

appelle zwGauss :
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Et un autre programme qui calcul une combinaison linéaire entre les polynémes de Legendre
CombLinLeg

Algorithme : CalSerLeg
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Function [X‘,y,err]:CalSerLeg(s,p,npt,Test)

%

% Calcul et représentation graphique de la série de Legendre d’une fonction

%

% Arguments d’entrée

% s : degré de la quadrature de Gauss utilisée pour calculer les coefficients de la série
% p : degré de la série

% npt : nombre de points d’évaluation de la série, dans intervalle [-1,1]

% Test : fonction dont on calcule la série

% arguments de sortie

% x : points d’évaluation de la série

% y : valeurs de la série aux points x

% err : erreur en norme infinie entre la fonction et sa série

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%
% Calcul des poids et abscisses d’intégration de Gauss de degré s
[absc,poids|=xwGauss(s) ;
t=feval(Test,absc) ;
% Calcul des polynomes de Legendre aux points absc, dans les tableaux LXO0, LX1 et LX2.
% Calcul des coefficients de la série dans le tableau c
u=t.*poids ;
LX0=ones(s,1);
LX1=absc;
c=zeros(p+1,1);
c¢(1)=t"*poids/2;
¢(2)=3*w*LX1/2;
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for k=3 :p+1
% Calcul des valeurs de I,_;aux points d’ intégration nLn(absc)z(Qn—l).absc.Ln_l(absc)—(n—
1)Ly, (absc)

LX2=((2*k-3)*absc. *LX1- (k-2)¥LX0) /(k-1)

% Calcul de fy_; dans c(k)

c(k)zz(2*k—1)*u’*LX2/2 ;

% On vérifie que les polynémes sont orthogonaux entre eux
fprintf (’(LX2.*LX1)*poids = %f\n’, (LX2.*LX1)*poids) ;
fprintf(*(LX2.*LX0)*poids = 7ef\n’, (LX2.¥LX0)*poids) ;
LX0=LX1:

LX1=LX2;
end

% Evaluation de la série en npt points de Iintervalle [-1,1]
x=linspace(-1,1,npt) ;
y=CombLinLeg(x,c);

% Erreur entre la série de Legendre et la fonction

err=normm(Test(x)-y,inf)
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Figure 2.1 Approximation de la fonction f(x) avec Lg et L,

Remarque 2.4.2. e choiz du nombre de points d’intégration s dépend du degré de la
série qu’on veut calculer. En effet, on sait que la formule de quadrature (1.22) sur s points
est exacte pour les polyndémes de kog_;. Par ailleurs, la décomposition en série de Legendre
tronquée a l’ordre p d’un polynéme de degré p est en fait une décomposition dans la base des
(Li)o<i<p- On aimerait done que le calcul des coefficients J/‘; soit exact si f est un polynéme
de degré p. Dans ce cas le terme de plus haut degré, ]?p consiste a intégrer un polynéme de
degré 2p, il faut donc que s soit au moins égal a p+1 pour assurer lezactitude de la formule
de quadrature. On peut vérifier numeériquement que si la fonction est de classe C=, lerreur
en norme L* décroft plus vite que nimporte quel polynéme en fonction de linverse du degré

de la série.

Remarque 2.4.3. Quand on fait tourner le script pour une Jonction moins réguliére, c’est
a dire qui n’est pas de classe O™, les résultats se détériorent - pour la fonction |z|, I’approxi-

mation converge lentement quand on augmente le degré de la série et il reste toujours une
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erreur visible a I’oeil nu pres de lg singularité. La figure 2.2 montre g dépendance linéaire de

Verreur en fonction de 1/p .

] e nf-Lp;:ﬂum

0.98 BT -

0.96 | g N
0.94 | g

092+

0.88 -

0.86

0.84

0.82

L

0s iy 1 1 1 1 1 1 1 L
0 G056 DY D15 02 025 03 035 04 045 05

P

Figure 2.2 Erreur en norme L® entre f(x)=|z] et sa série tronquée & l'ordre p

Remarque 2.4.4. Pour la fonction discontinue sign, la série ne converge pas en norme L™ |
Elle présente des oscillations d’amplitude bornée mais dans la fréquence avec le degré, c’est
le phénoméne de Gibbs. La figure 2.3 et la figure 2.4 représentent les fonctions |z| et sign(z)

et leur série tronquées & 'ordre 30.
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Figure 2.8 Comparaison de la Jonction sign(z) avec sa série tronquée o l’ordre 30
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Figure 2.4 Comparaison de la fonction |z| avec sa série tronquée & lordre 30

2.5 Résolution par la méthode spectrale du probléme
(2.3)

On considére le sous-espace vectoriel de k.,
k() = {p € K, p(~1) = p(1) = 0}.
Cet espace est de dimension m — 1 et s’écrit aussi sous la forme

k?m(Q) = {p = (1 - $2)Q7 qec km—Q} .

Il est clair que ky, () C H}(Q) et 'on peut donc sans difficulté définir une méthode d’ap-

proximation variationnelle, dite méthode spectrale variationnelle de Galerkin.

Trouver up, € k9 (Q) tel que, pour tout v, € k% (Q), on ait
(2.5)

f_ll Uy, ()], (z)dz + cf_ll B (38 ) O (B ) i = f_ll f(@)vm(z)dz.
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On choisit comme base de k9 (Q) la famille de polynémes Fp, = (F})1<i<m-1
F=Q1-4)L,

ou les L; sont les polynémes de Legendre étudiés précédement. La forme matricielle de la
formulation variationnelle s’obtient en écrivant la fonction inconnue wu,, dans cette base

m—1

U = Ui (2.6)

=1

et en faisant varier v, dans ,, dans la formulation variationnelle (2.5).

2.5.1 Construction du systéme linéaire

En injection la combinison linéaire (2.6) dans (2.5) et en choisissant comme fonction test
successivement Fj, pour ; = 1,..m — 1 on obtient un systéme linéaire de m — 1 équations

dont la solution est le vecteur Uy, = (um,i)1 <i<m_1 des coefficients de w,, dans la base Fm

Amﬂm = bm;

(4. — B:(Hl)fd_ J+1)J(G+1) (420 +1)5;, _ 2050 204
s i+1/2 7Y T(2i+1)(25 + 1) (26 -1)(2t+3) 2%+3 2i—1)°

() = ﬁf(wm(x)dx:z“””( S gghn).

2%+1 \2i—1""1" 2713
Une fois résolu le systeme linéaire, on connait les coefficients spectraux de la solution 7,
dans la base F,,. On obtient facilement I'expression du %, dans la base (Lj);."zo , en utilisant
les relations
i(i + 1)
2141

(1 =290 = (Li—1 — Lity). (2.7)

2.5.2 Etude la convergence de la méthode

Nous allons montrer quelques résultats de majoration de la distance de fonctions & régularité
donnée & un espace de polynémes, toujours dans le cas des polynémes de Legendre. Cette
distance sera calculée au moyen d’opérateurs de projection orthogonale.

On fixe N un entier positif, on note kn(22) lespace des polynémes de degrés inférieurs ou

égaux & N, et on note 7y l'opérateur de projection orthogonale de L*(Q2) sur ky ().
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Théoréme 2.5.1. Pour tout entier m > 0, il existe une constante c positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction ¢ de H™(8), on ait
lle = 7TN$0”L2(Q) SceNT ”‘P”Hm(n) ¢ (2.8)

On commence par prouver un résultat de continuité sur l'opérateur auto-adjoint A défini par

d

Ap = == (1= 2)p/(x)

Lemme 2.5.1. Pour tout entier | > 0, Uopérateur A est continu de H**(Q) dans H'(1) .

Pour tous entiers | > 0 et m > 0, UopérateurA™ est continy de H l+2m(ﬂ) dans H'(Q).

Démonstration. On vérifie grace a Leibniz que, pour tout entier k& (.

jdk(ASD) _

2
doc —(1-2 ) drk+2

dk+2 %) k+1 dk ©

dzk

d
+2(k + 1):::W+‘§2 +k(k+1)

En appliquant cette formule, on voit que, pour tout B,k

éf(AQD) & fik+2(,0 dk+1g0 @
dzk e dzk+2 12(9) dzk+1 12(0) dxz* 2@

d’ot la premiére affirmation du lemme. On en déduit la seconde en itérant m fois le résultat.

O

Démonstration du théoréme. Etant donné une fonction ¢ de H™(€2). que I'on décompose

selon la base des polynémes de Legendre, il faut estimer

(o]

lle — 7TN@”%?(Q) = Z (") HLn”?Lz(Q)
n=N+1

On va distinguer deux cas, suivant que m est pair ou impair :
1) Lorsque m est pair égal a 2k, d’aprés ’équation différentielle (1.4) vérifiée par les polynémes
L,,n>0,ona
1 . 1 1 !
o | elo)Late)is [ eta)AaL)wa

= ”Ln”%ﬁ(g) -1 HL"H%?(Q) n(n + 1) 1

Comme I'opérateur A est auto-adjoint dans L?(9)), on obtient

P ! /_(Aw)(x)fln(w)dfv

Il e+ 1) Sy
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En itérant k fois ce résultat, on en déduit

n_ | T 1 .
T ey RCOLETAET

On constate donc que

(o)

) _11 A*)(2) Lo(2)dz \ 2 2
o =Tl = S0 —— (f sl >HLnnL2m>

nany (P(n 4 1))% 1ZalIZ2q

On minore alors les n(n + 1) par N2, ce qui donne

ol U (4R (2 2)dz \ 2
o = mplingy < N4 3 (f_l (4%¢) (2)Lu(z)d ) L

n=N+1 HL”-“iZ(Q)

J21(4%0) (@) Ln (2)dz
”Ln ”i2(9)

Comme les sont les coefficients de A*p dans la base des polynémes de

Legendre, on a
2 —4k || gk, |12
llo — 7TN90HL2(9) SN ”A S"”Lz(n) :
En utilisant le Lemme (2.5.1), on conclut
HQO = 7rN(,0Hi2(Q) = cN—2m ”90”21"1((2) :

2) Lorsque m est impair égal & 2k 4 1, on obtient comme précédemment

no_ 1 1 1 o) (VL (e
7 l’Lnl‘i2(Q) (n(’fl—f- ]_))]C /_1 (A ('D)( )Ln( )d

puis on utilise une fois de plus I'équation différentielle (1.4) et on integre par parties une
seule fois. On en déduit
1 1

Ty W D [, 49) @000 -

On voit alors que

1 (f_ll (Akgo) (J:)Ln(z)d:c) ’

Hw-— 7TN(10“i2(Q) < Z 2(k+1
n=N+1 (n(n + 1)) Vo

Ly|2
A 1Znl1Z20

On note que les polyndmes L;,, n > 1, sont deux a deux orthogonaux pour la mesure
(1 - 2?)dz, toute fonction 1 de H' (€2) admet le développement

(e 0] 1 / ’ 9
PR o AV @LE) - e
N e e e — o

n=0

pour n > 1
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de la formule (1.6), on déduit alors

/1 ¢’2($)(1 - 952)dx — i 1 (f—l 1/1/(I)L;L(;U)(1 _ $2)d$>

~n(n+1)

”Ln”i?(ﬂ)

En appliquant cette formule pour la fonction ¢ = Ay et en minorant (n(n+ 1))** par

N2 on voit que

1

o = Tapll2agq < N2+ / (AF0)2(1 - 2?)da

=1

Et on conclut

7112
[l = WNSO”?:?(Q) < eN—2m H (AFp)

< N7 || AFg [y,

12() (i)

d’ou, d’aprés le Lemme (2.5.1),

—2m 2
lle — 7rN80”22m) <cN~2 [



Chapitre 3

Etude de comparaison(Méthode
spectrale et différence finie)

3.1 Meéthode de différences finies : Principe de la mé-
thode

On considére le probléme unidimensionnel

~(a) = f@), Vae[-11 3.1)
u(—1) = w(l)=D, (B:2)
ou f € C([-1,1]). Les conditions aux limites (3.2) considérées ici sont dites de type Dirichlet

homogéne (le terme homogene désigne les conditions nulles). Cette équation modélise par

exemple la diffusion de la chaleur dans un barreau conducteur chauffé (terme source f ) dont

les deux extrémités sont plongées dans de la glace.

))))

xO:—l<;x1<w2<..‘<xN<xN+1=1.
Pour i =0,..., N, on note h; /2 = Tit1 — Z; et on définit le “pas”du maillage par

.= 7;:l’l(;laJX]\[ hi+1/2. (33)

:::::

Pour simplifier I'exposé, on se limitera dans un premier temps & un pas constant

his1/2 = h Vi € [0, N].
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On écrit I'équation aux dérivées partielles (3.1) aux points z;
~u"(g;) = f(z;),Vi = Ls sy A,

Effectuons un développement de Taylor en z;

) _ h? h3 ht
uE) = ) (@) + () + () + ),
u(r_y) = u(ax;) — h' (z;) + E i) — h_3 s b )
-1 i P 9 U (T & U (1‘1) + ﬂu (771)7

avec (; € [z;,Zi11], ; € [vi-1,2,]. En additionnant, on obtient
w(Tip1) + w(Tio1) = 2u(z;) + hu(z;) + O(h?)

Il semble donc raisonnable d’approcher la dérivée seconde —u” (zi) par le “quotient différen-

tiel”
2u(x;) — u(wiy) — u(zip)
h? '

Sous des hypothéses de régularité sur u, on peut montrer que cette approximation est d’ordre

2 au sens

Rz’ _ U”<33z') + QU(.’EZ-) — u(xhgl) — u(xi-i-l) _ O(h2)

On appelle erreur de consistance au point z; la quantité R;.

3.1.1 Questions d’analyse numeérique

Voici un certain nombre de questions, qui sont typiquement du domaine de I’analyse numé-
rique, auxquelles nous tenterons de répondre dans la suite :

1. Le probléme qu’on a obtenu en dimension finie, (avec des inconnues localisées aux noeuds
du maillage dans le cas de la méthode des différences finies) admet-il une (unique) solution ?
On montrera que oui.

2. La solution du probléme discret converge-t-elle vers la solution du probléme continu lorsque
le pas du maillage A tend vers 0 ? Dans le cas des différences finies en une dimension d’espace,
le pas du maillage est défini par

h =sup|ziy — ;.
i=1..N
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3.2 Etude de la méthode différences finies pour un pro-
bléme elliptique unidimensionnel

On cherche & discrétiser le probléme aux limites, suivant

—u'(z) + c(z)u(z) = f(z), -1 < z < 1,
(3.4)
u(—1) = u(1) =0,

oice C([-1,1,Ry), et f C([-1,1],R), qui peut modéliser par exemple un phénomene de

diffusion-réaction d’une espece chimique. On se donne un pas du maillage constant h = —L_

N+1
€t une subdivision de |1, 1[, notée (Z)pmo, na1 AVEC : g = —1 < 24 < 2y & i € Ty L
Tn+1 = 1. Soit w; 'inconnue discréte associée au noeud i (3 = 1, +,N). On pose yy =

un+1 = 0. On obtient les équations discrétes en approchant u”(z;) par quotient différentiel
+

par développement de Taylor,

h_12(2ui—ui—1—ui+1)+ciui:fi i=1,.,N (3.5)
Up = UNy1 = 0. )
avec ¢; = c(z;) et f; = f (z;) . On peut écrire ces équations sous forme matricielle
Uy fi
ApUp, = by, avec Uy, = s et by, = : (3.6)
un In
2+ c h? -1 0 e 0
1 -1 24 Czh2 -1 .
etAh=F 0 0 (3.7)
-1 2+ CN_1h2 -1
0 e 0 -1 2+ cyh?

Les questions suivantes surgissent alors naturellement
1. Le systeme (3.6) admet-il un unique solution ?
2. A-t-on convergence de U, vers u ?

Nous allons répondre par Paffirmative 3 ces deux questions. Commencons par la premiére.

Proposition 3.2.1. Soit ¢ = (c1y ey cN)t € RY tel que ¢; > 0 pour i = 1,...,N; alors la

matrice Ay, définie par (3.7) est symétrique définie positive, et donc inversible.
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Démonstration. La matrice Ap, est évidemment symétrique. Montrons qu’elle est définie

positive. Soit v = (v1...ux)t, on bose vy = vy41 = 0. Calculons le produit scalaire Apvv =

v'Apv. On a
2+ ch? -1 0 vy
1 - '
-1

1
Apvy = ﬁ(vl...vN) |
-1 2 - CNh2 UN

—
o

c’est-a -dire
I ke
Ah’U.U = ﬁ :L 'Ui(—'Uz'_l + (2 + CihQ)'Ui - Ui—i-l)-

i=1

On a donc, par changement d’indice

1 N N N+1
Ah'U.’U = ﬁ Z("Ui—lvi) + Z(2 + cih2)vi2 - Z vj_lvj
i=1 i=1 j=2
Et comme on a posé vy = 0 etuyy1 = 0, on peut écrire
1N
Apvov = 7 } (2+ ¢;h?)? Ui + — Z( 20,v;_1)

t=1,
soit encore
N T
_ 2 2 2 2
Apvv = g cvU; + 5 g (=2vv; + 02 + Visy) + vy
=1 d=I

On a donc finalement

Ahvv—Zcm +h2z —v_1)2 4+ 0% >0, Vv = (vy,...,uy) € RV,

51 on suppose Apv.v = 0, on a alors

N
E c,-hzvi2 =0etvy;—v_3=0, Vi=1, _—
i=1

= UN = U = uny1 = 0. Remarquons que ces égalités sont vérifices

O

On a donc vy = vy =
raéme si les ¢; sont nuls. Ceci démontre que la matrice A, est bien définie.

3.3 Convergence de la méthode des différences finies

Nous allons maintenant nous préoccuper de la question de la convergence.
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Définition 3.3.1. (Matrices monotones) Soit A € My(R), de coefficients a; ;, i =1,..., N
etj=1,..,N. On dit que A est positive (ou A > 0) si ;2 0,Vi,j=1,.,N. On dit que

A est monotone si A est inversible et A= > 0.

L’avantage des schémas 3 matrices monotones est de satisfaire la, propriété de conservation

de la positivité, qui peut étre cruciale dans les applications physiques.

Définition 3.3.2. (Conservation de Iq positivité) Soit A € My (R) de coefficients a; ;i =
L..Netj=1,.,N; on dit que A conserve la positivité si Ay 2> 0 entraine v > 0 (les

inégalités s’entendent composante par composante).
On a en effet la proposition suivante -

Proposition 8.3.1. (Monotonie et positivité) Soit A € My(R). Alors A conserve la

positivité si et seulement si A est monotone.

Démonstration. Supposons d’abord que A conserve la positivité, et montrons que A inversible
et que A~ a des coefficients 2 0. Siz est tel que Az = 0, alors Az 2 0 et donc, par hypothese,
z 2 0. Mais on a aussi Az < 0, soit A(—z) > 0 et donc par hypothése, 2 < 0. On en déduit
T = 0, ce qui prouve que A est inversible. La conservation de la positivité donne alors que
y 2 0= A"y > 0. En prenant Y = e1 on obtient que la premiére colonne de A-! est
positive, puis en prenant Y = e; on obtient que la i — éme colonne de A-1 est positive, pour
t=2,..,N. Donc A™! a tous ses coefficients positifs.

Réciproquement, supposons maintenant que A est inversible et que A~! a des coefficients

positifs. Soit x € RV tel que Az = y > 0, alors z = A~y > 0. Donc A conserve la

positivité. O

Remarque 3.3.1. (Principe du mazimum) On appelle principe du mazimum continy le
fait que si f > 0 alors le minimum de lq fonction u solution du probléeme (3.4) est atteint sur
les bords. Cette propriété mathématique correspond & lintuition physique qu’on peut avoir
du phénoméne : si on chauffe un barreau tout en maintenant ses deuz extrémités o une
température fize, la température auz pownts intérieurs du barreau serq supérieure a celle des

extrémités. Il est donc souhaitable que la solution approchée satisfasse la méme PTOPTIELE.
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Lemme 3.3.1. Soit ¢ — (c1,...,en)t € RV, et A, € Mn(R) définie par (3.7). Sic; >0 pour

touti=1,..., N, alors Ay, est monotone.

Démonstration. On va montrer que si v € RY Ayv > 0 alors v 2 0. On peut alors utiliser
la. proposition (3.3.1) pour conclure. Soit v — (v1,...,un)t € RN, Posons Yo = vy41 = 0.

Supposons que Apv > 0. On a done

1

1
- ﬁ + Ci)’Ui — 75Vit+1 Z O, il = 1, Hiiezy N (38)

2
Vi—1 + ( 52

h?
Soit

R L
p=min{i € {1,...,N};u, = Inin

v }.

Supposons que min;—; v; <0.On aalors p > 1 et

1
ﬁ(vp = Up-1) + U, + ﬁ(vp ~ Up+1) 2 0.

On en déduit que
2 1
ﬁcpvp Z 55

Sic, > 0, on a donc Up 2 0, et donc v; > 0, Vi = LywaydV. Bi &, = 0, on doft alom svair

1
(Up-1 = vp) + ﬁ(vpﬂ —vp) 20

Up-1 = Up = Up41 Ce qui est impossible car p est le plus petit indice j tel que Vj = mini_y,__nv;.
Donc dans ce cas le minimum ne peut pas étre atteint pour j = P > 1. On a ainsi finalement

montré que min wv; > 0, on a donc v > 0. |
ie{1,..,N}

Définition 3.3.3. (Erreur de consistance ) On appelle erreur de consistance Ig quantité
obtenue en remplacant I’inconnue par la solution exacte dans le schéma numérique. Dans le

cas du schéma (3.5), Uerreur de consistance au point x; est donc défine par
1
R = 25 (2u(2:) — w(wim1) — u(win)) + c(z)u(z;) - f(z:). (3.9)

L’erreur de consistance R; est donc Uerreur qu’on commet en remplagant | ‘opérateur —u"
par le quotient différentiel

h_12(2u('$i) — u(Zi1) = u(ig1)).

Cette erreur peut étre évaluée si u est suffisamment réguliére, en effectuant des développe-

ments de Taylor.
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Définition 3.3.4. (Ordre du schéma) On dit quun schéma de discrétisation o N points
est d’ordre p s’ existe C € R, ne dépendant que de la solution exacte, tel que erreur de

consistance satisfasse

max(R;) < Ch?,
i=1,..,N

ot h est le pas du maillage défini par (3.3) (c.a.d. le mazimum des écarts T, — z; On dit

qu’un schéma de discrétisation, est consistant si

max(R;) — 0 lorsque h — 0,
i=1,..,N

ou N est le nombre de points de discrétisation.

Lemme 3.3.2. Si la solution de (3.4) vérifiew € C4(]-1, 1]),alors le schéma (3.5) est consis-

tant d’ordre 2, et on a plus precisément

2
|R;| < %Sup W], vi=1,.. N (3.10)

[_111}

Démonstration. (voir [7) O
Remarque 3.3.2. (Sur Uerreur de consistance)

1. Si on note U, = (w(%:))i=1..n le vecteur dont les composantes sont les valeurs exactes de

la solution de (3.4), et Uj, = (u1...un)" la solution de (3.5), on a
R =4, (Uy - Ty) (3.11)

2. On peut remarquer que si u® = 0 les développements de Taylor effectués ci-dessus se

résument 3 :
C2u(wg) - u(mig) — U(Zi41)
: v ]

et on a donc R; = 0, pour tout i = L,..,Net donc u; = u(;), pour tout i = 1...N.

—u’(z;) =

Dans ce cas, le schéma de discrétisation donne la valeur exacte de la solution en z;, pour
tout 7 = 1,..., N. Cette remarque est bien utile lors de la phse de validation de méthodes
numériques et/ou programmes informatiques pour la résolution de P'équation (3.4). En effet,
si on choisit f telle que la solution soir un polynéme de degré inférieur ou égal & 3, alors on
doit avoir une erreur entre solution exacte et approchée inférieure & erreur machine.,

La preuve de convergence du schéma utilise la notion de consistance, ainsi qu’une notion de

stabilité, que nous introduisons maintenant :
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Proposition 3.3.2. 0On 4it que le schéma (3.5) est stable, au sens ot la matrice de discre-

tisation A, satisfait
Démonstration. (voir - [7) O

la différence entre lq solution ezacte en Z; et la i-éme composante de lg solution donnée par

le schéma numérique

e =u(z;) —u;, Vi, ., N. (3.15)

Théoréme 3.3.1. Sost u la solution exacte de

{ =i’ -y = ¥,
u(—1) =u(1) = 0.

On suppose u € C*([-1, 1]). Soit wy, la solution, de (3.5). Alors Uerreur de discréisation définie
par (3.15) satisfait

R
Zex leil < o [u@| ..

Le schéma est donc convergente d’ordre 2.

Démonstration. Soit U, = (U, Ut et U = (u(z1), ..., u(zn))t, on cherche & majorer
= Uh” - Ona A (T, - Un) = R ou R est Perreur de consistance (voir remarque 3.82).
On a donc

[T = Oill < 1452 I < £ 22 sy

O

Remarque 3.3.3. (Sur la convergence) On peut remarquer que la preuve de la conver-
gence s’appuiesur la stabilité (elle-meéme déduite de la conservation de la positivité ) et sur la
consistance. Dans certains livres d ‘analyse numérique, vous trowverez lg "formule” : stabilité
+ consistance == convergence. Il faut toutefois prendre garde au fait que ces notions de

stabilité et convergence peuvent étre variables d’un type de méthode ¢ un autre.

Exemple 3.3.1. Pour tester lg méthode spectrale, la programmation Matlab, ézige les étapes

sutvantes :
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Etape 1 : Construction de la matrice A,,

Etape 2 : Construction du second membre b,,. Cette étape comprend le calcul des coeﬂicientsﬁ.
Etape 3 : Résolution du systéme linéaire.

Etape 4 : Calcul des coefficients Uy de la solution numérique, en utilisant la relation (2.7)
Etape 5 : Calcul de lerreur en norme infinie entre la solution exacte et la spéctrale.

Etape 6 : Calcul de la solution différences finies.

Etape 7 : Représentation sur le méme graphique de la fonction v et de la solution numeé-

rique : spectrale et différences finies.

Remarque 3.3.4. On choisit comme cas test la fonction u(zx) = sin(z) cos(10z) qui vérifier

les conditions auz limites w(=1) =u(l) = 0 et prenant comme seconde membre
f(x) = (7* + 130) sin(mz) cos(10z) + 207 cos(mz) sin(10z)

et la constante c = 30, Iq fonction u est solution duy, probléme (2.1). Le programme ci -dessous
permet d’enchainer les différentes étapes du calcul et finalement de comparer la solution

calculée par la méthode spectrale avec la solution par différence finies.

3.3.1 Programme de comparaison

% 77676 %%% % % % % % % % % % % % % 0%%%%%%%% %% % % %% %%
7%Résolution de —u” + cyy — f par la méthode spectrale de Galerkin

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

m=16; % degré de approximation par Legendre

s=m+1; % degré de 1a quadrature de Gauss pour le second membre.
global ¢

c=30;

% Construction de la matrice
A=zeros(m,m);

for i=1 :m
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A(i,i)::(i*(i-#l))A2*(1./(0.5+i)+ 4.*c/((Q.*i+1.)*(2*i—1)*(2*i+3))) :
end
for i=1 :m-2

A(hi+H2) =25 (14-1) ¥ (i42) ¥(i-43) J(2K+1)*(2%43)*(2%i45))

end

)

for i=3 :m
ALi-2)=-2%C* (1) (1-2)*(i-1) /( (2%-1)*(2*i-3)%(2%i+1)) ;
end
7 Construction du second membre
[absc, poids] =xwGauss(s) ;
t=fbe(absc) ; u=t.*poids
LX0=ones(s,1);
LX1=absc;
C=zeros(m+2,1);
C(1)=t"*poids/2; C(2)=3*u"*1.X1/2;
for k=2 :m+1
% calcul de f;, dans c(k+1)
% calcul des valeurs de Ly aux points d’ intégration
% kL = (2k — 1)Ly, —(k—=1)Ly_,
LX2=((2*k-1)*absc. *LX1- (k-1)¥LX0) /k ;
Clk+1)=(2*k+1)*w*LX2/2;
LX0=LX1;
LX1=LX2;
end
B=zeros(m,1);
for i=1 :m
B(i):Q*i*(H—l)*(C(i)/(Z*i-l)-C(zi+2)/(2*i+3))/(2*i+1) ;
end
% Résolution du systéme lindaire

U=A\B;
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%
% Changement de base
B =)L = (i(i + 1)/ -+ 1). Loy - L)
UN=zeros(1,m+2);
for k=1 :m
CC:(k—f-l)*k*U(k)/(2*k+1) ;
UN(k)=UN(k)+CC;
UN(k+2)=UN(k+2)-CC :
end
%
% Calcul de la solution approchée et de I’erreur
%
n=100;
xa=linspace(-1,1,n) ;
y=CombLinLeg(xa,UN );
es=norm(y-speciale(xa) ,inf) ;
%
% Calcul de la solution différences finies
%
mdf=50; h=2/mdf;
xdf=linspace(-1+h, 1-h,mdf-1)’;
A=toeplitz([2,-1,zeros( 1,mdf-3)])/ hﬂ—f—c*eye(mdf—l,mdf—l) :
B=tbe(xdf) ; ydf=A\B;
%
% Représentation graphique
%
plot (xa,speciale(xa),xa,y, — xdf,ydf,’x")
legend ('exacte’,’spectrale’, diff. finies’)

fprintf (’erreur spectrale= %e diff. finjes— %e\n ’,...es,norm(ydf—speciale(xdf),inf))

?)

7
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— == spectrale
*  (diff. finigs

Figure 3.1 Comparaison de Ia solution exacte, spectrale et la solution différences finies

avec 50 inconnues

3.4 Conclusion

I-11 est claire sur la figure 3.1 montre que la méthode spéctrale est beaucoup
plus précise que la méthode des différence finies puisque la solution approchée dans k3,
se confond avec la solution exacte.

2-L’erreur en norme sup est 5.107° alors qu’elle est égale 4 6.1072 pour la solution
différences finies. Il faut faire le calcy] aux différence finies sur environ 800 points pour arriver
4 une erreur en norme infinie aussi petite qu’avec la méthode spectrale.

3-En revanche, des que la solution du probléme continy n’est pas C*, les perfor-

mances de la méthode spectrale en terme de précision chutent et deviennent comparable-voire

inférieure, a celle des différences finies.
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2.1) de maniére 3 ce que la dérivée seconde de I solution exacte soit constante par morceay

Le lecteur poura vérifier ce point en calculant le second membre f du problem

19
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