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Introduction générale

Parmi Pensemble des modéles stochastiques, une classe particuliére, appe-
lée classe des processus aléatoires stationnaires va permettre de caractériser
la structure de corrélation d’une série.

A la différence de la modélisation économétrique, qui consistait & construire
un modele statistique reliant variable endogéne et variables exogénes en se
basant sur la théorie économique, 'approche en séries chronologiques relie la
valeur courante de la variable endogéne uniquement & ses valeurs passées ainsi
qu’aux valeurs passées et courante d’une perturbation aléatoire. Le modéle
statistique issu de cette approche est appelé modeéle de série chronologique.
Ce type de modeéle est différent des modeles économétriques principalement
en ce qu’il n’est pas issu d'un cadre de théorie économique.

Une série chronologique ou série temporelle est un ensemble d’observa-
tions qui se distinguent par le réle important que joue l'ordre dans lequel
elles ont été recueillies.

L’étude des séries chronologiques, ou séries temporelles, correspond &
I'analyse statistique d’observations réguliérement espacées dans le temps.
Elles ont été utilisées en :

-Astronomie (‘on the periodicity of sunspots’, 1906).

-En météorologie (‘time-series regression of sealevel on weather’, 1968).

-En théorie du signal (‘Noise in FM receivers’, 1963).

-En biologie {‘the autocorrelation curves of schizophrenic brain waves and
the power spectrum’,1960)

-En économie (‘time-series analysis of imports, exports and other econo-
mic variables’,1971)...etc.

De fait, le recours 4 Panalyse en séries chronologiques peut sembler perti-
nent lorsque disposant d’'un nombre de données suffisamment important 'on
souhaite obtenir des prévisions & court terme sans investir en temps et en
énergie dans la construction d’'un modele économétrique.

iii



Chapitre 1

Processus stochastiques

L’objectif de la théorie des processus stochastique est I'étude des phéno-
ménes aléatoires dépendant du temps. Soit (2, F,P) un espace probabilisé,
un ensemble T' appelé ensemble des temps (T'=R" ou [0,1]).

Un processus stochastique (X;,t € N (ou Z)) est une famille de variables
aléatoires de (2, F,P) dans (E, £) ou (E, £) est appelé V'espace des états du
processus aléatoire.

1.1 Stationnarité

Pour travailler avec des données temporelles, elles doivent conserver une
distribution constante dans le temps. C'est le concept de stationnarité.

Ainsi, si nos variables passées sont semblables & nos variables futures, on
peut utiliser le passé pour tenter de prédire le futur. Un concept de station-
narité généralement utilisé est celui de la stationnarité de second ordre.

1.1.1 Définition (stationnarité en moyenne et en va-
riance)

Considérons une suite de variables aléatoires (X}, t € N ou Z. On dit que
cette suite est stationnaire en moyenne si :

B(X¢) = pe = p, V1.

1



CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

De méme, cette suite sera stationnaire en variance Bi

Var(X,) = B{X, — )"} = o7, Vt.

La définition suivante caractérise les suites qui sont stationnaires en moyenne
et dont la structure de covariance reste elle aussi constante.

1.1.2 Définition (stationnarité faible)

Un processus (X;), est stationnaire au second ordre (ou faiblement sta-
tionnaire) si et seulement si :

(i) X; est stationnaire en moyenne : B(Xy) = p, V¢

(ii) X, est de carré intégrable pour tout ¢ : E(X?) < o0}

(iii) X est stationnaire en covariance :

COU(XS}X5+3) = ’y(h)Vt heZ

1.1.3 Définition (stationnarité forte)

Soit X un processus aléatoire indexé par T = N (ou Z). On dit que X est
strictement stationnaire si pour toute famille finie d'instants (1,t2, ..., tn € i

et tout entier s, les lois de probabilité de (Xz,, Xy, -, Xt,.) et de (X vs5 Xty ass -5 K, 4s)

sont les méme c-a-d :

L(Xoy, Xigy oy Xe) = LKy 40y Xigtas oy Xnts) , VL ET, VS €N

Exemple de processus stationnaire (bruit blanc) :

1.1.4 Définition (bruit blanc)

Soit (£4)ter un processus stochastique, on dit que (et)ter est un proces-
sus stochastique ou bruit blanc faible (resp fort) si les trois propriétés sont
vérifiées :

1.E(g)=0,VteT

2. Var(es) =02, VteT

3. Covler, &5] = Bleg,65) = 0, ¥

La propriété 3 implique que leq £4 som‘ non corrélés entre eux (resp les £¢
sont iid)




1.1. STATIONNARITE

Ce processus (bruit blanc) est un processus stationnaire d’ordre deux
telle que toutes les variables sont de méme moyenne nulle et de variance o?
(constante finie) et non corrélées entre elles.

Exemple de processus non stationnaire (marche aléatoire)
Soit le processus (X;) défini par :
& sit=1
Xt = A s 5
X1 + &, stt=2,3,..

ol &, est le processus bruit blanc, ce processus (marche alétoire) peut s'écrire
sous la forme :

t
‘er = ZEJ'
i=1
E(X,) =0, Vt=1,2,..

t+h t
Cov[X;1p, X3] = Cov E Es, E En
s=1 =

n=1
t+h t

= Z z Cov(es, &)

=1 n=1

2¢
=2.> 0t
S n
t
=Y o2 =102 Vh
=1

ol le symbole 4 est "le delta de Kronecker" :

5 — 1, sit=s
TV 0, sit#s

donc une marche aléatoire (Random Walk) n’est pas stationnaire car la suite
des covariances dépend de t.

Remarque :

La stationnarité forte est plus exigeante que la stationnarité faible.

3



CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

1.2 Fonction d’autocovariance

1.2.1 Définition

Soit (X¢),¢ € Z un processus stationnaire. On appelle fonction d’autoco-
variance (ACV) la fonction v définie de Z dans R par

VAt € Z, (k) = Cov(X,, X,.) (1.1)

/

qui est indépendante de t.

1.2.2 Propriétés
La fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire vérifie :
i Yh € Z,v(—h) = y(h)
ii. Y(0) = Var(X,)
il fy(h)| < v(0),Vh
Démonstrations :
L Y(=h) = Cov(Xy—p,X;). Onpose s =t —h=> t = g +h,dou:
Y(=h) = Cov(X,, Xo1n) = 7(h)
ii. 11 suffit de remplacer h par 0 dans (1.1),ona:
7(0) = Cov(X;, Xi) = Var(X;)
iii. I suffit de vérifier que y(h) < 7(0) et y(h) > —~(0) on aura :
}E’(zYi = _«Yt_r.n}z = E(zxtz) S QE(JYtJYt_;_h) + E(z f'2+h)

= 27(0) - 2vy(h) =

HO) = FEB(X; — Xyen )2+ +h) = 1(0) > (k)
on montre la deuxiéme inégalité en utilisant B(X; + Xon)?.

=~



1.3. FONCTION D’AUTOCORRELATION

1.3 Fonction d’autocorrélation

1.3.1 Définition

On étudie la mémoire d’un processus en calculant sa fonction d’autocor-
rélation (ACF) de retard h noté p(h) :

Cm’(){i: ‘Xi—h}
VVar(X)Var(X,_p)

qui mesure le lien entre les valeurs du processus a deux dates distante de h.
Pour un processus stationnaire, p(h) prend une forme plus simple :

p(h) = Corr{ X X3 3) =

Cov(Xy, Xy _p) _ v(h)
Var(Xy) 7(0)

p(h) =

1.3.2 Propriétés

La fonction d’autocorrélation vérifie :

i p(0)=1.
ii. p est une fonction symétrique : p(—=h) = p(h) ;¥h e N.
i fp(h)] <1 Vh.
1.4 Fonction d’autocorrélation partielle

La Fonction d’autocorrélation partielle (PACF) mesure la liaison entre
Xt et Xy_p, une fois retirer les liens transitant par les variables intermédiaires
X1, X0, s Xi_ns1, le coéfficient d’autocorrélation partielle d’ordre h, noté
@y, est le coéfficient de corrélation entre :

Xe—E [Xe/ X q, ., Xeona] et on — B (X 0/ X, Xyonia]
on a donc :
P = corr [ Xy, X X35 005 Xt i)

C’est donc le coéfficient de Xi—n dans la régression de X, sur Kty ooey Xeonits

5



CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

Si X; est un processus stationnaire centré, la prédiction optimale de X;
est donnée par :

E[X:/Xt 1, Xichp]l = a1 X1 + . + anXen

que P'on peut réecrire matriciellement :

-1
a1 Yo Y1 o Yr—1 ¥
as Y1 Yo o - Th-2 Y2
ap, Yh—1 Tn-2 - Yo j ’YhJ

B =4
[ 1 P s Ph—1-§ rPl-i
P L pro P2
LPh—1 Pr—2 -  Po ] P

Le coéfficient d’autocorrélation partielle d’ordre h d’un processus station-
naire est alors aj, et se calcule de la maniére suivante :

. B
= - e BV
T O R
1 P -« Ph-1
pr 1 - Ph-z
Bihj=1] : -
Pr—1 Pr—2 - Po

et R(h)* est la matrice R(h) dans laguelle on a remplacé la colonne h par :

P1
1%

Ph

(]



1.5. CAUSALITE ET INVERSIBILITE

1.5 Causalité et inversibilité

1.5.1 Définition

Un processus X; s’appelle causal s'il peut étre représenté sous la forme :

o
.Xt = E ‘E’gé’i_i
i=0

ou & est un bruit blanc et 3 U2 < .

1.5.2 Définition

Une représentation causale X, = > oo ier_; d’un processus stationnaire
% sappelle inversible si on peut représenter le bruit blanc par une représen-
tation causale c-a-d :

oo
N N
Et=E WiXt_i,Ou z 7TZ'2<OO.
=0

1.6 Théoréme de décomposition de Wold

Le théoréme de Wold (1938) est considéré comme un théoréme fonda-
mental dans le domaine des séries temporelles. En vertu de ce théoréme,
tout processsus stochastique X; stationnaire au sens faible peut &tre écrit
comme une combinaison linéaire (dite encore filtre linéaire).

1.6.1 Théoréme

"Tout processus stationnaire d’ordre deux (X;,t € Z) peut étre représenté
sous la forme :

[ee]
Xy = Z Wier_i + ky
=0
ol les parameétres W; satisfont Uy = 1,¥; € R,Vi € N*,3" 2 ¥? < oo et
ol & ~ #d (0,02). On dit que la somme des chocs passés correspond & la
composante linéaire stochastique de X;. Le terme k, désigne la composante

linéaire déterministe telle que Cov(ky, g,_;) = 0, Vi € Z.

7



CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

Remarques :

L. L'implication forte de ce théoréme est que si 'on connait les pondé-
rations ¥;,Vi € N et si 'on connait la variance o2 du bruit blanc, on est en
mesure de proposer une représentation de n’importe quelle processus station-
naire.

2. La représentation de Wold est équivalente 3 la représentation moyenne
mobile infinie M A (c0).

3. La condition Cov (k;, &;_;) = 0, implique que le terme %; est indépen-
dant des chocs.

4. La représentation de Wold du processus (X, t € Z) suppose que Pon
ajoute & la somme pondérée des chocs passés une composante déterministe
k¢ qui n’est autre que P’espérance du processus, car

[ oo '! oo
E(X,) = E { T, J +h=Y VB )+th=k=m
{{]

i=0

5. Les conditions sur les pondérations :

5.1. Premiére condition :¥, = 1

Le poids du choc présent ¢, est unitaire, il s’agit ici tout simplement d’une
condition de normalisation qui porte sur la détermination de la. variance du
bruit blanc.

5.2. Deuxiéme condition :¥; € R,Vi € N*

Cette condition est triviale et signifie simplement que les pondérations
des bruits blanc strictement passés peuvent &tre nulle pour certains retards.

5.3. Troisiéme condition :Y ;o) U2 < oo

Définition

La condition ) ° ¥? < oo est dite condition de sommabilité des carrés
(ou d’intégrabilité des carrés).

Cette condition assure I'existence du moment d’ordre deux du processus
(Xt,t € Z) sous cette condition on dit alors que X; converge en moyenne
quadratique.

Pour simplifier on suppose que E(X;) = 0

oo o]
Y(h) = B(Xpr Xs) = B Z W€t rhi Z Uier s
i =0

8



1.6. THEOREME DE DECOMPOSITION DE WOLD

(h) = 2% ViB(e, ) sih=0
e oo UiV, (e, ) sih+#£0
(i) = { 7 L0 ¥ sih=0
e 02) o Uil sth+#£0

On peut montrer que si Y2° ¥? < oo implique Yoo Wil < 0o Des
lors I'existence de 'ensemble des moments d’ordre deux du processus X;.



Chapitre 2

Modéle AutoRégressif Moyenne
Mobile (ARMA)

Le but de ce chapitre est d’introduire la notion de processus temporels
(séries temporelles) et plus particulidrement la classe des processus ARMA
qui sont utiles pour décrire le comportement des séries temporelles univariées,
parmi les représentations possibles pour les processus temporels figurent les
représentations ARMA pour : Auto Regressive Moving A verage cette repré-
sentation consiste en 'adjonction d'une composante quto régressive d’ordre
fini (AR) et d'une composante moyenne mobile d’ordre fini (MA). Nous al-
lons donc commencer par définir la classe des processus AR, MA et ARMA.

2.1 Les opérateurs

Pour étudier des processus stochastiques et donc des séries chronolo-
siques, on définit des opérateurs retard et de différenciation.

2.1.1 Opérateur retard (’'opérateur B)
L'opérateur B décale le processus d’une unité de temps vers le passé :
B(Xt,) = Xy s

10



2.1. LES OPERATEURS

Propriétés :

L B(B(..B{X:)..)) = B"X;) = X;_»;Vh € Z,
En particulier, on a : B(X;) = X,.

2. SiX;=¢;Vt€Z avecc e R, BMX,) = B"c) =
3. BMBHX)) = BYH(X) = Xeonis (b, ) € 22
4. BMX,) = Xyn;Vh € Z.

= Xep + Xy—i;Y(h, k) € Z*

- 8i fal <1, (1-aB)(X;) = j(;B

= Iim (1 +aB + a®B? + ...+ d*BY X,

o}

2.1.2 Inversion des polyndémes

Pour parler de I"inverse d’un polynéme de retard, il est commode dans
un premier temps de considérer un polynéme particulier qui est le polynéme
de retard de degré un défini par :

A(B)=1-aB

Pour faf < 1 ce polynoéme posséde un inverse, c'est a dire que I'on peut
définir :

1 .
A™Y(B) = = o'B*;

=0
en utilisant l'expression de la somme d’une progression géométrique. Consi-

dérons maintenant le polynéme A(B) de degré p que Pon note :

AB)=1—-a;B—-ayB*— ... — a,B?
. »

On définit Péquation caractéristique associée a ce polynéme comme I'éx-
pression en 7 :

Alz)=1— a1z —ay2® — ... — ep2? = 0.

11



CHAPITRE 2. MODELE AUTOREGRESSIF MOYENNE MOBILE
(ARMA)

Proposition

L’opérateur A(B) est inversible si et seulement si les racines du polynéme
sont de module différent de 1.
On a le théoréme suivant :

2.1.3 Théoréme

Le polynéme A(B) est inversible si les p racines A; de son équation ca-
ractéristique associée sont toutes extérieures du cercle unité. Son inverse est

donné par
B Pl 71\* .
A(B)™ = H Z . B 3

j=1 Lk=0 7

la preuve de ce théoréme utilise le résultat précédent en se ramenant & une
série d'opérations élémentaires o 'on aurait & inverser que des polynomes
de degré un.

Preuve :

Factoriser le polyndme A(z) en utilisant les p racines de 'équation carac-
téristique :

P
A(z) =[]z - M)

g=1

On peut remarquer que le produit des racines est égal & 1 /oy car :
P
A0) =1=J](-N)a:
j=1

d’autre part on a la factorisation :
(2 =) = =21 - )
i

ce qui permet d’exprimer le polynéme en z sous la forme :

M@=HU—%)

Jj=1

[y

2



2.2. PROCESSUS AUTOREGRESSIF (AR)

On peut alors ramener le calcul de l'inverse de A(z) au calcul simple
suivant, que l'on sait effectuer :

car :

z =, 1
1— =) =Y =)k

k=0 Y

Cet inverse existe si les racines A; de Véquation caractéristique sont toutes
en dehors du cercle unité.

Remargne :
Les A; sont appelés les racines du polynéme A{B).

2.1.4 Opérateur différence (Popérateur A)
L'opérateur A fait la différence entre le processus et sa version décalée
d'une unité de temps. Cet opérateur se construit en utilisant 'opérateur

précédent :

A(Xy) = Xi—Xe1 =X, — B(X,)
< A=I-B

ot I est Popérateur identité :

(X)) = X,.

2.2 Processus AutoRégressif (AR)

Un processus autorégressif est un processus dont chaque valeur est décrite
comme une combinaison linéaire des valeurs précédentes plus une composante
aléatoire qui est le bruit blanc (choc). Le nombre de valeurs précédentes
considérées est appelé ordre du processus.

13



CHAPITRE 2. MODELE AUTOREGRESSIF MOYENNE MOBILE
(ARMA)

Définition

Le processus (X;,t € N (ou Z)) satisfait I'équation générale d’un proces-
sus AR d’ordre p si :

.
Xe=0+> ¢;Xej+e (2.1)

=1

ou :

0 le coéfficient d’accroissement.
¢; : les coéfficients autorégressifs.
¢ ¢ le bruit blanc.

2.2.1 Propriétés statistiques du processus AR(1)
Définition

On dit que le processus (X;,t € T') est de type AR(1) i.e. autorégressif
d’ordre 1 si 'on peut écrire :

Xe=0+¢ Xs 1+
ou
(57 d)l) € Rz
Ele)] =0; Ve = o?; cov e, e5) = 0 Vt#£s

Le couple (4, ¢;) représente les paramétres inconnus du modele que 'on
cherche a estimer.

La premiére étape dans analyse des propriétés statistiques du processus
AR(1) consiste 4 calculer sa moyenne, variance, covariance, fonction d’anto-
corrélation (ACF) et sa fonction d’autocorrélation partielle (PACF).

Dans un premier temps, on réecrit le processus (X, ¢ € T') en supposant
pour simplifier les calculs que J = 0.

JX.I( = /Ii‘X'i—i _.L 5;‘ (2.3)
puis on fait des itérations arriéres successives :
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2.2. PROCESSUS AUTOREGRESSIF (AR)

Xi = §1($1 Xi0 + 51;1) + &
Xe =&+ dree1 + d1(d, Xo—s + E¢-2)

Xe=(¢1)'Xo + ¢+ drem1 + ... + ¢t gy (2.4)
i—1

Xe = (61)'Xo + Z Phers
=0

On constate d’aprés la derniére égalité que les paramétres en ¢, décroient
lorsque ¢ augmente & condition que {¢,| < 1.

Ainsi, si |¢| < 1, alors le processus (X;),<7 admet une décomposition de
Wold avec 1, = ¢; et

d’ol, le processus AR(1) est faiblement stationnaire.
Au contraire, le modéle a un comportement explosif dés que {¢y] > 1,
lorsque ¢; = 1, le modéle s’écrit alors :

t—1
Xi=Xo+ Y ey (2.5)
=4

Dans ce cas, on dit que le modgle est non stationnaire de type stochas-
tique dans le sens ou un choc exogeéne de grand ampleur & un instant donné
du processus (g; grand) va faire diverger X, de sa trajectoire d’origine sans
que par la suite le processus puisse revenir sur sa trajectoire d’origine. On
dit que le modéle se comporte comme une marche aléatoire ou encore qu’il
posséde une racine unitaire. Compte tenu des implications en termes de mo-
délisation d’un tel cas. Par la suite, on supposera toujours que |¢;| < 1 (cette
hypothése doit étre testée sur les données d’observation), i.e. que le modéle
est stationnaire.

On peut également écrire le processus AR(1) en utilisant 'opérateur re-
tard B :

(1-hB) X =e

15



CHAPITRE 2. MODELE AUTOREGRESSIF MOYENNE MOBILE
(ARMA)

A condition que le polynéme (1 —¢1B) soit inversible (¢; # 1), on retrouve
I'expression précédente :

1
Xi=(1-¢,B) ' = dei&—i
=0

Le processus (X;, t € T) s’écrit donc comme une somme de termes de bruit
blanc. On en déduit ses deux premiers moments (on suppose pour simplifier
les caleuls que X = 0) :

«La moyenne s’écrit :

i1
BlX|=E {Z ‘,62151_4:}! =8; car BEle]=0 Vi
=0

«La variance s’écrit :

VX = Bl(X, — E[X{])?] = B{(X,)?)]
-1

VIX] =B dieri)?] = 021+ 2+ .. + ¢22)
=0

car, on a supposé que covley, £, = 0 Vi # 5. Dot Von déduit

21— 47 -
V[Xt] =0 1— ¢2 51 (¢1 7é 1)
Vixj=o i (6= 1)

«La covariance s’écrit :

cov[ Xy, X,] = Bl(X, — BIX, )X, — E{X. ) = B{(X,)(X,)]; car B[X,

t—1 \ s—1
CO’U[Xt,Xs] =E ”(Z ¢§€t~z‘) (Z ¢5§5s—i }

i w
=0Vt

=0 =0
11 vient :
1 — o2
cov[ Xy, X] = o2¢5 (1 (7:2) si(py #1)
- Y1
cov[ Xy, Xs] = o2t si (¢, =1)



2.2. PROCESSUS AUTOREGRESSIF ( AR)

En conclusion de I’étude des deux premiers moments du processus (Xe,t €
T), il apparait que [61] < 1 est une condition indispensable pour que ce
processus soit stationnaire au sens large. Si cette condition est vérifiée, on a

en effet la variance et la covariance du processus qui sont indépendantes du
temps :

{ G‘g 3
ti}?m Vix] = 1= ? - ox
0-2 '; 2 s
i =1 —2L | =024
o)~ (2) -

+Le coéfficient d’autocorrélation s’écrit :

cov[ Xy, X;_y]
VVIXVIX, ]

Pr = COTT[Xt, Xt—k] =

«La fonction de covariance étant symétrique et sachant de plus que Po =1,
on aura :

ZQ/)’C
o = —X% .
VIx0x

«Le coéfficient d’autocorrélation partielle s’écrit :
( bu=p =d¢

k-1
Pr — Zj:l Dr—1,5Pk—;

k—1
1— =1 </’k—1,jpj

P = =23

(P = Proy — Propey k=23,.. j=1,.k1
On voit alors que,

P2 — (/)1,1101 _ 45% — G100 =0
i— ¢1,1P1 L—dyy

oo =

On en déduit aisément pour un processus AR(1) :
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CHAPITRE 2. MODELE AUTOREGRESSIF MOYENNE MOBILE
(ARMA)

2.2.2 Propriétés statistiques du processus AR(p)
Définition

On dit que le processsus (Xi,t € T) est de type AR(p) i.e, AutoRégressif
d’ordre p si Pon peut écrire :

Xi =0+ Xe1+ Xy n+ ... + b Xtp + &1
ou
(59 le ) ¢27 E] ‘;bp) € Rp+i
Ble =0; Ve =02; covlene] =0 Vis

o~
N
=)
Soriagt”:

Afin de simplifier les calculs, on suppose de méme que pour le processus
AR(1), que Xg = 0 et § = 0. On réecrit le processus AR(p) & l'aide du
polyndéme retard :

Xt— 01 Xe g —$pXy g — ... — GpXep={(1—¢B—¢,B% — . — G BP) X = &
Le polynéme retard a donc pour expression :

®(B) = (1—¢,B— B> — ... — ¢, BP)

D’équation caractéristique associée s’écrit :

w9 o i I
1= ¢rz—d2® — .= §,2" = 0

Le polynéme retard est inversible si les racines de I'équation caractéristique
sont toutes de module supérieur 4 'unité. Dans ce cas , on peut écrire :

X; = & Y(B)e, (2.7)
On en déduit ses deux premiers moments
«La moyenne s’écrit :
B[X;] =E[®'(B)e]] =0; car Ele] =0 Wt

18



2.2. PROCESSUS AUTOREGRESSIF (AR)

.Afin de calculer la variance, on multiplie chaque terme du processus par
.Xt :
XeXe = 91 X 1. Xt + o Xo 2 Xy + .. + 0, X p Xt + 6%,

puis on prend I'éspérance de chacun des termes de I’égalité :
E{X: X:] = Blo; Xeo1 Xe] + Blpo Xy o Xe] + ... + Eio, Xs_pX:) + Bles Xy]
- Puisque BEle; X¢| = Blev(¢1 Xi—1 + ¢ Xi—2 + ... + ¢, Xip + &1)] = 02, Véx-
pression s’écrit alors :
VIXi] = drcov[ X1, Xi] + docov] Xy 9, Xi] + ... + dpoov[ Xy, Xol + crg
Soit par convention d’écriture :

s e A o ~ ~2
Yo = $171+ Gova + - + Sy, + O

.On procéde d’une maniére similaire pour calculer la covariance & 'ordre
k, & savoir que l'on multiplie chaque terme de I'égalité (2.6) par X, :

XXtk = 01 Xe 1 Xe b+ G Xe 2 Xe g+ .. + 0, X p X+ Xy
Puis on prend l'espérance de chacun des termes de 1'égalité |
BIX.X; «] = E[(,/JlXt_lXt_k]+E[¢2X3_2Xt_k]+."+E[(,/)pXt_pXt~k)+E[€gXt_k]
Finalement on obtient :
cou[ Xy, Xik] = drcov[ Xy 1, X ]+ dacov[Xi_a, X g]+ ...+ ¢,c00[X;_p, Xy 4]
Soit par convention d’écriture :

Ve = V1t 2Va—a t o F BV,
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CHAPITRE 2. MODELE AUT: REGRESSIF MOYENNE MOBILE
(ARMA)

«L’écriture de PACF est alors immédiate, puisqu’il suffit de diviser chaque
terme de covariance par la variance de Drocessus :

'
k
Pr = "[To =11+ dopp o+ ...+ PpPr_p

¥

2.3 Processus Moyenne Mobile (MA)

L'idée de modéliser un processus aléatoire temporel (Xy,t € T') par un
processus de moyenne mobile i.e. par une moyenne pondérée d’erreurs aléa-
toires présentes et passées vient de I'étude des marchés financiers. En effet, on
a constaté que les variations d’une période 3 Pautre de prix d’actifs (actions,
obligations), de taux de change ou de taux d’intérét se comportaient comme
une série de variables aléatoires non corrélées. Il apparait alors que la compo-
sante aléatoire refléte les nouvelles informations non anticipées, 1'émergence
de nouveaux concurrents sur le marché ou bien encore annonce de décou-
vertes téchnologiques,

Définition :

Le processus (X;,t € N (ou Z)) satisfait Péquation générale d’un proces-
sus M A d’ordre g :

q
Xe =06+ Bierj+e (2.8)
j=1
ol
0; 1 Les coéfficients moyenne mobile.

-

€s—j : Les chocs ou le processus purement aléatoire.

Comme pour le processus AR, les coéfficients du processsus M A doivent
faire I'objet d’une optimisation avec toujours comme indicateur, la minimi-
sation d’erreurs.

Le processus moyenne mobile d’un ordre infini a déja eu lieu lorsque nous
avons présenté le théoréme de décomposition de Wold. 1 est, avant tout,
d’importance théorique dans la pratique, seul un nombre fini de paramétres
peut étre estimé. Dans la suite, on considére un ordre finie du processus
moyenne mobile.
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2.3. PROCESSUS MOYENNE MOBILE (M A)

2.3.1 Propriétés statistiques du processus MA (1)
Définition :

On dit que le processsus (Xt € T) est de type MA(1) i.e. Moving
Average (moyenne mobile) d’ordre 1 si I’on peut écrire :

Xe =0+ e+ 010

ol
(6,6,) € R? (2.9)
Eled =05 Vied=02; covfey, e =0 Vi#s

LN

Eerire (Xy,t € T') sous la forme d'un M A(1) signifie que toute informa-
tion apportée par erreur & la date t — 1 n'a pu étre prise en compte dans la
v.aX ent— 1.

Comme pour le processus AR(1), on caractérise le processus M A1) a
travers ses propriétés statistiques de moyenne, variance, covariance, ACF et
PACF.

«La moyenne s'écrit :

ElX;] = Bls+e + O1€4-1)
= 4+ E{St} + E{@lé}_ﬂ
= 0; carBlg]=0Wt

(X, t € T) est donc stationnaire  I'ordre 1 puisque la moyenne est constante
sur toutes les observations.
«La variance s’écrit :

VIXi]

I

B[(X; - BIX,])’] = B[(X; — 6)°]
El(e, + 616:-1)°] = (€] + 261e460_; + 6262_,)]
[

Ele}] + 26:Elese;_y] + 6°Ele2_,]
=(1+6)02; car cov(er,e) =0 Vis

On constate que la variance est indépendante du temps.

«La covariance s’écrit :
cov[Xy, X} = Ei{(X; - E[X (X, - E[X]D] = El(X; - X, — d)]
E[(Et -} 616}_1)(65 B = 5;65_1)}

= EBlees + 161651 + 015018, + B2er 165 4]

I

o
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CHAPITRE 2. MODELE AUTOREGRESSIF MOYENNE MOBILE
(ARMA)

Il vient d’aprés les hypotheses posées sur €t :

cov[ Xy, Xi1] = 6102
cov[ Xy, X, = 0 pour tout £
En conclusion de ’étude des deux premiers moments du processus (X, t €
T'), il apparait que le processus M A(1) est stationnaire & l'ordre deux quelques

soient les valeurs de 01.

o Le coéfficient d’autocorrélation s’écrit g

C[)?J(_Xt’ X. )

P = (3007'(.thJ Xt—k) = ——=/ k= 0, :i:l, ‘.‘I:Z,
F VVXVX )

La fonction de covariance étant symétrique et sachant de plus que gp = 1,
on aura :

Py = 910’3 . 91
1 = 7 - — PO
VA +8)02 (146202 (1+6)
=0 pour tout k£ > 1

«Le coéfficient d’autocorrélation partielle s'écrit (algorithme de Durbin) :

b= py = 01
11—P1—(1+5?)

; _}92_(}'511»01_ —ﬁ% _ ‘9%
by =

1—¢up h 1—p? - 1+9%+9411

On voit que 1 + 6’? + 61 est une suite géométrique de premier terme 1 et
de raison 87 d’ou I'on déduit

1—¢8 —6i(1 — 8}
1+67 +067 = 3= gy = ——
PP 168
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2.3. PROCESSUS MOYENNE MOBILE (MA)

On procéde selon le méme raisonnement avec les autres termes :

b = P3 — baps — daap, _ _—ap
L= =
1 — ¢opy - $2ps 1= ¢up N S
21 o _ 61(1-8))

=D —up) 1-22° 18
I1 apparait la généralisation suivante -

¢kk — —Blf(]' - 9%)
2(k+1
1—-gh

En conclusion, il apparait que I'on peut caractériser le comportement d’'un
processus M A(1) & travers ses fonctions ACF et PACF :

-La fonction ACF s’annule pour tout retard & > 1.

-La fonetion PACF d'écroit vers ¢ rapidement si #; est proche de 0 ou
lentement si ; est proche de 1. Son allure est de type exponentiel si 8; > 0.

Définition

Soit (X;,t € T') un processus aléatoire temporel de forme M A.

On dit que ce processus est inversible, si l'on peut le représenter sous
forme d’'un processus AR.

La condition d’inversibilité est que la racine de P'équation caractéristique
1+ ¢z = 0 soit en dehors du cercle unité ie. 16;] < 1. Lorsque le processus
M A(1) posséde une racine unitaire ({61 = 1), alors le processus M A nest
pas inversible.

2.3.2 Propriétés statistiques du processus MA(q)
Définition :

On dit que le processus (X;,t € T) est de type MA (q) i.e. Moving
Average (moyenne mobile) d’ordre ¢ si Von peut écrire :

Xt = (5 - £+ 61€t__1 + 928t—2 E T qut“q
ou

l (6,61,65,...,8,) € R (2.10)

Ele] =0; Vel =02; covles,e5] =0 Vi#s
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CHAPITRE 2, MODELE AUTOREGRESSIF MOYENNE MOBILE

(ARMA)
T (ARMA)

Comme pour le processus A/ A(1), la condition d’inversibilité du /A (9)
consiste & écrire que les racines de I'équation caractéristique :

1+612+...+6qzq=0

sont en dehors du cercle unitéa.

On caractérise les propriétés statistiques du processus M A (q) en étudiant
ses deux premiers moments

o La moyenne s'écrit -

BlX| =B+ e+ 66, +.. 4 Uil =d;car Ele] =0 w

(Xt € T) est done stationnaire & I'ordre 1 puisque la moyennne est constante
sur toutes les observations.

»La variance s'écrit 2

VIX] = Bl(X, - B[X,]))}] = B[(X, - d)?]
= El(e, + ey + Oags_ o+ .. + Hth—q)zl
= Elef] + 07B[e? ] + ... + H{‘?E[@tg‘q} car covles, el =0 vt g
=1+ +. + 82)02 ; car covles, 5] =0 Vi s

On constate que la variance est indépendante du temps.

«La covariance s’écrit -
cov[Xe, Xi] = B{(X, — BIX])(X, — ELXDI = Bl(X, - s)(X, - o))
= E[(Et + 01{-}_1 + oo+ ... + Gqft—q)
(55 + Gyep g Oos_9 + ... + ‘9qgs~q)}

= E{(StES + 6’15}6}_1 + 51575_163 + o+ gg‘ft—qfs—q)
Il vient d’apres les hypotheéses posées sur £t :

cov[Xy, X,] = (6, + Or1dgy + ... + Pg—s®,)02 pour ¢ =s

cov[ Xy, X] = 0 pour t# s

En conclusion de I'6tude des deux premiers moments dy processus (X, t €
T'), il apparatt que le processus M A (g) est stationnaire 4 'ordre deux
quelques soient les valeurs de oy.
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2.4, MODELISATION STATISTIQUE DES PROCESSUS (ARMA)

«Le coéfficient d’autocorrélation s’écrit, :

- COZ’(4 z';Xt—k)
Pe = corr(Xy, X, ) = k=0,+1,+2, ..
VVX)V(X_)

La fonction de covariance étant symétrique et sachant de plus que p, = 1,

on aura :
By = ¢‘1Ug _ ¢
= 2
Voot gt)or (14
P =0 pour tout k > 1

2.4 Modélisation statistique des processus (ARMA)

Le modéle de régression le plus courant est le modale ARM A qui combine
simplement les deux principes AR et M A, dont Péquation générale peut
s’écrire pour un ARM A(p, q)

r g
Xe=04+>"0,X, ; + D e (2.11)
=1 J=1

Dans ce cas on définit p comme Vordre de processus autorégressif et ¢
Pordre de processus moyenne mobile. Ce modéle impligue que la série traitée
soit stationnaire au sens faible. En pratique, on se contentera d’une station-
nairité a I'ordre deux localement, cela signifie qu’il est suffisant que la suite
soit stationnaire sur un nombre de points au moins équivalents & Vordre
de processus autorégressif ou de processus moyenne mobile, parfois appelé
Modeéles de Box-Jenkins. Etant donné une série chronologique X;, le modale
ARM A est un outil pour I'arrangement, et, peut-étre, la prévision des valeurs
futures de cette série.

2.4.1 Propriétés statistiques du processus ARMA(1,1

Définition

On dit que le processus aléatojre temporel (X, t € T') est de type ARMA(1,1)
i.e. Auto-Regressive Moving Average (auto-régressif moyenne mobile} d’ordre
(1,1) si I'on peut écrire :
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CHAPITRE 2. MODELE AUTOREGRESSIF MOYENNE MOBILE

(ARMA)
—_— __ (ARMA)

Xe=38+¢, X, + bi&s 1 + &
ol
(6, ([)1, 91) € R?
Eled =0 wi; Vied =02 wi; covles, el =0 Vits

(2.12)

Par la suite, on supposera 6 = 0. On peut également écrire le processus
ARMA & partir des polynémes retards :

(1=01B)X; = (1 -6,B)e, < ®(B)X, = O(B)e, (2.13)

On peut noter que le processus est stationnaire et inversible si les racines
des polynémes respectivement ® et © sont & 'extérieur du cercle unité (i.e. si
|61l < Letsilo] < 1). Par la suite, on suppose ces deux conditions vérifiées.

On caractérise les propriétés statistiques du processus ARM A en étudiant
ses deux premiérs moments :

«La moyenne s'écrit -

E[X,)] =El¢, X, | + 018 1 +&)] =0; car EBle)] =0 wt

«Pour calculer la variance on procéde de la méme maniére que dans le
cas de 'AR(p). On commence par multiplier chaque terme par X, :

Xe X = b Xy 1 X, + brer1.Xs + e X,

tis on prend Péspérance de chacun des termes de Pépalité -
p D p 724

E{‘XtXt] = E{gb; Xt_iXt} -+ E[Q_{St_i)({s} + E{Et‘){t}

Pexpression s’écrit alors :

VX = ¢,c00[X,_;, Xt]—}—lE[gt(qulXt_l—}-Qist_i+£t)}+81E{£t_1(¢1Xt_1—!—515,-;_1—‘1-&)}
Soit encore :
Yo= v +02 + 01E[es1(d1(h1 Xs—g + &4_; + Br1642) + & + B1&¢1]
Doy,

Yo = b1 + 0% + 819,02 + 6262
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24. MODELISATION STATISTIQUE DES PROCESSUS (ARMA g

Finalement,

Yo =17 +[1+6,(6; + ¢1)]o?

On procéde d’une maniére similaire pour calculer I covariance & l'ordre
1, & savoir que P'on multiplie chaque terme de Pégalité (2.10) par X1

XeXe 1 = . Xy 1 X, +ee Xy 1+

Puis on prend I’éspérance de chaque terme de Iégalite,

ElX, X, ;] = E{¢1‘¥t—i‘¥i—i} +Eles X, ;] + E{515ﬁ—1Xt-i}

Finalement apres développement du membre droit de Iégalité, on obtient :

cov[Xy, Xy 3] = $17% +0+ Elfser_1(¢; X n —g0; + b164_9)]

Soit par convention d’écriture :

, N 2
Y1 = 170 + 6162

«La covariance a 'ordre 2 s’écrit :

XeXe 2= X 1 X3 teeXe g+ 0180 1 X, g

D’ou en prenant Pespérance de chaque terme de Pégalité :
E[X; X, 5] = EW’;Xt—iXt—Q} +Eles Xy 0] + E£515t—1;\:i-—2}

Soit :

Y2 = Oy
«La covariance a 'ordre k s’écrit :
Ve = 1My pour E>1
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CHAPITRE 2. MODELE AUTORE RESSIF MOYENNE ] {OBILE

(ARMA)
————  _ (ARMY)

«Le coéflicient d’autocorrélation s’écrit :

= _ (4 418)(py + 0))
T, 1+ 24,6, + 62

_ Y P17y

Pp=_—~=—L

= dip,_ . kE>1
Yo Yo R

2.4.2 Propriétés statistiques du processus ARMA (p,q) :
Définition :

On dit que le processus (Xi,t € T) est de type ARM A(p, q) i.e. Auto-
regresswe Moving Average (auto-régressif moyenne mobile) d’ordre (p,q) si
Fon peut écrire :

‘th =4 + (fﬁl(Yt_.l + .+ ¢p4¥p_1 + & + 91&:}:_1 + ..+ gqé‘t_g
ou
(3, ¢y, ..., bp, b1, ...,6,) € Retatl
Ele =0 wvi; Vied = o2 wi; covles, es] =0 Vt£ s

(2.14)

Par la suite, on Supposera que § = 0. On peut également écrire le proces-
sus ARM A a partir des polynémes retards :

(A-¢pB~..—4,B)X%, = (-eB5_ _ 8,8%¢, (2.15)

On peut noter que le processus est stationnaire et inversible si toutes les
racines des polynémes respectivement ® et O sont 3 Pextérieur du cercle
unité.

Par la suite, on suppose ces deux conditions vérifides.

On caractérise les propriétés statistiques du processus ARM A en étudiant
ses deux premiers moments :
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24. MODELISATION STATISTIQUE DES PROCESSUS (ARMA)

«La moyenne s’écrit

Bl X,_, to+ X, +e +Oig 1 +...+8.¢, 1=0; car Ble;) =0 vt
«La covariance :

Pour Pexpression de la covariance & lordre k, on commence par multiplier
chaque terme par Xe g :

XeXip = ¢1Xf,—1Xt—k.+-~+</)pX -IXt—k+5tXt—k+915t—lXt—k+---+6q5t-th—k

Puis on prend Péspérance de chacun des termes de Pégalité et 'on obtient
apres simplifications

Mo = P1Vpq + ... + PTe—p POUr k> p
«Le coéfficient d’autocorrélation s’écrit -

P = 0101+ ... + (ﬁppk_p pour k>p



Chapitre 3

Méthodologie de Box-Jenkins

Ce sont G.BOX et G.JEN KINS qui ont contribus dans les années soixante
dix & formaliser la théorie et la pratique des modales de séries temporelles.
L’objectif auquel ils se proposent de répendre dans leur ouvrage "Time Series
Analysis : Forecasting and Control", Holden Day, 1976 second ed, est de
construire un modale aléatoire de type ARMA permettant de reproduire an
mieux les réalisations (X){ d’une série temporelle. L'une des difficultés mise
€N avant par les deux auteurs est que la classe des modéles ARMA est vaste.
Aussi, ils proposent de standardiser certaines procédures afin de retenir le
meillenr modéle dans des délais les plus courts possibles. Trois étapes sont
nécéssaires 3 la construction des modeles : ype phase d'identification, une
phase d’estimation, une phase de validation. A Pissue de ses trois phases,
une fois déterminer le meilleur modele ARMA, on utilise ce modéle afin de
faire des prévisions.

3.1 Identification des processus ARMA

Cette étape est Ia plus difficile dans e cycle de trois étapes définies par
Box-Jenkins, Aussi, on s’attachera 3 retenir plusieurs modeles candidats qui
seront éliminés successivermnent dans les étapes deux et trojs du cycle. Plu-
sieurs critéres sont nécessaires pour identifier les modeéles -

1. 11 faut tout d’abord s’assurer que la série est stationnaire en variance
€t en moyenne.

(a) Si la série n’est pas stationnaire en variance, on transforme la série
d’origine en appliquant la fonction logarithme, racine carrée oy la transfor-
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tOCESSUS ARMA

mation puissance de Box-Cox.

(b) Si la série n’est pas stationnaire en moyenne, il s’agit tout d’abord
d’identifier la nature de la non stationnarité avant d’appliquer la transforma-
tion adéquate.

% Si la non stationnarité en moyenne est de type déterministe, alors i
faut régresser la série d’origine sur une constante et une tendance, Puis, on
modélise & I'aide des modeéles ARMA la série des résidus de la régression.

. Si la non stationnarité en moyenne est de type stochastique, alors on
différencie la série d’origine autant de fois que nécessaire afin d’aboutir 3 une
série stationnaire. Puis on modélise la série différenciée & I'aide de modéle

ARMA.

2. Une fois la série stationnarisée, on cherche 3 identifier les ordres P
et ¢ d'un modéle ARMA. On compare pour ce faire les fonctions estimées
des ACF et PACF avec les représentations théoriques de ces deux fonctions.
On applique le test de Bartlett sur chaque coéfficient de corrélation et de
corrélation partielle afin de Vvérifier s’il est ou non significativement différent
de 0. Box et Jenkins proposent de retenir K — % coéflicients de corrélation.
On rappelle la procédure de test :

3.1.1  Test de Bartlett

Bartlett [1944] 3 proposé de tester si les observations {(Xi)Y, étaient non
corrélées a V'ordre %. Soit la stratégie de test suivante :

H():[)k:o
Hlf/)k%o

ot py, est le coéfficient de corrélation théorique & l'ordre du processus X;.
Seus H, vraie, il montre alors que la statistique de test a pour expression :

%0, N0, 1),

b

3

O1, V{p,] étant inconnue on peut Vapproximer par :

g 1 ~
Vind = -1 +2k§:;pk)
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. . 25ere 1 §
Sous Hg, un estimateur de la variance est Vp,| = ¥ D’ou la statistique
de test s'écrit selon la taille de Péchantillon (V) «

PO | N01) si:N>30

m i

. — O

s 1
\/1/1' Ho S

si: N <30

Graphiquement, lorsque I’on trace le corrélogramme de la série résiduelle
issue d’'un modéle de régression, on doit observer sous Hg que tous les coéfhi-
cients de corrélation sont compris dans I'intervalle de confiance [—z% V/% ; 2g -]{,—
ol ze est le fractile au seuil de a de la loi N(0,1) ou de la loi de student
de degré N ({(n)). On en déduit des régles utiles & la caractérisation des
processus AR et MA :

-Pour un processus AR(p), les p premiers coéflicients estimés de la PACF
sont en dehors des bornes de l'intervalle de confiance.

-Pour un processus M A (g), les ¢ premiers coéfficients estimés de 'ACF
sont en dehors des bornes de V'intervalle de confiance.

3.2 Estimation des parameétres du modéle

Cette étape consiste & estimer les paramétres du modeéle adéquat retenu
en utilisant plusieurs méthodes comme :

- La méthode des moments.

- La méthode de maximum de vraisemblance.

- La méthode des moindres carrées.

3.2.1 Méthodes des moments :

Pour un modéle donné, on sait que les autocorrélations p,, et 75 dépendent
des paramétres ¢, .., ¢, 01, ..., 6, selon des équations théariques connues :

(P12 Py T1s i Tg) = F(&y, .., 8,01, .., 8,). Or on sait facilement estimer
les autocorrélations P, €t Th, 11 sufﬁt donc d’mverser les équations pour esti-
mer les parameétres : (qﬁl,. ,qS 61, ..,9 Y= F Y Py s B T os T 1 T'055L i85
nécessaire d’expliciter ici la forme des résultats.
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3.2.2 La méthode de maximum de vraisemblance

Si le processus €t est gaussien NV (0,0?), alors & ~» N(0,0%I) et X
N(0,0%). Ainsi, la vraisemblance (densité du vecteur X — (X1,..., Xp)
Jest donnée par :

1 1 -1
. 2y -
L(X;, o X750,6,0%) = \(QWJZ)T/Q &_(detﬂ)lﬂ exp (2‘02X’Q 1X)

Le log-vraisemblance est alors donné par :

T T 1 1
: 2y _ 2 1y—1
InL(Xy, ..., Xp; 4,6, 0 ) = == In(27) — 3 In(c*)— 5 In(det ) — ﬁX 07X
Le probléme est que ce log-vraisemblance est difficile & calculer et donc &
maximiser & cause de (det£2) et de 0! (matrice 7 x T). De plus, il faut se
donner des valeurs préliminaires pour les parameétres, puisque la maximisa-
tion du log-vraisemblance utilise des algorithmes de maximisation itératifs.

3.2.3 La méthode des moindres carrées

6. On congoit que pour une trajectoire donnée du processus, et donc un en-
semble de T réalisations X 1, Xa, .., X, il est possible de calculer pour chaque
ensemble de p+¢g+1 valeurs </7), é, 6 une série de résidus empiriques ey, e, €
a condition de se donner deux séquences de réalisations non observées. L’une
de longueur p relative 4 la trajectoire du processus X antérieurement & la
période d’observation : KoK N - L’autre, de longueur g, relative &
la trajectoire du résidu également antérieure i Ia période d’observation -
€0,€-1,..,€1_4. Ceci est en effet nNécessaire au calcul de la somme des carrés
des résidus (¢, 6, 5) sur la totalité de la période d’observation, avec

I?
5(6,6,0) = 3" e,
=1

comme on peut s’en apercevoir sur les exemples suivants qui explicitent le
calcul de e; :

33
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3.3.2 Test d’autocorrélation des résidus

Si les résidus (&1, € Z) obéissent 3 un bruit blane, il ne doit pas exis-
ter d’autocorrélation dans la série. On peut alors utiliser les différents tests
siuvants :

1. Test de Durbin Watson - test d’autocorrélation d’ordre 1.

2. Etude de la FAC et de la FACP : on doit vérifier qu’il nexiste an-
cune autocorrélation oun autocorrélation partielle significativement non nulle
pour le processus étudié. Cette étude est prolongée par les tests du "porte-
manteau"

3. Test du "porte-manteay” ou tests d’adéquation globale du modeéle.
Ces tests reposent sur I'idée que la FAC d’un bruit blanc ne doit pas révéler
d’autocorrélations non nulles.

En pratique, on utilise deux tests :

Test de Box et Pierce (1970) :

Ce test, encore appelé " porte-manteau”, a pour objet de tester le caractére
non autocorrélé des résidus. La statistique de ce test est :

K
- 2 L, g o
Qer=TY p? 2 X(K-p—-gq)
k=1
ol T" est le nombre d’observations et py est le coéfficient d’autocorrélation
d’ordre k des résidus estimés,
Les hypothéses du test de Box-Pierce sont les suivantes :

Ho: py= p,=.... = p. =
Hy : il existe au mois un P #0

Sous I'hypothese Hy, la statistique Qg p obéit & un X%l—o:)(K —p—q) ('iegrés
de liberté, ot K est le nombre de retards choisis pour les autocorrélations.

Pour effectuer ce test il est conseillé de choisir K = % (d’aprés Box-
Jenkins).

La régle de décision est la suivante :

- Si Qgp < X(zl_&,)(K — P — q) on accepte Hy —> les & forment un bruit
blanc.

- 8i Qgp > X?x_a)(K — P — q) on rejette Hy = les &, ne forment pas un

bruit blanc.
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CHAPITRE 3. METHODOLOGIE DE BOX-JENKINS

Test de Ljung-Box (1978) :

Ce test est 3 appliquer, de préférence au test de Box-Pierce, lorsque
Péchantilion est de petite taille. La distribution de Ia statistique du test de
Ljung-Box est en effet plus proche de celle de Khi-deux en petit échantillon.
Ces statistiques, définissent pour un ordre K, correspondant 3 Phypothése
nulle

Ho:ip,=0 Vk<K

et sont construites de la facon suivante -

K 2
P
QLs :T(T+2)Zﬁf;x2(l{—p—q)
k=1 T

La statistique Qrp suit une loi de Khi-deux & (K—p— ) degrés de liberté.

3.3.3 Tests d’homoscédasticité

Le test le plus utilisé dans le domaine des séries temporelles est le test
d’effet ARCH proposé par Engle 1982, car il est frés fréquemment employé
en économétrie des séries temporelles financiéres.

Soit (e, t € T} le processus d’erreur, on a la stratégie de test suivante :

[ Ho: Ve =0 v
M Vis) = b= b8+ 0162, + ...+ Bec?_,)

Sous Hy vraie, il montre que :

Xarcw = NR? x*(q) (3.1)
ot R? est le coéfficient de détermination obtenu dans la régression des résidus
carrés issus de la modélisation ARMA sur les résidus carrés retardés jusqu’a
l'ordre q.

En pratique, on procede selon les étapes suivantes :
L. On estime le modaéle ARMA et 'on en déduit la série des résidus -

(I)(B)‘XI = 8(5}5, = & = %‘Xi

2. On régresse la série des résidus carrés sur les résidus carrés retardés.
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3.3 VALIDATION DU PROCESSUS ARMA (P.Q)

€& =00+3¢  6,e? + e
ot
&t~ N(0,02 )

3. On calcule la statistique de test Xirow donnée par Péquation (3.1).

4. On calcule en appliquant la régle de décision conventionnelle

(8) Si Xircr < x}(gq), alors on ne rejette pas Hy; la variance de Perreur
ne fait pas apparaitre de forme d’hétéroscédasticité telle que supposée.

(b) Si X pgr x?(g), alors on rejette Hy; la variance de Perreur fait
apparaitre une forme d’hétéroscedasticité condifionnelle,

3.3.4 Tests de normalité

Pour vérifier si le processus des résidus (er,t e T} est un bruit blanc gaus-
sien, le test le plus courant est celui de Jarque et Bera. Ce dernier est fondé
sur la notion de Skewness (moment d’ordre 3 et asymétrie) et de Kurtosis
(moment d’ordre 4 et queue de distribution). Soit Hy le moment empirique
d’ordre & du processus (et €T):

t
1 .
Ky = T ;(Et - Et)k

Les coéfficients de la Skewness (Sk) et de la Kurtosis (K.) est alors définie

par :
5 i__@ £. 7 é
el T (G’VT)

K. :fLi_ﬁN’ 31/%

“ /,A%T——»oo ’ T

On construit alors les statistiques centrées réduites correspondantes 3
(Sp)7 et K que 'on compare aux seuils d’une loj normale centrée réduite. Ce
test est pour examiner si la série est normalement distribuée. La statistique
est calculée comme suit :

(Sk)§ _£+.N’(9)1)

T—eo

S5
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Ku“ o \
—3 ¢, N(0,1)

24 T—eo
72

Si la statistique centrée réduite de (Sk)? est inférieure au seull 1,96 a
5%, on accepte Phypothése de symétrie et I'hypotheése de normalité. Si Ia
statistique centrée réduite de K, est inférieure au seuil 1,96 & 5%, on accepte
Phypothése de queue de distribution plates et I'hypothése de normalité.

Le test de Jarque et Bera regroupe ces deux tests en un seul test. On
construit la statistique :

_r T 2 £ .2
3_‘6’Slc+ﬂ(Ku*3) o x (2

Donc si s > )(?1_“)(2) on rejette 'hypothése Hy de normalité des résidus
au seuil de o

3.3.5 Critéres de choix des modéles

Aprés examen des coéfficients et des résidus, certains modéles sont écartés
pour départager les modéles restants, on fait appel aux critéres standars et
critéres d’information.

Critéres standards

L’erreur absolue moyenne (MAE)
1
MAE = > el
- F
Racine de l'erreur quadratique moyenne (RMSE)
4 1 2
RMSE = v’;f > e
t
Ecart absolu moyen en pourcentage (MAPE)

1
14. = e
MAPE = 100 T %

=
t

Plus la valeur de ces critéres est faible, plus le modéle estimé est proche
des observations,
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3.4. PREVISION

Xt+k =4 t(”") = FjCtik—j
Déterminons un intervalle de confiance sur la prévision X4(k), sous I'hy-

pothése de normalité des résidus &;. On montre alors que :

Xt+lc - *X:t(k) = —— B N(O, 1)
var [Xt-}—k . Xt(k’)]

T—co

Or on sait que :

k-1 2 k-1
E { [ch — Xt(k)r} =E [(Z ﬂj‘st.*k—i) = Z mja?

l_ =0 =0
D’ou
s Kl B o
Tk X)L 2,y
k-1 9 T—o0
oo [S33]

On peut donc construire un intervalle de confiance sous Ia forme i

/2 7

k—1 :
IC = | Xy(k) + /2 (Z ﬂf) &EJ
=0



Chapitre 4

Conclusion générale

Le but de ce travail était de s’intéresser 4 la prévision des séries chrono-
logiques en se basant sur la théorie des processus temporelles stationnaires.
L’essentiel de ce document était consacré i la représentation des processus
linéaires de type ARMA qui sont devenus un outil important pour les pré-
visions & court terme . En particulier; on insiste sur les différentes étapes de
modélisation : identification dy processus, estimation du modéle, validation
par tests et prévision.

I ya plusieurs extensions possibles des modéles ARMA :

- En fait nous avons considérés uniquement les séries temporelles sta-
tionnaires alors que beaucoup de séries chronologiques économiques sont non
stationnaires. Sous Papproche de Box et Jenkins ce probléme est traité par
les modeles ARIMA (ARMA intégré).

M
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Annexe A

Annexe

A.l1 La convergernce en moyenne quadratique

Une suite de v.a.r (X )nen converge en moyenne quadratique vers une
v.a.r X si:
lim (E(Xa(w) — X(w))?) =0

n—oo

R m.q
ou: X,-5X

A.2 Liste des abreviations

AR : Autoregressive ;

M A : Moving Average ;

ARM A : Autoregressive Moving Average ;
ACYV : Fonction d’autocovariance ;

PAC : Partial Autocorrelation ;

ACF : Autocorelation Function ;

PACF : Partial Autocorelation Function
MAE : Mean Absolute Error;

RMSE : Root Mean Square Error;
MAPE : Mean Average Percentage Error ;
AIC : Akaike information critetirion ;
BIC : Bayesien Autocorelation Function ;
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ANNEXE A. ANNEXE

A.3 Tables de valeurs numériques

A.3.1 Lois continues

Loi normale ou de Laplace-Gauss :

On dit qu’une variable aléatoire X, & valeurs dans R, suit une loi normale
de parametres 1 et o si sa densité de probabilité f est définie par :

1 __(x—-u)g

I g = e 22 ,VreR

oV 2T

La fonction de répartition de la loi normale est définie 4 partir de la
densité par :

T

-0

-
e E dt

Propriétés :

. E(X)=
Si X ~» N (1, 0?) alors { Var((X)) :/‘;2'
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Table 1

: = 4 €,

Fonction de répartition de la loi normale réduite: ¢(r' = / exp( -f—’ J dt
N D= * 27
Van \ /

X

t]

a,

g2

03 83 [ 04408
b4 & 0677

G
r
>
1
=]
A

04 5
8z 7
o "
0

3
o

085083 085543
087288 | 087493 | a§Tags
039085 | ow9zs: 089235 | aRas T
093824 | ag09ss G811

T
L&

14 G934 | nazsgr
135 093822 494382

e S

194845 | 194950 | nasms: 2951 9
LT[ 095583 | 198437 L 81095907 | oS | o 3] D9816L | 00822
LR [ 09807 | ngasss | 0ok UI083N | G98712 | 09678 | 0oaRs 094326
191097128 [ 097193 | o4 097320 | 097381 | nonad; G9T500 | 097558

2 097725 497932 | n99R2

2.1 198214 098382 | g98s2

22 n9ssia 13 | 098745 | 098773

23 H098928 | aowess | o G991 | 099038 | noons! 099184 9

24 || 29918 | ageze | agazag 099245 | 099268 | 599188 099305 | 099324 | a9 19934;
25 lagoams 9% | no%s; | aowt 09992 | 099508 | 0998
262995 199585 [ noesay 9989 | na9s7; 90832

()
)

1.99653
09974
29 [ a99813

1.99893 | 099702 | 099711 09973
49977 | 099781 | 09978y 499798

099838 | 099841 | 099548 199851

399738
0998a7
29984]

s
S

Tableaul- Loi normale centrée réduite.
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Loi du khi-deux y?2 :
Soient Xi, X,, ..., X,, n variables aléatoires
N (0,1}, et soit

indépendantes de méme loi

K=X{+Xj+.+X2=Y x?

i=1

alors, K suit une loi du Khi-deux & n degrés de liberté( K ~ y2).
Fonction de densité :

Fonction de répartition :

Fly)= fzn (t)dt.

Propriétés :

; : E(K)=n
2
Si K ~~ x2 alors { Var (K) = 2n.
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A.3. TABLES DE VALEURS N UMERIQUES

Table 2

Fractikes de ka lof du khi-deux

Ly FOOCOS [0 DS ool 008 [N 0.1 i,
I 0000 | 000DT 0000 o0 0001 0034 00161 6458
2F 0001 00| ooo] oo o OS] 0003 02111 1.8
AP oois )t oo oon2] ons| o 206 03821 0S84 234
4§ 0064 | 0.1 0207] 0207 04841 0711] lood| 1357
S oIss | o210) 0412 O3S L 083 ] L3 1elo 4.3
& (290 1 23Ry 06761 087 1 2% 163 2241 < uy
T G485 | 0.8 09| 2w LoOG | 2167 2801 6.246
x 067101 0887 1.344 Iod6 ] 2080 ) 273 ] g0 7.344
G E 0un2 1Lis2 1738 | 2088 | 2700] azs 4168 KN
io 1.265 147 ) 256 | 2558 247 040 ] 48651 9392
il L5887 | 18M ] 2e03 JOS3| OABI6 | 4578 878 10,341
2§ 19M ] 22141 3074 2371 A404 | 32267 6304 11340
B3 F 251 2617 3568 g1 ) s Mol SR 7Ted21 1240
4§ 2697 3l | 4078 ] 4e60] s 691 6571 7.0 13,339
IS§ 3108 | 2483 ) 401 | 529 6262 T BA4TI 14339
16§ 38M 1 22 s142 | ss2] soos | 7 962 1 02121 tang
17 IR0 4416] S 6408 ] TSed| seT2 i G035 | 16338
IBf 448 | 4905 6265) 7o15] 8 23| 9390 10865 1 17.338
WE AU 207! 6xad] 7 HGI3] S90T 10T t1esr ]y S8
OF S308 1 S92 4| s260] 9591 10 SST 12443 | 10337
AF 386 687 soxM | 8597 10283 [ 11801 | 13240 § 26337
22F 64041 6983 ] 843 9532 oo 1233 0 21237
ZF 694 752 02001 10.196 | 11680 10091 1 14848 § 22337
AR T4 ) xS | 0kEs | 10356 12400 ] 1ANN | 18630 5 23317
2 T B0l oS sl ngm| gen 16473 | 24 37
26§ 8538 | 9222] 1L160) 12198 | 130844 | 15370 17.202 12333
JTF SR eN03 | s | 128 | 14873 ] 1608 INTIS T 26,53
INE 0656110300 12461 | 13568 15308 | 16028 | 1891
20 F 10227 [ 10986 | 12021 ] 14256 | 16087 17.708 | 19.768
M J1ox04 | 11588 | 13767 | 14983 | 16291 | 18 403 20,394
Le Fractile v - e te] que Piv? < e p) :

Tableau 2- Lois du khi-deux.
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