
Rdpublique Algdrienne Ddmocratique et Populaire
Ministdre de I'Enseignement Sup6rieur et de la Recherche

scientifique 
11 lg i),d64

Universitd 8 Mai 1945 Guelma

Facultd des Math6matiques et de I'Informatique
et des Sciences de la Matidre

Ddpartement de Mathdmatiques

Pr6sent6 en vue de I'obtention du diplOme de

Master Acad6mique en Math6matiques

Option : Probabilit6s et Applications

Par :

Melle: lbtissam. Maghmouli

qtJ-<l.r

- 
o-,rkyr

1*r.,&Ur

Mene : sara. xeroou# t9:*

lntitul6

Analyse des s6ries chronologiques
Moddles ARMA

P,RESIDENT
FI,APPORTEUR
E}XAMINATEURl

Dirio6 par : A. Yousfi

Devant le jury

G. Rebai
G. Rebai
S. Bakhouche

Univ-Guelma
Univ-Guelma
Univ-Guelma

Session Juin 2013



Nous remercions en premier lieu Diea de nos
avair donnd la force et la patience de terminer ce

travail, noas souhaitons adresser aussi nos vifs
remereiements d certaines personnes qu'ont aidd

su cours de ces deux dernihres snndes.

Nous voudrions remereier trbs chaleareusement
notre encsdreur << A, YousJi> qui a dtd d cfitds de

noas tout au long de cette dtude et qui nous a fuit
bdndftce de son ssvoir.

Nous tenons dgalement d remercier monsieur
< Le chef de ddpartement >

Pour I'aide prdciease qu'il nous a apportd
pendant nos dtudes et la prdparation

de ce mdmoire.

Nos remerciements les plus sincbres

s'adressent d tous les enseignsnts et
personnelles da Ddpertement de Mathelmatique.

Saraotlbtissam



{r
r

Je &tfre efntit fe mes efforts et de mx fan$Bs aw6es
a1emdcs n k n:ensire fe nw pdre et d mon cfirnprqtamer

A *o rnirer Aj&nik et Safus, st rrfuote defi666t6, de

cowage et fa patiance pourtous arasa.criftces. qut {nu to
6ar[e.

A ,* seur et *nsfrires, pfu pattico6bu*e* Faiz,a

pour htr offtalo+ hr synpatfrie et hs aidc

prdcieure morate et mat6rie[k.

C'est ausdun in rrarse pfaisir pourmoi, {associer efl unc firerru

ptnsde, tuttes mcs atn'its, pf,rtietti:tcnent:

qirnq gatinq f,anna,I{anen, Eouzia, Sifurn et wrtoutSara

A itons caryd cetfes qui m'ont ensourag| d atfer m 6out de *La
fficfre.

€futr€sroffiffiT



je &{re ttfuit de mes effwts et & ws totryes afinfues

tfifittes d k,nhnoirr de non phre.

.,{mamire, gw6o& {ej&t66b6, de courqe et de p*ie*ce pour
tous ses sarf.res. @e {rsu k g6r6e.

.ft tws s(autr, pfus p*textefue*eent.fl*eina et $asrrre

pow &w affemioa few synprtie * teur eite

pr€ cieuse morafc et materie$c.

c'est austi un iwnerce ptaisk pwr moi fassacicr en utu
ndne pensda torrtas mas andes, pa*icufrirenett:

Sanifo, Inen, Sifun et wrtout lhtissam

;d tow cerwet ce{hs qw m'otrt i a$cr au 6out dc
llta t&cfre.

f
f'

#;#*8.re 5-# w*o**F trtfl-ffi



Table des mati€res

Z"L.L Opdrateur retard (l'op6rateur B)
2.1.2 fnversion des polyndmes
2.L.3 Th6orBme

Introduction g6n6rale

L Processus stochastiques

1.1 Stationnaritd

1.4
1.5

1.6

Mod€le AutoR€gressif Moyenne Mobile
2.L Les op6rateurs .

Iu

r.2

1.3

I il 3g:1" i-p:i"."*itf g rnore*_;;rr,;,i;)
I.1.2 Ddfinition (stationnarit6 faible)

1 1 ? D6finition (srarionnarir6 forre)

\.1.4 Ddfinition (bruir btanc)
Fonction d'autocovariance
L.2.1 Ddfinition
L.2.2 Propri€t6s
Fonction d'autocory6.lation . .

1.3,1 Ddfinition
1.3.2 Propri6t6s
Fonction d'autocorr6lation partielle
Causalit€ et inversibilitd
1.5.1 D6finition
L.5.2 Ddfinition
T'h6ordrne de ddcomposition de Wold
1.6.1 Th6ordme

1

1

2
,
2

4

4

4

rl

O

o

o
{
{
,

T

{

7

(ARJvrA) 10
10

10

11

L2

13
2.7.4 Op€rateur diff6rence (l'op6rateur A)



TABLE DES ]t,{A?IgRg,S

2.2 Processus AutoR6gressif (AR)
2.2.1 Propri6t6s statistiques du processus ,4R(1)z.z.z propri6t6s srarisriques d" ;"";;;; ;;{rj . . : . . : .2.3 Processus Moyenne Mobile (MA)
no r

i|*,,;:ffi,:;:: :ffiffi; $;i:ffi::H tr jif : . :2.4 Moddlisation statistique d*, proo*.us (ARMA)' : . . : : : : :2.4.1 Propri6t6s statistiques du processus ARMA(1,l) :2.4.2 Propri6t6s statistiques du processus ARMAlp,n) , . .

M6thodol,ogie de Box-Jenkins
3.1 ldentification des proce.asus ARMA

3.1.1 Test de Bartlett
3.2 Estimation des paramdtres clu mocl€le . . .

3.2.1 M6.thodes des rnorne.nt-c: . . . .
3.2.2 La nr6fhode de maximuur de waisenrblance. , , , . : :3.2.3 La mdthode des moindres can6es
\vlalidation du processus ARivIA (p,q)
3-3-1 Tests de Student sur les coeliicients
3.3.2 Test d'autocorrdlation des rdsidus
3.3.3 Tests d'homosc6clasticit6
3.3.4 Tests de normalit€
3-3-5 Critdres de choix des moddle-.

3.4 Pr6vision
3.4.1 Transformation de la s6rie
3.4.2 Pr6dicteur pour un processus ARMA

4 Conclusion g6n6rale

lL Annexe

+.1 La convergence en moyenne qua.dratique
4.2 Li.ste de.s abreviations . . . . : . .
A.3 Tables de valeurs num6riques

4.3.1 Lois continues

Bibliographie

13

74

18

20

2L

23

25

25
28

30
s0
31

32

-12
.33

33
34

34

35

36

.:' f

38
39
39
4{}

42

43
4
43
44
44

5t!

3.3



Introduction g6n6rale

Parmi i'en-"emble des modAles stoclrastiques, Lrlre cla*s-se particuliBre, appe-
l6e classe des processu* al6atoires stationraires via perurettre de caract6riser
la stru,cture de com6lation d'une s6rie.

A l,r diffCt*nce de la mod6lisation 6colonr6trique, qui consistait i construire
un modAle statistique reliant variable endoglne e.t rariables exqgdnes en se

basant sur la theorie dcouomique, I'approclre e,n s4ries chronologiques relie la
valeur courante de la variable endogdne uniquement A ses rraleurs pass6es ainsi
qu'aux valeurs pass6es et courante d'une perturbation aldatoire. Le moddle

-staiistique issu de cette approche est appelA modBle de s6rie chronologique.

Ce type de rnodFle est diffdrent des moddles 6conomGtriques principalement
en ce qu'il n'est pas issu d'un cadre de th6orie 6conomique.

Une serie chronologique ou s6rie temporelle est un ensemble dtobserva-
1i6v1-s qui se distinguent pa,r le r6le important que joue I'ordre dan-* lequel
elles r:nt 6td recueillies,

L'6tude des sbries chronologiques, ou s6ries temporelles, correspond d

I'analyse statistique d'observations r6gulidrement espades dans Ie temps.

Elles oni 6t6 utills6.es e.n :

-Astronomie ('on the periodicity of sunspots', 1906).

-En m6t6orologie ('time-series regression of sealevel on weather', 1968).

-En thdorie du signal ('Noise in FM receivets', 1963).

-Ert biologie ('the autocorrelation curr,res of schizophrenic brain ra'an'es and
the pou'rer spectrum', 1960)

-En 6conomie ('time-series analysis of imports, exports and other econG'

mic variables', 1971 )...etc.
De fait, le recouts d I'analyse en s6ries chronolcgiqtres peut sembier perti-

nent lorsque disposant d'un nombre de donnEes suffisamrnent irnportant l'on
souhaite obtenir des pr6visions d, court terme sans investir en temps et en

6nergfu dans la constructioR d'un moddle €corrom6trique.



Chapitre 1

Prclcessus stochastiques

L',objectif de la theorie des processus stocha"tique ret !'6tude des ph6no"

mdnes al6a,toires ddpendant du temps. Soif. (Q,.F, F) un espace probabilis6'

un ensemble ? appel6 ensemble des temps (T: R+ ou [0' t]).

Un processus stoclrastique (X1, t e S$ (ou Z)) est une famille de variables

al6atoires de {fI,f,F} dans {E,E} oi (8,€) est appel4l'espace des 6tats du

processus al6atoire.

1.1 Stationnarit6
Pour travailler avec des donn€es temporelles, elles doivent conserver une

distribution constante dans le temps. C'est le concept de stationnarit€.

Ailsi, .si nos varia,bles pa,ssfu.s 'sont,.qe.mblables d, nos variables futnres, on

peut u.tiliser le pass6 pour tenter de pr6dire le futur. Un eoncept de station-

narit6 g6n6ralement utilisd est celui de la stationna^ritd de second ordre.

1.1.L D6finition (stationnarit6 en l5roj''enne et en va-

riance)

Consid€rons une suite de variables al6atoires (Xr),t € N ou Z. On dit que

ce.tte suite est stationnaire en moyenne si :

E(Xr) - 11r: y-r,,Yt'
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De m€me, cette suite sera stationnaire en variance si :

Var{x1}: H{(& - p,)'l :r?,vt.

La ddfinition suivante caract6rise les suites qui sont stationnaires en

et dont la structure de covariance reste elle aussi constante.

L.L.z D6finiticn (statiorusarit6 faibte)

IJn process.rs (Xr), est stati<rruraire au second ordre (ou faiblement sta-

tionnaire) si et seulement si :

(i) X, e$t stationnaire en molrenne : W{X}: ttVt;
iiil Xr est de carr€ int€grable pour tout f : E{Xrz} < oo;

(iii) X, est stationnaire en covariance :

Coa(X",&+r) : nth),Vt, h e Z

L.1.3 D6finition (stationnarite forte)

soit x un processus al6atoire inde)re par ]": N {ou Z}. on dit que x est

strictement stationnaire si pour toute famille fi.nie d'instants (t1, t2, "',tn €' T)

et tout entier s, les lois de probabilit6 de (Xr, Xrr, ", Xt*) et de (X1r1", X1ra", ",
sont les rrrdrne c-d-d :

f{Xr,Xtr,..,Xt*}: t{X11s',X4+"r.',Xt*+*) ,Vf € T,Vs e N

Exemple de processus stationnaire (bruit blanc) :

L.L.4 Ddfinition (bruit blanc)

Soit (e1)167 un pro@ssus stochastique, on dit que (e)ter est un proces-

sus stochastique ou bruit blanc faible (rmp fort) si les trois propri6t6s sont

v6rifi6es :

1. l$(es) :0, V* e T
2. Var(e) : 02,Vt €T
3. Coulel,e"l : E(e1, e") : 0, Vt I s

La propri6t6 3 implique que les al scnt, non corr6l6s entre eux (resp les e6

sont iid)

a+.s)
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Ce processus (bruit blanc) est un processus stationnaire d'ord.re deux
telle que toutes les variables sont de mdme moyenne nulle et de wa"riance o!
{c,onstante finie) et non corr6l&s entre elles.

Exemple de processus non stationnaire (marche al6atoire)

Soit ie processus {.t1) d6fini par :

v { tr, sif:l
^t:t xt-t*et, sif :2,3,..

,o:i tr est le processus bruit blanc, ae proc€ssus (marctre al6toire) peut s'6crire
rsous la forme :

r -=1nt: Z.€i
J:L

E(Xr) : 0, Vt: L,2,..

/t+h r \
Coa[X'p;y,,Xr] : aoalI..",I* 

I

t+h )":t 
n:r /

:\-r^
-,2_Uou\€sltn)s:l n:l

- \ar er
- Z- ) -o;o"n

i*:f o3:to? Vn
S:1

orl le symbole d est rrle delta de Kroneckerrr :

" f 1, sit:sost:{ o, sif /s
clonc une marche al6atoire (Random Watk) n'est pas stationnaire car la suite
cles covariances d6pend de f.

Ilemarque:

La stationnaritE forte est plus exigeante que la stationnaritE faibte.
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1,.2 Fonction dtautoco\ariance

1.2.1 D6finition

soit (x1), t e z un processus stationnaire. on appele fonction d,autoco.rrariance (ACV) la fonction 7 d6finie de Z dansR par

Vh,t € Z,"y{h} : Cou{X1,{+a} (1.1}

qui est ind6pendante de f.

1.2.2 Propri6tds

La fonction d'autocovariance d'un processus stationnaire v6rifie :i. Vh e 7.,7(h) : ^f{h}
ii. 7i0) : Var(Xt)
iii. l"y(a)l < 7(0),vh

D6monstrations :

i.'y(-h) :Coa(Xt-n,Xr). Onpose s:t- h+ t: s*h, d,orj:

'l(-h) : Cou(X", Xs+n) : .y{h\

ii. Il suflfrt de remplacer h par 0 dans (1.1), on a :

Z(0) : Cor:(Xs, Xt) : Var(Xs)

iii. Il suffit de v6rifier que 7(h) < ?(0i et 7{h) > _?(0) on aura :

E(,Yr - xr+n)z: E{xi} - z&{&xt*n} * M(x?*n}

: 2r(0) - 21(h\ +

?{0) : *utx, - xr*n)z+ ?(e) + ?(o) ) ry(n}
on montre la deuxi€me in6galit6 en utilisant E(X, + Xr*nj2.



L.3 Fonction dtautocorrGlation

1.3.1 D6finition
on 6tudie Ia m6moire d'un processus en calcurant sa fonction d,autocor-

r6lation (ACF) de retard h not6 p(h) :

p(t):Corr(Xs,X*n): @
{Var(X)Var(X;1)

qui mesure le lien entre les 
'aleurs 

du processus d, de'x dates distante de h.
l?o.o un process,s stationnaire , p(rr,) prend une forme plus simple :

p(h\ : cou(xt; xt-n) 
-'Y@)Var(X] ?(0)

11.3.2 Propri6t6s
La fonction d'autocorr6lation rdrifie :

i. p(0) :1.
ii. p est une fonction sym6trique : pt-h) : pth);Via e N.
iii. fp(h)l gr vtt.

!..4 Fonctian dtautocorr€lation partie[e
La Fonction d'autocorr6lation partiele (PACF) mesure ra liaison entre

Aj et X;6 une fois retirer les liens transitant p.r les variables interm€diaires
-\'t-uXt-2,--.,-tr-rr+r, Ie co6fficient d'autocoru6lation partielle d,ordre h, not&
{;i6 est le codfficient de corr6lation entre :

T3. F'O&TC?;ON D' A{]TCCOKREL/|TTON

Xt - M [Xt/Xt-t,..., X**.r,+r] et

on a donc :

Xt-n - W [X*h/Xt-1r ..., Xr_.,,+r]

6nn : corr [Xx, Xt_n/Xr_t, ..., Xr_n+t]

C'est donc le co6fficient de Xs_Trdans la r€gression de Xr sur Xt_1, . . ., Xt_n+t.
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Si X; est un processus stationnaire centr6, la pr6diction optimale de Xl
eSt donnde par :

*:

W l&lXFL,-..,Xt-r,+tl: arXr-, + ... + anXt-n

qrtre I'on peut rfucrire rnatriciellement :

ft'] :;i' :;' t^;:1'f1'l

L,'., Lrn-,'Yn-zr ,,,J L;J

I t h ru-,1 -' [r'l:li' I ,"-l l?l
Lt;, ,^-r: *-l l*l

Le co6fficient d'autocorr6lation partielle d'ordre h d'un processus station-
n4ire est alors an et se calcule de la manidre suirrante :

, lE(h).lehh: lftm,avec 
:

:

et ft(ft). est la matrice ,R(ft) dans laquelle on a remplacd la colonne ft par :

f*l
l?lt,l
L;^l

6



t.s. CAUSALITE ET ltt'l'gnsle&lrE

1.5 Causalit6 et inversibilit6
.1.5.1 D€finition

un processus xr s'apperie causal s'il peut 6tre repr6sent6 sous ia forme :

x,: i *t€t-r"fr
ori e; est urn bruit blanc et ! V] < oo.

11.5.2 D6finition
une repn6sentation causale & : Ifo *$t-;d'un processus stationnairel! s'appelle inversible si on peut t*prGrriur le bruit bLnc per une repr6sen-

tation causale c-d-d :

e, : f rtXt-r , ot D"? ( oo .

i:a

I..6 Thdordme de d6cornposition de Wold
Le th6ordme de wold (193s) est consid6r6 corlme un th6or6me fonda-

rnental daru le dornairre des sOries temporelles. Err vertu de ce tlfordme,
tout processsue stoch"astique X1 stationnaire au sens faible peut Atre 6crit
&)mme une combinaison lindaire (dite encore filtre lin6aire).

1.6.1- Th6ordme
Tout processrx statironnaire d'ordre deurc {X1, t e Z} peut Atre repr6sent6

sc'us la forme :

xt:Iv$t-'i*ht
i:0

oti les paramdtras V; satisfont go : L, Va € JR, Vi e IV.,IL itr| < oo et
oir 6s - iid (Q,o!). an dit que la somme des chocs p*# mrrespond d la
cc,mposante lin6aire stoehastique de Xy Le terme &s d6signe la c<rmposante
lirr6aire d6terministe telle que Cou(kx,6r_t) :0,yi € Z.
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Remarques:

1. L'implication forte de ce th€ordrne est que si |on connait res pon&rrations Vi,vi, € I{ et si l'on connait la variance o! au bruit blanc, on est en
mesure de proposer une repr6sentation de n,imporie quelle processus statiorr_
nanre.

2- La repr€sentatio3 de vfold est dquivalente a la reprdsentation mo]renn€
:mobile infinie MA {x).

3. La condition Cou (k1,et-t):0, implique que le terme fu est ind6penr
dant des choc-q.

4' La reprdse:rtation de \Mclcr du prccessus {xr, t e z} suppose que lon*joute d la somme pond6ree des chocr pass6s une composante d6terministe
lbx qui n'est autre que I'esp6rance du processus, car

B{X') -t-,Q : f urumlrr_;) + h : kt : rn
i:o

5. Les conditions sur les pond6rations ;
5.1. Premi6re condition :iF6: 1

Le poids du choc pr6sent e6 est unitaire, il s'agit ici tout simplement d,uner
condition de normalisation qui porte sur la ddtermination de la variance du
b'ruit blanc.

5.2. Deuxidme condition :!F6 € R..Vi e N*
cette condition est triviale et signifie simplement que les pond6rations

des bruits blanc strictement pass6s peuvent Otre nulle pour certains retards.
5.3. Tbcisidme conditicn :E:o tllut < *
D6finition

. La condition I':ov? ( oo est dite condition de sommabilit6 des carrds
(ou d'int6grabilit6 des carr6s).

.f oo 1: u 
LE,pu'*-,J

t(h) : w,(x+hxt): E ji v t€t+n-e* -,"-,]

Cette condition assure I'existence d.u
(.t1, t e Z) sous cette condition on dit
qrLradratique.

Pour simplifi.er on suppose que IE{X;) : g

moment d'ordre rieux du processus
alors que X' converge en moyenne



1,6, TEEOREIV{E 
'E 'ECC&{POSI"IC&I 

DE WCLD

-t h\ : ! Eta v?E(€,-n)z si h : o
'\'"'t tIL V;V,;a1E(e,_r) si h 7 A

ryth\-!o?I,I_;ov? sih:o
r\'"" - t"3 EL iF;\Ft*n si h l o

On peut montrer que si X[o V? < oo implique IL *t&+n ( m Dds
lrrs l'existence de l'ensemble des moments d.'ord.re deux du processus x'.



Chapitre 2

Moddle AutoRdgressif Moyenne
Mobile (ARMA)

Le but de ce chapitre est d'introduire la notion de proce-csus tentporeJs
(#ries temporeltes) et plus particuliF,rement la classe des processus ARMA
qui sont utiles pour d6crire le comportement des sdries temporelles univari6es,
parmi les repr€sentations possibles pour les procassus temporels figurent les
repr6sentation-" ARMA pour : Auto Regressiue Mozring Aueroge cette reprF
nentation consiste en l'adjonction d'rure composant e aato r4gressiue d,ordre
nni (AR) et d'une composante nxoyenne mobile d'ordre nni lun). Nous al-
nons donc comrflencer par d6finir la classe cles processrx AR, MA et ARMA.

2,L Les op€rateurs

Pour dtudier des processus stochastiques et donc des s6ries chronolo-
giques, on d6fi.nit des op6rateurs retard. et de diff6renciation.

Z.L.L Op6rateur retard (ltopdrateur .B)

L'op€rateur B dfuale le processus d'rxre unit€ de temps vers le pass€ :

BtX): Xr-r.

10



PropriQt€s :

1. B{F{..8(Xt)...)) : Bo(xr} : Xt_n;Vtz € Z,
En pafticulier' on a,tEo(Xi) - Xr.

2. Si {r : c;Yt e Z avert. c € R, Bu(Xr}: Bh(c): e.

3. BhABk(X*) : Bh+k(Xt) : Xr_a_* ;v{6, k} € 22.

4. 8-1(Jr.r) : Xt+niVh e Z.

5. (81+ BUXX"") : Bh(Xt| + Bk(Xt|
- Xt-h * Xt-*iV{h.,k} e Zz

6. Si lal < 1, (1 - aB)-r(X) : 
, _Jh

: 
Jg5(l + aB + a2B2 + ... + ah Bh)X1

:2.L.2 Ipversi,on des polyndmm
Pour p{rler de lti,nuerse d'un polynOme de retard, il est commode dans

un premier temps de consid6rer un polyndrne particulier qui est le polyndme
de retard {e degr6 un d6fini par :

A(B):r-o.B
Pour f{f < 1 ce polynOme possdde un inverse, c'est d, dire que I'on peut

dAfinir:

A-1(B):+:i dBi:\ / L_aB ?^__,
ern utilisant I'expression de lia somrne d'une progression g6om6trique- Consi-
clGrons maifrtenarrt le pollm6me A(B) de degr€ p que I'on note :

A{B} :1 - a1B - azB2 - "'- aoBo

on d6fi{it l'Equation caractfristique associfu d ce polyn6me comrne l'6x-
prression en a :

A(z):L- a1z-arz2 &rzv :A.

11



CHAPITRE 2, IVIODELg AU"ORI'GRESSIF },fCYgNtN{g IWOBTLE

Proposition

L'opdrateur ,a(B) est inversible si et seulement si les racines du polyndme
sont de module diff6rent de 1.

On a le th6ordrne suivant :

2.1.3 Th6or€sre
Le polSmdme A(a) est inversible si les p racines ); de son 6quati.n ca-

ract6ristique associ6e sont toutes ext6rieures du cercle unit6. Son inverse est
donn6 par

P f * ./rrk I
A(B)'': fl lI t+ ) "-l ;

i:t lP:s \"t / J

la preuve de ce thGordme utilise le r6sultat pr€cedent en se ramenant d. une
s6rie d'op6rations dl6mentaires ori I'on aurait & inverser gue des polyndmes
de degr6 un.

Preuve:

Factoriser ie polyndme A(z) en utilisant ies p racines de l'6quation carac-
1;6ristique :

p

A{z}: JIt" - }i}o,
3:1

On peut remarquer que le produit des racines est 6gal d, Lf a, car :

p

A(o):r:fl(_);)a"
j:1

d'autre part on a la factorisation :

Q - xi: -),{1 - 3l
A7'

ce qui permet d'exprimer le polynOme en z sous la forme :

p

A{z):ru,t - i,
t2



2.2. PRCCESSUS AU"CRSGR.ESSJF,

on peut alors ramener re calcul de l'inverse de A(z) au calcur simpler;uivant, que I'on sait effectuer :

p

A-r(r): fl(t - -l-'t-*i Ai

car :

(1-:)-':i(|u"u' ,\j' H. )i, 
*

cet inverse existe si les racines .\ de l'€quationcaract€ristique sont toutes
en dehors du cercle unit6.

fl.emarque:
Les A3 sont appel€s les racines du pclyndme ,4(B).

2.L.4 Op6rateur diffdrence (l'op6rater:r Ai
L'op6rateur A fait la diff6rence entre le processus et sa version d6cal6e

d'une rrnit6 de temps. cet op€rateur se construit en utilisant l,op6rate'r
pr€c6dent :

A(Jfr) : Xt - Xt_r - Xt - B(Xr)
++ A:I-B

ofr / est l'op6rateur identlt6 :

r(xr) - x6.

2'2 Processus AutoR€gressif (AR,)

Un processus autor6gressifest un processus dont chaque valeur est d6crite
comme une combinaison lin6aire des valeurs pr6c6dentes plus une composante
al€:aroire qui est ie bruit bianc (choc). Le nombre de valeurs pr6c6dentes
cornsid6r6es est appel6 ardre du processus.

13



CHAPITRE 2. TV{ODELE AU"CRIiCRgSSJF &fOYgff$E h{OBILE
(ARMA)

D6finition

Le processus {Xr, t e N (ou Z)) satisfait
sus A,R d'ordre p si :

2.2.t Propri6t6s statistiques du pracessus A€(i)
D6finition

on dit que le processu, (xr,t e T) est de type AR(r) i.e. autor6gressif
dtordre 1 si I'on peut 6crire :

p

Xr:d+T-6tXr_i*e,
?,'

ori :

d: le co6fficient d,accroissernent.

dr. : les co6fficients autordgressifs.
c; : le bruit blanc.

t^1- et

Xt: frXu * er

puis on fait des it6rations arridres successives :

l'6quation gdndrale d'un procesi_

(2.1)

{2.2)

Vtls

- Le couple (6,d) repr€sente les paramdires inconnus du moddre que |on
cherche d estimer.

La premidre 6tape dans I'analyse des propri6t6s statistiques du proc€ssus
AE{I) consiste d calculer sa moyenne, rariance, 

"orrrriaoc"j 
fonction d,auto*

corr6lation (ACF) ef sa fonction d'autocorr6lation partielle (PACF).
Dans un premier temps, on r6ecrit le processu* (xr, t e T) en supposant

pour simplifier les calculs que d :0.

{2.3)

L4



PROCgSSUS A LI"ORI'GRgSSIF'

on corrstate d'aprds la dernidre 6galtt6 que les paramdtres en e; d6croient
lrrsque r augmente d condition que 

f 
prf < 1.

__- 
Ainsi, ri l,/l < 1, alors le processus (xr)<r admet 

'ne 
d6composition de

Wold ayec 11t. : $, et

tr::ia?:*.*,j-l j:l

d'oi, le pl"ocesstr-c AE{L) est faiblement stati,onnaire.
Au contraire, le moddle a un comportement e.xprosif das que ldrl > 1,

lcrrsque 4r : L,le moddle s'6crit alors :

Xt:dJQrXt-z*ei-r)*et
Xt: Et * $r,t-r + dit4rxr-r * et-s)
&: ($t)txa * sr + ,l\e*t + ... + Q\-",

t_1

X,: (rpr)tXs+ I ,lr,rer_o

it:t)

t_L

Xr:,& *f .r-,
t:o

(2.4)

{2.5)

Dans ce cas, on dit que le moddle est non stationnaire de type stochas-
tique dans le sens ori un choc exogdne de grand ampleur d, un insbant donn6
du processus (et grand) va faire diverger xr de sa trajectoire d,origine sans
que par la, suite Ie processus puisse revenir sur sa trajectoire d'origine. on
dit que le moddle se comporte comme une marche aldatoire ou encore qu'il
posssde une racine unitaire. Compte tenu des implications en termes de mo-
dillisation d'un tel cas. Par la suite, on supposera toujours que ldrl < 1 (cette
h;rpothdse doit 6tre testfu sur les donndes d'obserration), i.e. que le moddle
est stationnaire.

on peut 6galement 6crire ie processus ,4n(l) en utillsent I'op6rateur re-
tard B :

(l - $18)X1: st

L5



CTIAPITRE 2. h{ODi'LE ALI?ORTI,TGRSSSIF ]T{OYg}Ng T,{OBILE

A condition gue le polynome (r-dg) soit in'ersibl e th * 1), on retrouve
I'ocpres,sion pr6c6dente :

t_1
,Yr: (t - hB)-tet: f Qiet_t

i4

Le processus (xr,t e 7) s'6crit d.onc comme une somme de termes de bruit
blanc. on en deduit ses delrx premiers moments (on suppose pour simplifier
les calculs que X6:0) :

.La moyenne s'6crit :

rr-r I
E{&l :Elf Aisr-.il :or carElerJ:ov*.

L;:o J

.La'uariance s'dcrit :

r{,Yrl - pt(*, Elxrl}2}: tsl{,{'}'l

VWrl: tsl(I 6,rer_u)zl: 6?(L + $? + ...+ ,#-z)
;-n

car, on a suppos6 qr.rc coe'[e1,€J :0 Vt { s. D'ori I'on d6dult :

( 't 
- ,tzt) v\l: o?:-+\ - r-(b;

I ttix-] : o?t

si (/, I 1)

si (ft : 1;

.La mvariance s'6crit :

cou{x1,-&J : sl{xt -. Etx-ix-x".- Et-41}l :_a{{-&X-r,}J ; car ]Ef-xsl :0 vr
l/t_1 \ /u_r \l

rcufx1,x"l :uIIf die,_tl {IOir"_, IIl\ao / \Lo lJ
Il vient :

{ *ogr,X"l : ,361,(#)
I coo[xr, x,l : o?t 

\ ! - ryl '/

16

si (9, { L)

si ({r : 1;



En concl'sion de r'6tude d.es de'x premiers moments du processus (x1, f eT), il apparait qru ldrl < r. est rr,,u 
"ondition indispe**ut pour que ceproc'essus soit sta,tionnaire au sens large, si cette 

"ondition 
est Grifiee, on a*n effet la variance et la co'ariance dri processus qui sont ind6pendantes dutemps :

n2
.lim YIXrJ : Lr: okt+ioo ,_6t, .,,_c \

,!Y5"o'5x,, x"l : lffi) : o2x,p",

.Le co€fficient d,autooorr€lation s,6crit :

pp : corrfXl, Xr-x]: S&d-"\ffiFWA
'La fonction de corm,riance 6tant sym6trique et sachant de prus que ps : r,

O,n AUIA :

po:$:*f
v okFx '''t

.Le co6fficient d'autocon6lation partielle s,6crit :

4n: Ft :4,

- s:/c-l ,

Ptc - 2-i:1Qx-t,iP*-i
k:2,3,...t - X.f:i ttu-,r,p,

tp*i: Qx-t,i - hxt,x-i k:2,3,.-- j:1,..,k-1

On voit alors que,

6zz: P_z - ltflt _ 4? - 6r$, _ ot-g\tgt L-Qrtlt

On en d6duit ais6ment pour un procqssus AR,{l} :

dnn:a k>L

.L
Ylkk -

L7



CHAPITNE 2. hIODELE ALI?ORSGRgSSIF TIfOYETfJVE &{OBILE
(AnMAi

2.2.2 Propri6t6s statistiques du processus ,4.8(p)
Ddffnition

,,^_9:**-,o::].jr*"ssus (Xs, t €T) est de type AR(p) i.e, AutoRfugressifq'orore p sr l'on peut dcrire :

{ *r: d * drxt-r * dzx*z+ ... + doxr-, + urJ ",)I (d, dr, 02,... d,) e nRo*r

I n[tr] :o;vlrrl:o?; coule2,€"J :o vt]s

Afin de simplifier le** calcul", on suppose de rn€me que po', re processus
'4ft(1)' que xo : 0 et 6 : 0. on r€ecrit re processus ea{fi d, r,aide d'polyndme retard :

{2"6)

(2.7)

Xt - lptXtq - QzXt-z QoXr-r: {l - SrB * $rB, - ... - QoBe)Xs: 6,

Le polyndme retard a donc pour expression :

@tB) : (1_ ,hrB _ {rB2 dr+o}

L'6quation caract6ristique associ6e s'6crit :

L - <hz - 4rr2 - ...- $ozp : 0

Le polynOme retard est inversible si les racines de I'6quation ca"ract6ristique
sont toutes de module sup6.rieur d !'unita Dans ce cas , on peut 6crire :

xt: e-r{B)et

On en d6duit ses deux premiers moments :

.La mcyenne s'6crit :

E[&] :n[o-r(B)er] :o; car E[er] :o vt

18



-Afi" dF calculer la uari,anre,, on multiplie chaque terme du processus par
.xt:

fftXt : QtXt-tXt * $2X;2X1+ ... + SpX*eX1* e1X1

;puis on pr$nd 1'6sp6rance de chacun des termes de l'6galit6 :

Ex'x4 :w\hxt-rxt] + w[Lzxt-zxt} +... +w\6l4-exr) *w{e/'s]

Puisqu$ Elerxt] : Elel((4X1*t * g2X2-z * ... * duXr_o + ur)l : 6?, I,6x-
pression s'6crit alors :

yt&l I drou[&-r , &l t g2coulXl_z, Xr|+ .. . + drcaulXr_u, Xl + o!

Soit paf convention d'6criture :

.?b : dr?r * $z7z+ '.. + $rto+ o2"

.On prQcdde d'une maniAre similaire pour calculer Ia couari;ance d I'ord.re
l;, A, savoir [ue I'on multiplie chaque terme de ]'6galit6 (2.6) par X>x:

&XtJn - $rXs-1X;** $2X;2Xt-** ...* QrXt-uXr-n* esXs-y,

Puis on prend l'esp6.rance de chacrn des termm del'€galit{ ,

lt/I&Xt-klFE[+rX'-\&-kl+WIr/zXt-zXr-xl*.*+Wl,!pxt-uXr4]+MlerXr-nl

Fina.lerdent on obtient :

cau[&, & -F] : $ poulXs 
-1, Xt -*] * rl zwu I& -2, Xr-*l + ... + Locou[Xt -u, Xt -xl

Soit par conventi.,Dn d'furiture :

7x : 6r7x-r * 6z"f x-z + ... + ilo^{x-o

1g



CHAPIT RE 2' !,{ODEL E A Lr?OR6SR'SSJF' N,'OYE \IIrg E{O B IL E

'L'6criture de I'ACF est arors immddiate, puiqu,il suffit de diviser chaqueterme de corrariance pax Ia varianc:e de processus :

^ IEPr: i: Qrp*-t* 6zp*_z+... + depx_oIO

2.3 Processus Moyenne Mobile (M A)
L'idee de mod.riser un processus ar€atoire temporer (&, r e ?) par 

'nprocessus de moyenne mobile i.e. par une moyenne pond6r6e d,erreurs al6a_t;oires pr6sentes et passdes vient delrdtude des irr.r"h6" fina*ciers. En effet, o'a constat6 qr,re les'ariations d'une p6ri,ode a l,autre de prlx d,actifs (actions,obligations), de taux de change o,. d* taux d'int6r€t se comportaient commeune s6rie de variables aldatoires non corr6r6es. Il apparait alors que la compG_sante al6atoire refldte res nouveles informations non anticip6es, l,6mergence
d'e nouvea.'x concurrents sur re marc.h6 ou triea encore l,a,ruronce de d6mu_vertes technologiques.

D6finition :

!e Rrolssus {xt,t € Is (o* z)} satisfait l'6quation g6n6rare d,un proces-
sus &f,4 d'ordre q :

q
r, " f--\ ^At:o+ L9jEt-j*zt (2.8)

ou 
J:L

0i: Lm co6fficients moyenne mobile.
€1-, : Les chocs ou le processus purement aldatcire.

comme pour le processus AR, les co€fficierits du processsus MA doivent
faire I'objet d'une optimisation avec toujour" **** indica,teur, ra minimi-
sation d'erreurs.

Le processus moyenne mobile d'un ordre infini a d6jd. eu rieu lorsque nou-"
avons pr6sent€ le th6or6me de ddcomposition de wold. Il est, avant tout,
d'importanre thdorique dans la pratique, seul un nombre fini de paramdtres
peut 6tre estim6. Dans la suite, on consiel€re 

'rr orche finie du processus
moye.nne rnobile.

2A



PEOCESSTIS MOYEJVIVE A,IOBILE

2.3.L Propri6t6s statistiques du processus M A tI)
.D6finition:

On dit que le pro@sssus (Xr,t e ?) est de type htAtl) i.e. Moui,ng.Auerage (moyenne mobile) a,orare 1 si l,on peut 6crire :

{ "r:d+e, 
*0r;7

J ",)) (a, er) e m2 (2.9)
( iE fetj : 0. V lel : o!; coufet, e,j : g tt # s

Ecrire (x1,t e T) sous ra forme d'un M,4{I} signifie que toute |infcrma*tion apport6e par I'e.rre'r d, ia date r - I n'a pu 6tre prlse e,n c,ompte crans lav'.aX en,f -1.
cornme pour le-prore:sus da(l), on caract6rise re processus ivtA{i) e,

d:favers ses propri*tds statistiques de rnoyenne, rari.ance, cor,aria*ce, AiF etF,ACF.
.La moyenne s,6crit :

Ei&j : E[d+et*O$*tl
: d+E[e*]*E[die6_1]
: d; car E[es] : 0 Vl

t-\, t e ?) est dcnc stationnaire i l'ordre I puisque la rnc;renne est constante
sur toutes les ahserriations.

.La variance s'6crit :

vV']: E[(x, - EIx,l):] : EI(x, - d)r]: 
P[(:l * 06,-r)tl: m[(rl * z0rr1_1+ afef ,)]: Eluij * 2o1ulep1_l + olwle!_r1: (1 + e?)o\; "* cot{er,rlj:-o ytI s

On ccnstate que la variance est ind€pendante du temps.

.La cor,rariance s'6crit :
c€u{xr, x"} : El(& - E{&}Xx, - EIX"}}} : El(& _ d){X" _ d)}: lB[(r, * 06l_]{es * 01e s_1)1

: &[e;e" * S1r6€s-1 * €1e6_1€e + 8le1_1eu_1]

2L



II vient d,aprds Ies hypothdses pos€es EUr 6r j

{ coulXt, Xt_tl : gpz
)\
lcoufXs,x"J :o pourtout t*s

En conclusion de l'6tude des deux premiers moments du processus (x1,t e7), il apparatt que le processus M A(Liest statiouraire d l,ordre derx querquessoient les valeurs de fi.
.Le co6fficient d'autocorr6lation s,6crit :

pk:@or(xt,xr-x) : # fr :0,il,*2,...
{V(Xr)V r^t_rr

La fonction de covariance 6tant sym6trique et sachant de plus que ps : 1,on aula, :

( ory? o1lPt:::-
{ /Q+ff}oz"P+e!}Q $+el)
I
I

t Pr:O pourtout k>L

.te co6fifrcient d'autoco*6lation partieile s'6crit (algorithme de Durbin) :

(a,
I 

*": p7: 
C+dt

lr,,:ffi:4,:

CzuPITRE 2. IV{ODELE AII"OREGR*SSJF' T.{O}*AA,' MOBILE
(ARMA)

-0?rw
on r"oit^que I + 0?+ 6f est une suite g6am6trique de premier terme 1 etde raison df d'or: I'on d6duit :



PROCE*,S-qITS II4OYEN]VE A$OBILE

on proc6de selon le mOme raisonnement avec les autres termes :

dss ,= P] - 6nPz - dnh _ -6zzptL-dztpt;dzzpz l-dztpt
: pl pl e10 _ o?l_ 

F:m6= q;6: L _iA: _i_?i-
Il apparalt la g6ndralisation suirante :

A _-?rF*0i),ykk_ 
i _Wf

En conchlsic'n, il apparart, que |on peut. caraci6rise.r re comportement d,,n
processus MAtl) *. travers ses fonctions ACF et pACF :

-La fonction ACF s'annule pour tout retard k > 1.
-La fonction PACF d'6croit vers 0 rapidement si 01 est proehe de 0 ou

l:ntement si d1 est proche de 1. son allure e-qt de tSrpe exporrentiel **i 6r ) 0.

D6ffnition

loit {-rs, t € T} un processus al6ataire temporel de tomne IVI A.

^ on dit que ce processus est inversible, si 1'on peut re repr6senter sou.s
f<rrme d'un processus ,4.R.

La condition d'inversibilit6 est que la racine de l'6quation caract6ristique1* $tz:0 soit en dehors du ercre unit6 i.e. 16rl < 1. Lor*que le processus
,1f,4(1) possdde une racine unitaire (16rl : f), 

"i".* le processus MA n,est
pas inversible.

2,3,2 Propri6t6s statistiques d.u prccessue MA{q)
Dt6finition :

. On dit que le processrrs (Xr,t e T) est de type ptA (q) i.e. Mouing
Auerage (mcye.nne mobile) d'ordre g si i,on peut drire :

X6 == [ * q + ?lat-r * 0s4_2+ ... + Lq=t_q
(Jtl

t6, il, 02, ...,,90) e nqe+t
& [ur] ,: o; I/ [etj : o3; coulel,€"J : o vt I s

(

I
I
t

(2.10)
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CHAPITRE 2' T$ODELn AUTOfiEGEE'SSIF N.{OY',\,LI,' &.OBILE
rLRMA)

Ccmrne pour I<

consisre e d,r"" dJf"':nH*t#ilrtffnt:*.fl:iffi':iir6 du arA (q)

1* 0rz + ... + Lozq : e

sont e.n dehor-q du cercle unit6_

,"- ?iilT::ffiX 
tf,fr:ffi-es statistiques du processus MA (qlen 6tudia'r

.La moyenne s'€crit :

e[-E] : ts[d * er + lr,*t+ ... + Ls€t_q]__ d; car E{erJ : O V:r

(x6,t e r) est donc stationnaire d, r,ordre 1 puisque la moyennne est constantesur toutes les obsenrations.

.La vafiance s,6crit :

VWrl: E(X' * Elxrl)rl : E[(x, - d)r]: lE[{e, * o1e6-1+ ozttJ+ -.- + ourr-o}r]: EIC + o?w{€f_L-*^..* e?wVf_; J*' *;r,,d*J : a vt 7L g: (1 + 0? + ...+ 0il6?; *"r' 
"ouiir,€,J 

:0 ,;;/ ,
On constate que la variance est ind6pendante du ternps.

.La c.orariance soEcrit :
cw{Xx,X"J : Et(X, - Et&lXX" * etx.lX : g[(X, _ dXX" _ rr)]- E[(sg * o6;1* oz€t_z+ ... + ocet_c)

(u" + 6rt"- t * o2e"-2 + ... + oq;r:-q)l: &[{ep" *0rg1-v* d1€1-1€s + +"o{;:-c€"-c)
Il vient d'aprds les hypothdses pos6es su r1 :

{ coufxt,x'J : (h * ltd"+r *... + dq-"d)o?
{
| *[Xr,X"] :0

poUr f: S

pour tf s

En conclusion de r'6tude des deuxpreSiers moments du processus (x1, f e?), il apparalt que le process us M i (q) est statioanaire d l,ordre deuxquelques soient les valeurs de fr. '
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.Le codfficient d,autocorr6lation s,6crit :

ll jn:,:"" de covariance 6rant symdrrique et sachanr de plus que ps : 1,

p,r:corr{X1,Xr_,t): 

ffi

[0,:4
1 /(r + (b2t)o?(1+ d?)"?
t P*:0

k : 0, +1. t2....

111

(1 t.P\r,- r yll

pourtcut k>t

2'4 Mod.lisation statistique des processus (ARTMA)
Le moddle de r*gressiron le pr's courant e-ct r,e .oodc IE ARA,{ Aqui combinesimplement res derx principes AR et fuIA, dorrt t,6;;, g6n6rare peuts'6crire pour un AEALAfu,[)

p-
xt : 6+ )- 6ixr--i+f Siet_j (2.11)

j:1
Dans ce cas 0n d6finit p comme 

'ordre 
de processus autor6gressif et qI'ordre de processus moyenne rnotile. ce moddie implique que Ia _€rie trait6ersoit stafionnaire au se*s faibre. er. pru.tique, ou Ee Lrri"rrt** d,une statio'_

;ffiti"l,:Jif.de,x 
tocalement, cela signifie qr,,tt *rt ,,rffisant que ta suite

deproce.s-"r:s",;;:;,::,i:Tttri:::ff ;:"frrlHirg:t**J[
lWoddles de Bo>c-Jenkins. Etant O""nJ un* s6rie chronolqgique Xl,lemoddle
'4RM A est un out' pour 

'arrangement 
et, peut-6tre, ra pr6vision .es valeursfutures de rrtte s6rie.

2!"4''- Propri6t6s statistiques du prccess*s ARMA(''') :
D6ftnition

on dit que re pro:e:su: ar6atoire temporer {xt,t e?) est de type ARM AF,r)
ifif :i?,fftffi 

*;,Y:*n Auerase (auto-regr$sir *oi",** mob*e) d,ordre

25



CTIAPITRE 2. IVIODELE AU"OzuiGRg,S,SJr &fOYg}ilVE' IV{OBILE
(rrRMA)

{ Xr: $*,l,rXr_r* 0g,1_1* €1

J o,i

| (6,Qr,dr) e R3
( E[e;J : g yt; vfes] : o! vt; coufe6,s,j : 0 vt + "

(2.12)

Par la suite, on supposera d : 0, on peut *galement €crire le processusARMA d partir des polyndmes retarcls :

(t - dr7)&: {1 _ fuB)e1 ++ o{Bix*: e{F}sr {2.1i)on peut noter que le proessr:s est stationnaire ei inversibie si les riacinesdes pollrrorue't respectiverne'rrt ib et s sont * l'e.rrt6rie.ur du cercle unit6 r[i.e. sil'l"l < 1 et si lerl I1). 
par Ia suite, or, .,rppo* ces de'x conditions v6rififus.on earact€ri*e les propri€t6s staiistiques du prc,c*usu* Anw gen €turdiantses deux premidr_s momenxs :

.La mo;renne s,6crit :

E{&l : &ldr.4- t * 07ea-1* s1J - 0; car ehl : o vf

'Pour calculer ra uariant:e, cn procade de ra m6rne maniare que darx ieca.s de l'AR$)|' on comraence par multiprier clraque te.rrne par x; :

XlXs: dtXtqXt * 01e14X1* e6Xx
puis on prend l'6sp6rance de chacun des termes de l,6galit6 :

etx-Xrl : W{QrXr-rX*] + tEfdies_1X6] + tEfe6lfrJ
l'orpression s'6crit alors :

v[xr|: $rtoa[xs-l, xrJ+E{€ t(dtxt-*0r€r-r+€r}]+trrlB{er_1{g, Xt_r*6*t_r*e6}}
Soit encore :

7a : rltTt + o! + 0tF,!et*t(rbttdrx*z* er-r * 062-2)* er + \pt-tl
D'ori,

7a: dr7t + o2" + g#p? + 4"?
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7o: 4r7t + [t + 0r(A, + 4r]]o?

cdde d'une manidre similaire pour calculer la cornariance d l,ordreque l'on rnultiplie chaque terme de l,6galit6 (Z.I0i ;; X7_;

XtXt-t: htXt-tXt< * esXs_1* 07es_1Xs_7

prend l'6sp6rance de chaque terme de l,6galit6,

w[&xr-i : &[dtXt-r-Xr-r] *ts{elXp1J + &p1er_r-tr_rl

aprds d.veloppement du membre droit de l,6galit6, on obtient :

,, Xr-tj : $t:ys+ 0 + &[A.r,t_r{gtXt_z *€r_r * 0$t_s}}

Soit convention d,dcriture :

7t:6t'lo* 0g!

d, I'ordre 2 s'6crit :

On
1,A

Puis

D'or)

XtX*z: htX;tXt-z * tsXs_s * 0gs_7Xs_2

prenant l'esp6rance de cbaque terme de l,6galit6 :

xt-zl :w[hxt-Lxt-2] + E{€rxr-eJ + E;ore, _txt-zl

^tz: $tTt

d I'ordre & s'6crit :

^/*: dtTx-l pour

27
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I or:71 - (i + dlal)((pr + dr)

{ } ,t+Z4trerse!
I on: #:+:6,pu_, ,e>1

*;, * 4tXtq+... + {oXr-r-F er + €*,t_r+ ... + Ls€t_e

9: Qt, ..', 4p, 01, ...,90) e Pr+a+r
E[e/ : o vc; v6r]: o! vt; cou[e1,s"J : o vt # s

Par la suite, on supposera que d:0. !u peut 6galenrent ecrire le prc,ces_sus ARMA d partir cies potynOmes retards :

{1- 4rB thu*e}x, : {t _ ern 1o1q)e1 {?.1F)

-+ O{g}Xr: S{a}e1

on peut noter que le proressus est stationnaire et inversible si toutes les

:Xi:: 
des pol-vnsmes re€pectivement rF et o sont d, I,exterieur du cercre

Par la suite, on suppose ces deux conditions v6rifi6es.on caract6rise les propri6t6s statistiques d.u processu s ARMAen 6tudiantres deux premiers moments :

2.4.2 Propri6t6s statistiquw du processus ARMA (,prq) ,D6finition:

On dit que le r:::T:? !Ir,r., T) esr de rype ARA,f A(1t,q) i.e. .A.,uto_

tr:;::: Xi::TlAueraoe 
{auto-r*gressir *q*#I**;;i d,ordre (p,q) 

"i

("1.14)

C EIAPI" RE 2, IV{O DEL E 4 LI?O*EG€*SSIE' I,{OY'EA,' &,{O B ILE

.Le codfficient d'autocorr6laticn s,€crit :
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s'€crit :

tg,sPROCgssu,s ARJ,[A

&[hxt-t

.La

Pour

+... + $eXu_t*et0$*t*...*Loe;oJ :0; car Efsl] __ g Vl

chaque ffi::t?rT-la 
coriariance d' lordre &, on commence par multiplier

XlXs-p - QtX t-tXt-x*...*$oX r-tX t_x*etXt_p*g ps_1X6_s*...*0 
oe;qXt_t,

Puis
aprCs si

g:5::"6rance de cha.cun des termes de l,Cgalir6 er l,on obtient

'Ix: QrT*r *... * dpTn_p pour & > p

d'automrr6lati,on s,6crit :

Pn: Qtpx-r *... * Qpp*_p pour k>p
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Chapitre S

Methodologie de Box_Jenkins

ce sont G'Box::.-G 
{ENKI}{S qui ont contrilru6 da.n-" res ann.es sorranJe

iff-Hf,*ffi,11r*nu"t" * r" p'Jin* des rnoddtes de Jries remporelres.

AnarysJ,r.;=;Jr*'F:"f#*q'frii...HJ:ffi :*1f,* jf *con-struire un moddre al6atoire de t;pe ARMA or;;;*6;de reproduire aumierx les rdalisati"* (xr)l d'une *ii* **por*'e. L,'ne des difficurt6s miseen a'ant par res de'x auteurs est que ra crasse a", *o[t"" annna est vaste.Aussi, ils proprxent rle stancrarcris? cirtaines prc_,cedures afin cle reten.ir lemeilleur mnda.le da,ns des.dur"i" ,* oL courts possihres" Tlois *tapes sont*6c6ssaires d ra co*struction des ,rroddle, , ,rrr*'pt *" Jiijerrtin"ation, unephase d'estimation, une phase de validation. A i,irr,r* ;;;* trois phases,

tlnt;:" i:::ffiH 
le m*ir*u" *"aer* an:ora, o,, .,tii"*L moddre afi' de

3.1 Identification des processus AR,MA
Cette 6tape est Ia plus difificile dan_* le c],cle de trois 6tapes d6finie-. parBo:i-Jenkins. Aussi, on s'attachera a retenir prusieurs *oieto candidats quiseront 6limin6s successivement dans ies 6tapes deux et trois du cycre. F,ru_sieurs critdres sont n6cessaires pour identifier les moddles :L' II faut tout d'abord s'a-osurer que Ia s6rie e."t -ctationnaire en rra,rianceel; en moyenne.
(a) si la s6rie n'est pas stationnaire en rrariance, on transforme la s6ried'origine en appliquant ia fonction logariihm*, racine carr.e ou Ia transfirr_
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mation puissance de Box_Cox.

.., (b) Si la s6rie n,est pas stationr
d,ideniifier l* ortrrr* de Ia non 

"rurior.r.* 

en moJir_anne, il-s,agit tout d,a,trord
tion ad6qu;;.'*"*'" 

uc r"'orl statlonnarit6 arrant d'appliquer rr ttun"ror*u]
a' si ra non stlt!1arit6 en moyenne est de type d*terministe, alors ilfaut rdgresser ia s6rie d'o"igirr 

"r"-L* **t ar.,,e et'*e tendance. puis, onmod.lise d I'aide des moddies ARI'IA la s6rie a*" 
"*"iJ* de ia rdgression.ea. Si la non stationnarit6 en movdiff6rencier"J'Ja'"'ist"";#;:ffiL'rT::;":ffi i',;lT1ffi -?iT";:

ffitnil:t*"naire' 
puis on *"aeri*lu, *eri* aie'er*rr"iel d'aide de moddre

2' une fois la s6rie stationnaris6e, on cherche d, identifier les ordres pet q d'un moddle-ARl\4A. or, **fur* pou, oe faire les fonctions estim6esdes ACI'et pAcF a'ec res r"prcorritJtion-. th6o'ques de ces deu-x foncti,ons_on apprique Ie test de Bartrett ,* 
"tuq* ""emJ*ice "arreration et deco*6lation partielle a6n de rrcrifier s'il 1i g,, ""t -r*";d;ivement diff6rentde 0' Box et Jenkins proposent de retenir K : r co€fficients de corr.lation.On rappelle Ia proc6dure de test :

13.1.1 Tmt de Bartlett
Bartlett I1g44J d propcs6 de tester r

corr€16es d rordre &. soir ra srrar6gie jj l-J:-ffili"n" {'Yr}[, 6raienr non

J tto:pt:o
I H,, px#A

od ps est le co6fficient de corr6ration th6orique d l,ordre & du processus d.sous F16 vraie, il montre alors que la statistique de test a pour erpression :

bx_ff
ffi*'-Ar(o'1)'

Or, Vfpr] 6tant inconnue on peut l,approximer par :

^tqv[i,r]: *tr + zlii)
&:1
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Sous f{6, un estimateur de }a variance est tllpul:
de test s'6crit selon la taille de l'6chantillon {lv'} :

I
,Ar'

D'ori la sta,tistiqte

fu--'.A/(0. r) si : r/ ) Bo
1/t/x n"

?x-I ^.+rrn^ si:.fV<Bo
JW '116 

- \r"'r

Graphiguement, lorsgue I'on trace le corr€loEpamme de la s6rie r(siduelle
issue d'un moddle de rbgression, on doit observer sous fI6 que tous les co6ffi-

cients cle corr6lation sont cnmpris dans f intervalle de confi.anr 
I l-' /;l'nl-tt\,1'fi; zt\/frJ

<ti zq est le fractile au seuil de a de Ia loi ltr(0,1) ou de la loi de student
de degr6 n* (tt.^rl). On en d6duit des rdgles utiies d la carac't6risai;ion des
processus AR et MA :

-Pour un processus Ah$t),les p premiers co6fficients estimds de la PACF
sont en dehors des bornes de I'interv:alle de confiance.

-Pour un pro€ss:*s IL{A {g}, 1"" q premiers m6fificients estim6s d,e I'ACF
sont en dehors des bornes de l'intervalle de confiance.

3.2 Estimation des parametres du rnod€rle

Cette 6tape consiste d, estimer les paramdtres du moddle ad6quatb retenu
en utilisant plwieurs m6thodes comnre :

- La m6thode des moments.

- La m6thode de maxirnum de waise.mblance.

- La m6thode des moindres carr6es.

3.2.L M6thodes des na{}ments !

Pour un modAle donn6, on sait que les autocorr6latiota poet 11 d6pendent
des pa,ramAtres S1, ^^,4o,0t, -..,00 selon des Gquations thd.oriques conrrues :

(pr,'., Pp, r 7, .., r q) : F (*t, .,, 6p, 0t, .', 0 n)' Or on sait facilement estimer
les autocorr6lations p1, et rn, il suffit donc d'inverser les equations pour esti-
mer les paramdtres , (4r,..,4r,0r,..,0nj : F*t(ftr,..,?p,+t,..,?o).Il m'est pas

n6cessaire d'e>rpliciter ici la forme des r6sultats.
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t* est gaussien N(A,o2.), alors e, ^^, l[(0, ozl) et X -,la vraisemblance (jensiie au r"i"r, X : (Xr,...,Xr),

L(Xr, ..., Xr; g,0. o2\ 1 /
'I 
i Y)viv ) - @Waffin""o (#x'CI-'x)

Le krg-vraisemblance est alors donn6 par :

In f.(X1, ..., Xr; Q, ^ '' T T - la,o'): - ,In(2n)-Utn1o21_ jmlaut q_#x,{2_1x
Le probldme est.gue ce log-vraisembrance est diffic'e d calcurer et donc d,maximiser d' cause de (det'fet de o:: i;;;;?'""rll"e plus, 

'faut 
se'donner des vareursprctiminair", po,rr.ru, paramdtres, puisque Ia maximisa_tbion du log-waisemblance utilise a"r rre*i*h*", d;;ffiisation it6ratifs.

:1.2.3 La m6thode des moindres carr6es
Soit le moddle g6n6ral ARMA (p,q) , A@)Xt_ d _ O(A)e' ,ori O(B)et o(a) sont des polyndmes d" d";;:"ru*p""tif, p et qet de co6fficients / etj;#"tt;'Jr$:.r,9* une trajectoire donn6e a" or*"r*s, et donc un en_

e nsembre o" o * o n llll {; : f 
,, 

a, r# $;:' ; .;:*::;r,:rft |:r";-y,.d condition de se donner de,x s6qu"rr"", d" rcarisations nJn observees. L,uned'e longuerur p relative a r" tru3u"ioi*"d, oro"".sus x, ant6rieurement d lap'Sriode d'observatiol,' x:,{1r,..,*r-o.-L'autre, de longueur q, relative d,la trajectoire du r6sid' eg.h*u"i u'*.i",r." d, ra p6riode d,observation :€o,€-rr",€r-q. ceci est en effet n6cessaire au calcul de ra somme des carr6sdes r6sidus s(4,a,6) .ur la totalit6 a" ru periode d,obseriration, avec

U MODELE

3.2.2 La m6thode de maximum de vraisemblance
Si Ie processus

I'i(0, d:|0). Ainsi,
Jest donn6e par :

t:1

:;:ff:::'peut 
s'en apercevoir sur les exemples suivants qui explicitent le

7

s(6,b,il :t 
"7;
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3.3.2 Tet d'autocorr6lation des r6sidus
-Qi les r6sidus.lsr, t 

_e v,) ob6issent d un bruit branc, iI 
'e doit pes exis_

:iJ"*:t"*.r6ration 
ctans ia s6rie. on peut ators ;#. ks eriff.renrs rests

1' T'esi de Durbi' watson ; test d'aut'corr6ratio'd,ordre 1.2' utude de ta !:ac et de la EAC' , "" a"it-.,cr*ir qu,it n,existe au_cune autocorrelation ou autocorrdlation partieil.--id;*ivement non nulle
fr::jlr:rl"cessus 

6tudi6' cette 6tude est prolong6Jpar les tests du f,porte_

3- Test du f'pc,rte-rnanteau, 
ou 

felts d,adequation globare du rnodale.ces tests reposent sur l'id6e que ra FAC d,un il;;;"'ne doit pas r6v6rerd'autocorr6lations non nulles.
En pratique, on utilise deux tests :

Test de Box et pierce (1920) :

ce test, encore appeld rrporte-manteaurf 
, a pour objet de tester ie caractdrenon autocorr6l6 des residus. La statistiqu" de ce test"est :

Qap:af pl -' -2'rr'
A -'*3x-tn -P-q)

'rf ? est le nombre d'oixervations et p6 est re m6fficient d,autocorr6rationd'ordre ,&, des r6sidr:s estimes"
Les hypothcses du test de Box-pierce sont res suivantes :

[!t:: Pt: Pz:......: P*:a
[ 11, t il exi*ste au rnojs wt S;a l0

Sous l'hypothdse 
fo, la statistique ee1, oblitd un x?r_*t {K _p_q}degr6s

de libert6, of K est le nombre ae retards choisis pour ies autocorr.lations.Pour effectuer ce test iI est conseilie de choisir K : i-6;;;"Bi;Jenkins).
La rdgle de d6cision est la suivante :
- si Qap < xL_-*f.K - p - q) on accepte Hs--+ res e1 forment un bruitblanc.

',.;T,;Aj:: 

> Xlr-^,(K * p - q) on reje*e ff' ---+ re,s ss ne fonnent pa.s un
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Test de Ljung_Box (192S) :

ce t'est est a appiiguer, de pr6f6rence au test de Box_pierce, rlors{ruel'*chantilon est crepetite taiile. ia ctistribution ere t* 
"tuti*tiqu* cru test deLjung-Box est en effet plus ;;".il;[e de Khi_deux en petit 6chanrt'lon.ces-statistiques, cl.finissrcnt' f""r,i* 

".a 
re K,"";;;;;anr d, r,hy*:ttrdse

H6:pp-e Vk<K
et sont construites de la fagon suivante:

Qta : T(T +zt S -4 r, 2,,.- \- ' '' kF- r*i x-tit - p - q)

L'a statistique eLa suit une loi de Kh-de*x 6 {Jf - p - q}degr6s de ribrert..

3.3.3 Tests d,homoscddasticit6
Le test re prus ut'is6 dan-* re doma,ine des s6ries tempcrrelles est re iest,d'effet ARCII propos6.par Ensr* 1gg2, car il est tres fr*quemrnent ernpdoyden 6conom6trie des series temforelles financidres.
soit (e1, t € T) Ie proc*s*.r" d'e*eur, on a la strat*gie de test suivant;e :

{ tto : \rlt1l : s2 V,
I f1, ,F[e1J : tzt: h{00* lpfa+... + gn4_n)

Sous f16 vraie, il montre que :

x1or"": Ar€2 *, x'{q} {8.1)ori -82 est le co6fficient de d6termination obtenu dans Ia r6gression des r6sidus

;::fiT* 
de la mod6lisation ARMA sur les r6sidus *rr? retard6s jusqu,d,

En pratique, on procdde seron res 6tapes suivantes :1' on estime le moddre AR"L{A et l,on en d.duit ra s6rie des r6sidus :

o{B}x, : 6{5l}e1 1 €t-- t!B)-r." o(B)-''
2' on r6gresse la s6rie des rfuidus carrfu sur res rfuidus carr6s retard6s.
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: oo + Dtr:r oiei + e2J-*t er * ,AI(0, al )
3. C)n calcule la statistique de turt X\ncgfgnnee par l,6quation (3.1).4' 0n calcule en appiiquant ra r.gre de d*cision conventionne'e :ia) si xAncs < xi(q), "br; ;;';: reje*e pas rlo: la variance de l,e*eurne fait pas apparaitt* d* for** a'rratlr**dasticit6 tere que suppostu.(b) Si foor* > xzk), "r"* " r.;ette frs; I*;;"". de l,e*eur faitapparaitre'ne forme d'h6t6.rosc6riasticit6 cond;;i{rn;ii;:-'

3.3.4 Tests de normalit6
Pour v€rifier si ie processus des r.sidus des,t €?) est un bruit brancgaus_sien, le test re prus muant est cerui de Jarque et Bera. C* a*rri* est fond€sur la notion de skewness (moment dlordre 3 et asym6trie) et de Kurtosis(moment d'ordre 4 et queue de distribution). s"r* li- i""mom.nt empiriqued'ordre le du processu"s (es, t e T) :

,u: *f(r, - u,)o'E
Les co*fficients de ra skewness {ss) et de la Kurtosi* {&-_} est alors d*finiepar :

,tr 
{0,

(sft)i: I :*
t"i'-*

!#js'v6o,r;
v7

JI



CHAPITRE 3. h{ETHODCLOCIE DE BOX-Jil,VKIEIS

;ft "'u"10, r1

Si la statistique centr6e €duite de (.g6)i est inffrieure au seuil .[,96 d5%' on accepte I'hypothdse de symdtrie et l'hypothd.se de normalit6. Si lastatistique centr6e r€duite de K, est inf*rieure urr.*oill, 96 a b%, on acceptel'hypothdse de queue de distribution plates et l,hypothdse de normalit6.Le test de Jarque et Bera regroupe ces deux tests en u' seur ter;t. oncorxtruit la statistique :

, : fr* + fitrc, - s), *x,(z)
- 

o":".tt t ) x?r-*l(2) on rejette l'hypothdse ffg de normalit6 des r*sidusau seuil de o.

3.3.5 Crit€res de choix des moddles
Aprds exarnen des coefficients et des r6-"idus, certain-< modales sont 6cart6spour d6partaser lers modares restants, on fait apper aux critdres standeirs etcritdres d'information.

Critdres standards

L'erreur absolue mo5/enne (MAE)

A,rAE: if t,,l
T

Racine de l,erreur quadratique moJ.enne (RMSE)

RMSE: ,, /1\-.2
,lr ?"'

Ecart absolu moyen en pourcentage (MApE)

MApE: loo1\- lglr ?lx,l
Plus la raleur de ces critdres est faibre, plus le moddle estim6 est prochedes obsenrations.

Ku-3
E\/r
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PRI'I,TSIO$

k_1
Xr+x - *r&): IrTer*u_,

::0
,nons un interva[e de confiance sur la pr6vision Xr(k]rsous l,hy_norrnalit6 des rdsidus €t. On montre *lL q,." ,

Xt+*-rtr(k) t -.;W"T -*r*'^r(o'1)

donc construire un interrnalle de confance sous Ia forme :

f tr-t \ r'l2 'l
rc: 

l&(klt5-/z (8"il 
"".J
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hapitre 4

onclusion g6n6rale

Le but de ce travail 6tait de s'intAresser 6 la prdvision des se.riee c.hrono

:,,,;; :^3.l:* l",trrforie des process; il;;;;;ffi##o_:j: t"j:f:* ltait,clsacr6 a r. ,prc.."i"i;; ffi;;f*T
*,n***:: _y11,.d**"T,*-"di ;;;; ;:J.i::ffr rsl' Pre-

*r-::'j,:=:":::^li*i'"lier, on in-"L"re sur rediffereie 6tapes de,aPes a€tion : identification du proce**uri, estimation du modcre, *tiou*iontests et pr6vision.
Il5aa plusieux octensions possibles des mod*les ARfuIA :

-3"11t^:: 1"o* consid6r6s uniquernent res s6ries temporeles sta-naires alors que beaucoup de s€ries chronologiques e*o*il..** sonr non

:SX."; j:S^l'approche * 81< er Jenkins ce probtdme est rrait6 parmod€les ARIMA (AmdA int6$t').
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exe A

A'.1

Une
v.a.r X si

'0L.2

AR:
MA:

ACV :

PAC :

ACF :

PACF
MAE:
RMSE
MAPE

te de v'a'r (x")rrew converge en moyenne quadratique vers une

jg (u(x"(') * x(r,,))2) : o

des abreviations

,

ARMA Autoregressive Moving Average ;

convergence en moyeilne quadratique

ion d'autocovariance;
Autocorrelation :

ion Fbnetion;
Partial Autocorelation Fhnction ;

Absolute Error;
Root Mean Square Emor;
Mean Avarage percentage Eror;

information critetirion ;
AIC:
BIC : ien Autocorelation F\rnction :



l

I

ANNEXE A. AJVJVAXE

Tables de valeurs num6riques

3.I- Loie continus

Loi normale ou de Laplace-Gauss :

on dit qu'une variabre ar€atoire x, d *alews dans R, suit rine roi normalepararndtres p, et o si sa, densit6 de probabilfte f est d6finJpar :

de Ia loi norru^ale est dFfinie d partir de Ia

f 1 &-u\2.F(a): I ', s-ffiagJ ot/2tr

y *, N (u, oz) alors 
{ "frr&r=:,

/(r): -*"-W, Vr € rRovz1t

fonctiron de rEpartition
par :
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l'able 1

Fonfiion dr rdprrtltlon rtc la lsl nortrsle rdrlulte : *:'i-;jr,

normale centrde r6duite.
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Loi du khi-deux Xfr:

Soient Xt, X* -.-, X* n rrariables al6atoires
(0,1), et soit

AI{}IrEXE A. A}IVEXE

ind6pendantes de m6rne loi

0

l.a2

a
f

F (y) : I t.(t) dt.
J

_oo

K:x?+xt+...+xl:Lt
i:1.

alon, K suit une loi du Khi-deux d, n degr0s de tibert6{K ^- X?r).
Fonction de densit6 ;

I*(y): ,sig{0
*+ - v|-re-| si sr ) o.@-7u"

Fbnction de r6partition :

Propri6i6s :

siK*'x].torr{ E(K):n
'vr& --- | Var (K) :2n.
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Table 2
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