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Dans ce m6moire, On propose les m6thodes nodales analytiques d,indice /(MNA)consistent
d faire une int6gration transeverse (IT) de I'EDP suivant (n-1) directions. ce qui mdne d un
syst;bme de n 6quations (1D). Chacune de ces 6quations se r6sout analytiquement en utilisant
les solutions fondamentales et les solutions particulibres. Hennart affirme que les inconnues sont
calcul6es exactement, mais si on fait I'IT, ceci n'est pas vrai puisques les second. membre d.es
6quretions 1D d'pendent de la solution approch6e.
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Introduction

Lers 6quations aux d6riv6es partielles (EDP) interviennent dans la description de trdsnornbreux problbmes de physique, chimie, sciences de la Terre, biologie : m6canique des fluides,
propagation des ondes, 6rectromagn6tisme, ph6nombnes de diffusion ...

I{ous nous limitons dans tout ce qui suit d des EDP reiatives a, un champ scalaire u(?,t).
Les g6n6raiisations vectorielles sont bien sffr possibies, et techniquement anaiosues.

-Les exemples d,EDp scaiaires ies plus connues :

1. L'6quat;ion des ondes:

2. L'6quation de diffusion;

3. L'6quation de Schrodinger;

4. Les 6quations de poisson et de Laplace.

-L'6tude th6orique des EDP est un vaste domaine en math6matiques qui est hors du cadre
d.e nc,tle 6tud,:.

-L'es EDP lin6aires 6voqu6es plus haut sont class6es en EDp elliptiques/paraboliques
/hyperboliques selon la forme des coefficients figurant

Les m6thode classiques comme la rn6thode des El6ments Finis (MtrF), ia rn6thode des
Diff6rences finies (MDF) et la m6thode des volumes finis (MVF) sont rest6es encore a nos Joursles mtithodes les plus utilis6es pour r6soudre des systbmes d'6quations aux d6riv6es par.tielles
(IIDP) que les problbmes de mod6lisation phvsiqlle) en particulier ceux cle ia m6canique des
mat6riaux pos,ent.

ces m6thocles b6n6ficient d'un fondement th6orique trbs solide, et de nombreuses techniques
sont vr:nues les am6liorer au fil des ans. Cependant, leur mise en oeuvre reste difficile et coffteux
dans certains cas' notamment dans le domaine de la mod6lisation de grandes d6formations en
folmulation I agSangienn e.

En effet' ces m6thodes se basent sur un maillage du domaine dans lequel ie problbme doit
6tre discr6tis6' 'Pourtant ce maiiiage sur lequel s'appuie le calcui doit ob6ir ), certaines rbgles; en



pa:rticulier' les 6i6ments (triangles' pour la m6thode des 616ments finis et res nceuds des rectanglesdans le cas de ia m6thode des diff6rences finies) ne doirrent pas 6tre 6crases, pour 6viter quele Jacobien associ6 ne d6g6nbre' En grandes d6formations, le maillage est n6cessairement trbsd6form6' avr3c pour cons6quence une perte de pr6cision, des probl6mes cre convergence ou m6meun arr6t intempestif de la simuiation.
Les m6ttrodes sans mailiage ont 6t6 d6velopp6es i partir des ann6es 1g70 dans le but de selib6rer des p'oblbmes dus a, nraillage' ces m6thodes, cront ie succbs est croissant depuis u'e

:::r';:t'"nn6es' 
6taient pour ies premidres fond6es sur des m6thodes d,interpolation purement

l''id6e es1; de 
'eco'st'ui'e une fonction d6finie sur un espace continu i, partir de l,ensembiedes 'raleurs discrbtes prises par cette fonction sur un nuage de points du domaine. on parle alorsde m6thode particulaire' D'un point de vue th6orique id6alis6, les avantages de ces m6thodessont les suiva.nts :

- L'absence de connectivit6s fixes entre les neuds supprime les effets ind6sirables de ja MtrFdus h ia d6formation du maillage;
- Le raffirLement cle la discr6tisation est facilit6, puisqu'il est trbs simple de rajouter desnceucis sans un traitement suppl6mentaire ou particulier tel que l,adaptation du maillage;- Les fronl;ibres internes variables dans le temps telles que les fissures sont f.acilement ma-nipulables pour la m€me raison, et leur orientation ne sera pas directement d6pendante de ladiscr(itisation.

- 'La plus 'grande pa'ticularit6 cle ces m6thodes est la possibilit6 d,e'r.ichir. les fb'ctions,
c'est-ii-dire d'inclure d' leur niveau des propri6t6s de ia physique du probidme a 6tudier. ono"lt,:tt"tt' avec un faibie nombre de neuds, approcher avec une grande pr6cision Ia solution du
P1'oDl€)me.

ces avantalqes font des m6thodes sans maillage les candidates id6ales pour simuler des pro-
blbmer; d, frontibre libre etfou en grande d6formation.

Le pr6sent rn6moire est organis6 en trois chapitres :

- ier premiel chapitre est trn rappel des r6sultats math6matiques n6cessaires d la suite ciutravail;

- le deuxibme chapitre pr6sent la mod6lisation physique et math6matique du ph6nomdne de
diffusic,n;

- Le chapitr'e 3 est consacr6 d, I'application de m6thode nodale au probidme de diffusion a
coefficir:nts gdn(iralises.
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d6finitions irrdis-

On introduit les

de ce problbme.

(101)

De m6me, on notera pour
adopte ia convention D"F(x) = F(x).

va ,- uQ ua ^.a", .- nl n2,..,*tt (1.0.2)

L'espace ders fonctions c* h support compact inclus dans un ouvert c) de lRn est not6 D(o)
(espace des fbn'ctions test)' L'espace des distributions i suppor.t darrs c) est ie dual topoiogique
de D(o)' on le note D'(CI) L'espace [-1(o) est l'ensemble des fonctions mesurables (pour latribu de Borel) int6grabres (pour ra mesure de Lebesgue dx) stn o. on note:

llllln-,ror = [;f t,\a*
On d6flnit ensuite pour tout I 3 p < oo l,espace :

Rappels d'analyse

(Jn comnrence par introcluire quelque notions de base et 
'appele' 

quelque
penr;ables d' ra compr6hension du manuscrit (sans donner de d6monstrations).
espa'ces dans lesqueiles res soborev qui sont utiiis6sdans |analyse num6rique
On pourra consulter pour plus de d6tails 1131.

l[otations;

C)n notera x := (xt, x2t.,.,t xn)r elR, ies 6l6ments de lRr (n e N, n > i), lrl = rlr? * xl +.,...... + xlerst lzi norme eruclidienne de x . Un vecteur a:= (a1,&2t....tar)T E N, est appel6 un multi_indice^+ l^.1 _. *ry",, rrrr rrrrrll,t_Illut(,(.
c'L lLrl = a'1* d2 +"""' + an est la iongueur du multi-indice. pour toute fonction F: rRn -+ IRr6gulibre, on note :

Dn F(x) =
atotF@)

drrr xt da2 x2........0a" xn

Si a = (0,0,....,0)? e INr, on

tout x i= (xt,xz,....,xn)T € lRn :

(1.0.3)



1..1 Les espaqes de Sobolev

Lp(O) = {/ , ff _, R,,f mesurable et

que I'on nunit de la norme :

lf (x)lP e n11cry) (1.0 4)

llflln,rat= (I
Lorsque p F @, on a la d6flnition suivante :

1

tf (,)tP o.)n (1.0.5)

L*(C))= {/, Cf _-' R,.f mesurable et

tlont la norrne est :

lf (x)lP e n11r:yi (1.0.6)

llf llwlcl = inf {c, If @)l s c p.p.l (1.0.7)

Proposition l'0.7 (In6gatit6 de Hotd,er) pour tout f eLn@) et geLp,(e),rf sreLr(e) et ona l'd.,qali,td :

1.1 Les eqpaces de Sobolev

1.1.1 D6fini ns et propri6tds

Ddfinition t.t.l oi,t A un ouuert de Rn . On pose :

(

| ^lf @ s@)l d x < llf llw llsllLp,JA

on retrouue l,indgaltt6. de Cauchy-Schwarz.
Lorsquep-p,+2,

(1.0.8)

(1.1.1)

u:"" 
:rtrrou, :o"d'6riuatzon 

est acomprend,re au sens d,es d,istributions. En d,,autres termes,
une Jonctzon u e [,'(CI) est dans H1(O) s,i,r eriste d,es foncti,ons.n7,,....,un d,ansT_2(a) terLes
que :

[,'#0.=
) est muni de

f0u
Jn arfn''

la norme :
L'espace ftIr (

(1.1.2)
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Rappels d'analyse fonctionnelle

Proposition

ddf;lni.t les ces de Soboleu EIm(e) or), m est une ntier st,ictement posi,ti,J par

H'(C)) = lu e[,2(O) : Dd u€ [.2(O), a e ]N, lol < *l
de la norme naturelle :

(1.1.5)

Proposition 1. '2 L'espace H'(CI) (a e rN.) munr d,e ra normeil.lhi-tol est un espace d,eHitbert.

on note FI6'(CI) l'ad,h6rence (pour ra norme il.lru-tr:t ) d,u sous-espace D(a)

Proposition l".l

llalln,(CI) = f I l_ IDo rl2 o.l'
(r"iti Jn 

)
Ll L'espace IF{1(O) muni d,e la norme ll.llnr,tot est un espace d,e

(1.1.3)

Hilbert. On

(1 14)

ltuns. qa1 = (E I nro,, t,, i;
D6firrition 1.1

dans ft7m(A).

ertstt. une cons

r.1.2 P

Soit p;

(Indgali't€ de pozncar6,) soi,t e un ouuert born6 dans une d,,irection. Arors ir
:e C > 0 ne dd.pendant que de A fulle que :

Va e rufi(O1 llullyzstl < cllvullyzlsll (1.1.6)

du polyn6me de Legendre

de Legendre de d6gr6 i d6finit sur l,intervalle [_1,1]par:

Pik)= ,#!;o, -r,,
Nous rappelons lfs propri6t6s suivantes qui serviront par la suite h 6laborer nos calculs

P;(+t)= 1,

PiFr) = (-i)t,

PiFx) = (-r)ipi@),

r1

J_rPi@)Pi(x)dx = 5i jNi,

Pi j@,y) = r,@)P1@).



1..[ Les espaces de Sobolev

ou:

Ps(x) = l,
P1(x) = y,

P2@)=1rr-i,

\(x)=|rt-1.
Introduisons maintenant quelques notations qui sera trbs utile par la suite pour tout fonction

ifr'",n)' 
on notera le moment (la moyenne) transverse d,ordre i de wsuivant x (par rapport

n'r(w;x)= 
+ r[; Pi@)w(x,v)dv,

et le moment transverse d'ordre i d,e u.t suivant y (parrapport a x) :

m"(w; Y)= # r[, Pi @)w(x, v)d x

of p1 'est le polyndme de Legendre de d6gr6 i sur [-1, 1] Nous allons par la suite d6finir quelquesformer; lin6aires associ6es au rectangle c) ainsi qu'd, ses facettes, not6es L;R;B;l pour left, right,bottorn and top' Pour toute fonction w de L2(a), on fait associer ses moments transverses auxfaces cle f) :

est un facteur commode de
s'6crivent :

les mornents d'ordres (i, j) de u
par:

ar 2. 2i+1
normalisation. Les polyn6mes de degr6

m'r@)=*'r{.;*--1),
mk@)=m'r(w;x-+1),

mh(w)=m'*(w;y--1),

m'r(w)=m'r@;y-+1),

sur C) (appel6es aussi les

( 3, sur l,intervalle [_1,1J

valeurs moyennes) seront donn6es

,..ii, 1 11 rrm6\w) = N,Ni J-, J-, 
Pi@)P1Q)w(x'Y)dxdY

On d6firrit aussi les espaces polynomiaux suivants :

(1.1.7)



Rappels d,analyse fonctionnelle

pi={xoyb/ 0<a+b<i ieN},
Q,,j={royb/ o<a<i o<b<j i,7en\},

Qi = Qi,i.

Ddlinition l'r'B (Loi d,e Barance) on rrit qr,t,une fonctzon F = (ft)Lt: rR, --+ tr?, u6r.iJie ra roi deBalance lorsq'u,il enste d,es constantes c7, > 0 telles que ;

m
\--
Lc*h@) = 0, Vu e IRf, (1.i 8)
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2.L Equations de r6action-diffusion

Le but de ce chapitre est de

qr-Li zrpparaissent dans plusieurs

2.1.'L D6finition de la densit6 de population

L'e m6canisme de diffusion mod6iise le mouvement des indiviclus dans un environnement ouun milieu' ces individus peuvent 6tre petits' teis que des particures en physique, bact6ries, mo-ld:culers ou cellules' oll encol'e des objets t'bs la.ges comrne cres 6tr.es humai's, anrr'aux, inscctes,organismes, plantes, ou certains types d'6vdnements comme des 6pid6mies ou de rrmeurs.
supposons que les individus r6sident dans une r6gion c), qui est un clomaine ouvert dei'espace euciidien JR', avec n> 7' En pa'ticulier','ous se'ons int6r.ess6s pa,' ies cas ru = r,2 et3' Mais ie forrnalisme pr6sent6 ici s'apprique a, toute dimensron de i,espace.
La variable' math6matique de base que nous consid6rons ici est la fonction densit6 de po-pulati':n : P(x't)' oi / est le temps et x e c) est la position. La dimensio, de la de'sit6 depopulations esl' le nombre de particules par unit6 de longueur (pour n = 1), unit6 d,aire (pour

n'= 2) ou par unit6 de volume (pour n = 3). Par exemple, la densit6 de population humaine est
sou'ent exprim6e en nombre d,individus par kilomdtre carr6,

La densit6 de population est toujours associ6e i, une 6cheue, comme le pays, la ville, la cit6
ou lzl rue' Mais comme pour d'autres modbles math6matiques, nous supposerons que la fonctionP(x't) a les bonnes propri6t6s math6matiques, comme la continuit6 ei la d6rivabilit6. Ce qui
est, en fait, raisonnable, lorsqu'on considbre une population avec un grand nombre d,individus.
Techniquement, l'on d6finit la fonction densit6 de populati on p(x,r) comme suit : soit x un point
de l'halbitat c)' et soit{or}[1 une s6quence de r6gions spatiales (qui ont la m€me dimension
que o) entourant le point x' Ici, les sous-domaines {or}sont choisis, de sorte que leurs mesures

montrer comment on obtient ies 6quations de r6action diffusron.
domaines des sciences de la nature.
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action_diffusion
sp'tiales 

{f t)'l}(iongueur' aire, volume, ou math6matiquement, la mesure de Lesbegue) tendentvers z6ro, iorsque , - xt et Or) On+t ; aiors :

p(x,t) - ,.^ Nombre d,indaidus dans 9o ou temps t
(2.r.1).;lij:l:;jj::::".",T*'' 

ranr que r'6cheile de corjecrion des donn6es esr suffisammenrsr surnsamment

il:j: *::::l:::::::11:'"":'t 
toujours trbs bien d6nnie il est ciair que ia popuration totareoanis n'importe quelque r6gion O de C), au temps f, est:

n-+6
lo,l

2.L.2 Eqruations de r6action_diffusion

La question i' laqueile nous sommes int6ress6s, maintenant, est comment la fbnction p(t,x)change' lorsque t 6volue et la position x varie. La population peut changer de deux manibres ;une est que lers particules individuelles peuvent bouger cians reur domaine; et la deuxibme estqu"elles peuvent donner naissance d' de nouveaux individus, ou tuer les individus existants, d,cause des rais'ons physique, chimique ou biologique. on mod6risera ces deux diff6rents ph6no-rnbnes s6par6ment.

comment les particules peuvent bouger ? En g6n6ral, ceci est un processus hautement compri-qu6' qui peut €rtre attribuer d plusieurs raisons. Par exemple, les raisons d,immigration humainepeuvent €tre pour chercher une vie descente, pour chercher un travail meilleur, pour une raisonpoliticlue, ou pour une raison religieuse.
G6n'6ralement' la population se d6placent des r6gions of la densit6 de population est la plus
grande; a' des r6gions ou cette densit6 est la plus faible. cela est simiiaire d plusieurs ph6norndnes
physiques' comme le transfert de chaleur (de l'endroit le plus chaud i l,endroit le plus froid), ouune di'lution chimique clans l'eau. ce fait nous rappeile le proverbe chinois : Le peuple montevels le haut et I'eau coule vers le bas.

L';€ rrouV€l'r:nt de p(x,t) est appel6 " flux de densit6 de population,,, qui
principe du "ha,ut ve's le i:as" signifie que le flux pointe da's ra crir.ectio'
rapide de P(x,f,l, qui est ie gradient n6gatif de p(x,t\.
Ce principe est appel6 ,,Loi de Fick,,, d6crite par l,6quation :

f
I p(x,t) dx

J
O

I@,t) = _D(x)V,p(x,t)

oi /(x't) est le flux de p(x,t). D(x) est le coefficient de diffusion au

(2.r.2)

est un vecteur. Le

de 1:r d6croissance

(2.1.3)

point x, et; V, 1'op6rateur



2.1 Equations de r6action_diffusion

gradient : Y*f (x) = (Of /0x1,.,.,0f /Ox).
D'un autre c6t6' le nombre d'individus en n'importe quel point peut changer, a, cause d,autpesraii;ons' comme la naissance, la mort, la chasse, ou les r6actions chimiques. L,on suppose gueIe taux de changement de la fonction densit6 d0 i, ces raisons est f (t,x,p), apper6,,taux der6action"' Maintenant, le but est d'obtenir une 6quation diff6rentielle en utitisant la ,,ioi 

debala,nce"' L'on choisit une r6gion c) , alors la population dans c) est Ip@,t)dx, etle taux de
changement de la population totale est ;

11

4 | ,r-,t) dx.
"'8

La croissance nette de la population dans le domaine O est :

(

I f(*,t,p(x,t)ldx,
J
o

(2.r.+)

et le flux total est :

oil 30 est le bord de O,

de balance implique :

En cornbin ant (1.3), (1r7)

I'on otrtient :

df r
E J n@'t) dx =- 

|oaZ
Du th6orbme de la divergence, I'on a :

r
I I@,t).n(x,t)ds,

J
ao

et n(x,t) est la direction normale ext6rieure au point x.

(2t a)

(2.1.61

Alors, la loi

(, 17\

(2.1.e)

r
l(x,t).n(x,t)ds + | fk,t,p(x,t))dx .

J

fr
J lt*,t).n(x,t)ds= Jaivl{x,tpx (2.1.8)
aoo

et(1'8), et en interchangeant l'ordre d'int6gration et de d6rivation,

I ryr- = 
I{div[D(x)V ,p(x,t)]+ f (x,t,p(x,t))ldx

Puisque le choix a"'tu region o 
"r;arbitraire, arors I,on a l,6quation diff6rentiele :

0o(x.t\
T = div [D(x)y *p(x,t)]+ f (x,t,p(x,t)) (2. i.10)
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action_diffusion

en tout polint x et d' chaque instant /. L'6quation (1,10) est appel6e "6quation de r6action_diflusion"' r':i' diufD(x)YxP(x,r)] est le terme de diffusion qui d6crit re mouvement des individus,e:t 
'f 

(t'1'PQc't)) Ie terme de r6action qui d6crit la naissanc efmortou ra r6action se produisantA. I'int6rieur de l,habitat ou r6acteur.

Le coeffi':ient de diffusion D(x) n'est pas constant, en g6n6ral, puisque I,environnement estd'h'bitude ir6t6rogbne' Mais lorsque la r6gion de diffusion est approximativement homogbne,I'on peut supposer que D(r) = D, alors l,6quation (1.10) devrent :

0p(x,t)
T = DAp(x,t)+ f (x,t,p(x,t))

otr l = ia,lar7 est l,op6rateur Laplancien.

z.L.il Exr:mpres d,.quations de r.action_diffusion :

Equation de la chaleur

soit r(7, /) le champ de temp6rature dans un 6chantillon soumis d, un
ratur':' La gra,ndeur T(7,f) satisfait r'6quation diff6rentielre parabolique :

017 = kAT,

oi k e;st le coefficient de diffusivit6 thermique.

(2.r.n)

gradient de temp6-

(2.r.12)

(2.1.13)

Marche au haLsard

Soit un palticule en suspension

(trajectoire ai6atoire ou urar.che au

particule au point 7, d l,instant t,
t= 0. Cette prcbabilit6 est solution

0,P - DLP,

En pr6sence d'une advection, cette 6quation devient :

dans un liquide. Elle subit alors un mouvement brownien
hasard). D6signons pa, p(7,/) ra probabilit6 cle trouver la
sachant qu'elle 6tait A, I'origine de l,espace O, d l,instant
de l'6quation de diffusion :

diffusion,

aP -)
* * uV p.V = DLp, Advection

rci,l d6signe Le direction d'orientation de ra diffusion.

(2.1.14)



2..t Equations de r6action_diffusion

Propagation des dpiddmies

Les 6pid6mies sont caus6es par des bact6ries, virus, moissures par des insecres ou animauxenrag6s"" L''on suppose que la transmission se fait d'un individu a, r'autre. D6signons par s(x, f)la clensit6 dr: popuiation, qui n'est pas enco'.e infect6e, au point x, et d, l,instant f. soit I(x,t),Ll dlensit6 de population qui n'est pas encore affect6e, au m6me point x et au m6me instant /.L'on a les 6cluations de r6action_diffusion coupi6es :

13

Lcl, r d6signe le taux d'infection

Disprersion dtun insecte invasif

as
At=DAS_rSxI

AI
at=DAI+rSxI_aL

et a le taux de mortaiit6.

(2.1.15)

(2.1.16)

Soit u(x,f) leur

de l'6quation de

Consid6rons des

densit6 au point x
r6action-diffusion 

:

rnsectes ravageurs (de graines

et d l'instant f. Cette variable

de cbdre. par exemple)

dynamique est solution

0u ++
U7 = DLu - V. V u _ X(x,t)u + f (x,t),

oi f (x, f) erst la fonction 6mergence progresslve
qnotid.ien penclant la p6r.iode de voi, et i1x,ty un
for6t la plus proche, et de la force du vent.

2.1.4 Exernples en biologie

Equation de Fisher

(2.1.17)

des insectes, X(x,f) le taux de mortalit6
vecteul tenant compte de la distarrce A, la

d6crit da dispersion d'un gdne

Elle satisfait

L,e premier exemple est fourni par l'6quation de Fisher, qur
favorab,le dans une population . Soit u(x,f) la densit6 des ebnes.

0u
E = K au + ru t, _ t) (2.1.18)

of r est le teuux de reproduction, k le coefficient de dispersion, et c la capacit6 de l,envi-
IO11IlCIniOIIt.



r4
Mod6lisation de l,6quation de r6action-diffusion

Les 6quations de F itzhugh-Naguma constituent un autre exempre rerevant du domaine de
r-- 

la biologie' ces 6quations sont utilis6es, pour mod6iiser la transmission d,impulsions nerveuses,ou des r6actions chimiques (autocatalyctiques) de type Bolousov-Zhabotinsky.

des 6quations coupl6es :

0u
5g=DaA,u+f(u)_u,

0u
yr=DaA,u+au_pu,

c't a et p sont des constantes positives. Ici, / est une fbnction non
et D6 et Ds les constantes de diffusion des espbces A et B.

(2.1.1e)

(2.r.2a)

lin6aire de sa variable,
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3i.1. Int roduction

l'es m6thcdes nodales se classent parmi ies m6thodes de r6solution des 6quations a,x d6riv6esp'rtielles (mr:ltidimensionnelles), introduites dans les ann6es 70 en neutronique, prinr:iparementpirr Dorning et Lawrence et leurs collaborateurs aux Etats Unis ([20],[2r],[22])ainsi que parwbgner et F'innemann et leurs corlaborateurs en Atemagne ([10],[11]).
i\trotons qu'au d6but des ann6es 70, les m6thodes nodares ont 6t6 pr6sent6es p'r les neu-

1'roniciens en bloc corlrne des nldthodes de discr6tisatio'-r6solution des 6quatio's cie diffusiorrrnult.igroupe' cependant plusieurs auteurs ont s6par6 ces aspects dans leurs travaux en presen-ta't les m6thodes nodales essentiellement comme des m6thodes de discr6tisation. citons ), titred'exr:mples lers travaux de Azmy et Dorning (15j,[6]), pr6cis6ment dans 1,6tude des 6coulements
sta'ti.nnaires rjg flui6ts incompressibles et ies travaux de Hennart ([16],f1zj) qui a pr6sent6 les
m6th'rdes nodales math6matiques analytiques et polynomiares d ,ordre 6iev6 comme 6tant des
m6thodes d '6l6ments finis non_confbrrnes.

Des m6thodes nodaies d 'ordre 6lev6 pour la discr6tisation des 6quations de dift'usion neu-
troniqlue multigroupe ont 6t6 aussi propos6es par Guessous [14].

Les m6thocies nodales sont d6velopp6es essentiellement sur des maillages grossrers
rdguliers (r'ectangles en deux dimensions et parall6l6pipbdes en 3 dimensions), utilisant

co'nme inconmres principales, les valeurs moyennes, dites transverses, des variabies d6pendantes.
tlomme pour les m6thodes des 6i6ments finis (MEF), l'approximation de la sointion est

exprirri6e par des fonctions polynomiales ([10J,i11i) ou quasi polynomiales ([1a],[15]) Avec les
mi:tho,Ces des cliff6rences finies (MDF), elles partagent le fait que le systdme alg6brique final
possbde une matrice creuse et bien structur6e sur des mailles r6gulibres de type r6unions de
recta,ngles Les 'variantes les plus connues des m6thodes nodares sont :

1' ll6thodesr nodales avec d6veloppement porynomial NEM t10r.

'.''f

ffi
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M6thode nodale appliqude A un problbme de diffusion

2. M6thodes nodales Inregrales (ou analytiques NIM) ( fl], f2j, fBJ, f4J).3' M6th'rdes nodares polynomiales math6matiques et physiques 
[16r

D6iinition S;.1.1 Soit un systdme
tem',ent de tr[ fonctions (aariables

dantes).

de N 1quat,ions aur d6riu6es partielles rdgzssant Ie compor_
ddpendantes) d, d,eur d,imensions (x et y uarzables ind,d.pen_

,Soit un tlomaine d,e rdsolution A subdiuisd en N, zones t)k(k = 0,\,...,Nr) appel4es aussinoe,u,ds, de^tformes rectangulaires, tel que ;
-'e

,,O = UOft
rf)7rl^) At=A si,k*l
r'e noeud est lo' cellule d'e base sur laquelle seront effectud,es tous res d"Lueroppements. Dans rasuzte consid€rons un noeud' K =J -a,+a[x]-b,+b[. chacune d,es N dquatzons est successzuementznt6gre6 auec les poi,d's p1@), j = 0, ..., 7t1 su,iuant ra d,,irectton y entre _b et +b pu,,;,s auec restrtoi'ds'pi@)' i '=0' "'' m entre'a eta su'iuantla d,irectionx d,anslenoeudK, ce quz coiryduit dunsyt;time de 2lrl(m+1) 

'quati'ons 
uni'd'imensionnelles, (d,es dquations d,i.ff6renti,eyes o,d,inazres).ce processus 

'dlt'nt6grat'ion sur une uarzabre d,ite transuersare.

3-2 Fornnulation de base des m6thodes nodale analytique
Consid6rons le EDp elliptique suivante :

-V.pYu+qu=f VreC)clRn
(3 2.1)

oi p -' p(r)> 0 tandis que q = q(r) > 0' De plus r.r v6rifie les condition alrx lir'it s,' la fi.o'tidr.ef '= 3c), que nous prendrons du type de Dirichlet pour re simplifie :

u=0 surf (3.2.2)

I)ans les aprplications typiques des neutrons, a d6signe le flux des neutrons, tandis quep et q d6signe le coefficient de diffusion et ia section transversale, respectivement, qui sont
constarrts par 

',lorceaux' Pour simplifier, on prend n = 2 et nous subdivisons le domaine c)
en des rectangles : " union du type de rectangles " c) peut 6tre complbtement couvert par 1
bande rrerticale r:t / bande horizontaies. La formuiation de base de la m6thode nodale analytique
consister a' int6gr:6 suivant une direction transversale (3.2.1) au-dessus en dimensions de n-r).
ceci est fait successivement et mbne a n 6quations en 1D dans ies diff6rentes directions (ici



-- analytique

x et y). supposez que c) est l,union r

ru*; J*,?:.::: ::'::::," " 
:::.:::::'j :' ,; ff;:T: 

" 
l- J :j': J ; l,f :.T,:.]*il'*,"i,'."1.i,'

-${rd-- 
$@uolr+ qu = f v(x,y)e i - [-t,rl2

FtcuRn 3.1 - Un noeud C)1, de Tp,

FtcuRp 3.2 - D6gr6s de libert6 sur un noeud C)1 de T1,

FtcuRp 3.3 - Deux noeuds adjacents suivant une bande horizontale

Enmultiplie(3.2.3) parpi(ilQ=0,r,...,r,/e nrl) ondiviseprrN;puisonint6greenrre_1
I sujvant la direction y on obtient :

_4 d,^d ;,-pn\pnn'r(u,x)) + qm,r(u,x) = m,y(f ,il + fr$@,x) i = 0,.,.,t G.2.4)

77

(3.2,3)

,r';t.

d;'

,l;:

a;'

,/;:

^ 
qQ,.l

= _ua __ ,_l4rl
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Mdthode nodale appliqu6e i un problbme de diffusion

FrcuRn 3'4 - Deux noeuds adjacents suivant une bande

oi f i@'x) est une fuite transverse sur u (et x)au dessus et au bas des

I)(u,x) = *;t{@*r@,y))) i = 0,...,t-y uy

on fait la m6rne chose suivant :r, on obtient :

- # h- hm'*(u, 
x)) + qm',(u, y) = m,*(f , y1 + 

fit11u, 
y1 i = 0,. . ., t

verticale

cellules C;7 :

AVEC

Les conditions de

(permutez) :

l'*(r,y) = *Lt*tp*ue,rDl i = 0,...,t

compatibilit6s doivent 6tre satisfaites, exigeant ce mr,

:l

m'r(ntr(w;x)) = mty(mir(w;y)) = r,ftr) i, j = 0,...,1

(3.2.5)

et mt, commutative

La solution nu'm6r'ique cre (3'2'! pou'les bandes horizontales de / et de (3.2.5) pour les bandes
vert;icales de 1 est alors envisag6 comme suit. Pour simplifier l'exposition, nous devons consid6rez
d'atro'd que chacun d'eux r6duit d ra forme canonrque suivante :

-*f *r, + qu - f yx e[a,b) (3 2.6)

sur la bande corresponclante, or) i, la fois p et q sont des constantes par morceaux, et que, dufait r (3'2'2), a est 6gai it"z6ro aux extr6mit6s de la bande u\a)=u(b)=0.
r"6quation (3'2'6) est tout d'abord remplac6 par une forme faible obten' en Ie muitipliant

par un certain fonction test z(x) et son int6gration sur [a, &]. comme pour les m6thodes des
6l6men1;s finis sl;andard, le probrbme initial est 6quivaient au probrdme suivant :

t,rover u e H[[a,b) tel qtse a(u,u) = f (u) pour tout z e Ul[a,U) la q n\



3.2 Formu.lation de base des mdthodes nodale analytique
l9

oi:
7b)

a(u,u) = l" ,rd-u 
a' rb

Ja din + quu)dx f @) = | yu ax

,.-.10... de dirnensron)\[a,&] est d6fini et (J.2.7) est remplac6 par :

-lrc,uver urt E Sh c Hl[a,&J telle que :

(328)

finie 57, de

(3.2.10)

- 
f 1 il= L-1, 1J,

(3.2.1 1)

a(up,up)= f (uil Vu1,e S7,cU[[a,U]
(3.2.e)

LrarLs notre clescription des m6thodes nodales analytiques, res aspects de base de m e f standardserront tous prr6serv6s, sauf que ia d6finition de D7 et s1 sera l6gbrement diff6rente :

D1 = {m;,mn,mb,i =0,...,11, /enrtr dimDT =l+3.
si i'til6ment llarticuiier Ii = [xi-t,xi] de taille hi est trac6 sur r6f6rence intervare ii'6quation (8.2.6) devient en variables r6duites [16j

_uxx*Alu=y Vxe f_i,1]

ou ,11r = *, tandis que f repr6sente maintenant f = WAu-dessus de I, nous avons ainsi (avec 
^ 

= )i)

S7 = {exp(,lx),exp(-)x),7,...,xt} /e N dimsr =l+3 (3.2.12)

D6Iinition 5.2.1 On se d,onne :

1) tr'ne. parti'e c:ompacte e d,e ilrn, connere et d,,intd.rieur non uid,e ;
2) un ensempltz fini D1 = {r)i=rde N poznts d,istincts rle e;
3) un espace uecton'el s1 d'e d'imonsion fi'nie et composd. d,e fonctions d,d.finies sur a d ualeur
r€ell,es.

on dit que t'''ensemble D1 est s1-unisoluant sz et seulement si,, 6tant donn6 N scalaires r6.elsquelcorlques a1' 7 3i S lr , il eri'ste une fonction p de l'espace s1 et une seu,le telle que :

p(a1)=a1; 15i Sru

LorsrTut; L'ensemple D1 est s1 -unisoluant, le triplet (a, s1,D1) est appel: 6l6.ment f,ni d,e Lagrange.
Etant donnd un dl'ment fini (a,st,Dt), il eri,ste d,onc pour tout entier i, 7 < i < N,une fonction
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e de diffusion

r

t-- Pi € St et une seule telle que

Pi@i) - 5t j, 1S i S li.

ThrSorbme 9.2.1 Dt est 57 unisolvant.

Preuve.

appelons

On a card(D) = dim(S7), il suffit de pr6senter les fonction da base correspondante

Qi@)=Pi@) i=0,...,1

et*t@)= {tot 
hi7x) / est imPair

(sinhi(,tx) / esr pair

I

et*z@)= {tt" 
hi(Ax) / est imPair

(cosfti()x) / est pair ,

oir (*') indique que les fonctions correspond.antes sont normaris6es i,
valente :

(3.2.13)

(+1) lorsque x = 1. Equi-

Qr*i@) =
expl)x) + (-I)t+i+l exp,(_)x)
exp,(,1) + (-1 ;l+;+t expl(-f) i=1,2 (3.2.14)

(3.2.15)

(3.2.16)

(3.2.17)

(3 2.18)

T

ou:

expl()x)

base sont ;

=exp(f,x) 5;I; Pi@)exp()x)dx

les fonr:tions de

7uilx) - -){-tl.t(et*z@)_ er*r(x))

up(x) = +)et.zk)+ er*r(r))

"L@) = Qi@) - Qr+m1i1(x) i = 0,,.. ,l ,

oi m(i) = 1 ou 2 est telle que i et t + m(i) ont le m6me partie.



3.iZ Formul 
analytique

2I

Dt = tm'L,m'p,mig,n,r,i = 0,...,1;mi/, i, j= 0,...,11
Sr = { Qr,rO < exp /+ ) x) pi 

@), exp 
1 
( )x) pi 

@ ), 
p, (x) e x p t (+ )y),

Pi(x)exp/_Ay), i = 0,...,1|

card D1- dim 57

Th6orbme 5.2.2 D1 est 51 uni,soluant.

Preuve. Les fonctions de base sont :

.1
tt Iui\x' y ) = -r(-r)'"'(Qt*z,i(x,y) - er*t,i@,y)) i = 0,. . . ,l

.1
1,. [uR\x,y) = +1(er*z,i@,y)+ett,i@,y)) i = 0,...,1

u,s!,x\ = -),_r)t*t (eit*z(x,y) _ eiurr-,y)) i = 0,...,1
i, Iur\y'x) = +1(Qiuz@,y) * ei,r*t(x,y)) i = 0,...,1

uZ@,y) = ei1(x,?) - eumg1,1\x,?) _ eit+mgyr*,g) i, j = 0,... ,l

ot:

Qt+m14, 
1 k, !) = Qr +-(i)(x) P1 @), Qi1+m11k,!) = Pi@)Qr*-til(il i,j = 0,...,1

3.j2.1 Nf6thodes nodales analytiques directs
Dans sa correspondance avec des arlangements nodaux

cles systbmers analogiques a 6t6 introduite par Hennart [18j.

polyn6mes d'indice / f1gJ, l,analyse
Nous d6finissons :

(3.2.19)

(3.2,20)

(3.2.21)

(3.2.22)

(3.2.23)

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)

(3.2.27)

(3.2.28)

(3.2.2e)

(3.2.30)

(3.2 31)

(3.2.32)

et oi m(i) (resp. n(j))
part;ie.

IVous pouvc,ns 6crire

-- 1ou 2 est telle que i (resp. j)et I + m(i)(resp.l + m(j)) ont la m6me

I
ies fonctions de base comme suit :

uL@,y) = ur@)fl@) i = 0,...,t
uA@,y) = un@)he) i = 0,...,1

ub@,y) = us(y)Pi@) i = 0,...,t
u'r@,y) = u7@)Pi@) i = 0,,.,,1

e;@)Pi @) - Qr +m14@7 ei @ - pi@) et+*ri t0 )

i,j = 0,...,1

u'/(x,y) =
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3.'2.2 M6thode nodale analytique physique

Dans la plupart des articles
iion:t d6riv6es en accord avec des

cle base que ci-dessus, mais dont
prhy'siques suivantes :

-Equations d'6quilibre
une cellule sont nuls :

r
Jr.r,o,(*)P1@)[Lun- f)dr = o i,j = 0,.,.,t

-L'a continuit;6 des moments transverses du flux et du courant d travers
de:rnibre conclition traduit simplement la continuit6 des moments de

up le long des interfaces du maiilage :

rI P,fpvu,l,JK1nK2 "'^1-PVuPlx)'Inds=0 i=0,..,,1

of 1, est le vecterrr normal ext6rieure d l,interface comrnune f12= K1 OK2.

3.2.3 M6tlhode nodale analytique math6matique

Nous d6notons la forme bilin6aire d6finies sur Hn1(O) :

a(u,u)=f(a) V?€HJ(O)

et la fitrme lindaire continue sur Hol(C)) :

f(,)= fnf,r*
Enfin, la formulation variationnelle du probibme se pose donc

a(u,a)=f(u) Vzeruj(O)

NotLs construisons le sous-espace: s7, de Hi(o) est consid6r6le problbme discr6tis6e devient
frouver up € Sp tels que :

traitant les m6thocles nodales , les 6quations finares nodaux
problbme de de ra physique . En utiiisant ies m6mes fbnctions
ies 6quations discrbtes proviennent des deux caract6ristiques

de celiuies:les premiers moments de l,6quation pi1, i, j=0,...,/ plus

(3 2 33)

les interfaces. Cette

(3.2.34)

a(up,up)=f(an) VupeSp (3.2.35)
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sl nous choisissons ['aPproximation de 1-rt r r-t \ ..r9 \rz/ par I,espace de dimension_finie 57, (ou 57 6l6mentpar 6i6menr! d6fini ci_dpoo,,o\ e + rt.t,^\ .-par 6i6menr! d6fini ci-6ess,,.) e. a ulr.,,"^ 
--r.*vv uu urlllulSlon-nnle 57, (ou 57 6l6ment

K (seulemeot t....t 
essus)' sp a n](o) Parce que uhn'est pas continu a, travers 1es visages derments de l'ordre.iusqu' a / sont). Nous sommes donc dans un non_conforme,

'*]il:H,::J: ;:'itions 
discrbtes (3 2 35) peuvenr cncore 6tre utilis. i, condftion a(., ) est

ap(u,u) =
(3.2.36)

Lte ,s(u,z) n'aulait aucune signification pour. u,a € Sp.
La convergence de cette soiution approximative d6pendent de deux composants : La premierdoit faire globalement avec les propri6t6s d'approximation disponibles dans s7, ou plut6t danss7 6l6ment paur l'616rnent' ces propri6t6s d'app'oxirnation d6pendent d,inter.polation capa,blilitiesder s7 g1 ceu::-ci dans terme comptent sur des valeurs plus grand indice i tels que pi c s1. Ladeuxibme cornposant est une erreur d'uniformit6 de s7, dans 12. plus pr6cis6ment, sr p111 C s7v/ e [rJ et ce de plus les moments d'ordre jusqu'h / sont communs entre deux celluies rroisinescie s.rte qu'un essai de pibce rapport6e de I'ordre / soit pass6 la convergence de 

'exibit 
desplems non-cor:Lforman de O(ht+zS dans ja norme 12.

rtropri6t6s g6n6rares qui correspondant nonconforme des prans

Les fonctions de la base ont associ6 aux valeurs de la rimite

orr consid6rer par exemple la fonction de base uL@,y) associ6 a, gauche (x = -1) valeurs delalimite *L' j=0,"',l' par (3.2.13),,tre,il= o dbr"qu"x est un du (/+ 2) ageneralis6 Rada,droit point. 
"jtR, 

i- r,...,r+2 comprenant.r= +r [r7],ou7 est un cjuT (supposantl>o)
GiruLss yE m = I,...,j [17].

Les fonctions dre base ont associ. aux vareurs de ra celrule

on consid6r'e'des fonctions de base associ6es aux valeurs de celiule. par. (3.2.32) nous avons :

uZ@,y) = Pi j@,y) - eum14@)eiU) + pi1@,y)

- Pi@)Qt**tily) - Pij@,y)

comb,in,:r (9.2.18) et (3.2.37), nous obtenons

23

E,[-@vuYu 
+ quu)dx

(3.2.37)

u'/tr,y) = u'r(x)p1@) + p;(x)uLfyl - pi j@,y). (3.2.38)
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de diffusion
par exemple nous avons :

t"--
l cornbiner (3.2.1g) et

u'/(x,+t)=ub(x)_h@)

(3.2.39), nous obtenons

u'/(x,+t) = -e*mg1k)

d6notez T6 cornme suit :

Ts(x) = _((_1 )i uill J + up(x))

combiner (J.2.2A) et (3.2.2a) nous obtenons :

(3.2.3e)

(3.2.40)

(3.2.41)

(3.2.42)

(3.2.43)

parti. combiner

(3,2.44)

(3.2.45)

(3.2.46)

Ts(x) = -)f-erl'.i*l(et*r(r)- er*r @)) + (er*z@) + et*{x))l

alors :

en d'iautres termes :

oi mli,i) - I ou 2
(3.2.40), (3.2.41)

Ts(x) =
l+i+
l+i+

&(x)= -Qt**14(x)

est tel qu'i (resp i) et l + m(i) (resp / + m(j)) avez re m6nre
et (3.2.a3) nous avons :

1 est pair

1 est impair

t-Qur@ si

[-Qr*r(") si

u'/ (x, +t) = -((-t)i u 7@) + u p(x))

De la:m6me fagon, nous avons :

ii .ur\x,-7) = (-l)tu1@) + up(x)

u'/1+t,y!= -11-t1iur(y) + ur@))

-1

(3.2.47)
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Rapports entre ra frontidre et les fonctions de base de ce'ules.

D6notez T1 et T2 comme suit :

Tt@,y) = (-I)iut (x,y) + u|*(x,y)

Tz@, y) = 1-t1i y;1*, y) + u,r(x, y)

par (3.2.18) et (s.2.29)

combiner (J.2.40), (8.2.b0)

Tt@,y) = P1@)Qt**14@)

de ler, m6me fagon :

Tt@, y) = ((-t)i u 7(x) + up(x)) pi 
@)

nous avons :

Tz@,y) = pi0)er**rjl@)

et la d6finition de la limite et base de la celluie fonctionne,

(3.2.48)

(3.2.4e)

(3.2.50)

(3.2.51)

(3.2.52)

nous obtenez
Utiliser (s.2.48)- (J.2.s2)

les rapports suivants :

+u'r(x,y) + u'/(x,y)

Pii@,y) =1-t)iut (x,y) + ut^(x,y) + (-t)iu,s(x,y)
i, j=0,...,1

Masse 6l6mentaire et matrices de raideur

on introduire la masse i'6l6mentaire et la matrices de raideur Me etKe d'ordre N comme :

Me = (mer,), K, = (ki)

(3.2 53)

(3.2.54)

(3.2.55)

ou:

*i, = 
fur,r,,rt@,9), i(x, y)dx dy

oi, = [ rr,u,Y 
u i@, y)v u /x, y) d xdy

supposez maintenant que le vecteur tu=fut,...,uNfde 
fonctions de la base est divis6 comme

'u=ftuHrurtrrl
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ou

avec Me a divis6 en cons6quence.

t u, = [u1.,...,u,r,rfl.,., .,uk]

' u, = [uto, ulo,..., r[],
' u, = [u8,..., uL, rl,...,rtrl

|rlous avons par exempie :

(3.2.56)

11.-t r-\\o...o I )

(3.2.5s)

(3.2.5e)

(3.2.60)

I

'j .'=[Tr: Yt: wl
LMin Mic m,url

si les 6l6ments de la mat.ice sont 6valu6s exactenrent, c'est facile de se r.endr.e compte cle cera :

M'uv=Miu=Kfiv=Kfin=o

;::':::ffil:::ffiTjlH 
(n"" horizontal)et v (pour verticar) composants esr se,rement

La matrice de masse peut 6tre simplifi6e grandement si int6gration r6duite g6n6ralis6e estutllis6, chaque temps de la fonction de base de la limite uBoi Eest I, R, B ou T parait, lardgle corresp.ndante de Radau devrait avoir des abscissae ou des ordonn6es de pr6rbvementxRR'xRL''RB ott yRr respectivement' En cons6quence ra matrice de masse 6l6mentaire Me aseulement les entr6es de non z6ro dans Mfa ,nous avons grace i alors (3.2.53) :

fu!,rf*l = 45ir5i,
(2i +r)(2j +t)

ncrus obtenons un r6sultat semblable pour Kr, en effet, : avec ui = uL(E = L, R, B, T) etu j =. uL(G = L, R, B, T , C), V u,, estproportion net it" pi(i = 0, ...,/)ou i (er*r a et*z)(x o1t y ).Dans l'e premiet: casvug est orthogonale a, Yul"; d,ansle deuxidme cas nous utilisons l,int6gr.ationr6duite par Raclau g6n6ralis6e.

Thdorirme 3'2'3i su'pposant que p et q sont consta'ntes, Iu rn€iltode ,nod,ure 
anaLytzq,ue prtysiq,ue

iJrrl,l,t r-r':nte 

ti la mdthode nodale analvtique mathdmatique aaec zntzsration r6d"uzte par Rad,au

Preuve.,
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a-l'a m6th.de nodale analytique math6matique consiste i, t'ouver zz7, e s|8 ruorrot

an(un,ail = f (arr) Vu1, e Sh e Hi@)
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Prernons der; fonctions de base de cellules
l,'6quation (3.2.61) devient :

ou ct'une manibre equivalente

f ii
J u*u'i@v 

un,r,)ds +

of 1, est cerl;aine unit6 arbitraire normal d, JK.

(3 2 61)

A, un certain 6l6ment K.

iiuc'l' J = 0,...r/ associ6

r
J*tnvr;vu'/ + quhu'/

:

-Iuc)dr-0

u'/1ru-f)dr=o

K = [-1,1]2 alors :

(3.2.62)

(3.2.63)

(3.2.64)

(3.2.65)

I,...,1 + 2)

T
si

Ir*,!torup.rn)ds
ft ii.- .dutrr rI ;;=, J_rr/tr,tlffL=rdy - e J,ryt-t,ylft|=_rdy

n f ̂', u'/ t*, t lftl, 
=, 

d * - p [ _', 
u,/ r*, - rlffl. 

=_, 
a,

par (3;.2.46) nous avons

71 ,. ).
n ,J-,"/tr,ilffL=,dy = -p [_',,rr,*I,=,dy - p(-r,, 

[_',urrr,*1.=,0,
aiors' 1gr6'ce ) l';a rbgle de ra quadrature bas6e sur ie (/ + 2) z6ro7i* (resp ?rn) (i =de u6Q) Qesp u7(fl) dans [_1, 1]

f ii.- .duu,, J_,uitr,y)E|=.jy = o

Ainsi, il est faci:le de v6rifier que le terme de frontidre disparait dans
Radau r6duit in:t6gration. par (3.2.53) nous avons :

(3.2.66)

(3.2.63) avec g6n6raiis6e

uA@,y) = 41(x,?) - (-t)i ut (x,y) - u|4,y) - (-1 )iuLG,y) - u,r@,y) (3.2.67)

oi i'j '= 0'"''l' L'6quation (3'2.62) sous la g6n6ralisation Radau r6duit int6gration devient



bl6me de di

Irn,A,rlg(pvup)+ Qun-f)dr =o t, j= 0,...,1

b-Nfaintenant prenons u7 ies fonctions de
poul simplifier, nous consid6rons :

-A,u+u=ft

u=0

ron
finaiement :

"t={,:,
dans K1

dans K2

(3.2.68)

E-L,R,B,ouT.

(3.2.6e)

(3.2.70)

ofr 112 =Kr oK2. Alors (8.2.6L) devient:

rc
J*r{r'u' Yu'^+ Qunuk- f u';ar * 

J*rrorufvuL + quou,r- f u,,)dr = 0

ou d'une manibre equivalente, la g6n6ralisation de Radau r6duit l,int6erare :

(

I u'*(pyup.t,,. f :

JaKt ':t)as + 
Jr*.uL@vuh'7nz)ds = g

en raison la g6n6ralisation d'int6grale de Radau r6duit,(3.2.20) r6duit les conditions de la conti_nuit6 du courantes sur [2

r
Jr,,o,{r){rvur,lrc, - pvuhlK).1,ds - 0 i = 0,...,1 (3.2.71)

I

3.3 Proc6dure it6rative

Les r6sultats num6riques avec (/ = 0) sont test6es en utilisant l,6quation de diffusion

Vr e C) = [-t,t]z (S,3.1)

sur f. (3.3.2)

supposer que c) est I'union de cellules rectangulaires K de tairle hxkappartenant d, l,intersection
de 1 barndes verticale et / bandes horizontales . Nous numdrotons les cellules de gauche sur ladroite et de bas en haut' En utilisant les m6thodes nodales polynomiales physiques ilzl ou



3.3 Proc6d it6rative

di:rect analytfque ($3) (sans int6gration num6rique) nous obtenons re syst6me suivant :

AU+BV=g
B'U+EV+CW=FCtV+ZW_0

supposons quP u' v et w sont les vecteures des moments horizontaux, centraux et verticaux.Aprbs simplifi{ation, nous obtenons le systdme suivant :

Hv - F 
(3.3.3)

OU:

otAetZsont
nuis r:u

oii c est une cons

diagonaux de H
des raisons de si

Les blocs

Ainsi, pour

H =E-BtA-tB-CZ-|CI
U _ _A_1 BV

W - -7-t gt,

matrices tridiagonales, B et C sont deux diagonales, les composants sont

Zii = Aii

Zi,i*I = Ai,i*1

Bii = Cii

Bi,i+t = Ci,i*I

E-cI6

'"nte, 16 est une matrice d'identit6. Ici H est une matrice d,ordre rx/. Les blocs
ont des matrices d'ordre I xI et correspond au / bondes horizontares(pour
plicit6, nous supposons que 1= I) et prend ia forme : (voir la figure4.1)

Les blocs H i = aijld, i,j = 7,...,1,i * j, aii est constant,

l'inversion du H;;, i = r,...,1 blocs, le systbme lin6aire r6sult6 est r6solu
ative des blocs Gauss-Seider or) res biocs d,index ij, i,r7 sont identifi6s aux

par ia m6thode i



tableau 2. Ici ei gnent l'erreur en norme discrdte dans r2associ6 au probldme pi i = r,2,3

6me de diffusion
points. De nous d6clar6 seulement A et B.

H- ""[i

I .,,F,

il[
0

1

0

0

1

0

;l

'fl

; il ",,[

I ",fr
;lI-,[ ;fil 

.,,fr

3.4 R6s

Le deuxibme pr

Le dernier probli

Les r6srultats num

dans le tableau 1.

tats num6riques pour I = 0

Clonsid6 trois problbmes Q i = 1,2,3 dans 6quation (3.8.1)

Lr3 Premier blbme, p1 a une solution exacte :

ut@,y) = (1 _ *r)(t *yr)

fi(x,y) = s - 3(x2 * yr) * *ryr .

P2 a une solution exacte :

uz@,y) = (1 _ *n)(t _yn)

fz@, y) = r2x2 (t - yn) * tzy2 (t _ rn) - (*n * yn) * *nyn

e, P3 a une solution exacte:

us@,y)= (1 - #rr_ffi1
fs(x,y)=r-!*,

ques obtenus par les systbmes analytiques physiques directes sont affich6s
:ux obtenus par les systbmes de polyn6mes physiques sont aflich6s dans le



3,5 Conclusions

e;(c) ddsigner l,erreur en norme continu dans 12 :

e;=(f. / (ncfui)-mc(ut,))2)t/2, 
/2 ,,t 1\KeT6 \ u''r' t/

ei(c)-( | U,_u1,\21trz'Jo '|t'It ' G.a.z)

De ces valerurs de l'erreur nous d6duisons l'6vaiuation de l,ordre optimai de conver.gence enr:aiculant pilur chaque grille de i,interprdte num6rique de

exhn
(3.4.3)

/r qui est ia dimension de la maille' En passant la maille i de taille ft; d, maille i + 1 de taillehi+t = +hi, rrolJs avons :

t 
^tu_ - /.'

rAsln 3 1 - m6thodes nodales analytiques physiques Directes pour les problbmes p1 et p7.

maille a1 a3
2x2 0.01300 0.06375
4X4 0.00303 2.07045 0.0r440 2.1034
8x8 0.00074 2.02865 0.00347 2.0377
10x l tl 0.00018 2.00806 u.00086 2.0101

TI'BLE 3'2 - m6thode nodaie polynomial physique direct pour les problbmes p1,p2 et p7

maille er (c) atk) c7

0

ezk) azk)
-l a22x2 0.4787 e3

i,gg3g 0,04694x4 0.7265 0.00632r,9435 0
(.r

0.4977 7,9466 0,0165 1.7768 0.002748xB 0.0321 1, gg48 u)r2 (2

0J520
L,9767 0,0045 1,9366 0.00057roxl0 0.0081 1,996 1 t.,

r.94
1.9933 0,0012 1,9837 0.00015 1.95

3.5 Conclusions

(1) - Nous avons analys6 les m6thodes nodales analytiques directes d,indice / nous avons mon-tr6 clue: les m6t'hodes math6matiques correspondantes sont 6quivalentes d celles des physiques

31
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e de diffusion
lo:rsque les composants de la matrice sont calcuides par int6gration r6duite par ra g6n6ralisation

:;::T::il- 
(Exacte pour les poryn6mes de degr6 (zr +2)).

jl"J:", cornparons dans re Tabreau z, r,.*u, il;;'Jr'r',,"rr"urconrinue (e;(c))i = r,2,3

-s1 =0
- e2Q) << e2

dans le premier cas nous avons le rdsultat sembrabre pour la m6thocie math6matique enraison de I'int6gration r6duite par Radau g6n6ralis6e est exacte pour le polyn6me de degr6 2,dans le deuxibme cas nous avons un superconvergence.
(3) - Nous remarquons que les r6sultats de la m6thode polynomiare est meileur que l,anarytiqueceux (note que ceux-ci durent est c)(ht+3-dro) ordre a"n, r, norme r2). Eneffet nous avons ;-- €1 = 0 dans tableau 2 (m6thode polynomiale), dans tableau 1 (m6thodes analytiques), e1est petit mais loin d,6tre nule,

- s3(tableau 1) r 6e3(tableau 2).

-.]

-l
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