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Dans ce mémoire, On propose les méthodes nodales analytiques d’indice I(MNA )consistent
& faire une intégration transeverse (IT) de 'EDP suivant (n—1) directions. Ce qui mene & un
systeme de n équations (1D). Chacune de ces équations se résout analytiquement en utilisant
les solutions fondamentales et les solutions particulieres. Hennart affirme que les inconnues sont
calculées exactement, mais si on fait I'IT, ceci n’est pas vrai puisques les second membre des

¢quations 1D d’pendent de la solution approchée.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) interviennent dans la description de tres
nombreux problemes de physique, chimie, sciences de Ia Terre, biologie mécanique des fluides,
propagation des ondes, ¢lectromagnétisme, phénoménes de diffusion ...

Nous nous limitons dans tout ce qui suit a des EDP relatives & un champ scalaire u(7, ).
Les généralisations vectorielles sont bien sir possibles, et techniquement analogues.

-Les exemples d’EDP scalaires les plus connues :
1. L’équation des ondes :

2. L’équation de diffusion ;

3. L’équation de Schrodinger :

4. Les équations de Poisson et de Laplace.

-L’étude théorique des EDP est un vaste domaine en mathématiques qui est hors du cadre
de notre étude.

-Les EDP linéaires évoquées plus haut sont classées e EDP elliptiques/ paraboliques
/hyperboliques selon la forme des coefficients figurant

Les méthode classiques comme la méthode des Eléments Finis (MEF ), la méthode des
Différences finies (MDF) et la méthode des volumes finis (MVF) sont restées encore & nos jours
les méthodes les plus utilisées pour résoudre des systémes d’équations aux dérivées partielles
(EDP) que les problemes de modélisation physique, en particulier ceux de la mécanique des
matériaux posent.

Ces méthodes bénéficient d’un fondement théorique tres solide. et de nombreuses techniques
sont venues les améliorer au fil des ans. Cependant, leur mise en ceuvre reste difficile et cotiteux
dans certains cas, notamment dans le domaine de la modélisation de grandes déformations en
formulation lagrangienne.

En effet, ces méthodes se basent sur un maillage du domaine dans lequel le probléme doit

étre discrétisé. Pourtant ce maillage sur lequel s’appuie le calcul doit obéir & certaines regles : en
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particulier, les éléments (triangles, pour la méthode des eléments finis et Jeg neeuds des rectangles
dans le cas de la méthode des différences finies) ne doivent pas étre écrasés, pour éviter que
le Jacobien associé ne dégénere. En grandes déformations, le maillage est nécessairement tres
déformé, avec pour conséquence une perte de précision, des problémes de convergence ou méme
un arrét intempestif de g, simulation.

Les méthodes sans maillage ont été développées & partir des annees 1970 dans le but de se
libérer des problemes dus au maillage. Ces méthodes, dont le succes est croissant depuis une
dizaine d’années, étaient pour les premiéres fondées sur des méthodes d’interpolation purement
nodales.

L’idée est de reconstruire une fonction définie sur un espace continu a partir de Uensemble
des valeurs discrétes prises par cette fonction sur un nuage de points du domaine. On parle alors
de méthode particulaire, D’un point de vue théorique idéalisé, les avantages de ces méthodes
sont les suivants :

- L’absence de connectivités fixes entre les nceuds supprime les effets indésirables de Ia MEF

dus & la déformation du maillage :

- Le raffinement de la discrétisation est facilité, puisqu’il est tres simple de rajouter des
neeuds sans un traitement supplémentaire ou particulier tel que ’adaptation du maillage ;

- Les frontieres internes variables dans le temps telles que les fissures sont facilement ma-
nipulables pour la méme raison, et leur orientation ne sera pas directement dépendante de lg
discrétisation.

- La plus grande particularité de ces méthodes est la possibilité d’enrichir les fonctions,
c’est-a-dire d’inclure & leur niveau des propriétés de la physique du probleme 3 étudier. On
peut ainsi, avec un faible nombre de neeuds, approcher avec une grande précision la solution du
probléme.

Ces avantages font des méthodes sans maillage les candidates idéales pour simuler des pro-

blémes & frontiere libre et/ou en grande déformation.

Le présent mémoire est organisé en trois chapitres
- le premier chapitre est un rappel des résultats mathématiques nécessaires & la suite du

travail ;

- le deuxiéme chapitre présent la modélisation physique et mathématique du phénomene de
diffusion ;

- Le chapitre 3 est consacré & Papplication de méthode nodale ay probléeme de diffusion &

coefficients généralisés.



CHAPITRE

Rappels d’analyse

fonctionnelle

pensables & la compréhension du manuscrit (sans donner de démonstrations). On introduit les
espaces dans lesquelles les Sobolev qui sont utilisésdans I’analyse numeérique de ce probleme.

On pourra consulter pour plus de détails [13]

Notations
On notera x := (x1,x5,...., x,)7 € R” leg €léments de R" (n e N, n > 1), x| = \Jxf +x2+ ... +2
est la norme euclidienne de x . Un vecteur a := (a1, ay,...,a,)T € IN" st appelé un multi-indice

et || = ay + ay + ... +ay, est la longueur du multi-indice. Pour toute fonction F: R" — R

réguliere, on note -

I (x)

DF(x) = (1.0.1)

o & =(0,0,..., 0)f g IN", on adopte la convention DF(x) = F(x). De meéme, on notera pour

tout x := (x1,x,,....,x,)T € R" :

X" i=x0xg .. %0 (1.0.2)

L’espace des fonctions C*™ 3 support compact inclus dans un ouvert Q de R” est noté D(Q)
(espace des fonctions test). L'espace des distributions a support dans Q est le dual topologique
de D(Q), on le note D’(Q). L’espace IL1(Q) est I'ensemble des fonctions mesurables (pour la

tribu de Borel) intégrables (pour la mesure de Lebesgue dx) sur Q. On note :

fllgs ) = fQ 1f ()| dx (1.0.3)

On déflnit ensuite pour tout 1 < p < oo l'espace :
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LP(Q)={f :Q >R, f mesurable et f ()P e L ()] (1.0.4)

que I'on munit de la, norme :

”f”ILP(Q) = (fo f ()P dx)p (1.0.5)

Lorsque p = 0, on a la déflnition suivante

L¥Q)={f :Q > R,f mesurable et f@)P el (Q)) (1.0.6)

dont la norme est -

Ifllep() =inf(C, |f(x)| < C p.p.) (1.0.7)

Proposition 1.0.1 (Inégalité de Holder) Pour tout feLlP(Q) etgelr (Q), Ifgl e LY(Q) et on

a [’égalité :

f F)g(dx < [l ligl (1.0.8)

Lorsque p=p’ = 2, on retrouve [’ mégalité de Cauchy-Schwarz.

1.1  Les espaces de Sobolev

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1 Soit Q un ouvert de R™. On pose :

0 ;
]]Hl(Q):{ueILz(Q) %elz((}) \4i :1,....,n} (1.1.1)
1
Bien entendu, la dérivation est acomprendre au sens des distributions. En d’autres termes,

une fonction u € L*(Q) est dans HY(Q) sl eziste des fonctions vy, .....,v, dans L2(Q) telles

que :

dop v )
il o = — g Y Vi= 1,..., 1.1.2
Lvax{dx L&Xiqbdx, ¢ €D(Q), Vi n ( )

L’espace HY(Q) est muni de la norme -
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\x-

”u”IHI(Q):( ID“ul dX} (113)
]a[<1f

Proposition 1.1.1 L’espace HY(Q) muni de g norme ”.”H_II(Q) est un espace de Hilbert. On

déflnit les espaces de Sobolev H™(Q) o1, m est une ntier strictement positif par :

H™Q) = {u €L’Q) : D' eLYQ), aeN, @] < mf (1.1.4)
On le munit de Ig norme naturelle :

1

3
1t ) (Z ]D“ulzdx) (1.1.5)

la|<m

Proposition 1.1.2 ‘espace H™(Q)) (a € IN*) muni de la norme H.HHm(Q) est un espace deHilbert.

Définition 1.1.2 On note Hy (Q) l'adhérence (pour la norme ”-”an(o) ) du sous-espace L]
dans H™(Q)).

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné dans une direction. Alors il

existe une constante C > 0 ne dépendant que de Q telle que :

Yu e HL(Q) 4l < ClIVullp2q, (1.1.6)

1.1.2  Propriétés du polynéme de Legendre

Soit p; le polynéme de Legendre de dégré i définit sur Uintervalle [-1, 1] par :

1 4

i
pelx) = Edﬁxl(x -1)

Nous rappelons les propriétés suivantes qui serviront par la suite & élaborer nos calculs -

P(+1)=1,
P(-1) = (-1)},
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ou :
Ni = 2
21+ 1

est un facteur commode de normalisation. Leg polynémes de degré < 3, sur l‘intervalle [-1,1]

s‘écrivent :

By(x) =1,
Pi(x) =x,
Py(x) = %xz - %,
Py(x) = 3x3 - 3,

Introduisons maintenant quelques notations qui sera tres utile par la suite pour tout fonction
, 2 : :
w € L*(Q2), on notera le moment (la moyenne) transverse d’ordre i de w suivant x (par rapport

ay):
H(wsx) = — w(x,p)dy,
et le moment transverse d’ordre i de w suivant v (par rapport a %)

) ik
)= 3 | Bt pix

ou p; est le polynéme de Legendre de dégré i sur [-1,1] Nous allons par la suite définir quelques
formes linéaires associées an rectangle Q) ainsi qu’a ses facettes, notées L; R; B; T pour left, right,
bottom and top. Pour toute fonction w de LZ(Q), on fait associer ses moments transverses aux

faces de Q) -

les moments d’ordres (1,7) de w sur Q (appelées aussi les valeurs moyennes) seront données

mi f f Jw(x,p)dxdy (1.1.7)

On définit aussi les espaces polynomiaux suivants -

par :
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P; = {xyb/ OU<a+b<i ieN),
Cryedifp?] g g 0<b<j ijeN},
B =0y,

Définition 1.1.3 (Loi de Balance) On dit quune fonction F = (S R —5 R vérifie la loi de

Balance lorsqu’il existe des constantes cx > 0 telles que -

m

chfk(v):o,\v’velRT (1.1.8)
k=1



CHAPITRE

2.1 Equations de réaction-diffusion

Le but de ce chapitre est de montrer comment on obtient les équations de réaction diffusion,

qui apparaissent dans plusieurs domaines des sciences de la nature.

2.1.1 Définition de la densité de population

Le mécanisme de diffusion modélise le mouvement des individus dans un environnement oy
un milieu. Ces individus peuvent étre petits, tels que des particules en physique, bactéries, mo-
lécules ou cellules, ou encore des objets trés larges comme des étres humains, animaux, inscctes,
organismes, plantes, ou certains types d’événements comme des épidémies ou de rumeurs,

Supposons que les individus résident dans une région (), qui est un domaine ouvert de
I'espace euclidien R", avec n > 1. En particulier, nous scrons intéressés par les cas n =1,2 et
3. Mais le formalisme présenté ici s’applique & toute dimension de I’espace.

La variable mathématique de base que nous considérons ici est la fonction densité de po-
pulation : P(x,t), ou  est le temps et x € Q) est la position. La dimension de la densité de
populations est le nombre de particules par unité de longueur (pour n = 1), unité d’aire (pour
n = 2) ou par unité de volume (pour n = 3). Par exemple, la densité de population humaine est
souvent exprimée en nombre d’individus par kilometre carré.

La densité de population est toujours associée & une échelle, comme le pays, la ville, la cité
ou la rue. Mais comme pour d’autres modeles mathématiques, nous supposerons que la fonction
P(x,t) a les bonnes propriétés mathématiques, comme la continuité et la dérivabilité. Ce qui
est, en fait, raisonnable, lorsqu’on considere une population avec un grand nombre d’individus.
Techniquement, I’on définit la fonction densité de population P(x,t) comme suit : soit x un point
de I'habitat Q. et s0it{O,}72 | une séquence de régions spatiales (qui ont la méme dimension

que (2) entourant le point x. Ici, les sous-domaines {O,} sont choisis, de sorte que leurs mesures
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spatiales H()nl}(longueur, aire, volume, oy mathématiquement, la mesure de Lesbegue) tendent

Vers z€ro, lorsque 1 — 00, et 0y 20,1 ;: alors :

p(x,t) = lim Nombre d'indvidus dans Op au temps ¢

m 0] (2.1.1)
si la limite existe. Réellement, tant que I'échelle de collection des données est suffisamment
petite, la densité de population est toujours tres bien définie. Il est clair que la population totale

dans n’importe quelque région O de Q, au temps ¢, est -

fp(x,t) dx (2.1.2)

Q

2.1.2  Equations de réaction-diffusion

La question & laquelle nous sommes Intéressés, maintenant, est comment g fonction Pit.z)
change, lorsque t évolue et la position x varie. La population peut changer de deux manieres -
une est que les particules individuelles peuvent bouger dans leur domaine; et la deuxidme est
qu'elles peuvent donner naissance a de nouveaux individus, ou tuer les individus existants, &
cause des raisons physique, chimique ou biologique. On modélisera, ces deux différents phéno-
menes séparément.

Comment les particules peuvent bouger ? En général, ceci est un processus hautement compli-
qué, qui peut étre attribuer & plusieurs raisons. Par exemple, les raisons d'immigration humaine
peuvent étre pour chercher une vie descente, pour chercher un travail meilleur, pour une raison
politique, ou pour une raison religieuse.

Généralement, la population se déplacent des régions ot la densité de population est la plus
grande a des régions ou cette densité est la plus faible. Cela est similaire & plusieurs phénomenes
physiques, comme le transfert de chaleur (de I'endroit le plus chaud a lendroit le plus froid), ou
une dilution chimique dans I’eau. Ce fait nous rappelle le proverbe chinois : Le peuple monte
vers le haut et I'eau coule vers le bas.

Le mouvement de P(x,t) est appelé ” flux de densité de population”, qui est un vecteur. Le
principe du “haut vers le bas” signifie que le flux pointe dans la direction de la décroissance
rapide de P(x, t), qui est le gradient négatif de P(x, t).

Ce principe est appelé ” Loi de Fick”, décrite par I’équation :

J(%,8) = =D(x)V,p(x, ) (2.1.3)

ol J(x,t) est le flux de P(x,t). D(x) est le coefficient de diffusion au point x, et : V. lopérateur
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gradient : V f(x) = (0f/0x1,...,0f /dx,).

D un autre coté, le nombre d’individus en n’importe quel point beut changer, & cause d’autres
raisons, comme la naissance, la mort, la chasse, ou leg réactions chimiques. L’on suppose que
le taux de changement de la fonction densité dfi & ces raisons est f(t,x,P), appelé "taux de
réaction”. Maintenant, le but est d’obtenir une équation différentielle en utilisant 1a "loi de
balance”. L’on choisit une région Q , alors la population dans Q) est fP(x, t)dx, et le taux de

o
changement de la, population totale est -

d
77 | Plut) dx. (2.1.4)
thA

La croissance nette de la population dans le domaine O est -

ff(x, Lp(xt)dx, (2.1.5)
et le flux total est -
f](x,t).n(x,t)ds , (2.1.6)
20

o1 dO est le bord de O, et n(x,t) est la direction normale extéricure au point x. Alors, la loi

de balance implique :
4 217
EJ pot)dx == J(x,t)n(xtyds+ | flxtp(x, t))dx . (2.1.7)
O d0 0
Du théoréme de la divergence, I’on a :

f](x,t).n(x,t)ds:fdiv](x,t)dx (2.1.8)
d0 (@)

En combinant (1.3),(1.7) et(1.8), et en interchangeant ’ordre d’intégration et de dérivation,

l'on obtient :

ot

(o] 0]

f P00 g f (div [DO)Vap(, )]+ £ (3,8, p(x, 1)} dx (2.19)

Puisque le choix de la région O est arbitraire, alors ’on a I'équation différentielle -

dp(x, t)

5 = div [D(x)V.p(x, t)] + f(x, t,p(x,t)) (2.1.10)
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en tout point x et 3, chaque instant . L’équation (1.10) est appelée "équation de réaction-
diffusion”. Iei, div[D(x)VxP(x, t)] est le terme de diffusion qui décrit le mouvement des individus,
et f(£x P(x,1) le terme de réaction qui décrit la naissance/mort ou la réaction se produisant

a Uintérieur de I’habitat ou réacteur.

Le coefficient de diffusion D(x) n’est pas constant, en général, puisque I'environnement est
d’habitude hétérogene. Mais lorsque la région de diffusion est approximativement homogene,

'on peut supposer que D(x) = D, alors I’équation (1.10) devient -

cﬁg\?t) =DAp(x, t) + Flastpix, 1)) (2.1.11)

n
N - 2 2 ds 13 J N .
a2 = Zl 9°/dx? est opérateur Laplancien.
1=

2.1.3  Exemples d’équations de réaction-diffusion :

Equation de la chaleur

Soit T(7, t) le champ de température dans un échantillon soumis a un gradient de tempé-

rature. La grandeur T(7, t) satisfait Péquation différentielle parabolique :

;T = kAT, (2.1.12)

ou k est le coefficient de diffusivité thermique.

Marche au hasard

Soit un particule en suspension dans un liquide. Elle subit alors un mouvement brownien
(trajectoire aléatoire ou marche au hasard). Désignons par P(7,t) la probabilité de trouver la
particule au point 7, A Iinstant t, sachant qu’elle était & lorigine de 'espace O, a l'instant

t=0. Cette probabilité est solution de I'équation de diffusion -
d;P = DAP, diffusion. (2.1.13)

En présence d’une advection, cette équation devient

% + V—V—)p.7 = DAp, Advection . (2.1.14)

Iei, —;7 désigne la direction d’orientation de la diffusion.
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Propagation deg épidémies

Les épidémies sont causces par des bactéries, VIrus, moissures par des insectes ou animaux
enrages.... [L'on Suppose que la transmission se fait d’'un individy & I’autre. Désignons par S{XE)
la densité de population, qui n’est bas encore infectée, au point X, et a l'instant ¢. Soit I(x,t),
la densité de population qui n’est pas encore affectée, au méme point x et au méme instant t.

L’on a les équations de réaction-diffusion couplées :

dS
=7 =DAS-rSx] (2.1.15)
dt

dl

E:DAI-J-rS xI—al. (2.1.16)

lei, r désigne le taux d’infection et a le taux de mortalité.

Dispersion d’un insecte invasif

Considérons des insectes ravageurs (de graines de cedre, par exemple). Soit u(x,t) leur
densité au point x et 3 Uinstant ¢. Cette variable dynamique est solution de I'équation de

réaction-diffusion -

du

=5 =DAu= VIV U - X(x, t)u+ f(x, 1), (2.1.17)

ou f(x,t) est la fonction émergence progressive des insectes, X(x,t) le taux de mortalité
. ﬁ . N
quotidien pendant la période de vol, et V' (x,t) un vecteur tenant compte de la distance § la

forét la plus proche, et de la force du vent.

2.1.4 Exemples en biologie

Equation de Fisher

Le premier exemple est fourni par I’équation de Fisher, qui décrit da dispersion d'un géne

favorable dans une population. Soit u(x,t) la densité des genes. Elle satisfait

du u )
_ _ 2.1.18
5 K Au+ru (1 C) ( )

ou r est le taux de reproduction, k le coefficient de dispersion, et C la capacité de envi-

ronnement.
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Equations de Fitshugh-Naguma

Les équations de Fitzhugh—Naguma constituent un autre exemple relevant du domaine de
la biologie. Ces équations sont utilisées, pour modéliser 1a transmission d’impulsions nerveuses,
ou des réactions chimiques (autocatalyctiques) de type Bolousov—Zhabotinsky.

Soient u(x, t) et v(x,t) les concentrations des especes (chimiques) A et B. Elles sont solutions

des équations couplées :

%:DAAM-F][(L!)—V, (2.1.19)
dv
= = DpAv + au - gv, (2.1.20)

ou a et B sont des constantes positives. Ici, f est une fonction non linéaire de sa variable,

et Dy et Dp les constantes de diffusion des especes A et B.



CHAPITRE

3.1 Introduction

Les méthodes nodales se classent parmi les méthodes de résolution des équations aux dérivées
partielles (multidimensionnelles), introduites dans les années 70 en neutronique, principalement
par Dorning et Lawrence et leurs collaborateurs aux Etats Unis ([20],[21],[22]) ainsi que par
Wagner et Finnemann et leurs collaborateurs en Allemagne ([10],[11)).

Notons qu’au début des années 70, les méthodes nodales ont €té présentées par les neu-
troniciens en bloc comme des méthodes de discrétisation-résolution des équations de diffusion
multigroupe. Cependant plusieurs auteurs ont séparé ces aspects dans leurs travaux en présen-
tant les méthodes nodales essentiellement comme des méthodes de discrétisation. Citons & titre
d ‘exemples les travaux de Azmy et Dorning (51,[6]), précisément dans 1‘6tude des écoulements
stationnaires de fluides incompressibles et les travaux de Hennart ([16],[17]) qui a présenté les
méthodes nodales mathématiques analytiques et polynomiales d ‘ordre élevé comme étant des
méthodes d ‘éléments finis non-conformes.

Des méthodes nodales d ‘ordre élevé pour la discrétisation des équations de diffusion neu-
tronigue multigroupe ont été aussi proposées par Guessous [14].

Les méthodes nodales sont développées essentiellement sur des maillages grossiers

réguliers (rectangles en deux dimensions et parallélépipedes en 3 dimensions), utilisant
comme Inconnues principales, les valeurs moyennes, dites transverses, des variables dépendantes.

Comme pour les méthodes des éléments finis (MEF), ‘approximation de la solution est
exprimée par des fonctions polynomiales ([10],[11]) ou quasi polynomiales ([14],[15]). Avec les
méthodes des différences finies (MDF), elles partagent le fait que le systome algébrique final
possede une matrice creuse et bien structurée sur des mailles régulieres de type réunions de
rectangles Les variantes les plus connues des méthodes nodales sont :

1. Méthodes nodales avec développement polynomial NEM [10].



16 ’ . : 4 )
16 Méthode nodale appliquée & un probléme de diffusion

2. Méthodes nodales Integrales (ou analytiques NIM)([IJ,[Z],[B],M).

3. Méthodes nodales polynomiales mathématiques et physiques [16].

Définition 3.1.1 Soit un systeme de N équations aur dérivées partielles régissant e compor-
tement de N fonctions (variables dépendantes) & deug dimensions (x et Y variables indépen-

dantes).

Soit un domaine de résolution Q subdivisé en N, zones Q(k = 0, L,...,N,) appelées auss;

noeuds, d;z\] formes rectangulaires, tel que :

a-| g,

k=1

U NQ=0sik=l

Le noeud est la cellule de base sur laquelle seront effectuées tous les développements. Dans la
suite considérons un noeud K = —a,+a[x]-b,+b[. Chacune des N €quations est successivement
intégreé avec les poids pi(¥) j=0, ..., m suivant la direction Y entre =b et +b puis avec les
poids pi(x), i =0, ..., m entre —a eta suwant la direction x dans le noeud K, ce qui conduit ¢ un,
systeme de 2N (m + 1) équations unidimensionnelles, (des équations différentielles ordinaires).

Ce processus d'intégration sur une variable dite transversale.

.2 Formulation de base des méthodes nodale analytique

Considérons le EDP elliptique suivante :
=V-pVutqu=f VYreQcR" (3.2.1)

ou p = p(r) > 0 tandis que g =¢g(r) > 0. De plus u vérifie les condition aux limit sur la fronticre

I'=0Q), que nous prendrons du type de Dirichlet pour le simplifie :

u=0 surTl (3.2.2)

Dans les applications typiques des neutrons, u désigne le flux des neutrons, tandis que
p et g désigne le coefficient de diffusion et la section transversale, respectivement, qui sont
constants par morceaux. Pour simplifier, on prend # = 2 et nous subdivisons le domaine Q
en des rectangles : ” union du type de rectangles ” . Q) peut étre completement couvert par [
bande verticale et J bande horizontales. La, formulation de base de la méthode nodale analytique
consiste a intégré suivant une direction transversale (3.2.1) au-dessus en dimensions de n-1).

Ceci est fait successivement et mene 3§ équations en 1D dans les différentes directions (ici
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x et ). Supposez que ) est I'union des cellul

es Cl-]- rectangulaires de taille /i x k
généralement h; x k]-)

(ou plus
appartenant & l'intersection de jt#

bande verticales et de de 7™ bande

ge I'équation (3.2.1) devient :

horizontales. Considérons un noeud quelconque du mailla

4 4 .
~2 (Pi) - 2Py +qu=f Yy el =[-1, 1] (3.2.3)

FIGURE 3.1 - Un noeud Qy de Ty,

Y. |

?;

28

B e

FIGURE 3.2 - Dégrés de liberté sur un noeud Qy de T,

| —a, +a, “—a« +a, |

FIGURE 3.3 — Deux noeuds adjacents suivant une bande horizontale

En multiplie (3.2.3) par pi(v) (i=0,1,..,1,1 € N) on divise par N; puis on intégre entre —1
et 1 suivant la direction v on obtient :
4 d, d

. i 4, .
_Z§E<pam;(u'x))+qmy(u'x):my(f’x)+k—2[y(uJX) 1 =051 (3.2.4)
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FIGURE 3.4 - Deux noeuds adjacents suivant une bande verticale

ol Ly (u, x) est une fuite transverse sur u (et x) au dessus et au bas des cellules C

ij -

- .4, d

j _ ,

Ly(u,x) = m;(@(P@u(%?))) b=l
on fait la méme chose suivant x, on obtient :

4d, d . ; ; 4 . .
—p@(P@mx(“rx)) +amy(u,y) = m(f,p) + h_zlx(”)}’) 1=0,...,1 (3.2.5)

avec :

, dd

i i “ F —

lx(u,y)_mx(—dx(pdxu(x,y))) 1=0,...,1

Les conditions de compatibilités doivent étre satisfaites. exigeant ce m!. et m;, commutative

(permutez) :

J7 F (i (0. ij ;3
n/l;((my(w’x»:m{)(m;((wly)):mC]‘(w> Zr] :01'--11
La solution numérique de (3.2.4) pour les bandes horizontales de J et de (3.2.5) pour les bandes

verticales de I est alors envisagé comme suit. Pour simplifier 'exposition, nous devons considérez

d’abord que chacun d’eux réduit a la forme canonique suivante

d d
TPt qu=f Vxe[q,b) (3.2.6)

sur la bande correspondante, ou 4 la fois P et g sont des constantes par morceaux, et que, du
fait & (3.2.2), u est égal & zéro aux extrémités de la bande u(a) = w(l) =0,

L’équation (3.2.6) est tout d’abord remplacé par une forme faible obtenu en le multipliant
par un certain fonction test v(x) et son intégration sur [a,b]. Comme pour les méthodes des

éléments finis standard, le probléme initial est équivalent au probléme suivant -

trover u € H& [a,b] tel que a(u,v) = f (@) pour tout v € H;[a,b] (3.2.7)
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ou :
" dudy
a(u,v) = (pd ax Tauvldx f(v f fvdx (3.2.8)
a
Certains discrétisation doit étre introduite, & savoir un sous-espace de dimension finje Sy de

H{[a,b] est défini et (3.2.7) est remplacé par :
Trouver u, € 5, ¢ H;la, b] telle que :

a(uh, ’l}h) = f(vh) V‘l}h €S, C Hg [a,b] (3.2.9)

seront tous préservés, sauf que la définition de Dj et S; sera légerement différente -

Dy ={mympmi,i=0,..,1), leN dimD; =1 +3. (3.2.10)

Si I'élément particulier Ii = [xi_1,x;] de taille hi est tracé sur référence intervalle € = [-1,1],

Péquation (3.2.6) devient en variables réduites [16]
~Upy+ APu=f Vxe[-1,1] (3.2.11)

< 12 _ g H2f,
ou /\.' = 4p , tandis que f représente maintenant F= —fl

T

Au-dessus de I, nous avons ains; (avec A = ;)

Dy == {exp(/lx),exp(—/\x), liwws®} TEN dim S;=1+3 (3.2.12)

Définition 3.2.1 On se donne -

1) une partie compacte () de R", conneze et dintérieur non vide ;

2) un ensemple fini )= {aj}j]\ilde N points distincts de Q;

3) un espace vectoriel S; de dimonsion Jinie et composé de Jonctions définies sur Q) g valeur
réelles.

On dit que ’ensemble Dy est S;-unisolvant si et seulement si, étant donné N scalaires réels

quelconques aj, 1 =j SN, il existe une fonction p de Iespace 51 et une seule telle que :

Lorsque l'ensemple Dy est S; -unisolvant, e triplet (Q,S;,Dy) est appelé élément fini de Lagrange.

Etant donné un élément Jni (Q, S, Dy), il existe donc pour tout entier i, 1 £i < N,une fonction
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Pi €5; et une seule telle que

Théoréme 3.2.1 Dy est S; unisolvant.

Preuve. On a card(D;) = dim(S)), il suffit de présenter les fonction dg base correspondante

appelons :

Qilx)=PB(x) i=o0,..,1] (3.2.13)
coshj(Ax) | est Impair
Qr1(x) = :
sinhj(Ax) [ est pair
sinhj(Ax) [ est impair
Qria(x) = :

coshj(Ax) I est pair,

ou (*) indique que les fonctions correspondantes sont normalisées & (+1) lorsque x = 1. Equi-

valente :
expy(Ax) + (=1)**lexp, (< 1x)
Q) = SR ey g o
exp;(A) +(~1) exp;(=A)
ou : l
exp;(Ax) = exp(Ax) - Z f x)exp(Ax)dx (3.2.15)
i=0

les fonctions de base sont

41(0) = =31 Q1) Qry (1) (3:216)
4R(x) = +3(Q1sa(x) + Qpys (1) (3.217)
up(x) = Qy(x) - Qrmp(®) i=0,...,1, (3.2.18)

o m(i) =1 ou 2 est telle que i et [ +m(i) ont le méme partie. L
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3.2.1  Méthodes nodales analytiques directs

Dans sa correspondance avec des arrangements nodaux polynémes d’indice | (18], I'analyse

des systémes analogiques a été introduite par Hennart [18]. Nong définissons -

Dy = {my, mip, miy, mb, i = 0...limd, i,j=0,...,]) (3.2.19)
51 = 1QuS <exp+Ax)R (), exp,(~Ax)B(p), B(xlexpy(s Ay), (3.2.20)
Pi(x)exp;(=Ay), i = Qi 1] (3.2.21)
card D; = dim §, (8.2.22)
Théoréme 3.2.2 Dy est S; unisolvant.
Preuve. Les fonctions de base sont :
; 1 . ,
up(x,p) = —E(—1)1+1(Q1+2,i(xr3))* Qu1,i(%p) i=0,..,1 (3.2.23)
. 1 .
UR(%Y) = +2(Quai(%9) + Quri(ny) =0, ] (3.2.24)
: 1 ‘
ug(y, x) = —E(—l)l”(Q,-,Hz(x,y)— Qitr1(x3)) i=0,..,1 (3.2.25)
: 1 . “ ’
ur(y,x) = +§(Qi,l+2(xfy) +Qiiv1(%p) i=0,...,1 (3.2.26)
4d(59) = Qij(5,9) = Qg (5,9) - Qitemij)(xy) 4,j=0,...,1 (3:2.27)

ol :

Quim(i),j(%9) = Qpam(s) (x)P(), Qitem(j)(%:9) = B()Qum(y(v) i,j=0,...,1

et ou m(i) (resp. m(j)) = lou 2 est telle que i (resp. jlet I + m(i)(resp.l + m(j)) ont la méme
partie. |

Nous pouvons écrire les fonctions de base comme suit -

ur(x,y) = ur(x)P(y) i=0,..,1 (3.2.28)
uR(%,y) = ur(x)P(y) i=o0,..,1 (3.2.29)
ué(x,y):ug(y)P,-(x) b=l el (3.2.30)
ur(%,y)=ur(y)P(x) i=0,..,1 (3.2.31)
ud(x,p) = B(x)Bi(9) = Qrmiy(x)Pi(3) =B (%) Qrimj(v) (32.32)
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3.2.2  Méthode nodale analytique physique

Dans la plupart des articles traitant leg méthodes nodales , les équations finales nodaux
sont dérivées en accord avec des probleme de de 1a physique . En utilisant les mémes fonctions
de base que ci-dessus, mais dont les équations discretes proviennent des deux caractéristiques

physiques suivantes -

-Equations d’équilibre de cellules les premiers moments de I’équation Bj,i,j=0,..,1 plus

une cellule sont nuls -
f P,-(X)P]-(y)[Luh—f]dr:O L= 0,05, (3.2.33)
KeT,

-La continuité des moments transverses du flux et dy courant a travers les interfaces. Cette
derniere condition traduit simplement Ia continuité des moments de

up le long des interfaces dy maillage :
f Pi[pVuylg, —PVuplg,]1,ds=0 i=o0,.. . ] (3.2.34)
KinK,

ou 1, est le vecteur normal extérieure & l'interface commune I, =K NK,.

3.2.3 Méthode nodale analytique mathématique

Nous dénotons 1a forme bilinéaire définies sur H&(Q) 2
a(u,v) = f(v) VveHH(Q)
et la forme linéaire continue sur Hg(Q) :
flw)= f fodx
0
Enfin, la formulation variationnelle du probléme se pose donc :
a(u,v)= f(v) YveH)(Q)

Nous construisons le sous-espace : 5y de Hy(Q) est considéré le probleme discrétisée devient

trouver uy € Sy, tels que :

a(uh, Uh> = f("l/h) Vvh S Sh (3?35)
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sl nous choisissons approximation de Hé (Q) par 'espace de dimension-finie Sp (ou S; élément
par élément défini ci-dessus), S, ¢ H&(Q) Parce que 1, n’est bas continu a travers les visages de
K (seulement les moments de ’ordre jusqu’ &/ sont ). Nous sommes donc dans un non-conforme,
la situation oy les équations discrotes (3.2.35) peuvent encore étre utilisé & condition a(.,.) est

remplacé par ay(.,.) ou :

ap(u,v) = Z f (PVuVv + quv)dx (3.2.36)
Kel, “K

De a(u,v) n’aurait aucune signification pour u,veSs,,.
La convergence de cette solution approximative dépendent de deux composants : La premier
doit faire globalement avec les propriétés d’approximation disponibles dans Sy ou plutdt dans
S; élément par I'élément . Ces propriétés d’approximation dépendent d’interpolation capablilities
de S; et ceux-ci dans terme comptent sur des valeurs plus grand indice tels que p; ¢ S;. La
deuxieme composant est une erreur d'uniformité de Sp dans L?. Plus précisément, si Piy1 C S
YI€IN. et ce de plus les moments d’ordre jusqu’a I sont communs entre deux cellules voisines
de sorte qu’un essai de piece rapportée de Iordre ] Soit passé la convergence de 1’exibit des

plans non-conforman de O(h'*2) dans la norme L2

Propriétés générales qui correspondant nonconforme des plans

Les fonctions de 1a base ont associé aux valeurs de la limite

On considérer par exemple la fonction de base u[{(x,y) associé a gauche (x = —1) valeurs de

la limite mi J=0,...,1 par (3.2.13), ui(x,y} =0 des que x est un du (I+2) a généralisé Radau

droit points xﬁR, i=1,...,1+2 comprenant x = +1 [17], ou p est un du J (supposant j > o)

Gauss p& m = Liwesyj [17],

Les fonctions de base ont associé aux valeurs de la cellule

On considérer des fonctions de base associées aux valeurs de cellule. Par (3.2.32) nous avons :

ud(x,y) = Pij(%,9) = Quimi (%) Pi(y) + Bij(x,p)
= P3)Qrinjy (v) - Pj(x, p)

(3.2.37)

combiner (3.2.18) et (3.2.37), nous obtenons

ud(69) = LX) (y) + Bx)ul(y) —Pj(x,p). (3:2.88)
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par exemple nous avons
gl = ui(x) = P(x) (3.2.39)

combiner (3.2.18) et (3.2.39), nous obtenong

ud(x,+1) = ~ Q1 (i) (x) (3.2.40)

dénotez Ty comme suit -
To(x) = =((=1)"up (x) + g (x)) (3.2.41)

combiner (3.2.23) et (3.2.24) nous obtenons -

Tol0) = =S [~(=1)""*(Q15(x) = Oy (x)) + (Qrea(x) + Qpyy (x))] (3.2.42)

alors :
—Qie1(x) sil+i+1 est pair
To(x) =
~Qra(x) sil+i+1 est Impair

en d’autres termes

To(x) = ~Qpy iy (x) (3.2.43)

ou m(i) =1 ou 2 est tel qu’i (resp j) et I+ m(i) (resp I+ m(j)) ayez le méme parti. combiner
(3.2.40), (3.2.41) et (3.2.43) nous avons :

106 +1) = ~((=1)i (x) + sp () (3.2.44)

De la méme facon, nous avons :

ud (x,~1) = (<1)'uy (x) 4 g (x) (3.2.45)
ug(+1,y):—((—1)jMB(3/)+”T(ZJ)) (3.2.46)

ud(~1,9) = (~1V up(v) + up(y) (3.2.47)
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Rapports entre 1a frontiére et les fonctions de base de cellules.
Dénotez T, et T, comme suit
T ) = (=1) u] (x,9) + il (x, ) (3.2.48)
Th(x,p) = (—1)J'ug(x,y>+u;(x,y) (3.2.49)
par (3.2.13) et (3.2.29)
L1(69) = ((=1) us(x) + ug(x)) P () (3.2.50)
combiner (3.2.40), (3.2.50) nous avons :
Ti(x,y) = By (1) Qi m(iy (x) (3.2.51)
de la méme facon :
Ly(xp) = Pi(%)Qrim(j)(v) (3.2.52)

Utiliser (3.2.48)-(3.2.52)

et la définition de la limite ot base de la cellule fonctionne, nous obtenez
les rapports suivants

Fij9) =(=1)"ui(x,9) + (6, 9) + (<1) ul (x, ) a5
5 o« J. .O
+up(x,y) + ug(x,y) L] = Uy ]
Masse élémentaire et matrices de raideur

On introduire la masse I’élémentaire et 13 matrices de raideur M¢ et K¢ d’ordre N comme :

M®=(m), K= (k)

ou :
miy= [ wleytnyray (3.2.54)
[-1,1]2
kfj :J[‘ ; Vu;(x,9)Vu;(x, p)dxdy (3.2.55)
=9 §

Supposez maintenant que le vecteur 'y = [t1,...,uN] de fonctions de la base est divisé comme -

‘u="uy fuc fuy ]
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ou :

Ly 1.0 I 0 ! :
Upy = [uL,...,uL, URs..., Up] (3.2.56)
t 00
He = [uc’,ul,...,ulY, (3.2.57)
‘uy = [ug,...,ué,u%...,ué] (3.2.58)

avec M® a divisé en conséquence. Noug avons par exemple :

My Mpe Mg,
M= Mg, Me, ME., (3.2.59)
Myn Myc My,

si les éléments de 1a matrice sont évaluds exactement, c’est facile de se rendre compte de cela -

E  =ME. P8 e —
HV_MVH‘KHV*KVH‘O

afin que 'accouplement entre H (pour horizontal) et V (pour vertical) composants est seulement

par les paramétres cellulaires.

utilisé, chaque temps de la fonction de base de la limite ugou E est L, R, B oy T parait, la
regle correspondante de Radau devrait avoir des abscissae ou des ordonnées de prélevement

RR LRL _ RB

XX 97 ou pRT respectivement. En conséquence la matrice de masse élémentaire M€ g

seulement les entrées de non zéro dans M¢ nous avons grace a alors (BL38) ¢

g A5:. 5,

1 km kCjm o
U~y U Py 3.2.60
(uc, uc”) (2i+1)(2j+1) ( )
nous obtenons un résultat semblable pour K., en effet, : avec Wy == ué(E =L R B, T) et
Uy = ué(G =L, R B T, C), Vué est proportionnel & p,(i = 0,....1ou & (Qp,q + Qrs2)(x ouyp ).
Dans le premier cag Vug est orthogonale & Vu]G ; dans le deuxieme cas nous utilisons I'intégration

réduite par Radau généralisée.

Théoréme 3.2.3 Supposant que P et q sont constantes, lg méthode nodale analytique physique
est équivalente a la méthode nodale analytique mathématique avec mtégration réduite par Raday

généralisée.

Preuve.
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La méthode nodale analytique mathématique consiste a trouver u, e Sy, HOI(Q)

W(Un,vh) = f(vy) Vo, e Sn 2 Hy (Q)

(3.2.61)
Prenons des fonctions de base de cellules uC,z J=0,...,1 associé & un certain élément K.
L’équation (3.2. 61) devient
L(quh Vuc+quhu fu dr_ (3.2.62)
ou d’une maniére equivalente :
f ug(quh.ln)ds+f ud(Lu = f)dr =0 (3.2.63)
IK K
ou 1, est certaine unité arbitraire normal & 9K . si K =[-1,1]? alors :
[l
J‘ uc(pVuy.1,)ds
1 duh ! ij duh ;
=1 1 'ledy—p uc(-1,y ,x~—1 (3.2.64)
=1
1 1}
duh ij duh
pflu ,y:]dx—p uc(x,-1) ’x__l ¥

par (3.2.46) nous avons

1 d ! duh ; . dlxlh
p\f_l d(1,y) 2 dx e Idy—-pf_l MB(?)Elledy—p(—l)]J ur(y) lledy (3.2.65)

_1 dx

alors, grace a la regle de la quadrature basée sur le (1+2)

zéro yéR (resp y%R) (i=1,...,1+2)
de up(y) (resp ur(y)) dans [-1,1]

1
i du
pf ud(1,y) h,ﬂ =0 (3.2.66)
=]

Ainsi, il est facile de vérifier que le terme de frontiere disparalt dans (3.2.63)

avec généralisée
Radau réduit intégration. Par (3.2.53)

nous avons :

ud(5,) = Bj(x,y) - (~1)'ul (x,p) - R 057) = (=1, 9) — ) (x,) (3:2.67)

ou i,j

0,..,1. L’équation (3.2.62) sous la généralisation Radau réduit intégration devient
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finalement -

LBJ(’W)(V(PWM tqup=fldr=0 ij=o0,. (3.2.68)

b-Maintenant brenons vy, les fonctions de bage de frontiére ué,i =0,.,]o0E=L R, B ouT.

Pour simplifier, nous considérons :

up dans K;

up={
u;  dans K,
ou I1; = K) NK,. Alors (3.2.61) devient -
f (quhTVulg + quhu}a —ful’é)dr+f (quhTVuE +qupul —fu};)dr =[] (3.2.69)
K] KZ

ou d’une maniére equivalente, la généralisation de Radau réduit I'intégrale :

f “Jiz(Pvuh-lnl)dS +f ui(quh.lnz)ds =0 (3.2.70)
oK, K,

en raison la généralisation d’intégrale de Radau réduit,(3.2.70) réduit les conditions de la conti-

nuité du courantes sur Iy,

I- P,-(y)(quh[Kl—quthz).l,lds:O fe=d),,.,d (3.2.71)
\I‘IZ

3.3  Procédure itérative

Les résultats numeriques avec (I = 0) sont testées en utilisant I'équation de diffusion

“Autu=fi VreQ=[-1,1 (3.3.1)
u=0 surT. (3.3.2)

supposer que () est I'union de cellules rectangulaires K de taille hxk appartenant a 'intersection
de I bandes verticale et J bandes horizontales . Nous numérotons les cellules de gauche sur la

droite et de bas en haut. En utilisant les meéthodes nodales polynomiales physiques [17] ou



3.3 Procédure itérative 29
*\\_ P

direct analytique (83) (sans intégration numerique) nous obtenons Je systeme suivant -

AU+BV =g
FU+EV+CW:FOV+ZW:O

Q , ) :
nupposons que U, V et W sont les vecteures des moments horlzontaux, centraux et verticaux.

Apres simplification, nous obtenons le systeme suivant :

HV =F (8.3.3)

ou :

H=E-B'A™'B_cz-1¢t
U=-A"1py
W=-z"1cty

ou A et Z sont des matrices tridiagonales, B et C sont deux diagonales, les composants sont

nuls ou satisfaire :

Zii = Ay
Zijsr = A
Bji = Gy
Biiv1=Cijyg
Ee C]d

ou ¢ est une constante, I; est une matrice d’identité. Ici H est une matrice d’ordre IxJ. Les blocs
diagonaux de H sont des matrices d’ordre [ x [ et correspond au J bondes horizontales(pour

des raisons de simplicité, nous Supposons que [ = J) et prend la forme - (voir la figure4.1)

— Lesblocs H;;, i= L,...,T est plein symétrique, définie positive.

— Les blocs H,-j =ayily, i,j=1,...,1 i Z 7, @;; est constant,.

Ainsi, pour partie Iinversion o By fe=1,..T blocs, le systéme linéaire résulté est résolu

par la méthode itérative des blocs Gauss-Seidel ot les blocs d’index i, i # j sont identifiés aux
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points. De plus, nous déclaré seulement A et B.

I 00 I 00
a12010a13010
g & 1 0 0 1
1 00 . 1 00
H=laylo 1 ¢ | @s]o 1 0
00 1 ] 00 1
I 00 1 00
@110 1 0 as|0 1 0
0 0 1 0 01

3.4 Résultats numériques pour / = ()

Considérons trojs problemes P, i = 1,2,3 dans équation (3.3.1) :

Le premier probleme, p; a une solution exacte :

(%) = (1-x%)(1 -2
Jilay) = 5—3(x2+;u2)+x2y2.

Le deuxieéme probleme, P, a une solution exacte :

r(%,9) = (1-x%)(1-p%)

fal9) = 12x%(1 = p4) 4 12921 =) — (x4 4 %) 4 x4,

Le dernier probleme. Ps a une solution exacte :

3 chy £l
ug(x,y)—(l—ﬁ)( *m)
chxchy

f3(x’y):1 C]’lzl

Les résultats numériques obtenus par les systemes analytiques physiques directes sont affichés
dans le tableau 1. Ceux obtenus par les systémes de polynémes physiques sont affichés dans le

tableau 2. Ici ¢; désignent U'erreur en norme discrete dans L2associé au probleme P, i = 1,2,3
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€i(c) désigner Perreyr €n norme continu dang L2 :

€ =( ) (mc(u) - me(u, )12 (3.4.1)
KeT,
&0) = (L(ui—uhl.)z)l/z (3.4.2)

De ces valeurs de Perreur nous déduisons I'évaluation de lordre optimal de convergence en

calculant pour chaque grille de I'interprete numérique de

€ oc he (3.4.3)

h qui est la dimension de la maille. En passant la maille 7 de tajlle h; & maille i + 1 de taille

Hiy = %hi, nous avons :

= D

€it1

TABLE 3.1 — méthodes nodales analytiques physiques Directes pour les problemes P; et P;.

maille & aq &3 -a3
2x2 | 001300 ] " 10.06375 ]
ixd 001440
8x8 | 0.00074 0.00347
16x16 | 0.00018 0.00086

TABLE 3.2 — méthode nodale polynomial physique direct pour les problémes PP, et P

3.5 Conclusions

(1) - Nous avons analysé les méthodes nodales analytiques directes d’indice | nous avons mon-

tré que les méthodes mathématiques correspondantes sont équivalentes 3 celles des physiques
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lorsque les composants de la matrice sont calculées par intégration réduite par la généralisation

Exacte pour les polynémes de degré (21+2)).
(2) - Nous tomparons dans le Tableay 2, erreur disc

erreur ;

exacte de Radau (

ret (&;) et Perreur continue (g(c))i = 1,2,3
_ ~& =0

- &(c) x g,
B dans le premier cas 1ous avons le résultat semblable pour la méthode mathématique en
raison de l'intégration réduite par Radau généralisée est e

dans le deuxitme €as nous avons un superconvergence.

xacte pour le polynome de degré 2,

(3) - Nous remarquons que les résultats de Ia, méthode polynomiale est meilleur que Panalytique

ceux (note que ceux-ci durent est O(h!*3=%0) ordre dans la norme L?). En effet nous avons :
— €1 =0 dans tableau 2 (méthode polynomiale), dans tableay ] (

est petit mais loin d’étre nule.

méthodes analytiques), ¢,

~ ¢&3(tableau 1) ~ 6¢3(tableau 2).
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